Kapitel 16

SATZ VON FUBINI UND DIE

TRANSFORMATIONSFORMEL

Im folgenden sind X und Y metrische Ridume,
oder allgemeiner topologische Hausdorffriume,
i und v sind Radon-Integrale auf X bzw. Y .
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16.1 Zerlegung eines Radon-Integrals

16.1 Zerlegung eines Radon-Integrals

DEFINITION Seien p und v Radon-Integrale auf X bzw. Y und (uy)er eine Familie

von Radon-Integralen auf X | d.h. eine Abbildung Y — M (X) . Wir nennen (“y)er eine
Zerlegung von i bzgl. v und schreiben

= / f, dv (y)
wenn fiir alle s € SKC(X) gilt

BEISPIEL 1 Fiir jedes Radonintegral ;o auf X gilt

uz/%du(y) :

BEISPIEL 2 Lebesgue-Integrale und Cavalieri-Prinzip.

Seien X C R™ und Y C R™ offene Mengen und Ax und Ay die entspechenden Lebesgue-
Integrale. Fiir jedes y € Y definiert die positive Linearform

KX xY)—R:p— Ax(¢(,y))

ein Radon-Integral Ay, auf X x Y . Man sagt auch, dafl A\x, das Bild von Ax unter der
Abbildung

Jyirr— (z,y) : X — X xY
ist (vgl. 16.6 und 16.7). Es gilt

AXxy = /)\X,y dXy (y) .

Analog gilt

AX xy ://\I,Y(MX (1’) ;

wobei A,y das Bild von Ay unter der Abbildung ,j : y— (z,y) : Y — X X Y ist.

BEMERKUNG 1 Fiir alle s € SK (X xY) gilt
Axy (s) = Ax (s (- 9)) -
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Zerlegung eines Radon-Integrals 16.1

Insbesondere folgt
Moy (X XY N X X {y}) = Axy (Ixuvxxgyy) = Ax (0) =0

Man sagt, dafl Ax, von X x {y} getragen wird. Weiter gilt

Axo (5) = SUD ek ey ocs / o(2,) dix (z) € SK(Y) .

SATZ Seip= f,uy dv (y) eine Zerlegung von u . Fiir jede Funktion f : X — R gilt

*

/*fdu>/*</ fduy) v () -

HAUPTSATZ (Sukzessive Integration) Seipu= [ py, dv (y) eine Zerlegung von i .

(i) Ist f: X — R (oder C ) p-integrierbar, dann ist f p,~integrierbar fir v-fast alley € Y .
Definiert man [ f dp,, durch O in deny , fir die f nicht ji,~integrierbar ist, so ist die Funktion
[ f du, v-integrierbar, und es gilt

/fduz/(/fduy) av (y) .

Ist f reell, dann sind die Funktionen [ _f du, und [ ' f du, v-integrierbar, und es gilt

/fdMOZ/*fd/JQZ/*fduo v fii..

(i) Ist A eine ju-Nullmenge, dann ist A fiir v-fast alle y € Y eine - Nullmenge.

BEMERKUNG 2 Im Falle des Produkts zweier Radon-Integrale, das wir in 16.3 behandeln
werden, ist dieses Resultat der Hauptsatz von Fubini.
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16.2 Integrabilitéitssatz

16.2 Integrabilititssatz

Der vorige Hauptsatz gibt uns die Moglichkeit, das Integral einer Funktion f bzgl. i durch
sukzessive Integration zu berechnen, aber dafiir mufl man vorher wissen, dafl f u-integrierbar
ist | Nach dem Integrabilitéitssatz 15.10 und Beispiel 15.12.1 mufl f p-meflbar und p-moderat
sein. Wir werden jetzt sehen, dafl sich unter diesen notwendigen Bedingungen die Endlichkeit
des Oberintegrals durch sukzessive Integration formulieren 148t.

HAUPTSATZ Seien p = f,uy dv (y) eine Zerlegung von pu und f eine reelle oder kompleze
w-mefbare und p-moderate Funktion auf X . Dann gilt

(i) f ist p,-mefSbar fiir v-fast alle y € Y . Die Funktion f* |f| du, ist v-mefbar und es gilt

L/uwm=/¥]ﬂﬂd%)www

(i) Insbesondere ist f genau dann p-integrierbar, wenn f p-mefbar ist und
[ ([ 1) v <o

(iii) Ist A eine p-meflbare und p-moderate Teilmenge und ist A eine p,-Nullmenge fiir v-fast
alley € Y |, dann ist A eine p-Nullmenge.

gilt.

BEMERKUNG 1 Im Falle des Produkts zweier Radon-Integrale, das wir in 16.3 behandeln
werden, ist dieses Resultat der Hauptsatz von Tonelli.

BEMERKUNG 2 Man kann in Bemerkung 16.3 sehen, dafl man die pu-Mef3barkeitsvoraus-
setzung iiber f oder A nicht weglassen kann. Im Falle eines Integrals von Punktmassen ver-
schwinden diese Schwierigkeiten (vgl. 16.9).

BEMERKUNG 3 Man kann auch zeigen mit Hauptsatz 15.9.i, da8 fiir alle s € SK (X)) die
Funktion

uo(S):/*SCM>

v-mef3bar ist.

418 SATZ VON FUBINI Claude Portenier



Die Satze von Fubini und Tonelli 16.3

16.3 Die Siatze von Fubini und Tonelli

Sind g und v zwei Radon-Integrale auf X bzw. Y | so kann man zeigen (vgl. 16.11), dafl
ein Radon-Integral p ® v auf X x Y derart existiert, da8 fiir alle s € SIC (X x Y) gilt

pev(s)= [ nlsta) dr) = [ vis) du) .
d.h.

pev= [ dr ) = [ vy dn(o)
Die Radon-Integrale jix , und v, y auf X xY" sind die Bilder von y bzw. v unter den Abbildungen
Jyixr— (z,y): X — X xY und ,j:y—(r,y):Y — X xY,
d.h. fir alle s € SK (X x Y) gilt
fixy (s)i=p(s(y) wnd vey(s):=v(s(z,")) .
Fiir alle f : X x Y — R gilt dann

/fduxy /f ) dp et /fdz/xy_/f

In Beispiel 16.1.2 haben wir eigentlich gezeigt, falls X und Y offene Mengen in R" bzw.
R™ , daf3

Axxy = Ax @ Ay

gilt.
Der Hauptsatz 16.1 iiber sukzessive Integrationen wird der

HAUPTSATZ (von Fubini) Sei f eine reelle oder kompleze Funktion auf X XY , die
1 Q v-integrierbar ist.

Dann sind fir v-fast alle y € Y bzw. fir p-fast alle x € X die Funktionen f (-,y) und
f(x,-) p- bzw. v-integrierbar. Die Funktionen

y|—>/f duundw»—>/f

— geeignet definiert — sind dann v- bzw. p-integrierbar, und es gilt

/fdu@z/:/(/fxydu ) /(/fxydy >du(x).

Der Integrabilititssatz 16.2 wird der

HAUPTSATZ (von Tonelli) Sei f eine reelle oder kompleze & v-moderate Funktion auf
X xY.

(i) Ist [ p® v-mefbar, so sind fir v-fast alle y € Y und p-fast alle x € X die Funktionen
f(y) und f(x,-) p- bzw. v-meflbar.
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16.3 Die Sitze von Fubini und Tonelli

Die Funktionen

v [l wna v [ 15

sind v- bzw. p-mef$bar, und es gilt

/* /] du®1/=/* (/*\f(x,y)!du(x)> My):/* (/*w,y)!du(g)) d(z)

(i1) Insbesondere ist f genau dann p & v-integrierbar, wenn f p & v-mef$bar ist und

/* (/ \f (z, )] dﬂ(:c)) dv (y) :/* (/ |f (z,y)] dy(y)> dp () < 00
gilt.

(iii) Ist A eine p ® v-mefibare und p @ v-moderate Menge und ist A, :={z € X | (z,y) € A}
eine pi-Nullmenge fiir v-fast alle y € Y, oder ;A :={y € Y| (x,y) € A} ist eine v-Nullmenge
fiir p-fast alle v € X , dann ist A eine p @ v-Nullmenge.

BEMERKUNG Die p® v-Meflbarkeit von f kann man nicht weglassen. Es gibt eine Funk-
tion

f:[0,1] — [0,1] ,
deren Graph Gr f C [0, 1]2 nicht A1) ® Ajp1-meBbar ist. Es kann sogar gelten

* *

/ </ Lars (2,9) dNoy (I)) Doy () =1,
/* (/ Lar s (2,y) dAp (y)) oy () =0

da der Graph iiber jedem x nur einen Punkt enthilt.

aber

Die Konstruktion von & v-mefibaren Funktionen benutzt oft den Hauptsatz 15.9.ii. Dafiir
mufl man p®v-Nullmengen konstruieren kénnen, ohne im voraus zu wissen, daf sie p®v-mefibar
sind. Man konnte sonst den Satz von Tonelli (iii) benutzen !

LEMMA Ist N C X eine pu-Nullmenge und B eine v-moderate Menge, so ist N x B eine
1 ® v-Nullmenge.

DEFINITION  Sind f und g reelle oder komplexe Funktionen auf X bzw. Y, so definiert
man die Funktion f ® g: X x Y — R (oder C ) durch

f@gx,y):=f(r)-g(y) firallex e XundyeY .

KOROLLAR Seien f und g reelle oder komplexe Funktionen auf X bzw. Y .
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Die Satze von Fubini und Tonelli 16.3

(i)  Sind f und g p- bzw. v-integrierbar, dann ist f ® g p ® v-integrierbar, und es gilt

[roamor([ra).(faa).

(i) Sind f und g p- bzw. v-mefbar, dann ist f ® g 1 ® v-mejfsbar.

BEISPIEL Seien f,g : X — R p-meBbare Funktionen und h : Y — R eine v-mef8bare
Funktion. Dann ist die Menge

A={(z,y) e X xY | f(z) <h(y) <g(x)}
1 @ v-mefbar, und setzt man
Ar={yeY | f(z)<h(y) <g(x)},
so gilt

pev ()= [ v (A) dua)

Sind insbesondere f,g € £ (1) mit f < g, so ist die Menge
B:={(z,y) e X xR [ f(x) <y <yg()}
it ® A-integrierbar, und es gilt

M®A(B)=/gdu—/fdu-
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16.4 Fall von R™

16.4 Fall von R”

DEFINITION Wir bezeichnen mit A" das Lebesgue-Integral auf R" . Es gilt

A=\,
j=1
d.h. \" ist das Produkt von n Kopien des Lebesgue-Integrals auf R . Fiir alle n, m € N* gilt
A= AT A

BEISPIEL 1 Die abzihlbaren Teilmengen sowie Hyperebenen und Spéren in R™ sind \"-
Nullmengen.

BEISPIEL 2 Seien @ := |0, 1[2 C R? und s € R . Es gilt A\g = A\jo,1; ® Njg,1f - Die Funktion

1 —
T,Y) — ———— R
ist genau dann Ag-integrierbar, wenn s < 2 . In diesem Fall gilt
* 1 2 . hl 2 S = 1
// —sd(l',y> = falls
o (r+) ot s<2unds#1
BEISPIEL 3 Analog ist die Funktion
1 _
(x>y)'—>miQ—>R+

genau dann Ag-integrierbar, wenn s <1 .

HAUPTSATZ (Partielle Integration) Seien J ein Intervall in R , F,G € AC(J) und

a,be J . Dann gilt
b b b
/aF.Gz[F.G} —/F.aG.
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Die Transformationsformel 16.5

16.5 Die Transformationsformel

HAUPTSATZ Seien X , Y offene Mengen in R" und ® : Y — X ein Diffeomorphismus.

Dann gilt
(0] (|det D(I)| . /\y) = )\X 5
d.h.
Ay = / |det D® (y)| - €a(y) dAy (y) -
KOROLLAR

(i)  Fiir jede Funktion f : X — R ist

/fd/\xz/fo<1>-|detD<I>|d/\y.

(i) Eine reell- oder komplexwertige Funktion f ist genau dann A\x-integrierbar, wenn die
Funktion f o ® - |Det D®| \y-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/fd)\X:/focb-|detD<I>] Ay .

(i1i) FEine reell- oder komplexwertige Funktion f auf X ist genau dann \x-meflbar, wenn fo®
Ay -mefsbar ist.

-1
(iv) Eine Menge A C X ist genau dann eine Ax-Nullmenge, wenn ® (A) eine Ay -Nullmenge

18t.

Claude Portenier SATZ VON FUBINI 423



16.6 Beispiele

16.6 Beispiele

BEISPIEL 1 Sei ® : R" — R" eine affine bijektive Transformation, d.h.
S:x— Ax+0
mit A € GLg (n) und b € R™ .

Fiir jede Funktion f : R” — R gilt

/f(y)dy=|detA|-/ f(Az +b) dx .

Insbesondere ist das Lebesgue-Integral unter orthogonalen Transformationen und Translationen
invariant, d.h.

/ f(y) dy:/ f(Ax +b)dx | falls AeQ,(R),
und fiir alle r € R* gilt

/*f(y)dyZITI”-/*f(m) d .

BEISPIEL 2 Sei (v;) ,, eine Folge von Vektoren im R" . Wir bezeichnen mit

=1,

Plug, ... v0,] = {x:Zaj~vj
j=1

das Parallelotop mit Seitenvektoren v; .

Ogajglfﬁrjzl,...,n}

Es gilt
A" (P oy, ..., v,]) = |det (v1, ... 0,)] -

BEMERKUNG Man hat
O (y+1[0,e")~®(y)+ PleDP (y) - e1,...,eDP (y) - e,] ,
also
AN (@ (y+[0,e[") =2 A" (- P[D® (y)-e1,...,DP(y) - e,]) =
=" - |det D® (y)| = |[det D (y)| - A" (y +[0,¢[") .

Dies ist eine heuristische Begriindung der Transformationsformel.

|det D®| - Ay heifit das Volumenelement bzgl. der krummlinigen Koordinaten , die durch ®
definiert sind.
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Beispiele 16.6

BEISPIEL 3 Polarkoordinaten im R? .
Die Abbildung
7 - sin @

, 10, 00] x |-, 7] — RER_ x {0} : (r, ) — ( r~cosso)

ist ein Diffeomorphismus und det D®, (r, ) = r . Da R_ x {0} eine A*-Nullmenge ist, bekommt
man folgende Transformationsformel

[t = [ fecosersing i)

BEISPIEL 4 Polarkoordinaten im R? .

Die Abbildung
p - cost - cosp
[ — R*NR_x {0} xR:(p,,0) — | p-cosd-sing
p - sind

®5: 0, 00[ x |—m, [ x |-,

B

ist ein Diffeomorphismus und det D®3 (p, ¢, 9) = p*-cos ¥ . DaR_ x {0} xR eine A\*-Nullmenge
ist, bekommt man folgende Transformationsformel

//RZf(JC,y,z) d(z,y,2) =

= /// f(p-cost-cosp,p-costd-sing,p-sind) - p?-cosdd(p,p,09) .
]

0,00[x]—m,m[x]-%,%|

BEISPIEL 5 Polarkoordinaten im R" .

Die Abbildung
®, :10,00[ x |—m, 7 x |-, [ — R* \R_ x {0} x R"?

PrCOSP, ~COSPy 1w, © COS (P53 * COS Py
PrCOSP, * e - COS (P * COS (3 - SIN Py
P COSP, " .. - COS (- Sin g
(0, Pos vy 0y) PrCOSY, “ i - sin @,
p-sing,
ist ein Diffeomorphismus mit
det D®,, (p, g, ..., 0,) =p" ' -cos" 2, -cos" P, ... CcOS Qs .
Zum Beispiel gilt
n/2
T
)\TL BTL r — . n
B 0) =5
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16.6 Beispiele

Dabei wurde benutzt, dafl

2.7
"2 o8t P e d e Pn) = =
/ /]7“#[47r E[%Q COS™ ~ @, - COS™ " @, 1 COS Y3 (902, ¥ ) T (ﬂ)

213 2
Spéter werden wir sehen (Beispiel 23.2), dafi diese Zahl die Oberfliche der Einheitssphére
S*~1 im R" ist.

BEISPIEL 6 FEine Funktion f : R” — R (oder C ) ist genau dann rotationsinvariant (oder
invariant unter orthogonale Transformationen), wenn eine Funktion f : R, — R (oder C )

mit
f(@) = f(lz)) fir alle z € R
existiert.

Eine rotationsinvariante Funktion f : z —— f(\x|) ist genau dann A\"-integrierbar, wenn
die Funktion r —— f (r) - r"~1 N oo-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

n_2‘7rg_ <~ L n—1
/fd)\ _—F(g) /0 fr)y-r"dr.

Die Funktion 1gn () - # ist genau dann \"-integrierbar, wenn s < n . In diesem Fall gilt

/ 1 2.73
sdr = — -
B~ (1) |z (n—s)T (5)
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p~dichte Familien von Funktionen 16.7

16.7 pu-dichte Familien von Funktionen

Wir werden jetzt Bedingungen an eine Familie (uy)y angeben, so dal man ein Radon-

ey

Integral p konstruieren kann, fiir das (“y)yey bzgl. eines Radon-Integrals v eine Zerlegung

ist.

DEFINITION Sei i ein Radon-Integral auf X . Eine Teilmenge U C SK_ (X) heif}t p-
dicht , falls fiir alle s € SK, (X) gilt

% (S) = Supueu,fugs —H (U) .
BEISPIEL Ist X lokal kompakt, dann ist _ (X') p-dicht.

LEMMA  Fir jede kompakte Teilmenge K von X ist die Menge
{ue SK_(X) | u ist stetig}
p-dicht.
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16.8 Integration einer Familie von Integralen

16.8 Integration einer Familie von Integralen

Im folgenden seien v ein Radon-Integral auf Y und ('“y)yey eine Familie von Radon-
Integralen auf X . Fiir alle s € SK (X)) setzen wir

o (8) 1y = p, ()Y — R.

DEFINITION 1 Die Familie (,uy) - heit verniinftig v-mefbar, falls fiir alle kompakten

ye
Teilmengen L von Y und alle € > 0 eine kompakte Teilmenge L' C L existiert mit

(a) v(L~NL)<e.

(b)  Es gibt eine Teilmenge U C SK_ (X) , die fiir alle z € L' p_-dicht ist und so daB s, (u),,,
fiir alle u € U stetig ist.

Sie heif3t verniinftig v-integrierbar , falls sie verniinftig v-mefibar ist und falls fiir alle x € X
ein t € S (X) existiert mit ¢ (z) > 0 und

/*uo(t)dl/<oo.

BEISPIEL 1 Fiir jedes Radon-Integral p ist die Familie (gy)y6 + verniinftig p-integrierbar.

BEISPIEL 2 Ist X lokal kompakt, dann ist (uy)yey
kompakte Teilmenge L von Y und jedes € > 0 eine kompakte Teilmenge L' C L existiert mit

verniinftig v-meflbar, wenn fiir jede

v(LNL)<e und p,(p), ist stetig fiir alle ¢ € K (X) .

BEISPIEL 3 Mit den Notationen aus Beispiel 16.1.2 gilt :

(A X#J)yey und (Ay,),cy sind verniinftig Ay- bzw. Ax-integrierbar.

LEMMA

(i) st (My)er verniinftig v-mefbar, so ist die Funktion u, (s) fir alle s € S, (X) Lusin
v-meflbar, also v-mejfbar.

(i1) st ('uy)er verniinftig v-integrierbar, so ist die Funktion p, (s) fir alle s € SK (X) bzw.
alle s € SK_ (X) v-mefbar bzw. v-integrierbar. Insbesondere ist

3'—>/*ll<>(5) dv: SK_(X) — R_

wachsend und linear.
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Integration einer Familie von Integralen 16.8

BEMERKUNG 1 Die Umkehrung von (i) kann man nicht mit dem Satz von Lusin 15.11
beweisen, da die Existenz von L’ unabhéngig von u € U vorausgesetzt wird.

DEFINITION 2 Ein Radon-Integral y auf X heiflit moderat, falls X p-moderat ist.

HAUPTSATZ Sei (u,)
auf X . Falls

ey eine verniinftig v-integrierbare Familie von Radon-Integralen

/,u<> (s) dv = /* Uy (8) dv  fir alle s € SK1 (X) (%)

gilt, so ist

pim @)z [ (v () SK(0) — B

ein Radon-Integral auf X und (,uy) eine Zerlequng von (i .

yey
Die Bedingung (x) ist insbesondere in jedem der beiden folgenden Fille erfillt :

(i) v ist moderat.
(i)  Fir alle s € SK, (X) ist die Funktion pu, (s) n.u.h.

BEMERKUNG 2 Obige Resultate kann man verallgemeinern und die Bedingung (%) weg-
lassen, wenn man den Begriftf des wesentlichen Oberintegrals einfiihrt.
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16.9 Integration von Punktmassen

16.9 Integration von Punktmassen

Seien p : Y — R, eine v-meBbare Funktion und p : ¥ — X eine Lusin v-mefsbare
Abbildung, d.h. fiir jede kompakte Teilmenge L von Y und jedes € > 0 existiert eine kompakte
Teilmenge L' C L mit

v(LNL')<e und pp ist stetig.

HAUPTSATZ (Integrierbarkeitsbedingung) FEuistiert fiir jedes v € X eine offene Um-

gebung U von x mit f p-1.1 dv < oo, dann ist die Familie (p (y) ~€p(y)) verniinftig

p (U) S

v-integrierbar.

KOROLLAR Ist die Integrierbarkeitsbedingung erfillt und gilt

/p-sopdy:/ p-sopdv fir alle s € SK (X) ,

z2.B. ist
v moderat

oder ,
p n.u.h. und p stetig,

so ist [ p-e,dv ein Radon-Integral.

DEFINITION Das Radon-Integral
plp-v):= /p(y) Ep(y) AV (y)

nennt man ein Integral von Punktmassen .

Fiir alle s € SK (X) gilt

P = [ soppav
und

/ fdlpW) epy] =Fop)-py)
fir alle f: X — R .

HAUPTSATZ (MeBbarkeitssatz) Sei f : X — R (oder C ) eine p(p-v)-moderate
Funktion.

(i)  f ist genau dann p(p - v)-mefbar, wenn fop-p v-mefbar ist. In diesem Fall gilt
/ |fldp(p-v) / |flop-pdv.
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Integration von Punktmassen 16.9

) ist genau dann v)-integrierbar, wenn f o v-integrierbar ist, und es gi
tyg d p(p- tegrierb p-p tegrierb t, und es gilt

/fdpp V) /fop pdv .

(i1i) FEine Teilmenge A C X ist genau dann eine p (p - v)-Nullmenge, wenn p = 0 v — f.i. auf
-1
p (A) gilt.

LEMMA Seien X und Y kompakte Rdume, Z ein topologischer Raum und p : X — Y
eine stetige surjektive Abbildung. Ist f 1Y — Z eine Abbildung, so daf$ f o p stetig ist, so ist
f stetig.

BEMERKUNG Ein analoges Resultat fiir das Produkt von zwei Radon-Integralen ist nicht
giiltig, wie wir es in Bemerkung 16.3 gesehen haben.

SATZ Firalle f : X — R gilt

/*fdp(P'V)Z/*fOp-pdy.
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16.10 Operationen auf Radon-Integralen

16.10 Operationen auf Radon-Integralen

Wir betrachten jetzt die wichtigsten Integrale von Punktmassen.

BEISPIEL 1 Bild eines Radon-Integrals.

Sei p = 1 und man setze voraus, dal ¥ moderat ist oder p stetig. Das Radon-Integral

mw:/é@ww>

auf X heifit das Bild von v unter p .
Die Integrierbarkeitsbedingung bedeutet, dafl p Lusin v-mefibar ist und daf fiir alle x € X

eine offene Umgebung U von x mit v* ( p (U )) < o0 existiert. Man sagt dann, dafl p v-eigentlich
ist.

BEISPIEL 2 Radon-Integrale mit Dichten.

Sei X =Y | p=id und man setze voraus, dal ¥ moderat ist oder p n.u.h. ist. Man nennt
das Radon-Integral

p-u:z/ﬁ(y)'fyd’/(y)

auf Y das Radon-Integral mit Dichte p bzgl. v .
Die Integrierbarkeitsbedingung bedeutet, daf p € £j,.5  (v) . Eine Abénderung von p auf
einer v-Nullmenge #ndert p - v nicht.

BEISPIEL 3 Induziertes Radon-Integral.

Sei X eine nicht-leere v-mefibare Teilmenge von Y . Fiir xy € X ist die Abbildung
Y ye X
:Y — X :yr— si
Z yeY X
Lusin v-meflbar. Mit p = 1x ist die Integrierbarkeitsbedingung 16.9 erfiillt und Satz 16.8.ii
kann angewendet werden. B
Fiir jede Funktion f : X — R (oder C ) , gilt foq-1x = fo , wobei fy die Fortsetzung
von f mit 0 auflerhalb von X ist.
Man sagt, dal das Radon-Integral

uw:/u@»%ww@

von v auf X induziert ist.
Es ist vy := 0 und fiir jedes s € SK (X) gilt

VX(S):/*sody.

Dieses Radon-Integral hiingt vom Punkt z( nicht ab !
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Operationen auf Radon-Integralen 16.10

Die Umformulierung der Hauptsiitze 16.1 (sukzessive Integration), 16.2 (Integrierbarkeit)
und 16.9 (Meflbarkeit) wird dem Leser iiberlassen.

SATZ Seien X eine v-meflbare Teilmenge von'Y und j : X — Y die kanonische Injektion.
Dann gilt

j(VX>:1X'V-

BEISPIEL 4 Sind [ und J Intervalle in R mit I C J und j : I — J die kanonische Injektion,
dann gilt

A=A und j(A)=1r-A;.
Haben [ und J dieselben Endpunkte, dann ist j (A;) = Ay .

BEISPIEL 5 Seien [ ein Intervall in R und F' : I — R eine lokal absolut stetige Funktion
(vgl. Definition 15.19.3 und Bemerkung 15.19.1). Dies bedeutet, daf} es eine eindeutige Funktion
OF € L (A7) mit

loc
b
F (b) — F (a) :/ OF (t) dt fiir alle a,b € [

existiert. Wir setzen a < b voraus und bezeichnen mit [ (F' (a), F' (b)) das abgeschlossene In-
tervall mit Endpunkten F' (a) und F' (b) .

HAUPTSATZ Sei f : F(la,b])) — C . Ist fo F-0F A\gy-integrierbar , dann ist f
AI(F(a),F (b)) -tntegrierbar, und es gilt

F(b) b
/ f(S)ds=/foF(t)-aF(t)dt.

F(a)
Ist F' wachsend, d.h. OF > 0, so ist das Bild von OF - oy unter F' das Radon-Integral
Ar(ap) - In diesem Fall ist f genau dann A ) -integrierbar, wenn foF'-OF N,y -integrierbar
15t.

Im allgemeinen ist F ([a,b]) # I (F (a), F (b)) .

KOROLLAR Seien I und J Intervalle in R und F : I — J , G : J — R lokal absolut
stetige Funktionen. Ist 0G o F' - OF lokal \;-integrierbar, dann ist G o F' lokal absolut stetig und
es gilt

O(GoF)=0GoF-0F .
Die Bedingunyg ist insbesondere erfillt falls 0G € Ly, (N\y) , d.h. G ist lokal lipschitzstetig.
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16.11 Produkt zweier Radon-Integrale

16.11 Produkt zweier Radon-Integrale

LEMMA  Fiir alle w € SKy (X) undv € SKL (Y) gilt fu®@v e SK(X xY) .

BEMERKUNG Jedes s € SK; (X x Y) kann man in der Form
1 k-2k

stupkﬁ-lzll{w;k}

schreiben, wobei {s > 2%} eine offene Menge in X x Y ist, und jede offene Menge in X x Y ist
Vereinigung eine nach oben gerichteten Familie O von offenen Mengen der Gestalt

U Gk X Hk .
k=1
Fiir alle y € Y ist die Abbildung
Jy: X — X XY :zx+—(2,y) .
stetig und p-eigentlich. Man kann somit das Radon-Integral auf X x Y

iy =y (1) = / o it ()

definieren.

SATZ
(i)  Fiir jede Punktion h: X x Y — R gilt ho j, = h(-,y) und

/ h dpx, =/ h(y) du .
Die offene Menge X x (Y N\ {y}) ist eine pux ,-Nullmenge.
(i) Fir jedes f: X — Ry ,g:Y — R, undu € SK_(X) ,ve SK_(Y) gilt

[ reoiu,= ([ 1) 00w wcus0= w06

(i1i) Sei L eine kompakte Teilmenge in'Y und definiere
Vi={veSK_(Y) ‘ vy st stetig} .
Fiir alle y € L ist die Menge
—SK_(X)@V:={-u®v |[ueSK_(X),veV} CSK_(X xY)
[ox - dicht.
(iv) Die Familie (,U/X’y) v st verniinftig v-integrierbar.

ye
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Produkt zweier Radon-Integrale 16.11

(v)  Fir alle s € SK, (X xY) ist die Funktion

o ()= [ 50 du @

DEFINITION Das Radon-Integral auf X x Y

pRv = /ux,ydv (v)

heiflt das Produkt von p mit v .

Fiir jedes s € SK (X x Y) gilt

M®V<5):/* (/ s () du) dv (y) -

BEISPIEL In Beispiel 16.1.2 haben wir gesehen, dafl Axxy = Ax ® Ay .

HAUPTSATZ Die Abbildung S:Y x X — X x Y : (y,z) — (z,y) ist v ® u-eigentlich,
und es gilt

Sveup =pav,
d.h.

u@u:/¢mdu@>,

wobei v,y fir jedes x € X das Bild auf X XY von v unter ,j : y — (x,y) ist.
Zusdatzlich gilt fir alle w € SK4 (X) und v € SK4 (Y)

pOvuev)=pu) v,

und p ® v ist moderat, falls i und v moderat sind.
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