Kapitel 15
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Im folgenden sei p stets ein Radon-Integral auf X .
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15.1 Nullmengen

15.1 Nullmengen

DEFINITION Fiir alle Teilmengen A von X nennen wir

*

p(4) = [ Lady

das duflere Mafl von A bzgl. .
Eine Menge A heift u-integrierbar , falls 1, € £! (1) ist. Man nennt dann

p(4) = [ Ladu

das Mafl von A bzgl. u . Mit J (1) bezeichnen wir die Menge aller p-integrierbaren Mengen.
Eine Menge N heifit pu-Nullmenge , falls

N €J(p) und p(N)=0

ist. Die Menge aller p-Nullmengen wird mit 91 (u) bezeichnet.
Fiir jede Teilmenge A von X setzt man

00y =001y .

HAUPTSATZ Seien f: X — R, und N C X .

(i) Ist [T fdu=0, sogilt fe L (pn) und [ fdu=0.
(i1) Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent :

(a) ["fdu=0.
(b) f oo{f>0}d,u<oo .
(c¢) {f >0} ist eine u-Nullmenge.

In diesem Fall ist f € L' (p) , und es gilt [ f dp=0 .
(i1i) Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent :

(a) N ist eine p-Nullmenge.
0) w(N)=0.
(¢) [ ocondp<oo.

In diesem Fall ist cox € L () und [ ooy du =0 .

KOROLLAR
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Nullmengen 15.1

(i)  Sei (Ny) eine Folge von p-Nullmengen. Ist N C Jyon Nk 5 0 ist N eine pu-Nullmenge.

(ii) Sei f: X — R mit f* f du < 0o . Dann ist {f = oo} eine u-Nullmenge.
Insbesondere ist { f ¢ R} eine p-Nullmenge, falls [, f dp > —oco und f f du < oo sind.

BEISPIEL 1 Jede kompakte Menge K und jede offene Menge G mit p* (G) < oo sind p-
integrierbar.

BEISPIEL 2 Sei J ein Intervall in R . Fiir alle € J ist die Menge {z} eine \;-Nullmenge.
Insbesondere ist Q N J eine A ;-Nullmenge.

BEISPIEL 3 Sei z € X . Jede Menge A C X ist ¢,-integrierbar mit

1 r€A
ez (A) = falls
0 r¢ A

Insbesondere sind
51({x}) =1, Ex({y}> =0 ,wenny#x,
und
gx (X N{z})=0.
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15.2 Fast tiberall

15.2 Fast tiberall

DEFINITION Sei P eine Aussage, die von z € X abhéingt. Man sagt “P ist u-fast tiberall
(p— f.i. ) wahr”, falls die Menge der 2 € X |, fiir die P (x) falsch ist, eine p-Nullmenge ist.

SATZ Die Relation f = g u — f.ii. definiert eine Aquivalenzrelation auf R xR .

HAUPTSATZ Secien f,g: X — R..

(i) Istfégu—f.il.,sogiltf*fdﬂéf*g dp und [ f dp< [, gdup .

(i) Ist feL'(p)undg=fpu— fi.,soistge Ll (u) mit [gdu= [fdu.

(i) Seien f,ge€ L' (u) mit f <g p— fii. . Ist [fdp= [gdu, soist f=gpu— fi..
(iv) Fiir jedes f € L' (1) gilt

fuimlyeny f L) o fo=fu—fi und [ fadu= [ fda.

BEMERKUNG (iv) zeigt, wie man eine integrierbare Funktion durch eine endliche inte-
grierbare Funktion ersetzen kann. Dies erlaubt insbesondere die Betrachtung von Differenzen.
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Satz von Lebesgue 15.3

15.3 Satz von Lebesgue

LEMMA (von Fatou) Sei (fx) C R eine Folge von Funktionen, die eine p-integrierbare
Minorante besitzt. Dann gilt

/ liminfy fr dp < liminfk/ fedu .

BEMERKUNG Besitzt (f;) eine u-integrierbare Majorante, so ist

/lim supy fr dp > lim supk/fk du .

HAUPTSATZ (der dominierten Konvergenz von Lebesgue) Sei (fi) eine Folge in
L' (1) oder in LE (1) , die punktweise p-f.i. gegen eine Funktion f konvergiert. Gibt es ei-
ne p-integrierbare Funktion g , so daf$ fiir alle k

\fel <g  p-foa

/f du:limk/fkdu.

BEISPIEL Sind f: X — Rund A C X p-integrierbar, dann ist 14- f auch p-integrierbar.

gilt, so ist f p-integrierbar mait
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15.4 Absolut konvergente Integrale

15.4 Absolut konvergente Integrale

SATZ Seien J ein offenes Intervall in R und f eine stetige Funktion auf J . Genau dann

st f \j-integrierbar, wenn das Integral fjfjj |f| konvergent ist. In diesem Fall ist das Integral

f;‘;l}‘] f konvergent, und es gilt
sup J b
/f d)\J :/ f:hmaﬂianJr,bHsupJ/ f .
inf J a

BEMERKUNG Es gibt konvergente Integrale, z.B. fooo SinTrdx , wo die betrachteten Funk-
tionen nicht im Sinne von Lebesgue integrierbar sind !

394 SATZ VON LEBESGUE Claude Portenier



Abhéingigkeit von einem Parameter 15.5

15.5 Abhingigkeit von einem Parameter

HAUPTSATZ (Stetigkeit) Seien X,Y metrische Riume, v ein Radon-Integral auf Y ,
f: X xY — C eine Funktion und £ € X . Es existiere eine Umgebung U von & mit

(i) f(x,-):Y — C ist v-integrierbar fir alle x € U .

(i) f(,y): X — C ist stetig in & fir v-fast alley € Y .

(i1i) Es gibt eine v-integrierbare Funktion g :Y +—— R, , so daf fiir alle z € U gilt
|f (z,-)| < g wv-fast iberall.

Dann ist die Funktion

/f('ay)dV(y)::c'—>/f(a:,~)du:U—><C

in & stetig.

HAUPTSATZ (Differenzierbarkeit) Seien J ein Intervall inR ,Y ein metrischer Raum,
v ein Radon-Integral aufY , f:J XY — C und 7 € J . Es existiere eine Umgebung U von
T mat

(i) f(t,):Y — C ist v-integrierbar fiir allet € U .
(i) f(,y):J— C ist differenzierbar mit Ableitung O, f (-,y) fir v-fast alley € Y .
(iii) Es gibt eine v-integrierbare Funktion g:Y — R, , so daf

sup,ep |O1f (8, )| < g v-fast dberall.

Dann ist 01 f (t,-) v-integrierbar fir alle t € U , und die Funktion

/f y):t»—>/f(t,-)dy:U—>C

st in T differenzierbar mit Ableitung

o([renww)e=[arew

BEISPIEL 1 Die Gammafunktion ist auf ]0, co[ differenzierbar mit

I () :/ Int-t*'.etdt.
0

Allgemeiner gilt

r® () = / (nt) - =1 et dt
0
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15.5 Abhéngigkeit von einem Parameter

BEISPIEL 2 Fiir alle a,b > 0 gilt

BEISPIEL 3 Sei v : R" — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Genau dann existiert
eine stetige differenzierbare Potentialfunktion f : R" — R zu v , d.h. v = grad f , wenn gilt

Ojvp, = Ogv; firalle j,k=1,...,n.
In diesem Fall kann man
n 1
f(z) ::Z (/ v (t-x) dt) T
j=1 \/0
wiahlen.

Falls v auf einer nicht einfach zusammenhingenden Menge definiert ist, ist dieses Resultat
falsch. Zum Beispiel erfiillt das Vektorfeld

_ @
UZR2\{O}—>R21xD—>< 2l )

die Bedingung, aber es gibt keine Potentialfunktion auf R?* \ {0} zu v , da die Arbeit von v
léings des Einheitskreises nicht verschwindet.
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Approximationssatz 15.6

15.6 Approximationssatz

HAUPTSATZ Fiir jede Funktion f € L' (n) exzistiert eine fallende Folge (si) C SK (X)

mit
psg) <oo , f<infysy und [ =infysp p-fi. .

Insbesondere ist infy, s, € L1 (1) und

)
/f du:/infkskd,u:infk/skd,u.

KOROLLAR Sei f € L' (1) . Dann ist min (f,s) € L' (n) fiir alle s € SK, (X) .

Aufgabe Zeigen Sie, daf§ eine beschréinkte Funktion auf [a, b] genau dann Riemann integrier-
bar ist, wenn sie in A, -fast allen Punkten stetig ist.
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15.7 Integrierbare Teilmengen

15.7 Integrierbare Teilmengen

HAUPTSATZ Seien A, B € 3 (u) und (Ag) eine Folge in J (1) .
(i) Es gilt
0, AUB, AnNB, ANBeT(n
und
p@) =0 , w(AUB)+pu(ANDB)=p(A)+pu(B) .
(11) Ist (Ay) wachsend bzw. disjunkt, so ist genau dann | J Ay € T (1) , wenn
sup i (Ag) < oo bzw. Zu (Ag) < o0
1st. In diesem Fuall gilt
H (U Ak) = supy, it (Ag)  bzw. p (U Ak) = ZM (Ar)
(i11) Es gilt (VA € T (p) und ist (Ay) fallend, so folgt

(ﬂAk> infy, p (Ag) .

(iv) FEine Teilmenge C' C X ist genau dann p-integrierbar, wenn fir jedes € > 0 eine offene
p-integrierbare Menge G und eine kompakte Menge K existieren mit

KcCcG und p(GNK)<e

In diesem Fall existiert eine wachsende oder eine disjunkte Folge (K;) von kompakten Teilmen-

gen von C' mit
M(C\UKO =0.

BEMERKUNG Sei 2 eine Menge von Teilmengen, die die gleichen Eigenschaften wie J (1)
besitzt. Eine Funktion m : A — R, | heifit Maf, falls sie die gleichen Eigenschaften wie pu
erfiillt.

SATZ Firalle f € L' (1) und v € R% sind die Mengen {f > ~v} und {f > ~} p-integrierbar.
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Der Begriff o-Algebra 15.8

15.8 Der Begriff 0-Algebra

DEFINITION Eine Menge 2 von Teilmengen von X heifit o-Algebra , falls () € 2 und fiir
alle A € A sowie fiir jede Folge (Ay) in A gilt

CA,LJAkeﬂ.

Eine Teilmenge A C X heiit A-mefbar, falls A € A . Eine Funktion f : X — R heifit
A-mefsbar , falls
{f>~} e firalleyeR

gilt. Eine Funktion f : X — C heifit 2-meBbar, falls Re f und Im f 2A-meflbar sind. Wir
bezeichnen mit

M@E) , M) und Mc ()
die Mengen der Funktionen, die 2-meBbar und deren Werte in R bzw. R und C sind.

SATZ Sei 2 eine o-Algebra. Es gilt X € A und
Ak, ANBe
fiir jede Folge (Ay) in A und alle A, B € A .

HAUPTSATZ Sei 2 eine o-Algebra.
(i)  Es gilt genau dann A € A , wenn 14 € M () ist .
(i) Ist f,g € M) und v € R, so sind
{rz+ , ir<ay o Ar<yy 0 {r<gy o {f<g

{f=9r , {f#gt , {f=o00} wnd {f=—oc}
A-mefbar.
(iii) Es gilt1 € M () . Sind f,ge M), a € R undp e R’ , so sind

a-f , f+'9 . fHeg . min(fg) , max(f,g) ,fF , [
A % Y
A-mefsbar.
() Fir jede Folge (fr) C M () gilt
supy fr , infyfr , liminfg fr , limsup, fr € M(2A) .

Ezistiert limy, fy, , dann ist limy, f, € M (2) .
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15.8 Der Begriff o-Algebra

Aufgabe Zeigen Sie : Eine Funktion f : X — R ist genau dann A-meBbar, wenn f*
2A-mefbar sind.

Aufgabe Ist (fx) C M (), dann ist die Funktion f , definiert durch f (z) := limy fx (z) ,
falls dieser Limes in R existiert, und durch 0 sonst, 2-mef3bar.

KOROLLAR M () ist eine involutive Verbandsalgebra, d.h. fir alle f,g € Mc (1) und
ae C gilt

O"fa f+ga fgv ‘f| 7TEMC(Q1) :
Ist f # 0 diberall, dann ist % € Mc () , und fiir jede Folge (fiy) C Mc () , die punktweise
konvergent ist, gilt limy, f, € Mc () .
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Meflbare Mengen 15.9

15.9 Meflbare Mengen

DEFINITION 1 Wir bezeichnen mit 9t (1) die Menge aller pu-mefbaren Mengen ; das sind
die Teilmengen M von X |, fiir die

MNAeT(p) firalleAeT(u)
gilt.

BEMERKUNG Eine p-mefibare Menge, die in einer p-integrierbaren Menge enthalten ist,
ist p-integrierbar.

SATZ Die Menge M () der p-mefbaren Mengen ist eine o-Algebra, die J (u) sowie alle
offenen und abgeschlossenen Teilmengen von X enthdlt.

DEFINITION 2 Die 91 (u)-mebaren Funktionen werden p-mefbar genannt, und die Menge
aller dieser Funktionen mit Werten in R bzw. R und C wird mit

M(p) , Me(p) uand Mc(p) -

bezeichnet.
Sei R (X)) die Menge aller kompakten Teilmengen von X . Man sagt, daf} eine Funktion f
auf jedem Kompaktum p-integrierbar ist, wenn fiir alle K € & (X) gilt 15 - f € £ (u) .

HAUPTSATZ

(i)  Fine Funktion f ist genau dann p-mefbar, wenn 1y - f fir alle kompakten Teilmengen
K von X p-meflbar ist. Insbesondere ist eine Menge M genau dann p-mefbar, wenn fir jede
kompakte Teilmenge K C X gilt M N K € T (u) .

(ii) Seien f,g: X — R (oder C ). Ist f p-meflbar und ist g = f p — f.ii. , so ist g auch
w-mefSbar.

(i1i) Eine p-integrierbare Funktion ist p-mefbar. Allgemeiner ist eine Funktion f , die auf
jeder kompakten Teilmenge von X p-integrierbar ist, auch p-mefibar.
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15.10 Integrierbarkeitskriterium

15.10 Integrierbarkeitskriterium

HAUPTSATZ FEine Funktion f : X — R (oder C ) ist genau dann p-integrierbar, wenn
f p-mefbar ist und

*

/[f]du<oo oder —oo</fdu</fdu<oo
gilt.

Fiir f > 0 beachte man die Formel f = sup,, f; mit

k-2k

1
frim g 2 gy

BEISPIEL 1 Das Integrierbarkeitskriterium liefert einen einfachen Beweis dafiir, da§ £& (1)
ein Vektorverband ist (vgl. Hauptsatz 14.13.iii).

BEISPIEL 2 Sind f: X — R (oder C ) und M C X p-meflbar, so ist 15, - f genau dann

p-integrierbar, wenn gilt

/JMwﬂdu<m.
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MefBbarkeit im Sinne von Lusin 15.11

15.11 MeBbarkeit im Sinne von Lusin

DEFINITION Eine Funktion f : X — R (oder C ) heiit p-meflbar im Sinne von Lusin ,
wenn fiir jede kompakte Teilmenge K von X und jedes € > 0 eine kompakte Teilmenge L C K
existiert, so daf

p(KNL)<e und f; nuh. ist.

SATZ FEine im Sinne von Lusin p-mefbare Funktion ist pi-mefsbar.
Insbesondere ist jede n.u.h. Funktion p-mefbar. Allgemeiner gilt: Ist M eine p-mejf$bare
Menge, verschwindet f : X — R auferhalb von M und ist fjyr n.w.h., dann ist f p-mefbar.

Man kann die Umkehrung dieses Satzes beweisen (vgl. Bauer, Wahrscheinlichkeitstheorie
und Grundziige der MaBtheorie, 41.4.):

HAUPTSATZ (von Lusin) Genau dann ist eine Funktion f : X — R (oder C ) pu-

mefbar, wenn sie im Sinne von Lusin p-mef$bar ist.

BEMERKUNG Im Beweis sieht man, dafl die Definition der Meflbarkeit im Sinne von
Lusin verschirft werden kann, indem man “ f|z ist n.u.h.” durch “ f|;, ist stetig” ersetzt.
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15.12 Moderate Funktionen

15.12 Moderate Funktionen

DEFINITION Eine Funktion f heifit y-moderat , falls eine (wachsende) Folge u-integrierbare
Mengen (Ay) existiert, so daf3 f auBerhalb von | J Ay verschwindet. Eine Teilmenge A von X
heifit g-moderat wenn 1,4 p-moderat ist.

BEISPIEL 1 Eine pu-integrierbare Funktion ist g-moderat.

BEISPIEL 2 Ist X Vereinigung einer Folge u-integrierbarer Mengen, insbesondere existiert
eine Folge (K;) kompakter Teilmengen von X mit

M*(X\UKl>:0,

so ist jede Funktion auf X p-moderat.
Z.B. ist jede Funktion auf eine offen Menge X des R™ p-moderat fiir jedes Radonintegral
wauf X .

SATZ Sei f eine Funktion auf X .
(i)  Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent :

(a) [ ist u-moderat.
(b)  FEs gibt eine Folge (Gy) von offenen p-integrierbaren Mengen, so daf$ f aufSerhalb

von
Ué
verschwindet.

(c) FEs gibt eine Folge (K;) C R(X) und eine u-Nullmenge N , so daff f auferhalb von

(U Kl> UN
verschwindet.

(i) Ist f p-moderat und > 0 , so gilt

/ Jdp= SupKeﬁ(X)/ lg - fdup .

(i) Ist f p-moderat, p-mefbar und [, fdu > —oo , so gilt

[#an=[ sau.

(iv) Ist A eine p-mefibare und p-moderate Teilmenge von X , so gilt

pr(A) = SUPkeg(x),KcA M (K) .
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LP-Riume 15.13

15.13 LP’-Riume

DEFINITION  Sei p € [1,00] . Fiir jede Funktion f : X — R (oder C ), setzt man

= ([ an)” B mmspe oo
und
I flloo :==inf {M eRy | [fI<Mp— fii.} R, .

Man bezeichnet mit L£P (u) bzw. L (u) die Menge aller py-mefibaren Funktionen f mit
Werten in R bzw. C , fiir die [|f]|, < oo gilt. Man sagt, daf8 f p-fach p-integrierbar bzw.
w-beschrankt ist.

BEMERKUNG Das Integrierbarkeitskriterium 15.10 zeigt, dal im Falle p = 1 diese Defi-
nition mit der aus 14.8. iibereinstimmt. Wir erinnern daran, dafl C® (X) mit der Norm

fr—=lflloo = supsex |f (2)]

ein Banachraum ist. Achtung ! Das Symbol || || hat zwei Bedeutungen. Man schreibt || - ||oo . ,
wenn es notwendig ist.

SATZ Seien p,q € [1,00] mit % + é =1und f,g: X — R (oder C ) . Dann gilt
(1)
(ii)
(iii)
(iv) )
fI<fle n—fi.

(v) Ist||f|l, < oo, dann ist f endlich yp— f.i. .
(vi) Hélder-Ungleichung :

la- fll, = lal-If|l, fir alle a € R (oder C ).
Ifl,=0 <= f=0 p— fii..

fI< gl p—fi. = |Ifll, <ldll, -

L -glly < A0 - llglly
(vii) Minkowski- Ungleichung :

I1F+%gll, < UIfIl, + llgll, -
(viii) Abzdhlbare Subadditivitit : Fir jede Folge (fy) von positiven Funktionen gilt

I af <l -

‘P

KOROLLAR L (p) ist ein Vektorraum.
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15.14 Satz von Riesz-Fischer

15.14 Satz von Riesz-Fischer

DEFINITION 1 Bezeichnet N (1) die Menge aller Funktionen f : X — C mit f =0 pu —
f. , so gilt

FEN( <= Ifl,=0.

Insbesondere ist A (1) ein Untervektorraum von £f (x) mit

f—9eN ) <<= f=gp—[fi..

DEFINITION 2 Man setzt
L% (p) = LE () N (1)

Es ist ein Vektorraum bestehend aus den Aquivalenzklassen

fl={gele(wlg=fpn—fi}=Ff+N(u)
fir f € LL (p) . Nach Definition gilt

gelfl <= ld=1I1,
a-[fl=lo-fl uwnd [fI+[g]=1f+g] .

DEFINITION 3 Man sagt, daf f ein Reprisentant der Aquivalenzklasse [f] ist und definiert
1A, = WA, -

Dies ist moglich, da ||g||, = || f]|, fiir g € [f] gilt.

HAUPTSATZ L{ () ist mit der p-Norm
[T — 1A,

ein Banachraum. Praziser: Ist ([fy]) eine Cauchy-Folge in L. (n) , dann existiert eine Teil-
folge a von N und eine Funktion g € LP (1) , so daf (faq)) gegen eine Funktion f € L7 ()
punktweise i — f.i. konvergiert und | fa(l)‘ < g fiir alle | ist. Fs gilt dann

[f] = limg [fi] in LE (1) .

BEMERKUNG Wir werden die Klasse einer Funktion und die Funktion selbst nicht un-
terscheiden, wenn das nicht erforderlich ist.
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Dichtheitssatz 15.15

15.15 Dichtheitssatz

HAUPTSATZ Ist X lokal kompakt und ist p € [1,00[ , dann ist K¢ (X) dicht in LE (1) ,
d.h. fiir jedes f € LY () und jedes € > 0 existiert ¢ € K¢ (X) mit

If =l <e-

BEMERKUNG Dieser Satz ist fiir p = oo falsch.

DEFINITION Seien J ein Intervall in R und ¢ : J — C . Wir nennen ¢ eine Trep-

penfunktion, falls ein Intervall [a,b] C J existiert, so daBl suppy C [a,b] und Regpy,y ,

Im @, €7 ([a,b]) gilt (vgl. Definition 9.1). Wir bezeichnen mit 7¢ (J) der Vektorraum dieser
[[a,b]

Funktionen.

KOROLLAR  Ist J ein Intervall in R , dann ist Ic (J) dicht in Lg (\y) fir alle p € [1,00] .
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15.16 Hilbertraume

15.16 Hilbertraume
Fiir f,g € L4 (p) ist f-g € LL (1) , und die Abbildung

(f.9) — (f]9) :=/7-gdu:Lé<u>xLé<u>—>c

ist ein Skalarprodukt.
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung stimmt mit der Holder-Ungleichung iiberein, da

ALl < |IF - gll, < N Fllo - gl

ist. Die Norm des Banachraums L2 (u) ist von diesem Skalarprodukt erzeugt :

Ifll, = (f1)? .

DEFINITION Ein Banachraum, dessen Norm von einem Skalarprodukt erzeugt wird, heif3t
Hilbertraum .

BEISPIEL Die Riéume L2 (1) sind Hilbertriume. Im folgenden untersuchen wir den Hilber-
traum

L2 ([0,1]) == L (Apa) -

Fiir alle k£ € Z definieren wir
er:[0,1] — C: z+— e2™F e
Es gilt e; € L2 ([0, 1]) und
(er|e) =0y, firalle k,le€Z.

Man sagt, dafl das System (e,), o, orthonormiert ist.
Eine Funktion der Gestalt
P = Z Ck " €k,

wobei K eine endliche Menge in Z ist, d.h.
P(z) = Z cr - 2™ fiir 2 € [0,1]

keK

heifit trigonometrisches Polynom .

PROBLEM  Kann man jede Funktion f € L2 ([0, 1]) durch trigonometrische Polynome im
quadratischen Mittel , d.h. bzgl. ||-||, , approximieren ?

HAUPTSATZ Seien H ein Hilbertraum und (€;) ;.
(exl€1) = Ok fiir alle k,l € J .

ein orthonormiertes System in'H , d.h.
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Hilbertraume 15.16

Fiir jede endliche Menge K C J bezeichnen wir mit Hy den endlichdimensionalen Untervek-
torraum, der von (ex),.x erzeugt wird. Fiir alle § € 'H gilt

inf {l¢ — PI* | P e Hx} = [l? ~ S IelOF = e~ B
keK

ﬁ::Z(€k|§>'€k>

keK

und P ist das einzige P € Hy , wo das Minimum erreicht wird.

Daraus folgert man sofort das

KOROLLAR (Bessel-Ungleichung) Fiir jedes £ € 'H gilt
D GO = 5w cuiien, ca Y (el OFF < IIE]*

jeJ keK
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15.17 Fourier-Koeflizienten

15.17 Fourier-Koeffizienten

DEFINITION Fiir jedes f € L2 ([0, 1]) heifit die komplexe Zahl

(el f) = / e f () di

der k-te Fourierkoeffizient von f .
Allgemeiner sagt man, daf8l (¢;|¢) der j-te Fourierkoeffizient von £ im orthonormierten Sy-
stem (e;), ; ist.

BEISPIEL Seia € [0,1] . Es gilt

und fiir alle k& # 0

Es gilt dann
Hl[O,a[Hz = a = Supg endlich, CJ Z ‘(ek ’1[0@[) |2 = SuanN Z ‘(ek |1[0,a[) }2 .

keK k=—n

KOROLLAR  Die Algebra der trigonometrischen Polynome ist dicht in L ([0,1]) .
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Hilbertsche Basen 15.18

15.18 Hilbertsche Basen

DEFINITION  Sei H ein Hilbertraum. Ein orthonormiertes System (e;); ., in H heifit hdl-
bertsche Basis von H , falls (ej)j6 ; in H total ist, d.h. wenn der Untervektorraum, der von
allen ¢; erzeugt wird, in ‘H dicht 1st.

BEISPIEL 1 Das System (ey),., ist eine hilbertsche Basis von LZ ([0, 1]) .

ke

HAUPTSATZ  Sei (¢;),., eine hilbertsche Basis von 'H . Fiir jedes § € H und jedes € > 0
existiert eine endliche Menge K C J , so daf fiir alle endliche Mengen L C J mit L O K gilt

§= 3 (al€) -«

leL

Le.

Zusdtzlich gilt die Parseval-Gleichung

I =&l -

jed

BEMERKUNG 1 Die Menge aller j € J mit (¢;|§) # 0 ist abzihlbar.
Ist J unendlich und o : N — J injektiv mit o (N) D {j € J | (¢;|§) #0} , so gilt

E= |(eam| &) - aw) -
k=0

BEMERKUNG 2 Man schreibt
= (618 ¢

jeJ

um klar zu zeigen, dafl man umordnen kann ! Man sagt, dafl diese Reihe summierbar ist.

BEISPIEL 2 Wir haben also gezeigt, daf fiir alle f € L2 ([0, 1]) gilt

f=> (el f)-ex=limyoce > (el f)-er inLE(0,1])

kEZ

und

N
P17 =D el AP =limn—oe > [(exl NI
k=—N

kEZ
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15.18 Hilbertsche Basen

Die Rechnung im Beispiel 15.17 zeigt, dafl
1—¢e —2mik-a

lpa=a+ » —5—— e L2 ([0,1])
keZ*

ist. Insbesondere folgt

1—e ™k 1 <
Cl= Y e Z

keZ*

2-1[0 -sin (27 (2k +1)id)  in LZ ([0, 1]) .

D=

Die Parseval-Gleichung liefert dann
— :
— (2k+1)° 8

BEISPIEL 3 Mit Hilfe der Eulerschen Formel verifiziert man, dafl das System der Funktionen
1,2 cos(2rk-) , V2 -sin(2rk-) fir k> 1
eine hilbertsche Basis von L2 ([0,1]) ist.
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Lokal integrierbare und absolut stetige Funktionen 15.19

15.19 Lokal integrierbare und absolut stetige Funktionen

DEFINITION 1 Eine Funktion f auf X mit Werten in R oder C heifit lokal p-integrierbar
wenn fiir jedes © € X eine offene Umgebung V' von z existiert, so daf§ die Funktion 1y - f u-
integrierbar ist. Wir bezeichnen mit £}, (1) bzw. L}, ¢ (1) die Menge aller dieser Funktionen.
Ist ; moderat, d.h. ist X p-moderat, so definieren wir

Liy.c (1) == Lipec (1) N (1)

SATZ FEine pu-integrierbare Funktion ist lokal p-integrierbar. Eine lokal p-integrierbare Funk-
tion st auf jedem Kompaktum p-integrierbar. Die Umkehrung ist richtig, falls X lokal kompakt
15t.

<
DEFINITION 2 Fiir alle a,b € R setzt man 1, := { 1£a’b] si Z;S :
—Lbal

LEMMA Se: J ein Intervall in R .
(i)  Fir alle a,b,c € J gilt
]-a,b + 1b,c - 1a,c .

(i1)) Fine Funktion f auf J ist genau dann lokal \;-integrierbar, wenn fir jedes kompaktes
Intervall [a,b] C J die Funktion 1j,4) - f Xj-integrierbar ist.
In diesem Fall fiir 7 € J und ¢ € C betrachtet man die Funktion

F:J—>C:x»—>c+/ f(t)dt—c—k/lﬂmfd)\(].

Dann gilt

(i1i) F ist stetig.

(iv) Ist F' wachsend, so folgt f > 0 Ay — f.ii. . Ist insbesondere F =0 , so ist f =0 \j— f.i. ,
d.h. die Klasse von f ist durch F eindeutig bestimmdt.

(v) Ist f in x stetig, so ist F' in x differenzierbar und F' (x) = f (x) .

DEFINITION 3 Eine Funktion F' obiger Gestalt heifit (lokal) absolut stetig . Die Menge
dieser Funktionen wird mit AC (.J) bezeichnet.

Wir nennen f € L} (\;) die (verallgemeinerte) Ableitung von F' ; sie wird mit F bezeich-
net.

Dies ist wohl definiert, da f bis auf Gleichheit A ;-fast iiberall eindeutig bestimmt ist

BEMERKUNG 1 Allgemeiner hat Lebesgue gezeigt, daf} jede lokal absolut stetige Funktion
F )\ -fast iiberall differenzierbar ist und dafi diese Ableitung \;-fast iiberall gleich f ist, d.h.
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15.19 Lokal integrierbare und absolut stetige Funktionen

F erfiillt die Formel des Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung (vgl. Hewitt
and Stromberg '°, theorem 18.3).

Da diese Resultate sehr tief liegen und praktisch wenig nutzen, zieht man heute lieber obige
Definition vor. Die Produkt- (siche Hauptsatz 16.4) und Kettenregel (Hauptsatz 16.10) sind
entsprechend giiltig. Dies zeigt, daf AC (.J) die typischen Eigenschaften von C™) (J) besitzt und
an dessen Stelle treten kann.

Diese Funktionen F' wurden auch von Lebesgue als diejenigen erkannt, die auf jedem kom-
pakten Intervall in J in seinem Sinn “absolut stetig” sind (vgl. Hewitt and Stromberg, definition
18.10 und theorem 18.17).

Es folgt noch ein praktisches Kriterium fiir die lokale absolute Stetigkeit.

HAUPTSATZ (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung) Seien J
ein Intervall in R und F : J — C eine lokal lipschitzstetige Funktion, die fast tiberall differen-
zierbar ist. Dann ist F' , durch 0 definiert, wo F nicht differenzierbar ist, lokal X j-integrierbar,
und es gilt

F(y):F(a:)—l—/yF’(t)dt fir alle x,y € J .

BEMERKUNG 2 Eine stetige Funktion F' , stiickweise differenzierbar mit beschrénkter
Ableitung, ist lokal Lipschitz-beschrinkt, erfiillt also die Formel des Fundamentalsatzes der
Differential- und Integralrechnung.

Das obige Resultat kann man auf Funktionen, die bis auf eine abzdhlbare Menge differen-
zierbar sind und eine lokal beschréinkte Ableitung besitzen, verallgemeinern (vgl. Dieudonné !

8.5.2).

BEMERKUNG 3 Achtung, es gibt streng wachsende stetige Funktionen, die A j-fast iiberall
differenzierbar mit Ableitung 0 sind (vgl. Hewitt and Stromberg, example 18.8). Diese Funk-
tionen sind klar nicht lokal absolut stetig. Dies zeigt insbesondere, dal man im Hauptsatz die
Voraussetzung ”lokal lipschitzstetig” nicht entbehren kann.

BEMERKUNG 4 Man kann zeigen, dafl eine lokal Lipschitz-beschrinkte Funktion absolut
stetig auf jedem kompakten Intervall im Sinne von Lebesgue ist, also insbesondere fast iiberall
differenzierbar (vgl. Hewitt and Stromberg, exercise 18.34).

10
11

E. Hewitt and K. Stromberg, Real and abstract Analysis, Springer-Verlag, Berlin, 1965.
J. Dieudonné, Eléments d’Analyse, Tome I, Fondement de I’Analyse moderne, Gauthier-Villars, Paris, 1968.
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