Kapitel 11

VEKTORWERTIGE FUNKTIONEN

MEHRERER VERANDERLICHER

In diesem Kapitel sind m,n € N* und X eine offene Teilmenge von R" .
Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird,
versehen wir R” und R™ mit der euklidischen Norm

1= Ty

Fassung vom 17. Juli 2002
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11.1 Parametrisierte Kurven

11.1 Parametrisierte Kurven

Eine Abbildung eines Intervalles von R in K" I8t sich besser geometrisch interpretieren,
wenn man ihr Bild anstatt ihres Graphen betrachtet. Man kann auch eine Teilmenge von K"
untersuchen, indem man sie als Bild einer solchen Abbildung schreibt.

DEFINITION 1 Eine Teilmenge C von K" heifit Kurve , wenn ein Intervall J von R und eine
stetige Funktion v : J — K" existieren mit C' = v (J) . Man sagt, daf v eine Parametrisierung
von C' ist oder auch, dal v eine parametrisierte Kurve in K" ist.

LEMMA  Schreibt man
YO = (), (1) fir jedest € J
so ist v genau dann stetig, wenn jede Komponentenfunktion
v — K firj=1,....;n
stetig ist.

BEMERKUNG 1 Man interpretiert oft eine parametrisierte Kurve als die Bewegung eines
Punktes in K" im Laufe der Zeit (kinematischer Aspekt).

BEISPIEL 1 Der Kreis in R? mit Zentrum (u,v) € R? und Radius r € R, :
{(J:,y) € R? } |x—u|2+ ]y—v|2 :7"2}
ist durch
[0,1] — R*:t+— (u+7r-cos(2m-t),v+r-sin (27 - 1))

parametrisiert.
Der Kreis in C mit Zentrum w € C und Radius r € R, :

{zeC| |z—w| =1}
ist durch
0,1] — C:tr—w+r- ™!

parametrisiert.

Die Kurve, die der Mond um die Sonne in (0,0) durchliuft, kénnte man durch

¢ R- 627rz~Qt 4. e27rz-wt
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Parametrisierte Kurven 11.1

parametrisieren, wenn die Bewegungen vom Mond um die Erde und von der Erde um die Sonne
eben und kreissformig wéren.

BEISPIEL 2 Die Gerade in R" durch v € R™ in Richtung v € R™ \ {0} 1&8t sich durch
t—u+t-v:R— R"

parametrisieren.

BEISPIEL 3 Ist v:J — K" eine parametrisierte Kurve in K" | so ist
J:tr— (t,v(t): J — R x K"

eine parametrisierte Kurve in R x K" | und ¢ (J) ist der Graph von = .

7.B. ist
v it (cos 4m-t,sin 47 -t) : R — R?
eine Parametrisierung des Kreises mit Zentrum 0 und Radius 1 und
§:tr— (t,cos 4 -t,sin 47 -t) : R — R x R?

eine Parametrisierung einer Schraube um die erste Achse in R? .
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11.1 Parametrisierte Kurven
BEMERKUNG 2 Ist v:.J — K" eine parametrisierte Kurve, so wird die Kurve 7 (J) oft
durch
Y(J)={z€K"| F(2) =0} ={(21,...,2,) €K" | F(21,...,2,) =0}
beschrieben, wobei F' : K" — K eine stetige Funktion ist. Man sagt, da} F'(z) = 0 eine
Gleichung der Kurve ~y (J) ist.
Z.B. hat der Kreis in R? mit Zentrum (u,v) € R? und Radius r € R, die Gleichung
(z—u)’+@y—v)—r2=0.
Der Kreis in C mit Zentrum w € C und Radius r € R hat
|z —w|=r

als Gleichung.

DEFINITION 2 Die parametrisierte Kurve v : J — K" heifit in ¢t € J differenzierbar |
wenn jede Komponente 7; in ¢ differenzierbar ist. In diesem Fall heifit der Vektor

V(1) = (A ()57 (1)

die Ableitung von ~ oder der Tangentialvektor zur Kurve v in ¢t . Man sagt, dafl v in J stetig
differenzierbar ist, wenn v in J differenzierbar und

v iJ—K":t— 4 (t)

stetig ist, d.h. wenn jede Komponente v, in J stetig differenzierbar ist.

Ist v in t € J differenzierbar, so ist

v (s) = ()

"(t) = limyzs ,
7 (t) e —

d.h. 7/ (t) ist Limes von Sekantenvektoren.
In der kinematischen Interpretation der Kurve ist +' (t) der Geschwindigkeitsvektor zur Zeit
t.

BEISPIEL 4 Eine parametrisierte Kurve braucht nicht injektiv zu sein. In einem Punkt des
Raumes kann man zwei verschiedene Tangentialvektoren haben.
Sei
vyt — (t2—1,t3—t) ‘R — R%.
Es gilt
T(R) ={(z,y) eR*| * =" + 2%} .
Insbesondere ist

YD) =7 =(0.0) . Y (-1)=(-22) ud ¥ (1)=(22) .
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Parametrisierte Kurven 11.1

BEISPIEL 5 Neilsche Parabel Eine differenzierbare parametrisierte Kurve kann Spitzen
haben. Sei

vyt (t2,t3) ‘R — R?.
Es gilt
vY(R) = {(z,y) €R?* | y* =2}

und v (0) = (0,0) , ' (0) = (0,0) . Eine andere Parametrisierung der Neilschen Parabel ist
durch

((t+7)%, (t+7)%) t< —r
t— 0 falls ¢t € [—r,7]
((t—r)2,(t—r)3) r<t
gegeben.
51
0 t
1 2 3 4
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11.2 Lénge einer Kurve

11.2 Léinge einer Kurve

DEFINITION 1 Ist v : J — K" eine stetige parametrisierte Kurve, so definiert man fiir
alle a,b € J das (Riemann-) Integral von vy zwischen a und b durch

-----

SATZ Seieny:J — K" eine stetig differenzierbare parametrisierte Kurve und |a,b] C J .

(i)  Es gilt
b b
/7 </ Rl

(ii)) Zweite Mittelwertungleichung Fir allet € [a,b] gilt
v (0) =7 (a) = (b—a) - 7' (D) < (b—a) - supyepey 17 () =7 (1)] -

Erinnern wir uns, daf der metrische Raum (C", |-|) mit (R?*", |-|) durch
z2=(z1,...,2n) — (Rez;,Imz,...,Rez,,Imz,) = (x1, 20, ..., o1, %0,) =@
identifiziert werden kann. Fiir alle z,w € C" , mit z,y € R?" identifiziert, gilt

2 —wl = |z —y* .

.....

valls. Man sagt, daf3

die Feinheit dieser Unterteilung ist.
Seien 7 : J — K" eine parametrisierte Kurve, [a,b] C J und L € R . Man sagt, dafl v auf
la, b] rektifizierbar ist und Ldnge L hat, falls fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so daB fiir jede

,,,,,

m—1

> v (trgr) =7 (t)| — L

k=0

Le.

HAUPTSATZ Sei v : J — K" eine stetig differenzierbare parametrisierte Kurve. Dann
ist v auf |a,b] rektifizierbar, und ihre Lange ist durch

/ab!’/\ = /ab (M OF +... 4+ 1, (t)f’)é &t
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Lénge einer Kurve 11.2

gegeben.

BEISPIEL 1 Sei v : [0,2] — R? : ¢t — (cost,sint) . Dies ist eine Parametrisierung eines
Bogenstiickes auf dem Einheitskreis mit Linge z .

BEISPIEL 2 Zykloide Diese Kurve in R? wird durch
7:R — R?: ¢+ (t —sint,1 — cost)

parametrisiert.

(Zom) (

—
N——

1 —cost

Thre Lange auf [0, 27] ist

Aufgabe 1 Seien v:J — K" eine parametrisierte Kurve, a,b € J und z € K" . Zeigen Sie,

daf3
(= [ @ at) = [ ooy ar

Aufgabe 2 Die parametrisierte Kurve

v:R —R?:t+— % (cost,sint)

mit ¢ > 0 heifdt logarithmische Spirale .
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11.2 Lénge einer Kurve

1

5= und bestimmen Sie 7' im allgemeinen

(a)  Skizzieren Sie die Kurve v ([—27, 27]) fiir ¢ =
Fall.

(b) Fiir jedes Intervall [a,b] zeigen Sie, daf8 v, rektifizierbar ist und berechnen Sie ihre
Bogenlénge L,y -

(c) Existiert lim,—._oo Lig0) 7

(d) Zeigen Sie, daB fiir jedes r € R* die Kurve v (R) den Kreis 22 4+ y? = 72 in genau einem
Punkt schneidet. Berechnen Sie den Schnittwinkel.

Aufgabe 3 Fiir n € N* bezeichnen wir mit
"= {z e R | |a], = 1)
die sognannte n-Sphdre im R"*1 . Zeigen Sie:
(a) S™ ist kompakt.
(b)  Zu je zwei Punkten x,y € S" gibt es eine stetige parametrisierte Kurve
v:[0,1] — S"

mit 7 (0) =z und y(1) =y .
Hinweis : Projektion einer geeigneten Kurve von R"* \ {0} auf S .

(c) Jede stetige Funktion f : S® — R besitzt einen Antipodenpunkt.?
(d) Isty:J — S™ differenzierbar, so steht /(¢) fiir jedes t € J senkrecht auf v(¢) , und es
ist

'le = 5

iiberall wo v zweimal differenzierbar ist.

Aufgabe 4 Sei a € R’ . Zeigen Sie, daf§ die Lénge der parametrisierten Kurve
v:R—R*: ¢t — (2-t,t2)
auf [0, a] durch
a -1+ a? 4 arcsinh a

gegeben ist.

Aufgabe 5 Seien a,b € R mit a < b und ¢, € R’ . Berechnen Sie die Lénge der parametri-
sierten Kurve

v:R—R*:t+—— (r-cost,r-sint,c-t)

auf [a,b] .

3 Dies konnen wir z.B. folgendermaBen interpretieren: Wenn wir annehmen, daf die Temperatur an der Erdoberfléiche

stetig verteilt ist, so gibt es also zwei Orte auf gegeniiberliegenden Seiten des Erdballs, an denen die gleiche Temperatur
herrscht.
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11.3 Partielle Ableitungen

Sei
f: X —Kizx=(r1,...,2,) — f(x1,...,2,) = [ ()

eine Funktion. Fiir n = 2 und K = R kann man sie durch eine “topographische Karte” schon
darstellen. Allgemeiner fiihrt dies zur Betrachtung der Niveaumengen , die durch

Hi(h) ={ze X | f(x)=h} firalehekK

definiert sind. Wir verfolgen diesen Aspekt hier nicht weiter.
Wir werden die Untersuchung einer solchen Funktion auf die Untersuchung von Funktionen
einer Variable zuriickfithren, indem wir parametrisierte Kurven

v:J — X CR"
betrachten und die Funktionen
foy:J—K

studieren.
Sind z.B. z € X und v € R" gegeben, so ist die parametrisierte Kurve

Yy R—R":t—ax+t-v

stetig differenzierbar, und y~! (X) ist in R offen und enhélt 0 . Es gibt also ein Intervall J in R |
das 0 enthélt, so day (J) C X . Insbesondere betrachtet man die parametrisierten Geraden,
die durch z laufen und die zu den Achsen parallel sind :

l—xz+t-ej,

Ly

DEFINITION 1 Seien f: X — K,z € X und j € {1,...,n} . Man sagt, da} f in = bzgl.
der j-ten Variable partiell differenzierbar ist, wenn die Funktion

t— f(x+t-e))
in 0 differenzierbar ist. Die Zahl
ajf (37) = lithO

heifit die j-te partielle Ableitung von f in x .

flz+t-e) = f(z)
t

Mit anderen Worten ist 0; f (z) die Ableitung der Funktion
S f(xlw sy Lj1, Sy Ljg1y - - 73771)

im Punkte z; .

SCHOLIE Die diblichen Ableitungsregeln sind auch fiir partielle Ableitungen giiltig.

DEFINITION 2 Die Funktion f heifit partiell differenzierbar in x falls f bzgl. jeder Variable
partiell differenzierbar in x ist. Sie heifit partiell differenzierbar in X | falls sie in jedem Punkt
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11.3 Partielle Ableitungen

von X partiell differenzierbar ist. Man sagt, dal f stetig partiell differenzierbar (auf X ) ist,
wenn zuséitzlich jede partielle Ableitung

0;f : X —K:x+—0,f(x) firje{l,....,n}

stetig ist.

BEMERKUNG 1 Achtung, die Bedingung “ f ist stetig partiell differenzierbar” ist stérker
als zu verlangen, daf§ die Funktionen

rj— [T, T, .., )

stetig differenzierbar sind. Man wiirde in dem Fall “partiell stetig differenzierbar” sagen !

Wir erinnern an die Notationen
d:R" —R':z+—=x
und

pr, :R" — R:z+—ux; firje{l,...,n}.

BEISPIEL 1 Die Funktion
1
id :R" — R:z+— |z| = (m%—l—...—l—xi)Q
ist stetig partiell differenzierbar auf R” ~\ {0} mit

. pr;
8j |1d’ = |1_d]| .
Man schreibt auch
x .

Die Niveaumengen sind

H (r)={zeR"| |zg|=r}=8""".

BEISPIEL 2 Seien J ein Intervall in R* , g : J — K eine (stetig) differenzierbare Funktion
und

gD 17 () — Kz g(lz]) .
Dann ist g (|-|) (stetig) partiell differenzierbar auf |-|~* (J) € R” . {0} mit

. . pr;
059 (lid]) = ¢’ ([id]) - ﬁ :
Man beachte, daB |-| ™" (Ry) =R*~ {0} .
BEISPIEL 3 Seien n > 2 und
men pg
fR" —R:z+— falls
0 =0
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Partielle Ableitungen 11.3

Diese Funktion ist auf R™ \ {0} stetig partiell differenzierbar mit
. . 2
onf(z) = % <1_2n.£) .
T

|

Sie ist in 0 partiell differenzierbar, aber nicht stetig.

Man beachte noch, daf§ f ”partiell stetig differenzierbar” (vgl. Bemerkung 1) in R"™ \ {0}
ist, aber auch in 0 , da

0;f(0,...0,2;0,...,0) =0 fiir allez; € R
gilt.

BEMERKUNG 2 Dieses Beispiel zeigt, daf die partielle Differenzierbarkeit einer Funktion
nicht die (globale) Stetigkeit dieser Funktion impliziert. Der Begriff der totalen Differenzierbar-
keit in 16.6 wird diesen Miflstand beseitigen.
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114 Gradient

11.4 Gradient

BEMERKUNG Will man einen Punkt
v=(vg,...,0,) € K"

als Vektor betrachten, so ist es niitzlich ihn als eine Spaltenvektor , d.h. als eine n x 1 Matrix
schreiben

U1
v = : = (v1,...,0)7 .
Un

Dagegen schreiben wir eine Linearform p € (K")" = L (K", K) &~ K" als 1 x n Matrix, d.h. als
Kovektor oder Zeilenvektor

o= (figs s i)
Es gilt
U1

ﬂ(v):<:u17’un) :ZM]U]
=1

Unp,

DEFINITION Sei f : X — Keine in z € X partiell differenzierbare Funktion. Der Vektor
grad f (z) := (01f (x),...,0uf (x))T € K"

heilt Gradient von f in x .

BEISPIEL Mit den Notationen der Beispiele 1 und 2 aus 11.3, gilt

grad |id| = %
und
. . id
grad g ([id[) = ¢ ([id]) - Bk

SATZ (Produktregel) Sind f,g: X — K in x € X partiell differenzierbar, so ist auch
f - g in x partiell differenzierbar, und es gilt

grad (f - g) (z) = f(z) - grad g (z) + g (x) - grad f (z) .
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11.5 Divergenz

DEFINITION Eine Abbildung
f: (fk)kzl m:X—>Rm:$'_> (fl(IL‘),,fm(ZE))T

heifit in x € X partiell differenzierbar , falls jede Komponente f; fiir £ € {1,...,m} in =
partiell differenzierbar ist.

Man sagt, dal eine Abbildung v : X — R" ein Vektorfeld auf X ist. Ist v in = partiell
differenzierbar, so heif3t der Skalar

77777

divo (z) := Z 0;v; ()

die Divergenz von v in x .

BEISPIEL 1 Ist f: X — R auf X partiell differenzierbar, so ist
grad f : X — R" : z —— grad f (z)
ein Vektorfeld auf X .

SATZ (Produktregel) Seien f: X — R ,v: X — R" undx € X . Sind f und v in x
parrtiell differenzierbar, so ist

froiX —R"y— f(y) v(y)
ein in x partiell differenzierbares Vektorfeld, und es gilt
div (f -v) (z) = (grad f ()| v (z)) + f (x) - divoe (z) .

BEISPIEL 2 Seiid : R® — R" : x —— x das identische Vektorfeld. Es gilt

divid=n .

BEISPIEL 3 Ist allgemeiner T eine lineare Abbildung in R™ und (7};) € Mg (n x n) ihre
Matrix in der kanonischen Basis, so ist

77777

und
divTl (z) =TT := ZTH
j=1

eine konstante Funktion.
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11.5 Divergenz
BEISPIEL 4 Sei % R" {0} —R": 2+ fa7 - Dann gilt
id n-1

dive =" °
Yd T ]
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11.6 Partielle Ableitungen hoherer Ordnung

DEFINITION 1 Sei f : X — K . Man sagt, da} f zweimal partiell differenzierbar in X
ist, falls jede partielle Ableitung 0;f in X partiell differenzierbar ist.

SATZ (von Schwarz) Seien f: X — K eine zweimal in X partiell differenzierbare Funk-
tion, v € X und k,l € {1,...,n} . Sind Ox0,f und 0,0f in x stetig, dann gilt

10O f (v) = 00k f (x) .

DEFINITION 2 Man definiert die partiellen Ableitungen hoherer Ordnung durch Induktion.
Eine solche partielle Ableitung ist von der Gestalt

Oy (Ory (- Oy Ok 1))

=1,...

Ordnung < m definiert sind.

Sind alle partiellen Ableitungen der Ordnung < m stetig (vgl. Bemerkung 11.3), so ist die
Reihenfolge, in der man diese Ableitungen durchfiihrt, egal.
In diesem Fall kann man jede partielle Ableitung folgendermaflen schreiben :

DEFINITION 3 Fiir alle a = (a1, ...,a,) € N" |, ein sogenannter Multi-Index , setzt man
0%f :=0105%...00"f

%Vo}kl)lei E);Yj f die partielle Ableitung der Ordnung o; bzgl. der j-ten Variable ist. Die natiirliche
a

lal, =g +ars+ ... +ay,

ist offensichtlich die Ordnung von 9 .

BEISPIEL Ist X eine offene Teilmenge in R? , und v : X — R3 ein partiell differenzierbares
Vektorfeld in z € X , so heifit der Vektor

rot v (x) := (Oavs (x) — A3vz () , 301 (x) — Dz (x) , Orvg (z) — Davq ()T

die Rotation von v in x .

Ist f: X — R zweimal stetig partiell differenzierbar, so gilt
rotgrad f =0 .
Viele Felder v , die in der Physik auftreten, kann man als Gradient einer Funktion f , die
Potentialfunktion , schreiben. Wenn v zweimal stetig partiell differenzierbar ist, ist eine not-

wendige Bedingung dafiir, dafl rot v = 0 . Diese Bedingung ist in manchen Féllen hinreichend,
z.B. in R? | aber nicht in R? \ {(0,0)} x R .
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11.6 Partielle Ableitungen hsherer Ordnung

Aufgabe 1 Sei

) e (z,y) # (0,0)
R —R:(2,y) — falls

0 (z,y) = (0,0)
Zeigen Sie:

(a)  f ist stetig partiell differenzierbar, zweimal partiell differenzierbar und es ist

01051 (0,0) # 8,0, (0,0) .

(b)  Geben Sie eine zweite partielle Ableitung an, welche in (0, 0) unstetig ist.

3
("'E7 y) — x2+y2

Y

Aufgabe 2 Man betrachte das Vektorfeld

T 2+ y? + 22
vR—R: |y | — 2-xy+z
z 2-rz+vy

Zeigen Sie, daf rot v = 0 und bestimmen Sie eine partiell differenzierbare Funktion f : R® — R
mit v = grad f .
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11.7 Laplace-Operator

DEFINITION Ist f in X zweimal partiell differenzierbar, so definiert man den Laplaceschen
Differentialausdruck von f auf X durch

Af:=divgradf=> 9}f .
j=1

Man sagt, daB A der Laplace-Operator ist. Die partielle Differentialgleichung Af = 0 heif3t
Laplace- oder Potential-Gleichung . Eine Losung dieser partiellen Differentialgleichung nennt
man harmonisch .

BEISPIEL 1 Seien J ein Intervall in R} , g : J — R zweimal stetig partiell differenzierbar
und

g(H): -7 () —R.

Dann gilt
. ) n—1 )
Ag (i) = g () + o= - o (i)
Insbesondere ist
1
Aﬂ — 0 ,
lid|

d.h. ‘i(ﬂ% ist eine harmonische Funktion auf R™ \ {0} . Die Funktion ﬁ ist also harmonisch
auf R3 \ {0} . Schliefilich bemerke man, daf}
1 1 id
rad — = —— « —
ST T ap ]
ein attraktives Feld dessen Grofle proportionnal zum Quadrat der Distanz zu 0 ist ( Attrakti-
onsgesetz von Newton oder Coulomb ).

BEISPIEL 2 Sei X eine offene Teilmenge in R'™ . Man bezeichne mit (¢, z) = (¢, z1, ..., %,)
einen Punkt des R'*" | und mit A, den Laplace-Operator bzgl. den Variablen x4, ..., z, .

Die partiellen Differentialgleichungen
Oif =c - Af und Of =k-ALf

heilen Wellen- oder Schwingungsgleichung bzw. Wérmeleitungsgleichung .
Aufgabe 1 Esseienc > 0,v € R" mit |v|, = 1 und g : R — R zweimal stetig differenzierbar.

Zeigen Sie, daf} die Funktion
TR XR—R: (t,2) — g ((v|z) — ct)
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11.7 Laplace-Operator

eine Losung der Wellengleichung
at2 f= - A f

ist.

Aufgabe 2 Zeigen Sie: Die Funktion
n [
JROXR" —R:(t,x)—t 2 -exp| ——r

ist eine Losung der Wirmeleitungsgleichung
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11.8 Norm einer linearen Abbildung

SATZ Seien F,G normierte Riume und T : F — G eine lineare Abbildung. Genau dann
wst T stetig, wenn eine Konstante M € R, mit

ITHle < M-\fllp  firalle feF (%)

existiert.

BEMERKUNG 1 Die kleinste Konstante M € R, , die (*) erfiillt, ist
171 = supsepy gy« TSl -

Genau dann ist T stetig, wenn ||T]| < oo .
DEFINITION Man sagt, da8 ||T|| die Norm der linearen Abbildung 7 ist.

BEMERKUNG 2 Die Funktion
T+— ||T||: L(F,G) — R,

ist eine Norm auf dem Untervektorraum L (F, G) aller stetigen linearen Abbildungen von F' in
G , die sogennante Operatornorm. .
Ist G ein Banachraum, so auch £ (F,G) .

BEISPIEL 1 Die Linearform
b b
[ [ 1) —x

ist stetig mit Norm b — a .

BEISPIEL 2 Man kann zeigen (Aufgabe), dafl
1 100 7= 1 loe + 1l

eine Norm auf C™ ([a,b]) definiert und daf (C(l) ([a,b]), H~H(1)m> ein Banachraum ist. Die
lineare Abbildung

0 f = '+ (€ ([a,8]) gy e) — (€ (a8 1)

ist stetig mit Norm 1 .

BEISPIEL 3 Dagegen ist
0: fr— (€W ([0, 8]), -l) — (€ (a,]), [I-]l0)
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11.8 Norm einer linearen Abbildung

nicht stetig, da

o

und

- (id —a)"

o0 ‘ o0

=k —00 firk— oco.

BEMERKUNG 3 Sei
T:R" — R™

eine lineare Abbildung. Mit Hilfe der kanonischen Basen von R™ und R™ , kann man 7" durch
seine m x n Matrix darstellen :

Tip - Thn
Tn,l e Tn,n
KOROLLAR Jede lineare Abbildung T : R — R™ ist stetig, d.h.

|To| < ||T|| - |v| fiir alle v € R™ .

Praziser ist T' = (T )k=1....m und setzt man |T|_ = maxi=1i...m
=1 =1

Tyl , so ist

BEMERKUNG 4 Die Stetigkeit von 7" kann man direkt beweisen, da jede Komponente

Tk:ZTk,l'prl:xH (Ta:)k:ZTk,pxl:R" — R
=1 =1
fir k=1,...,m stetig ist.
Man beachte, dafl auch

T (R },) — (R,

fiir alle p, g € [1, 0] stetig ist.

BEMERKUNG 5 Es ist klar, dal 7" +—— |7T'| , auch eine Norm ist, da der Vektorraum
L (R™, R™) mit R™*" identifizierbar ist.
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11.9 Totale Differenzierbarheit

DEFINITION 1 Seien f : X — R™ eine Abbildung und z € X . Man sagt, daf} f in x
(total) differenzierbar ist, wenn eine lineare Abbildung T : R" — R™ existiert, so daf} die
Abbildung ¢ : X — R™ definiert durch

f=f@)+Ty—r)+¢(y)
erfiillt

ity o 0 =

SATZ Ist f in x € X differenzierbar, dann ist f in x stetig und partiell differenzierbar.
Zusdtzlich sind T und ihre Matriz (Ty)r=1,..m eindeutig bestimmt und es gilt
l

=1,..., n

Ty = Oif () .

KOROLLAR Sei f in x partiell differenzierbar und
Fe) = fr @)+ > _0fi(z) - (w—m)+ ¢ (y)  fir allek €{1,...,m} .
=1

Genau dann ist f in x differenzierbar, wenn

limg sy Ijkﬁ =0 firaleke{l,...,m} .

—3?|

DEFINITION 2 Ist f in x differenzierbar, so heifit die einzige lineare Abbildung, die die
Bedingung aus Definition 1 erfiillt, die Ableitung von f in z und wird mit D f () bezeichnet.
Die zugehorige Matrix

nfi(x) - Ofi(2)

.....

heifit Jacobimatriz von f in x .
Ist f in jeden Punkt z € X differenzierbar, so heifit die Abbildung

Df:xv+— Df(z): X — L(R",R™) =~ Mg (m x n) ~ R™*"
die Ableitung von f .

BEMERKUNG Die totale Differenzierbarkeit hebt die Pathologie auf, die wir mit der par-
tiellen Differenzierbarkeit in Beispiel 11.3.3 gesehen haben. Diese Funktion ist in 0 partiell
differenzierbar, aber nicht total differenzierbar, da sie dort nicht stetig ist.
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11.9 Totale Differenzierbarheit

Aufgabe 1 Sei g : R, — R eine in 0 differenzierbare Funktion mit ¢’ (0) = 0 . Zeigen Sie,
daf die Funktion

g R — Rz — g (|z])

in 0 partiell differenzierbar ist. Ist sie in 0 (total) differenzierbar ?

Aufgabe 2 Sei g : R? — R eine beschrinkte Funktion. Zeigen Sie, daf§ die Funktion
fiR—R:(2,y) — -y g(z,y)
in (0,0) stetig und partiell differenzierbar ist. Ist sie (total) differenzierbar ?

Aufgabe 3 Sei

3
(2,9) — s

Zeigen Sie:
(a)  f ist stetig und in (0, 0) partiell differenzierbar, aber nicht (total) differenzierbar.

(b) Ist v : J — R? eine parametrisierte Kurve mit v (0) = (0,0) et 7/ (0) # (0,0) , so ist
f o~ in 0 differenzierbar.
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11.10 Stetig differenzierbare Abbildungen

DEFINITION Man sagt, dafl f : X — R™ stetig differenzierbar ist, wenn
Df: X — L(R",R™)
stetig ist.

Ist f stetig differenzierbar, so sind insbesondere die partiellen Ableitungen stetig. Umge-
kehrt gilt

HAUPTSATZ Seien f : X — R™ eine partiell differenzierbare Abbildung und x € X .
Sind alle partiellen Ableitungen O, fr in x stetig, so ist f in x differenzierbar.

KOROLLAR Fine Abbildung f : X — R™ ist genau dann stetig differenzierbar, wenn f
stetig partiell differenzierbar ist.

BEMERKUNG Fiir eine Abbildung f : X — R™ gelten folgende Implikationen :

stetig differenzierbar <= stetig partiell differenzierbar

4 4
differenzierbar == partiell differenzierbar
4 4
stetig - separat stetig
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11.11 Beispiele

BEISPIEL 1 Wir betrachten zuerst den Fall einer parametrisierten Kurve v : J — R™ .

Genau dann ist v total differenzierbar, wenn v (im Sinne von Definition 11.1.2) differen-
zierbar ist. Dann gilt

Dy (t)=+'(t) firallete J.
Man beachte, dafl D~ (t) eine einspaltige Matrix wie 4/ (¢) ist (vgl. Bemerkung 11.4).

BEISPIEL 2 Wir betrachten jetzt den Fall einer Funktion f : X — R . Ist f (total)
differenzierbar in x € X | so ist die Ableitung D f (x) eine einzeilige Matrix

Df(z) = (0uf (@),...,0uf () .
Also gilt
grad f (z) = Df (z)" .
Fiir alle v € R” ist

U1 n

Df(x)v=(01f (x),...,0.f (x)) : :Zij(:p)-vj:(gradf(a:)w) .

Up, J=1

Fiir jedes y € X gilt dann
fy)=f(z)+ (grad f (z)|y —2) + ¢ (y) = [ (v) +Zf9jf(x) (y; — i)+ (y)
mit

AT

Der Graph der Funktion
y+— f(z)+ (grad f (z)|y —z) : R" — R

ist eine Hyperebene, die zum Graphen von f in (z, f (z)) tangential ist, da wie in Bemerkung
8.1.3, diese Funktion die beste affine Approximation von f in der Nihe von z liefert.
Fiir j € {1,...,n} sind die parametrisierten Kurven

t— (z+t e, f(x+t-e)) €eR"xR
in Gr f enthalten. Die tangentialen Vektoren
(1,0, (z)) € R" x R

in 0 sind in der tangentialen Hyperebene enthalten. Damit folgt :

SATZ Genau dann ist die tangentiale Hyperebene horizontal, wenn
grad f (z) =0 .
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Beispiele 11.11
In heuristische Betrachtungen schreibt man gern
fy) = f(2)+ (grad f (z)|y —z) = f(2) + Xn:f?jf (@) - (y; — 25)
j=1
aber damit ist die ganze Information iiber den Fehler verloren.

BEISPIEL 3 Sei a € N" ein Multi-Index. Die Funktion
rr— ¥ =ty oo R — R
heifit Monom . Eine Funktion der Gestalt
T +— Z Co 2% R" —R
||y <k
heit Polynom vom Grade k falls ein « existiert mit
lal, =k und ¢, #0.
Wir erinnern, dafl

lal, =01+ ...+ a, .

Sei f ein Polynom vom Grade < 2 auf R” , d.h.
f(x) :a+ij~xj+ Z Ty vpr; =a+ (bl x) + (2| Tx)
j=1 kl=1
mit
b= (bl,...,bn)T eR” und T = (Tk,l> c MR(’/L X n) .

Man kann annehmen, dal T’ symmetrisch ist, in dem man T durch S := 3 - (T'+ T7) ersetzt.
Diese Funktion f ist differenzierbar und es gilt

grad f (z) =b+2- Tz .

Aufgabe 1 Seien b € R” und T' € £ (R") . Berechnen Sie die Ableitung von
R" —R":z2+—Tz+5b.

Aufgabe 2 Berechnen Sie die Ableitung von
R" xR" — R : (z,y) — (z]y) .
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11.12 Kettenregel

HAUPTSATZ Seien p € N* | Y eine offene Teilmenge von RP und g : Y — X und
f: X —R"™.IstginyeY differenzierbar und ist f in g(y) differenzierbar, dann ist f o g
in y differenzierbar und es gilt

D(fog)(y)=Df(g9(y))oDg(y) .

g f
Y —_— X — R™
N N
RF — R" — R™
Dy (y) Df (g ()

BEISPIEL Wir betrachten den Fall einer Funktion f : X — R . Esist gof:Y — R

und es gilt
g (y) - Opgr(y)
D(fog)(y)=0f(gW),.--.0nf(9(¥))) : : -
O1gn (Y) -+ Opgn (y)
= (Z 9;if (9 (y)) - 0495 (y)> :

oder mit dem Beispiel 11.11.2

grad (f o g) (y) = Dg (y)" grad f (9 (v)) ,
oder noch

9, (fog)ly) = Z 0;f (9 (y)) - 0495 (y) -

Man kann sich an diese Formel erinnern in dem man die dltere Schreibweise benutzt :

i =2 (Y, Yp) s f@nem) = f @ Yp) T (YY)
und
Of = 0f Ou;
oy, s dx; Oy,
Der wichtige Fall ist, wenn p = n und ® : ¥ — X eine Bijektion ist. Man sagt, dafl
r = ® (y) eine Variablendnderung ist. Obige Formel zeigt, wie man die partiellen Ableitungen

bzgl. der neuen Variablen rechnet, wenn man die partiellen Ableitungen bzgl. der alten Variablen
kennt.

Aufgabe 1 Sei b € R" . Berechnen Sie die Ableitung von

R" —R:z— |z -0 .
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Aufgabe 2 Seien f,g: X — R™ differenzierbare Abbildungen. Berechnen Sie die Ableitung
von

X — Rz (f(2)|g(2)) -

Aufgabe 3 Seien p € N* | Y eine offene Menge in R? und
oY —X |, f:X—R
differenzierbare Abbildungen.

(a) Zeigen Sie fiir alle ¢ € {1,...,p} , daB gilt
9y (fo®) :Zajfoq)'aqq)j :

j=1
(b) Seien
® 10,00 x R — R?: (1, ) — (r - cosip, 7 - sin p)
und
f:R®—R
eine zweimal differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dafl

(Af)o® =02 (fo®) + -0, (fo®) + & (fo®)
gilt.
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11.13 Richtungsableitungen

SATZ Seien f : X — R eine differenzierbare Funktion, v € X , v : J — R" eine
differenzierbare parametrisierte Kurve, die in X enthalten ist, und t € J mit v (t) = x . Dann
gilt

(fo)' (t) = (grad f (x)|7' (1)) -

DEFINITION Fiir £ € R" \ {0} sagt man, dafl

0cf () = limgoso~ [ (24 5-6) = f ()] = (grad f (2)]©
die Ableitung in Richtung & ist.

BEMERKUNG 1 Diesen Satz zeigt, daf§ die Variationsrate von f in der Nihe von x |,
entlang einer parametrisierten Kurve v die durch z lduft, nur von dem Tangentialvektor in
diesem Punkt abhingt, da

(foy) (t) = (grad f (x)| 7 (t)) = Oy f ()
gilt.

BEMERKUNG 2 Ist grad f (z) # 0, so ist (grad f (z)| &) auf
St ={¢eR"| |¢|=1}

genau dann maximal, wenn £ zu grad f (z) parallel ist und gleiche Richtung hat. Dies zeigt,
daB grad f (x) die Richtung der grofite Steigung zeigt.

Aufgabe 1 Seiy:J — X eine differenzierbare parametrisierte Kurve mit konstanter Hohe,
d.h. es gibt ein ¢ € R mit

f(y(@t)=c firallete J.
Zeigen Sie, dafl
(grad f (v ()| (t)) =0 furallet e J

gilt und geben Sie eine geometrische Interpretation diese Faktes.

Aufgabe 2 Sei

o (2,) # (0,0)
) y
iR —R: (z,y) — falls

0 (z,y) = (0,0)
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Richtungsableitungen 11.13

(a) Zeigen Sie, daB f stetig und partiell differenzierbar ist und, daf} alle Richtungsableitungen
von f in (0,0) exitieren, d.h. fiir alle differenzierbare parametrisierte Kurve v : J — R? mit
0 € J und 7(0) = (0,0) , die Funktion f o~ in 0 differenzierbar ist.

(b)  Zeigen Sie, daf} die Kettenregel nicht auf f und die parametrisierte Kurve
§:R—R?:tr+— (t,1)

anwendbar ist, d.h. es gilt nicht

(f0)'(0) = 3 0;f (5(0)) - 5} (0) -

(2,9) — 52—
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11.14 Mittelwertungleichung

11.14 Mittelwertungleichung

Eine m x n Matrix kann man als Vektor in R™*" betrachten. Eine Funktion einer Variable
und matrizenwertig integriert man deshalb koeffizientenweise (vgl. Definition 11.2.1).

DEFINITION 1 Sei
T:J— LR"R™):tr— (Ty; (1))

eine stetige Abbildung. Fiir alle a,b € J definiert man das (Riemann-) Integral von T zwischen

a und b durch
/abT:: (/akaJ(t)dt) |
(/abT(t)dt>v:/abT(t)v gt .

SATZ (Mittelwertsatz) Seien f : X — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung und
rye X mitt-x+[1—t]-ye€ X firalletel0,1] . Dann gilt

F =16 = ([ st i-d-nar) -

Fir alle v € R" gilt

DEFINITION 2 Eine Teilmenge C von R" heifit konvex falls gilt
t-x+[l—tl-yeC firallez,y e Cundtel0,1] .

BEISPIEL Fiir alle p € [1, oo] sind die abgeschlossenen und offenen Kugeln

B(QL‘,T,HP> bzw. D(x,r,|-\p)

konvex.
Eine Teilmenge in R ist genau dann konvex, wenn sie ein Intervall ist.

HAUPTSATZ (Mittelwertungleichung) Seien f: X — R™ eine stetig differenzierbare
Abbildung und C' eine konvexe Teilmenge von X mit

M 1= sup.co | Df (2)]) < o0 .
Fir alle x,y € C gilt dann

1f () = fe) < M-y —zf .
Insbesondere ist f gleichmdfsig stetig auf C' .
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Mittelwertungleichung 11.14

BEMERKUNG Nach Lemma 11.8 gilt

,,,,,

Ist C' kompakt, so ist
supc:IDS ()] < o0 .

Die Mittelwertungleichung ist also auf jede abgeschlossene beschriinkte und konvexe Menge
in R" | die in X enthalten ist, insbesondere auf jeden Segment in X der zwei Punkte aus X
verbindet, anwendbar.

Aufgabe Seien X eine offene und konvexe Menge in R” und f : X — R” eine stetig
differenzierbare Abbildung, so daf} fiir alle x € X gilt

(v|Df (z)v) >0 fiir alle v € R" \ {0} .

Zeigen Sie, dafl f injektiv ist.
Hinweis : Benutzen Sie die Aufgabe 11.2.1.
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11.15 Taylorformel

Ist f: X — R differenzierbar, so ist D f eine Abbildung von X in
£(R",R) = (R")"
dessen Elemente einzeilige Matrizen sind. Dagegen ist
grad f=DfT: X — R" .

DEFINITION 1 Man sagt, dal f in z € X zweimal (total) differenzierbar ist, wenn grad f
in x differenzierbar ist. Man setzt

Hess f (z) := D (grad f) (z) = : : = (010 f (:E))écj ,,,,, n o

Sie heifit Hesse-Matriz von f in x .

In diesem Fall ist grad f in x stetig. Ist f zweimal stetig differenzierbar, d.h. f ist zweimal
stetig partiell differenzierbar, so ist die Matrix Hess f (x) symmetrisch.
Man beachte, da3 D%f (x) := D (Df) (z) eine Zeilenmatrix von Zeilenvektoren ist.

BEMERKUNG Allgemeiner kann man Abbildungen f : X — R™ betrachten. Die zweite
Ableitung ist eine Abbildung

D?f:=D(Df): X — L(R", L (R",R™)) .
Durch Induktion definiert man auch die (totalen) Ableitungen hshere Ordnung. Es gilt

SCHOLIE Die Funktion f ist genau dann k-mal stetig (total) differenzierbar, wenn sie k-mal
stetig partiell differenzierbar ist. In diesem Fall sind alle partiellen Ableitungen der Ordnung
< k stetig.

DEFINITION 2 Fiir einen Multi-Index o € N definiert man

al =a!l-ay! -y

SATZ Seien f : X — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion, v € X etv € R"~ {0} .
Dann ist die Funktion

gtl—>f(l'—|—t’l)) ’

m einer Umgebung von 0 definiert, k-mal stetig differenzierbar und es gilt

k!
Z Oj ... Opflx+t-v) v, -...-v; = Z Q-aaf(aﬁkt-v)-va

----- Jr=1 la|; =k
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HAUPTSATZ Seien f : X — R eine (k + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion und x,y
Punkte in X , so daf$ das Verbindungssegment in X enthalten ist. Dann gilt

F)= 3 S0 @) e Y w0y —a) (- o)
laf, <k lali=k+1

fiir ein bestimmtes 0 € [0,1] .

KOROLLAR Seien f : X — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion und x € X .
Die Funktion ¢ : X — R, defintert durch

FW)= Y 0 (@) (-2 +oly) firaleyeX

laf; <k

erfullt dann

BEISPIEL (Fall der Ordnung 2) Ist f : X — R zweimal stetig differenzierbar und
x € X , und schreibt man fiir alle y € X

F)= )+ (grad f (@)]y =) + 5 - (g~ [Hess f (2) (y — ) + o (y)

oder
F)=f@) +> 0if (@) (y; — =)+ % Y 00f (x) - (=) (e — 1)+ (1)
=1 k=1
SO ist
limyy L@/)Z —0.
ly — |

Aufgabe Bestimmen Sie das Taylorpolynom vom Grad 3 der Funktion
f R —R:(z,y)—2*-y+2-y°+9* cosx
im Punkt (1,2) .
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11.16 Lokale Diskussion einer Funktion

DEFINITION 1 Seien Y eine beliebige Teilmenge von R" | f : Y — R eine Funktion und
x € Y . Man sagt, dafl f in z ein lokales Mazimum bzw. lokales Minimum besitzt , falls eine
Umgebung V' von z (in Y ) existiert mit

fly) <f(x) bzw. f(y) = f(z) firalleyeV .

Zur Vereinfachung sagt man lokales Extremum wenn man nicht prézisieren will. Gilt

fly) < f(x) bzw. f(y)>f(zr) firalleyeV ~{z} ,
so sagt man, dafl dieses Minimum bzw. Maximum strikt oder isoliert ist.

SATZ Ist f: X — R partiell differenzierbar und besitzt in x € X ein lokales Minimum
oder lokales Maximum, so ist

grad f () =0 .

DEFINITION 2 Ist f : X — R partiell differenzierbar so sagt man, dafl + € X ein
kritischer Punkt von f ist, falls grad f (z) =0 .

Somit ist jeder Punkt wo f ein lokales Extremum besitzt ein kritischer Punkt von f . Aber
wegen Bemerkung 8.4.2 ist die Umkehrung schon in Dimension 1 falsch !

DEFINITION 3 Sei S € L(R") ~ Mg (n x n) eine symmetrische lineare Abbildung oder
Matrix, d.h. ST = S . Sie hei8t positiv definit bzw. negativ definit falls fiir alle v € R™ \ {0}
gilt

(v] Sv) >0 bzw. (v|Sv)<0.
Sie heifit positiv semidefinit bzw. negativ semidefinit falls fiir alle v € R™ gilt

(v]Sv) 20 bzw. (v|Sv)<O0.
Man sagt, daf sie indefinit ist, falls u,v € R™ existieren mit

(u|Su) >0 und (v|Sv)<0.

BEMERKUNG Da S symmetrisch ist, existiert eine orthonormierte Basis (¢;),_, , von

..... n
R™ in der S diagonal ist. Diese Basis besteht aus Eigenvektoren, deren Eigenwerte mit ()‘j)j:1
bezeichnet werden. Zerlegt man v € R" in diese Basis, d.h.

n
v = E ’Uj'Gj,
Jj=1

SO ist
n

(v| Sv) :Z)\j-vjz .
j=1
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Lokale Diskussion einer Funktion 11.16

Genau dann ist S positiv definit (bzw. negativ definit, positiv semidefinit, negativ semide-
finit), wenn fiir alle j € {1,...,n} gilt

Aj>0 bzw. <0 , >0 , <O0.
Sie ist genau dann indefinit, wenn k,l € {1, ... ,n} existieren mit

A >0 und A\ <O.

HAUPTSATZ Seien f : X — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und x € X .
Ist grad f (x) = 0 und Hess f (x) positiv definit bzw. negativ definit, so besitzt f in x ein striktes
lokales Minimum bzw. Mazimum. Ist Hess f (x) indefinit, so hat f weder ein lokales Minimum,
noch ein lokales Mazimum.

BEISPIEL 1 Seien a € R,b € R" und S € L (R") eine lineare symmetrische Abbildung
gegeben und
frxr—a+(blz)+ (2| Sx):R" — R .

Es gilt genau dann grad f (x) =0, wenn b+2- Sz = 0 . Ist S invertierbar, d.h. alle Eigenwerte
sind von 0 verschieden, so ist

der einzige Punkt, wo grad f verschwindet.
Die geometrische Interpretation dieses Beispiel im Zusammenhang mit dem Hauptsatz ist
einfach wenn man sich in eine orthonormale Basis die S diagonalisiert begibt.

(z,y) — 2 + ¢ (z,y) —a* —y

BEISPIEL 2 Sei
R —R:(z,y) — 2® + 9.
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11.16 Lokale Diskussion einer Funktion

(7,y) — 2* +y*

Der Punkt (0,0) ist die einzige Stelle wo grad f verschwindet. Es gilt

Hessf(0,0):((z) 8)

und diese Matrix ist positiv semidefinit. Aber f besitzt ein absolutes striktes Minimum in (0, 0) .

BEISPIEL 3 Die Funktion
f:R?—R:(z,y) — 2*+9°
hat sowohl negative wie positive Werte in der Néhe von 0 , aber
grad f (0,0) =0

und

Hessf(0,0)2<(2) 8)

ist positiv semidefinit.

(z,y) — 2* +°
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Aufgabe Gegeben sei die Funktion

fR—R:(z,y)— 3w-e¢V—2° — % .

Zeigen Sie, dass f surjektiv ist, und bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f .

Dieses Beispiel zeigt, dafl das Resultat aus der Aufgabe 8.5.3 sich nicht ohne weiteres in
die Dimension 2 iibertragen liafit. Es wurde aus dem Artikel von Ira Rosenholtz und Lowell
Smylie * entnommen. Gleichzeitig publizierten J. Marshall Ash und Harlan Sexton ° das mit
einer kleinen Anderung folgende Beispiel
g 2 4 T 1
+ (2¢* — v) (e +1+x2)

1+ 22

R*> —R: (z,y) —

Diese Autoren geben auch eine hinreichende Bedingung fiir die Behauptung aus Aufgabe 8.5.3.
Ein anderes Beispiel

R* — R: (z,y) — (22° — 32%) eV + (22° — 32" + 1) - eV

I. Rosenholtz, L. Smylie, ”The only critical point in town” test, Math. Mag. 58 (1985), p. 149-150.
> J.M. Ash, H. Sexton, A surface with one local minimum, Math. Mag. 58 (1985), p. 147-149.
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11.16 Lokale Diskussion einer Funktion

ist von David A. Smith % und wurde im Buch von Philip Gillett 7 publiziert.
Aber das einfachste Beispiel ist das von Bruce Calvert und M.K. Vamanamurthy ® :

R2—>R:(9L’,y)r—>x2-(1+y)3+y2

Sie geben auch hinreichende Bedingugen an.

6 D.A. Smith, Three observations on a theme : Editorial note, Math. Mag. 58 (1985), p. 146.

Top Gillett, Calculus and analytic geometry, 2nd ed., D.C. Heath, Lexington, Mass., 1984.

8 B. Calvert, M.K. Vamanamurthy, Local and global extrema for functions of several variables, J. Austral. Math. Soc.
29 (1980), p. 362-368.
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11.17 Extremum mit Bedingung

DEFINITION Seien f,F : X — R stetig differenzierbare Funktionen und ¢ € X mit
F (&§) = 0. Man sagt, dafl f ein lokales Maximum bzw. lokales Minimum unter der Bedingung
F =0 in £ besitzt, falls die Einschréinkung von f auf der Menge

{F=0)

ein lokales Maximum bzw. Minimum in £ besitzt. Zur Vereinfachung sagt man lokales Extremun
mit Bedingung , wenn man nicht prézisieren will.

Der Beweis des folgenden Lemmas benétigt den Satz iiber die Umkehrfunktion, der wir
spéter in 13.2 beweisen werden.

LEMMA Seien X eine offene Menge in R" , F : X — R™ eine stetig differenzierbare
Abbildung und ¢ € X , so daff F'(¢) =0 und DF (¢) : R* — R™ surjektiv ist. Dann existiert
eine Teilmenge J C {1,...,n} , eine Umgebung W wvon & in X und in der Zerlegung R™ =
R x RY eine offene Umgebung von (pres &,0) der Gestalt U x V', so daf$ die Abbildung

&= (pres, F): X — RY x RV = R" : & — (pryes 2, F (2))
ein Diffeomorphismus von W auf U x V ist. Zusdtzlich gilt
S{F=h}NnW)=U x{h}
fiir alle h e V.

@ := (prgs, F)

HAUPTSATZ (Lagrangescher Multiplikator) Wir nehmen an, daf$ f und F stetig dif-
ferenzierbare Abbildungen auf X sind und daf fir & € X gilt F'(§) =0 und DF (§) : R — R™

surjektiv ist.
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11.17 Extremum mit Bedingung

Besitzt f ein lokales Extremum in & unter der Bedingung F' = 0 , so existiert ein A € R™
(der Lagrangesche Multiplikator) mit

grad f (¢) = DF ()T A .

Ist m =1 so bedeutet dies

grad f (€) = A - grad F'(€) .

BEMERKUNG 1 Diese Methode erlaubt lokale Minima und Maxima unter Bedingungen zu
bestimmen. Man muf} aber zuerst deren Existenz nachweisen. Dies wird iiblicherweise mit Hilfe
von Kompaktheitsargumenten durchgefiihrt. Man beachte, dafl diese Methode hauptsichlich
benutzt wird, wenn die Menge {F' = 0} nicht parametrisierbar ist.

BEISPIEL 1 Man bestimme den Radius p und die Hohe x einer Konservendose, dessen
Volumen V ist, so daf die Fliche des benotigten Bleches minimal wird. Dieses einfache Beispiel
zeigt, wie man die Existenz eines lokalen Minimums unter einer Bedingung nachweist.
Die Bedingung F' = 0 bzgl. des Volumens ist durch
F:(rh)r—m-r"-h—V:R*—R
beschrieben und die Fliche f ist durch
f:(rh)r—2r-r-h+2r-r*:R* — R
gegeben. Fir M > 2 -V 4 27 gilt

v
(1,—) c{(F=0)n{f <M}NR |
™
und diese Menge ist kompakt. Daraus schliefit man die Existenz eines Minimums von f in
(p,k) € {F =0} NR, C R¥ .
Uber den Lagrangescher Multiplikator bekommt man dann
K=2-p,

sowie

BEISPIEL 2 Seien € R" und A eine nicht-leere, abgeschlossene Menge in R" | die durch
A:={F =0} mitF:R" — R stetig

gegeben ist. Mit Hilfe eines dhnlichen Kompaktheitsarguments wie in Beispiel 1, wird die Di-
stanz

d (777 A) = infoA d (777 l‘)
von 7 zu A in einem Punkt £ angenommen. Man betrachte besser d (7, A)2 , da die Funktion

fixr—lz—n:R" —R
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Extremum mit Bedingung 11.17

stetig differenzierbar ist. Falls F' stetig differenzierbar ist und grad F' () # 0 gilt, folgt die
Existenz eines A € R mit

2-(§=mn)=A-grad F (§) .
Ist insbesondere A eine Hyperebene in R” | die durch
F(z):=a+(blz) =0 fiira €Rundbe R" mit |b] =1
gegeben ist, so folgt
§=mn—(a+(b[n))-b.

BEISPIEL 3 Sei S € £ (R") eine lineare symmetrische Abbildung und
f:R" —R:z+— (x| Sz) .

SATZ Es existieren Vektoren £, € St | d.h. || = |n| =1, in denen die Funktion f auf
S*=1 ihr Mazimum bzw. Minimum annimmt, und diese Vektoren sind Eigenvektoren zu dem
grofsten bzw. kleinsten Eigenwert von S :

sup f (S”’l) = (& SE)  bzw. inf f (Sn’l) =(n|Sn) .

Zusdtzlich sind alle Eigenwerte reell und S ist diagonalisierbar.

KOROLLAR Ist T : R® — R" eine lineare Abbildung, so ist ||T||2 der grofste Eigenwert
von T7T .

BEMERKUNG 2 Dieses Korollar zeigt, daf3 | T’|| sich schwer mit Hilfe der Koeffizienten der
Matrix von 1" ausdriicken la8t. Ist

a

c

-(a2+b2+c2+d2+\/[(a+d)2+(b—c)2} [(a—d)2+(b+c)2}> .

)EMR(QXQ),

QU o

so gilt
a b
c d

Aufgabe 1 Essei f:R? — R: (z,y) — 422 — 3zy .

2

1
2

(a) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f auf {(z,y) € R? | 22 +y? < 1} .
(b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f auf {(z,y) € R? | 22 + 4> =1} .

(¢) Bestimmen Sie die lokalen und absoluten Extrema von f auf

{(z,y) eR*| 2>+ <1} .
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(z,y)—4-2" =32y

Aufgabe 2 Bestimmen Sie die lokalen und absoluten Extrema der Funktion

n

f:R"—>R:(a:1,..‘,xn)»—>H332-

J
=1

unter der Bedingung

Folgern Sie, daB fiir alle a4, ..., a, € R, gilt

1
= "
(Hm) NPILE

Aufgabe 3 Man betrachte die Funktion

fR—R:(z,y)—y*+y+d-o-y—2-2°.

(a) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f .

(b) Bestimmen Sie die lokalen und absoluten Extrema von f auf

{(m,y)€R2| r<0etz+2>—y>0}.
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(r,y) — P +y+4-x-y—2- 22
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