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3.1 Induktionsprinzip

3.1 Induktionsprinzip

Existenz einer unendlichen Menge
dDexAVy(y€r=yU{y}e )

Sagt man, dafl y U {y} die nachfolgende Menge(oder Nachfolger ) von y ist, so bedeutet dieses
Axiom die Existenz einer Menge = mit

N (z)
() € x und fiir alle y € x ist der Nachfolger y U {y} € = .

HAUPTSATZ FEs gibt eine kleinste Menge, mit N bezeichnet, die die Figenschaft N besitzt,
d.h. es gilt N (N) und fiir alle Mengen x mit N (x) gilt + D N .

DEFINITION 1 N heifit die Menge der natirlichen Zahlen . Man definiert die Zahlen
0:=0,1:=0uU{0} ={0} ={0} ,

2:=1U{1} ={o}u{1} ={0,1} = {0, {0}} ,
3:=20{2} ={0,1} U {2} = {0,1,2} = {0, {0}, {0, {0}}} ,
4:=3U{3}=1{0,1,2,3} ,

usw... Fiir n € N setzt man

n+1l:=nuU{n} .

Induktionsprinzip  Sei P (x) eine Eigenschaft. Falls P (0) wahr ist und fir alle n der
Induktionsschritt

n € N und P(n) implizieren P (n+1)
gilt, so ist fiir alle n € N die Eigenschaft P (n) wahr.

DEFINITION 2 Man sagt, dafl die Relation
neN und P (n)

die Induktionsannahme oder Induktionsvoraussetzung ist.
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Induktionsprinzip 3.1

BEISPIEL Fiir alle n € N gilt

Aufgabe 1 Zeigen Sie durch Induktion, da8 fiir alle n € N gilt

ikg B nz-(n+1)2
P 4

Aufgabe 2 Zeigen Sie durch Induktion, daf fiir alle n € N gilt

SR
—f(k+1)  n+l’
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3.2 Elementare Eigenschaften von N

3.2 Elementare Eigenschaften von N

Nach Definition von n + 1 gilt
nCn+1 und nen+1.

Insbesondere ist n + 1 # () = 0 fiir allen € N .
SATZ

(i)  Fir allen € N und alle x € n gilt t e N und x Cn .
(i) Firallen € Nund allex e Nmitz Cnundx #n giltven .
(111) Fir allen € N gilt n ¢ n . Insbesondere ist n #n+1 .
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Ordnungsrelationen 3.3

3.3 Ordnungsrelationen

Ist R (x,y) eine Relation und X eine Menge, so heifit
Rx = {(.I,y) €EXxX | R([L’,y)}

der Graph dieser Relation in X . Es gilt genau dann (z,y) € X x X und R(x,y) , wenn

(l’, y) S RX .
Umgekehrt ist R eine Teilmenge von X x X | so ist

(r,y) € R

eine Relation, dessen Graph in X gleich R ist. Man spricht von einer Relation auf X und
schreibt z R y , falls (z,y) € R ist.

DEFINITION 1 Eine Relation R auf X heiit Ordnungsrelation , falls fiir alle z,y,z € X
gilt
(a)  Transitivitdt tRyundyRz> — aRz.

(b)  Antisymmetrie tRyundyRae =— z=y.

(¢)  Reflexivitdt r R,

Eine Ordnungsrelation wird oft mit < bezeichnet und fiir x < y sagt man, dafl x kleiner
oder gleich y sei. Man schreibt auch y > x und sagt, dal y gréfler oder gleich x sei. Man
definiert z < y durch z < y und x # y und sagt, dafl x (strikt) kleiner als y ist. Schreibt man

y > x so sagt man, dal y (strikt) grofier als x ist.
Eine Ordnungsrelation auf X heiflt total , falls fiir alle =,y € X gilt

r<y oder y<x.

Es wiire sprachlich einfacher fiir z < y zu sagen, dafl x kleiner als y sei, da die strikte
Ungleichung < selten benutzt wird !

BEISPIEL 1 Die Ordnungsrelationen < auf [0, 1] bzw. R sind durch die Graphen

gegeben.

BEISPIEL 2 Ist X eine Menge, so ist die Enthaltensrelation C auf 8 (X) eine Ordnungsre-
lation. Thr Graph ist

{(A,B) € B(X) x B (X) [AC B} .
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3.3 Ordnungsrelationen

Falls X mindestens zwei Elemente besitzt, so ist diese Ordnungsrelation nicht total.

DEFINITION 2 Fiir alle n,m € N schreibt man n < m anstelle von n C m .

HAUPTSATZ Die Relation < auf N ist eine totale Ordnungsrelation, und fiir alle n € N
gilt
n={meN|m<n} .

BEMERKUNG FirallemeNmitm<ngiltm+1<n.

34 NATURLICHE ZAHLEN Claude Portenier



Endliche und unendliche Mengen 3.4

3.4 Endliche und unendliche Mengen

HAUPTSATZ Sein e N . Ist f:n — n eine injektive Abbildung, so ist f surjektiv.

KOROLLAR

(i)  Seien n,m € N . Ezistiert eine Bijektion von n auf m , so istn =m .
(ii) Sei A eine Menge. Ezistieren n,m € N und Bijektionen
fin—A und g:m— A,

so gilt n =m .

Damit ist die folgende Definition sinnvoll :

DEFINITION Eine Menge A heifit endlich , falls ein n € N und eine Bijektion von n auf
A existieren. Man sagt, dafl n die Anzahl der Elemente in A oder die Mdchtigkeit von A ist.
Man bezeichnet sie mit # (A) .

Ist n — A : k — ay, eine Bijektion, so heifit (ax),_, ,_; eine (endliche) Abzihlung von

.....

A.
Eine Menge, die nicht endlich ist, heifit unendlich . Man sagt, dal A abzdhlbar ist, falls A
endlich ist oder eine Bijektion von N auf A existiert. Ist diese Bijektion durch

N—A:kr— ag

gegeben, so heifit (ay), .y eine (unendliche) Abzihlung von A .

BEMERKUNG Ist A eine Menge mit n Elementen, und existiert eine Bijektion von A auf
eine Menge B , so hat B auch n Elemente.

Aufgabe 1 Seien m,n € N und X,,, X,, Mengen mit m bzw. n Elementen. Finden sie not-
wendige und hinreichende Bedingungen an die Zahlen m,n, so dal es eine Abbildung

f: X — X,
gibt mit der Eigenschaft
(a) f ist injektiv.
(b)  f ist surjektiv.
(¢)  f ist bijektiv.

Aufgabe 2 Gibt es eine bijektive Abbildung f: N — Z 7
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3.5 Verallgemeinerung des Induktionsprinzips

3.5 Verallgemeinerung des Induktionsprinzips

Induktionsprinzip ab m  Seien P (x) eine Eigenschaft und m € N . Ist P (m) wahr und
gilt fiir alle n

neN ,n>mund P(n) implizieren P(n+1) ,
so ist die Eigenschaft P (n) fir alle n € N mit n > m wahr.

SATZ Die Abbildung v — x4+ 1: N — {n € N | n # 0} ist bijektiv. Insbesondere gibt es
fiir allen € N mit n # 0 genav ein x € N mitn=x+1 .

DEFINITION Man schreibt N* := {n € N|n # 0} und fiir alle n € N* bezeichnet man
mit n — 1 die einzige natiirliche Zahl x mit n =2+ 1 .

Allgemeiner gilt:

Verallgemeinertes Induktionsprinzip ab m  Seien P (x) eine Figenschaft und m € N .
Gilt fiir n € N mit n > m der Induktionsschritt

Vim<li<n=P()] = P(n),
so ist die Eigenschaft P (n) fir alle n € N mit n > m wahr.

Aufgabe Die Menge A :={n € N | 2" < n!} ist unendlich.
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Addition in N 3.6

3.6 Addition in N

DEFINITION 1 Sei X eine Menge. Fiir n € N sagt man, daf§ eine Familie (z;)._ =

JjEN
(5);¢...n_1 von Elementen aus X , d.h. eine Abbildung von n = {j €N|j<n} in X ,

-----

eine (endliche) Folge (mit n Elementen) in X .
Eine Familie (z),.y von Elementen aus X , d.h. eine Abbildung von N nach X , heifit eine
(unendliche) Folge in X .

Die Menge aller endlichen Folgen mit n Elementen in X wird natiirlicherweise mit X"
bezeichnet, die aller unendlichen Folgen in X mit X .

Aufgabe 1 Zeigen Sie, da8 fiir jede Menge X gilt X° = X? = {0} und daB man X" mit
XM= X" x X

durch Induktion definieren kann. Wie mufl man diese Aussage genau priizisieren?

Induktiv definierte Folge Ist ® : X — X eine Abbildung und zy € X , so existiert
genau eine Folge (1), oy in X mit

Tpe1 = @ (zy) fiir alle k € N .

DEFINITION 2 Man sagt, da8 (7),.y durch Induktion bzw. induktiv oder rekursiv mit

Startpunkt zy definiert wurde.
Fiir alle a € N definiert man durch Induktion

a+0:=a und a+(k+1):=(a+k)+1.

BEISPIEL Es gilt
242=2+(1+1)=(2+1)+1=3+1=4.

HAUPTSATZ Die Addition in N
NxN-—N:(a,b)—a+b

18t assoziativ und kommutativ, 0 ist thr neutrales Element und jedes Element ist kiirzbar, d.h.
fiir alle a,b,c € N gilt

(i)  Assoziativitit (a+b)+c=a+(b+c)
(i) Kommutativitdt a+b=b+a

(11i) Neutralitit a+0=0+a=a

(i) Kiirzbarkeit atc=btc =— a=b.
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3.6 Addition in N

SATZ Die Addition in N ist mit der Ordnung vertriglich, d.h. fir alle a,b,c € N gilt
Vertrdglichkeit a<b = a+c<b+c.

BEMERKUNG Allgemeiner kann man eine Folge folgendermafien induktiv definieren :

Ist fiir jedes n € N eine Abbildung ®,, : X" — X gegeben, so existiert genau eine Folge
(7k) gy in X mit

Ty =@, (vo,...,2,_1) firallen eN.

Man beachtet, dal X° = {0} , also ist (xg,...,7_1) = 0 eine verniinftige Schreibweise. Die
Abbildung @, : X° — X ist somit eindeutig von g := ®( (0) bestimmt.

Man kann es naiver formulieren. Sei fiir jedes n € N eine Eigenschaft P, , die von n + 1
Variablen abhéngt, und eine Menge x( gegeben mit F (o) . Dann existiert eine Folge (7)o
von Mengen mit P, (zo, .., x,) fiir alle n € N | falls man fiir jedes n € N* aus

Py (o, ..., x)) sei wahr fiir alle k € N* mit & <n |
eine Menge x,, explizit konstruieren kann mit

P, (xq,...,x,) wahr.

Aufgabe 2 Zeigen Sie die Kommutativitit der Addition in N in dem Sie durch Induktion
a+0=0+a und a+1=1+a

fiir alle a € N zuerst beweisen.

Aufgabe 3 Die Menge M besitze folgende Eigenschaft:
3eM und meM=—=2m+le M.
Zeige, dass M alle ungeraden Zahlen > 3 enthilt.

Aufgabe 4 Die durch die Rekursionsvorschrift
ap:=1 , ap:=1 |, ap1:=a,+a,1firn=>1

definierten Zahlen nennt man die Fibonaccizahlen .
Geben Sie (mit Beweis) die Menge aller n € N an, fiir die gilt:

z)
a, < | = .
2

Fiir die Definition von Potenzen und das Rechnen in QQ siehe 3.12 und 4.6.
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Das Zidhlen 3.7

3.7 Das Zihlen

LEMMA  Fir alle a € N st die Abbildung
z—zc+a:N—{yeN|y=>a}
bijektiv.

KOROLLAR Fir alle a,b € N besitzt die Gleichung
r+a=5>b

genau dann mindestens eine Losung x € N | wenn a < b ist. In diesem Full ist die Losung
eindeutig.

DEFINITION Diese Losung wird mit b — a bezeichnet.

HAUPTSATZ Sind A und B endliche disjunkte Mengen, so gilt
#(AUB) =#(A) +#(B) .

Aufgabe Esseien A, B und C drei Mengen. Zeigen Sie:
(a) #(AUB)+#(ANB) = #(A)+#(B) .
(b) #(AUBUC) =
=#(A)+#(B)+#(C) = #(ANB) —#(ANC) = #(BNO)+#(ANBNCO) .
Hinweis: Aufgabe 2.5.
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3.8 Multiplikation in N

3.8 Multiplikation in N

DEFINITION Fiir alle a € N definiert man durch Induktion
a-0:=0 und a-(k+1):=a-k+a.

HAUPTSATZ Die Multiplikation in N
NxN-—N:(a,b) —a-b

ist assoziativ und kommutativ, 1 ist ihr neutrales Element und jedes Element in N N\ {0} ist
ktirzbar, d.h. fir alle a,b,c € N gilt

(i)  Assoziativitat (a-b)-c=a-(b-c)

(i) Kommutativitat a-b=b-a

(11i) Neutralitit a-1=1-a=a

(w)  Kiirzbarkeit c#0unda-c=b-¢c = a=b.

SATZ Die Multiplikation in N ist distributiv bzgl. der Addition und mit der Ordnung ver-
traglich, d.h. fir alle a,b,c € N gilt

(i)  Distributivitit a-(b+c)=a-b+a-c

(i)  Vertrdaglichkeit a<b =— a-c<b-c.
Zusdtzlich fiir n € N gegeben, gilt das

(11i) Teilen mit Rest : Fir jedes v € N existieren eindeutig definierte natiirliche Zahlen
q,7 € N mit

r=q-n+r und r<n.

KOROLLAR Sind A und B endliche Mengen, so gilt
# (A x B) =#(A)-#(B) .

Aufgabe Zeigen Sie, daf§ jede natiirliche Zahl n € N entweder gerade ist, d.h. es gibt £ € N
mit n = 2k , oder ungerade ist, d.h. es gibt kK € Nmit n =2k — 1 .
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Summe und Produkt einer Folge 3.9

3.9 Summe und Produkt einer Folge

Sei X eine Menge, die mit zwei Operationen versehen ist, d.h. man gibt sich zwei Abbil-
dungen

+:XxX —=X:(r,y)—z+yund - : X x X — X :(z,y)— -y,
und nennt diese Addition bzw. Multiplikation.

DEFINITION  Seien m,n € N mit m < n . Ist (z),_,, eine endliche Folge in X
definiert man durch Induktion die Summe und das Produkt von (vx);_,, .
m I+1
Zxk =, und Zxk = <Z$k>+$l+1 firallel e Nmit m <[l <n
k=m k=m k=m

sowie

m I+1 l
Ha:k =z, und H:ck = (H :ck> xyq firallel e Nmitm <l <n.
k=m k=m

k=m

Bei einer Indexverschiebung :
l=k—m+p oder k=I1l—p+m

gilt

p+n—m

n
E Ty = E Li—p+m
k=m l=p

und analog

p+n—m

H Ty = H Ll—p+m -
k=m l=p
Sind die Operationen assoziativ, so gilt fiir alle p € Nmit m <p < n
n p—1 n
- (L) ()
k=m k=m k=p

e () ()

und

—Tlyeeey
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3.9 Summe und Produkt einer Folge

und

k=m k=m
Ist zusitzlich die Multiplikation bzgl. der Addition distributiv, dann gilt

() (2 _z(m o)X (5]

k=m

BEISPIEL Es gilt

2k+1)=(n+1)

BEMERKUNG Besitzt die Addition bzw. die Multiplikation ein neutrales Element, das
mit 0 bzw. 1 bezeichnet wird, so ist es oft niitzlich die Summe bzw. das Produkt iiber eine leere
Indexmenge mit 0 bzw. 1 zu definieren.

7.B.

=0 und Hl’k:1.

k=m k=n+1

[

Aufgabe 1 Zeigen Sie durch Induktion, daf fiir alle £ € N* gilt
2k

Z l+1 Z

=1 =1

Aufgabe 2 Es sei a € N mit a > 2. Zeigen Sie: Fiir alle n € N gibt es ein ¢, € N mit
a"—1=cy(a—1),
und die ¢, fiir n € N geniigen der Rekursionsformel

co=0 und cpp1=a-c,+1.
Aufgabe 3 Geben Sie (mit Beweis) die Menge aller n € N an, fiir die gilt:

n? <2m.
Fiir die Definition der Potenzen siehe 3.12.
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Permutationen 3.10

3.10 Permutationen

Sei A eine endliche Menge mit n Elementen und (ay),_,
lungen von A . Dann gibt es eine Bijektion o : n — n mit

ap = by fiiralle k € n .

DEFINITION 1 Eine Bijektion von n auf n heiflt eine Permutation von n .
Man setzt

n! ::H(k+1) ,

ken
und nennt diese Zahl n Fakultdat .

Es gilt
00=1 und (n+1)!=(Mn+1)-nl.

DEFINITION 2 Sind A, B zwei Mengen, so bezeichnet man mit Bij (A, B) die Menge aller
Bijektionen von A auf B .

LEMMA  Seien A, B Mengen mit n Elementen und f :n — A, g : n — B Bijektionen.
Dann st jede Injektion o : A — B surjektiv und die Abbildung

Bij (A, B) — Bij(n,n) : 0 — Gooof
1st bigektiv.

o
A — B
1 T g
n — n
Gooof

HAUPTSATZ Fiir alle Mengen A, B mit n Elementen gibt es n! bijektive Abbildungen von
A auf B, d.h.

#(Bij (A, B)) =n! .

Aufgabe Bestimmen Sie die Menge aller n € N mit

(a)

nl <2 .
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3.10 Permutationen
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Binomialkoeflizienten 3.11

3.11 Binomialkoeffizienten

DEFINITION Fiir alle n,k € N definiert man durch Induktion iiber n den Binomial-

Koeffizienten (Z) :
(g) =1 und (2) =0 firalle k> 1,

n-+1 n+1 n n
= = (i =>1.
( 0 ) 1 und ( f > (k— 1) + (k) fir alle k > 1

Diese Definition kann man im Pascalschen Dreieck darstellen :

und

n\k|O 1 2 3 4 5 6
0 10 0 0 O 0
1 1 1.0 0 0 0 O
2 12 1 0 0 0O
3 13 3 1 0 0 0
4 14 6 4 1 00
) 1 5 10 10 5 1 O
6 1 6 15 20 15 6 1

LEMMA Fiir allen € N gilt

V= (") =1 una (" =0 fir allek e N mitk >n .
0 n k

SATZ Fiirallen,k € N ist (Z) die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge.

Aufgabe Zeigen Sie durch Induktion, daB fiir alle n,m € N mit n > m gilt

> ()= ()

l=m
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3.12 Binomische Formel und geometrische Summe

3.12 Binomische Formel und geometrische Summe

Sei eine Menge X mit einer Addition und einer Multiplikation versehen. Man nehme an, daf
diese Operationen assoziativ und kommutativ sind und jeweils ein neutrales Element besitzen,
das mit 0 bzw. 1 bezeichnet wird. Zusitzlich fordern wir, dafl die Multiplikation bzgl. der
Addition distributiv ist.

Fiir alle x € X und n € N definiert man n - z und z" durch Induktion iiber n :

0-2:=0 und 2°:=1,
sowie

n+1)-z:=n-z+2z und z"t:=z" 2.
( )

Binomische Formel Fiir alle x,y € X und n € N gilt

(w+y)”=2ﬂ:(z> RARE T

KOROLLAR. Es gilt

kzi; (Z) —9" und g(—n’f- (Z) =0.

Insbesondere ist die Potenzmenge einer n-elementigen Menge 2" -elementig.

Geometrische Summe  Fiir alle z € X und n € N gilt

(1—:16)-2:1:116:1—913”+1
k=0

BEMERKUNG Ist X ein Korper (vgl. 4.5) und = # 1, so gilt
_1-a el
Z z
1-z

Aufgabe 1 Sei n € N* . Zeigen Sie, daf3

()

die Machtigkeit der Menge aller Teilmengen mit mindestens n + 1 Elementen in einer Menge
mit 2n Elementen ist, indem Sie die Binomische Formel

2n 2n
22n —
> (%)
1=0
benutzen.
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Binomische Formel und geometrische Summe

Aufgabe 2 Seien n € N* und x € X . Zeigen Sie, daf3

n—1 2"—1

H<1+x2k> = ;xl

k=0
und
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