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10.1 Normierte Raume

10.1 Normierte Riume

Die meisten metrischen Réume, die wir betrachten werden, sind Teilmengen von Vektor-
raumen.

DEFINITION 1 Seien F' ein Vektorraum iiber K mit K = R oder K = C und
[l : FF— Ry« f—[[f] -

Man sagt, daf ||-|| eine Norm auf F' und (F, ||-||) , oder einfach F', wenn keine Mifverstéindnisse
zu befiirchten sind, ein normierter Vektorraum ist, wenn fiir alle f, g € F und a € K gilt

(a) Homogenitét
lev- FIl = lef - [1£1]
(b)  Dreiecksungleichung
I1F+ gl < 171+ 1lgll

(¢) Trennung

[fll=0 <= [f=0.

SATZ Ist (F,|-]|) ein normierter Raum, so ist
(fr9) —Ilf =gl - FxF—Ry
eine Metrik auf F' und es gilt

A= Dgh| < 1lf =il -
Insbesondere st
I F— Ry fr— | f]

eine stetige Funktion auf I .

BEMERKUNG 1 Wir werden immer einen normierten Raum als metrischen Raum mit der
Metrik (f,g) — ||f — g|| betrachten. Eine Folge (fi),cy in F ist also konvergent, falls ein
f € F existiert mit limy || fr — f|| =0 .

BEMERKUNG 2 Firralle f € F und r € R, gilt
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Normierte Raume 10.1

DEFINITION 2 Ein vollsténdiger (Definition 6.3.2) normierter Raum heit Banachraum .

BEISPIEL R und C sind Banachrdume.
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10.2 p-Norm auf K"

10.2 p-Norm auf K"

Sei n € N* . Wir errinern, dafl eine endliche Folge 2 = (2;),_, , in K, als Funktion

,,,,,

{1,..,n} — K : j —— z; betrachtet werden kann. Insbesondere fiir alle z,w € K" ist das
Produkt der entspechenden Funktionen durch

z-w = (2 - wy)._

gegeben. Dieses Produkt sollte man nicht mit dem Skalarprodukt (siehe die Bemerkung weiter

unten) verwechseln.
Fiir alle p € [1, oo[ definiert man
1
~(rer)
j=1
Ist p = 2, so schreibt man einfach
o= = (e )

]

Fiir p = oo definiert man

Fiir alle p € [1,00] , z € K" und « € K gilt
2,=0 <= 2z=0
und
o 2], = lal - |2], .
HAUPTSATZ  Seien p,q € [1,00] mit 1+ =1, dh q= 5
(i) Hélder-Ungleichung Fir alle z,w € K" | gilt
2wl < 2], - |wl,
(i1) Minkowski-Ungleichung Seip € [1,00] . Fiir alle z,w € K" gilt
|2+ wl, < z], + |wl,

BEMERKUNG Man definiert ein Skalarprodukt auf K" durch

n

(zlw) = Zz_j-wj .

j=1

Es gilt also

n

2 2

)= lzl* =]
j=1
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p-Norm auf K"

Mit p = g = 2 schreibt sich die Holder-Ungleichung in der Form
Czlw)] < [z wly <2 |w] -

Sie heifit dann Cauchy-Schwarz-Ungleichung .

Anstelle von (z|y) schreibt man auch oft
rey,

falls =,y € R™ . Achtung, man darf = e y und x - y nicht verwechseln !

BEISPIEL Fiir alle a,b, ¢, d € C gilt
la-b+b-ctc-al < la|* + b + ||

und

avbtcoddal < \J2laf +1e P+ 20a

KOROLLAR  Fiir alle p € [1,00] ist die Funktion |-, eine Norm auf K" .

Wir werden zeigen, dafl (K”, || p> ein Banachraum ist (Korollar 10.4 und Satz 11.6).
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10.3 Punktweise Konvergenz

10.3 Punktweise Konvergenz

DEFINITION  Seien X eine Menge, (fi),cy C K¥ eine Folge von Funktionen f, : X — K
und f : X — K eine Funktion. Man sagt, daf (fi),cy punktweise gegen f konvergiert , wenn

gilt
f(x) =limy f(z) firalleze X .
Man schreibt
f =limg fr punktweise auf X .

BEISPIEL 1 Wir betrachten die Funktionenfolge (idk)keN auf [0,1] . Es gilt

0 x € [0,1]
limy, 2% = falls
1 r=1

d.h.
1y = limgid®  punktweise auf [0,1] .

Man bemerke, daf die Funktionen id* stetig sind, im Gegensatz zu Ly .

BEISPIEL 2 Wir betrachten die Funktionenfolge (k2 - id -e~*14) .

k=1,3,5

Es gilt

limg &% -id-e ™4 = 0  punktweise auf [0, 1] .
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Punktweise Konvergenz 10.3

Andererseits ist

1
/ Ecid-e =1 (k41)-e7%,
0

also

1 1
hmk/ k2 -id .e—k-id ;é 0= / llmk k2 .id .e_k.id .
0 0

BEMERKUNG Diese zwei Beispiele zeigen, dal die punktweise Konvergenz die Stetig-
keit nicht erhilt und mit dem Riemannintegral nicht kommutiert. Dies fithrt zur Betrachtung
einer stéirkeren Konvergenz. Dafiir werden wir eine Norm einfiithren, die die Grofle einer Funk-
tion mifit. Die Distanz zwischen zwei Funktionen ist die Norm ihrer Differenz. Diese Norm ist
besonders fiir Stetigkeitseigenschaften geeignet.
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10.4 Supremumsnorm

10.4 Supremumsnorm
DEFINITION 1 Sei X eine Menge. Fiir jede Funktion f : X — K definiert man

oo = Iflloox = sUPex |f (z)] € Ry .
Man bezeichnet mit ¢*° (X') die Menge aller Funktionen f : X — K mit || f||_, < oo .

LEMMA Fir alle f,g: X — K und o € K gilt

(i) 1< lls

(ii) Ifll, < oo <= [ ist beschrinkt
(i) loe- flloe = led - [[flloo

(iv) 1f + 9lle < Il + 19l

(v) Ifle=0 <= f=0,
(vi) 1S+ glloe < 11flloo - 9Nl

(vit) f1<lgl = Iflle < gl -

SATZ (> (X) ist ein Untervektorraum von K* und
oo - € (X) — Ry = fe— I/l

ist eine Norm, die sogenannte Supremumsnorm . Ist (fi),cy eine in £ (X) konvergente
Folge, so konvergiert diese Folge punktweise.

DEFINITION 2 Eine in ¢ (X) konvergente Folge heifit gleichmdfig konvergent . Man
schreibt

f =1limy fr gleichméBig auf X .

BEISPIEL 1 Eine punktweise konvergente Folge braucht nicht gleichmiflig konvergent zu
sein, wie die Beispiele 10.3 zeigen. Es gilt

ak z€[0,1]
(idk —1{1}) (%) = falls s
0 =1

d.h.
[id" ~1y )| o oy =1 filrallek € N.
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Supremumsnorm 10.4

Andererseits ist
k

0,01 — ¢

Hk2 id _e—k~id

da diese Funktion ihr Maximum in % annimmt.

BEISPIEL 2 Wir untersuchen erneut das Beispiel 10.3.1, indem wir die Grundmenge veréin-
dern. Zuerst gilt
lim, id* = 0  punktweise auf [0,1[ ,
aber
"] 1

00,[0,1]

Ist r € [0, 1] gegeben, so ist
i o = 7"
also

limg id® =0  gleichmiBig auf [0, 7] .

HAUPTSATZ (> (X) ist ein Banachraum.

BEMERKUNG Im Beweis ist implizit folgendes gezeigt worden :

Genau dann ist eine Folge (fi),cy in £ (X) gleichméiflig gegen ein f € > (X)) konvergent,
wenn fiir jedes € > 0, ein N € N existiert mit

\fx () — f(z)] <e firallex € X und alle k € Nmit £k > N .
Geometrisch enthélt der e-Schlauch um den Graphen von f | d.h. die Menge

{(z,y) e X XK ||y = f(x)| <e},
den Graphen von fj, fiir alle k > N .

KOROLLAR (K", |-|) ist ein Banachraum.

Wir werden spéter sehen (Satz 11.6), dafl (K”, || p) fiir alle p € [1, 00| ein Banachraum ist.
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10.5 Riume stetiger Funktionen

10.5 Riume stetiger Funktionen

DEFINITION 1 Sei X ein metrischer Raum. Wir bezeichnen mit C (X) und C’(X) die
Menge aller stetigen bzw. stetigen und beschrinkten Funktionen auf X mit Werten in K .

C’ (X) ist ein Untervektorraum von ¢ (X) .

HAUPTSATZ  Ist (f),cn eine Folge von stetigen und beschrinkten Funktionen auf X und
gilt f =limy, fi. gleichmdfig auf X , so ist f stetig.
Insbesondere ist (C*(X),||-||.) ein Banachraum.

BEMERKUNG 1 Die Stetigkeit von limy, f in © € X bedeutet, daf3

lim, ., limy, fi (y) = limy, fi () = limg lim,,_, f% (v) ,

also dafl man beide Grenzwerte vertauschen darf !

BEMERKUNG 2 Ist f € C(X) und (z;)
beschrankt.

Jen €ine in X konvergente Folge, so ist f auf (z;),.

BEMERKUNG 3 Seien (fy),.y €ine Folge in C(X) , die punktweise auf X gegen eine
Funktion f konvergent ist, und (), eine Folge in X , die gegen x € X konvergent ist.
Definiert man Y := {z} U {x; | | € N} und ist m € N, so gilt

g i~ Sy =0 = T llfy — g, =0

I=m

KOROLLAR  Sei (fi),cy €ine Folge in C (X) . Ist die Folge (fy,) ey auf jeder in X konver-
genten Folge gleichmdj$ig konvergent, so konvergiert diese Folge punktweise auf X gegen eine
Funktion f und f stetig.
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Integration, Differentiation und gleichmiflige Konvergenz 10.6

10.6 Integration, Differentiation und gleichméflige
Konvergenz

HAUPTSATZ  Sei (fi),en eine auf einem Intervall [a,b] von R gleichmdfig konvergente
Folge von stetigen Funktionen. Dann gilt

b b

BEISPIEL 1 Es gilt

id
k

=0 gleichméiBig auf R, ,

/ 1.67%:1_
0o k

Dies zeigt, dal der Hauptsatz falsch ist, wenn das Intervall unbeschrankt ist.

limy — - e~

k

aber

KOROLLAR  Seien J ein Intervall in R , (fi),cy eine Folge von stetig differenzierbare
Funktionen in J und § € J . Ist (fi())en konvergent und ist (fy),cy auf jedem Intervall
la,b] C J gleichmdfSig konvergent, so ist (fi),en auf jedem Intervall [a,b] C J gleichmdifig kon-
vergent, insbesondere auf J punktweise konvergent, gegen eine stetig differenzierbare Funktion
m J und es gilt

BEISPIEL 2 Aus der gleichméfligen Konvergenz von (f),cy folgt i.a. nicht diejenige von
(f7.)ken » Wie das folgende Beispiel zeigt :

Die Folge (W) konvergiert gleichméifig gegen 0 auf R , aber (cos (k - id)),y kon-
keN

vergiert nicht mal punktweise.

Wir fiihren jetzt andere Normen auf C ([a, b]) ein.

DEFINITION Fiir alle p € [1,00] und alle f € C([a,b]) definiert man

1

i, = ([ 1)

SATZ  Seienp,q € [1,00] mit 1 +1 =1, dh q= L5 .
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10.6 Integration, Differentiation und gleichmiflige Konvergenz

(1)  Hélder-Ungleichung Fir alle f,g € C ([a, b)) gilt

1

/abf~g\</ab|f-g\=uf~gu1<||f|rp-||g|rq=(/abmp);.(/:\gw)q |

(it) Minkowski-Ungleichung Fir alle f,g € C([a,b]) gilt
1 =+ gll, <A1, + llgll, -
(ii) |||l ist eine Norm auf C ([a,b]) .

BEMERKUNG Man definiert ein Skalarprodukt auf C ([a,b]) durch

(fl9)i= [T-a.
Es gilt also

b
(F19) :/ FE= 2

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist dann
[Tl <Az Nlglly

[rofe([) ([ )

d.h.
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Weierstraf3-Kriterium 10.7

10.7 Weierstraf3-Kriterium

DEFINITION 1 Man sagt, daf} eine Reihe von Funktionen ) ,°, f; auf einer Menge X punkt-
weise bzw. gleichmdfig konvergiert , wenn dies fiir die Folge der Partialsummen gilt.

BEMERKUNG Allgemeiner kann man der Begriff Reihe in jedem normierten Raum F
formulieren, da man die Partialsummen definieren kann. Jede Aussage iiber Folge kann man in
eine entspechende Aussage fiir Reihen umformulieren.

Ist F' ein Banachraum, so sind die Cauchykriterien fiir Folgen 5.12 und fiir Reihen 6.4 auch
giiltig, wenn man C durch F' und den Betrag durch die Norm ||-|| ersetzt.

DEFINITION 2 Eine Reihe ), f; in einem normierten Raum F' heifit normal konvergent
falls die Reihe der Normen )~ || fi|| konvergent ist.

HAUPTSATZ Eine normal konvergente Reihe ) ,°, f; in einem Banachraum F' ist kon-
vergent und es gilt

<A

=0

1
=0

Wir wenden dieses Kriterium in diesem Paragraph auf Reihen von beschrinkten Funktionen
auf einer Menge X bzw. von stetigen und beschréankten Funktionen auf einem metrischen Raum
an, da (> (X) bzw. C® (X) Banachriume sind (Hauptsitze 10.4 und 10.5).

BEISPIEL Die Funktionenreihen
= eikid = cos (k -id) > sin (k - id)
Do 2 wmd Y
=1 =1

=1

sind auf R gleichméfig konvergent und definieren stetige Funktionen.

Aufgabe
(a)  Zeigen Sie fir « € R} und k € N

(b) Beweisen Sie die Identitét

o0

1
1 1
D DR
/0 id =k
indem Sie den Integranden als Exponential-Reihe schreiben.
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10.8 Potenzreihen

10.8 Potenzreihen

Fir alle r € R, | setzt man
B(r):={z€C ||z] <1}
und

D(r)y:={z€C ||z|<r} .

HAUPTSATZ Sei Y 2, - id' eine Potenzreihe deren Konvergenzradius R ist. Fiir alle
r e Ry mit r < R sind die Potenzreihen

ch cidb und Zl oo - idE
1=0 1=0

auf B (r) gleichmafsig konvergent und definieren stetige Funktion in D (R) .

BEMERKUNG Die beiden Potenzreihen

Z ¢ -id" und Zl oy -id !
=0 =1
haben gleichen Konvergenzradius.

KOROLLAR Die Funktion

f:]—R,R[—>C::cr—>ch~ml
1=0
1st unendlich oft differenzierbar und es gilt
N

f(k):Zm'Cl'idlfk .

1=k
Insbesondere ist

1

a =5 17(0)

und die Taylorreihe von f in der Nihe von 0 ist Y ;=g ¢ - id’ .

BEISPIEL 1 Das Korollar erlaubt eine andere Behandlung der Taylorreihe von In (1 + -) in
der Néhe von 0 (vgl. Beispiele 8.13.3 und 9.12).

Die Potenzreihe »_,°, % -id" hat 1 als Konvergenzradius und definiert eine unendlich
oft differenzierbare Funktion auf |—1, 1] , die das Anfangswertproblem
1

fl:1—|——id und f(O):O
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Potenzreihen 10.8

erfiillt.
Um das Resultat auf |—1, 1] zu bekommen mufl man feiner sein und benétigt den abelschen
Grenzwertsatz 10.10.

BEISPIEL 2 Fiir alle z € |—1, 1] gilt
-2t =x- | = * .
e (82) -7

Solchen Resultate haben wir schon mit Cauchyprodukten erzielt (vgl. Ubung 6.15).

Aufgabe 1 Binomial-Reihe Fiir alle o € R sei

k
a a—1+1
() =TI
=1
(a)  Zeigen Sie, daf der Konvergenzradius der Potenzreihe

E (l) -id!
1=0
1 ist.

(b) Man betrachte die Funktion f :]—1,1[ — R definiert durch

f(as)szi(?)-xl-

1=0
Zeigen Sie, dafl f Losung des Anfangswertproblems

(1+id)-f'=a-f und [f(0)=1 (%)
ist.
(c) Zeigen Sie, daf (%) genau eine Losung besitzt und folgern Sie, dafl

(1+2)" = Z <O;> b fiir alle v € ]—1,1] .

=0

Aufgabe 2 Zeigen Sie, daf} fiir alle a € ]0,1[ und = € [0, 1] gilt
2

l—ax— <(1—2)" .

1—=zx

Aufgabe 3 Bestimmen Sie die Taylorreihe von arcsin in der Ndhe von 0 und zeigen Sie mit
Hilfe der ersten Aufgabe, dafi sie diese Funktion auf [—1, 1] darstellt.
Man zeige durch Induktion, daf gilt
1

(_/f) <(k+1)7 firallekeN.

Was kann man fiir die Taylorreihe von arccos in der Néihe von 0 sagen ?
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10.9 Dirichletkriterium

10.9 Dirichletkriterium

HAUPTSATZ Seien X eine Menge und (fi),ey > (9k)pen Folgen von beschrinkten Funktio-
nen auf X . Man nehme an, dafs

(i)

k

ZQZ

=0

supy < 00 .

(it) limg fr, =0 gleichmdfig auf X .

(iii) o
Z \fi = fiz1|  konvergiert gleichmdfig auf X .
1=0

Dann konvergiert >~,°, fi - g1 gleichmdfig auf X .

BEMERKUNG  Ist (fi),cy €ine fallende Folge, die gleichméflig gegen 0 konvergiert, dann
ist die Bedingung (iii) erfiillt.

BEISPIEL  Sei (ci),oy eine fallende Folge in R, die gegen 0 konvergiert. Dann ist die Po-
tenzreihe Y 70 ¢ - id’ gleichméBig konvergent auf

{z€eC|lz|<lund |z—1| > ¢} firallee >0,

und definiert eine stetige Funktion auf B (1) ~ {1} .
Insbesondere sind die Reihen

Zel : ZCOSll und ZSID[]

=1 =1 =1

fir alle § > 0 gleichméfBig auf [d, 27 — §] konvergent, und definieren stetige Funktionen auf
10, 27| .

ANWENDUNG Es gilt

o0

S cos(l-id) _ (id—ﬂ)Q_”_Q anf [0,27] .

2 2 12
I=1

Insbesondere ist
2 2

=1 > (-1 s
Y | -
121212 6 121: 12 12

248 NORMIERTE RAUME UND TOPOLOGIE Claude Portenier



Abelkriterium 10.10

10.10 Abelkriterium

HAUPTSATZ Seien X eine Menge und (fi),ey > (9k)pen Folgen von beschrinkten Funktio-
nen auf X . Man nehme an, dafs

() 0

Z g1 konvergiert gleichmdfsig auf X .

1=0

(ii) 0
Z |fi — fi_1]l  definiert punktweise eine beschrinkte Funktion auf X .
=1

Dann konvergiert >, fi - g1 gleichmdifig auf X .

KOROLLAR (Abelscher Grenzwertsatz) Sei ) -, ¢ eine konvergente Reihe in C .
Dann ist die Reihe Y ;0 ¢, -id" auf [~1+¢,1] fir alle e > 0 gleichmdifig konvergent und
definiert eine stetige Funktion auf |—1,1] .
Insbesondere gilt

(0.0) o0
E ¢ = lim,_,1_ E o -t
=0 1=0
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10.11 Die Taylorreihe von arctan

10.11 Die Taylorreihe von arctan

SATZ FEs qilt

[e.9]

arctan = d¥T gleichmaBig auf [—1,1] .

(-1
29011

Insbesondere ist

> (-1
Z I+1 4°

=0

[\

BEMERKUNG Obige Reihe konvergiert nicht schnell genug um 7 numerisch verniinftig
auszurechnen. Man benutzt folgende Formel, die aus der Funktionalgleichung von arctan folgt:

r+y T
arctan r + arctany = arctan 172 falls |arctan x 4+ arctany| < 5
—_— :L' . y

KOROLLAR (Formel von Machin) ? Es gilt
1

=4 t 1 t =
— =4 -arctan - — arctan — =
aca5 303239

RS NONSCINES

=0 =0

Der Fehler, wenn man k Terme beriicksichtigt, kann man abschétzen:

(o) l 2k+3
Z (1) e || i ) 1 ‘
S 2+l T 2%43 1|2

Man bekommt 8 exakte Dezimalstellen mit 5 Termen und 100 exakte Dezimalstellen mit 87
Termen. In 1873 hat Shanks mit Hilfe dieser Formel 707 exakte Dezimale von 7 gerechnet.

2 John Machin, 1680 - 1752.
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Die Topologie eines metrischen Raumes 10.12

10.12 Die Topologie eines metrischen Raumes

Wir erinern an die Definition 5.1.2 : fiir alle z € X und r € R, bezeichnet man mit
B(z,r):={ye X |d(y z)<r}

die abgeschlossene Kugel mit Zentrum x und Radius r .

DEFINITION Seien x € X und V eine Teilmenge von X . Man sagt, daf3 V' eine Umgebung
von x (in X ) ist, falls ein € > 0 existiert mit B (x,e) C V.

Sei A eine Teilmenge A von X . Man sagt, dafl x € X ein innerer Punkt von A (in X ) ist,
falls A eine Umgebung von z ist. Man bezeichnet mit A° die Menge aller inneren Punkte von
A und heifit das Innere von A (in X ) .

Eine Teilmenge U von X heifit offen (in X ) , falls U eine Umgebung jedes ihrer Punkte
ist, d.h. falls fiir jedes x € U ein € > 0 existiert mit B (z,e) C U , oder falls gilt U = U° . Die
Menge ¥ (X, d) aller offenen Teilmengen in X heifit die Topologie des metrischen Raumes X .
Es gilt

T(X,d) CP(X) .
Eine Teilmenge A von X heifit abgeschlossen (in X ) , falls die komplementéire Menge
CA=X\ A

in X offen ist.

SATZ Die Topologie von X erfillt folgende Figenschaften :

(i) O und X sind offen in X .
(i) Sind U und V offen in X , so ist UNV in X offen.

(iti) Ist (Uj);, eine Familie von offenen Teilmengen in X , so ist J;c; U; in X offen.

Durch Komplementbildung gilt

KOROLLAR

(i) 0 und X sind abgeschlossen in X .
(i) Sind A und B in X abgeschlossen, so ist AU B in X abgeschlossen.

(iii) st (A;),c, eine Familie von abgeschlossenen Teilmengen von X , so ist )
abgeschlossen.

Aj mn X

jeJ

BEISPIEL 1 Fiir alle a,b € R mit a < b, ist das offene Intervall ]a, b in R offen. Sind
a,b € R | so sind die abgeschlossenen Intervalle [a,b] , |—o00,b] und [a, co[ in R abgeschlossen.
Das Intervall R = |—o0, oo[ ist sowohl offen wie abgeschlossen.
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10.12 Die Topologie eines metrischen Raumes

BEISPIEL 2 Fiir jedes Intervall J von R ist das Innere J° gleich |inf J, sup J| ; dies stimmt
mit der Definition 8.4 iiberein. Insbesondere ist fiir alle a,b € R mit a < b das Intervall [a, b]
nicht offen. Es ist auch nicht abgeschlossen.

BEISPIEL 3 Fiir alle z € X und r € R, ist die abgeschlossene Kugel B (z,7) in X abge-
schlossen.

BEISPIEL 4 Fiir alle z € X und r € R, ist die offene Kugel mit Zentrum x und Radius r
D(x,r):={ye X [d(y,x) <r}
in X offen.

BEMERKUNG Fiir alle x € X und ¢ > 0 gilt
B (a:, g) C D(x,e) C B(z,¢) .

In der Definition einer Umgebung von = kann man B (x,¢) durch D (x,¢) ersetzen.

BEISPIEL 5 Fiir allez € X und r € R, gilt D (x,r) C B(z,7)° .

BEISPIEL 6 Die Gleichung D (x,r) = B (z,r)° ist i.a. falsch, wie das folgende Beispiel zeigt:

Ist X eine Menge, so ist

1 T F#Y
XxX —R,:(z,y)— falls
0 r=1y
eine Metrik auf X , die sogennante diskrete Metrik .
Fiir alle x € X und r € R, gilt
X r>1
B(z,r) = falls :
{z} r<l
und
X r>1
D (z,r) = falls ,
{z} r<l1
also

B(z,r)° = B(z,7) .
Insbesondere ist B (x,r) sowohl offen wie abgeschlossen. Es gilt
D(z,1) ={a} # X = B(z,1)",

solange X mindestens zwei Elemente besitzt.
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BEISPIEL 7 Durch Induktion ist ein endlicher Durchschnitt von offenen Teilmengen in X
in X offen. Aber ein nicht-endlicher Durchschnitt von offenen Teilmengen braucht nicht offen

zu sein wie das Beispiel
1 1
0,1 = S
[0, 1] ||} o +k{

keN*
in R zeigt.

BEISPIEL 8 Fiir alle a,b € R, mit a < b sind die Intervalle der Form [0, b[ und ]a, b[ in R,
offen. Ist b € R, , so ist [a, b] in R abgeschlossen. Dies gilt auch fiir [a, co] .

Aufgabe 1 Seien Y eine Teilmenge in X und dy die von X auf Y induzierte Metrik (vgl.
Beispiel 5.1.2). Zeigen Sie :

(a) Fiiralley € Y und r € R, gilt
B(y,?",dy) = B(y,r,dx) ny .

(b) Eine Teilmenge V' von Y ist genau dann in Y offen, wenn eine in X offene Teilmenge U
existiert mit V=UNY .

(¢) Aber Achtung, die Teilmengen die in Y offen sind, stimmen nicht mit den offenen Teil-
mengen in X ;| die in Y enthalten sind. Geben Sie ein Beispiel dafiir.

(d) Ist Y in X offen, so ist eine Teilmenge V' von Y genau dann in Y offen, wenn sie in X
offen ist.

(e) Ist die Menge {z € U | Rez > 0} offen in U ? Ist sie offen in C 7

Aufgabe 2 Zeigen Sie, dafl die Diagonale
Ax =A{(z,y) e X x X |y =z}
in X x X abgeschlossen ist.
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10.13 Aquivalente metrische Riume

DEFINITION 1 Sei X eine Menge die mit zwei Metriken d und d versehen ist. Man sagt,
daf} diese Metriken d und d dquivalent sind, wenn die zugehorigen Topologien gleich sind, d.h.

T(X,d)zi(X,cZ) .

SATZ Genau dann gilt T (X,d) C ¥ (X, CZ) , wenn fir jedes x € X und jedes ¢ > 0 ein
0 > 0 existiert mit

B(m,é,@ C B(x,e,d) .

HAUPTSATZ Fir alle p € [1,00] gilt
1 n
o <y <[ auf K"

Insbesondere sind die Metriken auf K" , die von den Normen |'|p definiert sind, zueinander
dquivalent.

BEMERKUNG 1 Die Metriken d; , ds und d, , die auf dem Produkt von zwei metrischen
Réume definiert sind (vgl. Beispiel 5.1.4), sind zueinander équivalent.

BEMERKUNG 2 Im folgenden werden wir sehen, dafl fast alle Begriffe die in Verbindung
mit metrischen Rdume aufgekommen sind, nur von der Topologie abhiingen, d.h. dafl diese
Begriffe nur mit den offenen Teilmengen formulierbar sind. Insbesondere stimmen diese Begriffe
fiir verschiedene aber iquivalente Metriken iiberein.

DEFINITION 2 Ein topologischer Raum ist ein Menge X versehen mit einer Familie von
Teilmengen T , d.h. T C P (X) , die die Eigenschaften aus Satz 10.12 erfiillt.

BEMERKUNG 3 Die Vollstindigkeit eines metrischen Raumes hingt wesentlich von der
Metrik ab. Sie ist also kein topologischer Begriff.

BEISPIEL Man kann zeigen (Aufgabe), dafl
R xR — R, : (z,y) — |arctan x — arctany|

eine Metrik auf R ist, die zur iiblichen Metrik fquivalent ist, aber fiir die R nicht vollstéindig
ist. Z.B. ist die Folge (k),y eine Cauchyfolge die in R nicht konvergent ist !
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KOROLLAR (K", |- |,) ist vollstindig.
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10.14 Konvergenz und Topologie

Man beachte zuerst, dafl der Begriff Umgebung nur von der Topologie abhéngt :

LEMMA Seienz € X und V C X . Genau dann ist V eine Umgebung von x , wenn eine
offene Teilmenge U in X existiert mit

zelUcCV.

SATZ  Seien (vy),cy eine Folge in X und x € X . Genau dann konvergiert (i), gegen x
wenn fiir jede Umgebung V' von x gilt x, € V' fiir alle k € N aufler endlich vielen.

KOROLLAR Die Konvergenz einer Folge (x1),cy i K" hingt nicht von der gewdhlten
Norm |-|, ab.

Genau dann ist die Folge (Ty),cy i1 (K”, |~|p> konvergent, wenn die Folgen der Kompo-
nenten (vyj),cy fir j=1,...,n in K konvergent sind. Es gilt dann

hmk T = (hmk xkvj)j:l

256 NORMIERTE RAUME UND TOPOLOGIE Claude Portenier



Stetigkeit und Topologie 10.15

10.15 Stetigkeit und Topologie

SATZ Seien X,Y metrische Riume und f : X — Y eine Abbildung.

(i)  Genau dann ist f inx € X stetig, wenn fiir alle Umgebungen V' von f (x) eine Umgebung
U von x existiert mit

f)cv.
(i) Genau dann ist f stetig, wenn fir jede offene bzw. abgeschlossene Teilmengen B von'Y

-1
das Urbild f (B) in X offen bzw. abgeschlossen ist.

BEISPIEL 1 Die Mengen
B (z,r) =dx (x, -)_1 ([0,7]) und D (x,r)=dx (z, ~)_1 ([0,7])

sind in X abgeschlossen bzw. offen, da nach Beispiel 7.3.6 die Funktion dx (z, -) stetig ist und
die Intervalle [0, 7] und [0, 7| in R, aggeschlossen bzw. offen sind.

BEISPIEL 2 Sind A C X und B C Y offene bzw. abgeschlossene Teilmengen, so sind
AxY , XxB und AxB

in X x Y offen bzw. abgeschlossen.

Man beachte, dafl
AxY =pri'(A) , XxB=pr;'(B) und AxB=(AxY)N(X x B)
(siche Beispiel 7.2.3).

BEISPIEL 3 R ist in C abgeschlossen.

Es gilt
R={z€C|Imz=0}=Im ' ({0}) =Im ' (B(0,0)) .

Aufgabe Seien XY metrische Réumeund f : X — C ,g:Y — C,h: X xY — C
stetige Funktionen.

(a) Zeigen Sie, da8 fiir jede abgeschlossene Menge A in X x Y die Menge
{(z,y) e A| f(z) g(y) =h(z,y)}
abgeschlossen in X x Y ist.

(b) Zeigen Sie, daB fiir jede offene Menge O in X x Y die Bilder pry (O) und pr, (O) offen
sind.

(c) Finden Sie mittels Teil (a) eine abgeschlossene Menge H in R? fiir die
pry (H) = pry (H) =10, 00|
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gilt.
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10.16 Abschlufl einer Menge

DEFINITION Seien A eine Teilmenge von X und x € X . Man sagt, dafl x ein Beriih-
rungspunkt von A | falls fiir jede Umgebung V von z (in X ) gilt V N A # 0 . Man bezeichnet
mit A die Menge aller Beriirungspunkte von A und nennt diese Menge der Abschlufl von A .
Wir bezeichnen mit Rd (A) die Menge der Punkte in X , die sowohl Beriirungspunkte von A
wie von CA adhirent sind. Sie heiit topologischer Rand (oder Grenze ) von A .

Es gilt
C4:=(CA)° und Rd(4) = AnCA.

SATZ Sei A eine Teilmenge von X .

(i)  A° die grofste offene Teilmenge, die in A enthalten ist.
(ii) Der Abschluf8 A von A ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge, die A enthilt.

(i) Genau dann ist eine Teilmenge A von X abgeschlossen, wenn A = A .

HAUPTSATZ Sei A eine Teilmenge von X . Genau dann ist A abgeschlossen, wenn fiir
jede Folge (x1),cn i A, die in X konvergent ist, gilt limyxp € A .

BEMERKUNG Dieser Satz verallgemeinert den Satz und das Korollar 5.9.

KOROLLAR Jede abgeschlossene Teilmenge eines wvollstindigen metrischen Raumes ist
bzgl. der induzierten Metrik vollstindig.

Aufgabe 1 Zeigen Sie fiir alle Teilmengen A, B von X , daf§
AUB=AUB und (ANB)°=A4°NB°
gilt.

Aufgabe 2 Bestimmen Sie zwei Teilmengen A, B von R , so daf§ die Mengen
A°NB°, A°NB, ANB°, ANB, ANB, ANB, AnNB, ANnB

alle voneinander verschieden sind.

Aufgabe 3 Seien A, B Teilmengen von X . Zeigen Sie :
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(a) Die Funktion
d(-,A): X — R, o —d(z,A) :==infycad(z,y)
ist gleichmiifig stetig.

(b) Lemma von Urysohn Sind A, B abgeschlossen mit AN B = () , so gibt es eine stetige
Funktion

f: X —10,1]
mit
f=0 auf A und f=1 aufB.
Man kann eine solche Funktion, da X metrisch ist, konkret angeben.

(c) Seien Y ein metrischer Raum und C (X,Y) := {f : X — Y | f stetig} . Fiir alle f,g €
C(X,Y) mit f = g auf A gilt

f=¢g aufA.
(d) Die folgenden vier Mengen

A
{reX|d(z,A) =0},

{z € X | 3 (2k)pey C A mit z = limy, zy }
und
{reX | f(x) <supf(A) firalle f € C(X,R)}
sind gleich.
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10.17 Kompaktheit

DEFINITION  Sei K eine Teilmenge von X . Eine Familie (U;),; von Teilmengen von X
heiBt Uberdeckung von K , falls
KclJu;.
jed
Sie heift eine offene Uberdeckung von K |, falls zusiitzlich alle U; offen sind.

Man sagt, dafl K kompakt ist, falls jede offene Uberdeckung (Uj)j ¢, von K eine endliche
Teiliiberdeckung von K enhilt, d.h. falls eine endliche Teilmenge I C J existiert mit

KclJu;.

jE€I
BEMERKUNG 1 Die Kompaktheit héingt nur von der Topologie ab.

BEISPIEL 1 Sei (), €ine in X gegen x konvergente Folge. Dann ist
{z} U{xy | k € N}
kompakt.

BEISPIEL 2 Seien K eine kompakte Teilmenge von X und L eine in X abgeschlossene
Teilmenge, die in K enhalten ist. Dann ist L kompakt.

BEISPIEL 3 Ist (Uy),.y eine streng wachsende Folge von offenen Mengen in X , dann ist
U := Uyen Ur nicht kompakt. Z.B. ist jedes offene Intervall ]a, b[ in R nicht kompakt.

Aufgabe 1 Sind X,Y metrischen Rdume, K C X und L C Y kompakte Teilmengen, so ist
K x L in X x Y kompakt. Die Umkehrung ist richtig, falls K und L nicht leer sind.

DEFINITION 1 Ist A eine Teilmenge in X , so heifit
diam (A) = sup, 4 d (z,y) € Ry

das Durchmesser von A .

Ist A in eine abgeschlossene Kugel mit Radius r enthalten, dann gilt diam (A) < 2r . Ist
d € R, das Durchmesser von A , so ist A in eine abgeschlossene Kugel mit Radius d enthalten.
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DEFINITION 2 Eine Teilmenge K in X heiit prakompakt (oder total beschrankt ), wenn
fir jedes ¢ > 0 eine endliche Uberdeckung (Ay);_q  ,, von K mit diam (Ay) < e fir alle
k=0,...,m existiert.

Aquivalenterweise existiert fiir jedes ¢ > 0 eine endliche Folge (}) k=0,..m 1 X , so daB
(B (xka 5))k:0

BEMERKUNG 2 Eine kompakte Menge ist prikompakt.

.. eine Uberdeckung von K ist.

.....

BEMERKUNG 3 Das Durchmesser einer prikompakte Menge ist endlich.

HAUPTSATZ Sei K eine Teilmenge von X . Dann sind folgende Figenschaften dquivalent:
(i) K ist kompakt.

(ii)) Bolzano-WeierstrassEigenschaft Jede Folge (x1),.y ™ K besitzt eine in K konver-
gente Teilfolge.

(ii) K ist bzgl. der induzierten Metrik vollstindig, und fiir jedes € > 0 existiert eine endliche
Folge (x1),_, in X , so daff (B (xg,¢€)),—o eine Uberdeckung von K ist, d.h.

..... m )

K c|JB(xe) -
k=0

KOROLLAR FEine kompakte Teilmenge K ist abgeschlossen.

Aufgabe 2 Satz von Dini Seien K eine kompakte Teilmenge in einem metrischen Raum
X und (fi),cn €ine wachsende Folge von stetigen Funktionen auf X . Konvergiert diese Folge
punktweise gegen 0 , so konvergiert sie gleichmiiflig auf K gegen O .

Aufgabe 3 Sei X ein metrischer Raum. Eine Familie (Aj)j ¢, von Teilmengen aus X besitzt
die endliche Durchschnittseigenschaft , falls fiir jede endliche Teilmenge I von J

(A4 #0.
jer
ist.
(a) Zeigen Sie, daf} die Folge ((0, ﬂ) ken die endliche Durchschnittseigenschaft besitzt, aber
1
ﬂ%%}w.
keN*
ist.

(b) Sei K C X kompakt und (4;), ; eine Familie abgeschlossener Teilmenge von K mit
endlicher Durchschnittseigenschaft. Zeigen Sie

(4 #0.

jeI
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Aufgabe 4 Seien Y eine Teilmenge in X , dy die von X auf Y induzierte Metrik und K C Y .
Genau dann ist K kompakt in (Y,dy) , wenn K kompakt in (X, dx) ist.
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10.18 Satz von Heine-Borel

DEFINITION Eine Teilmenge A eines normierten Raumes F' heiflt beschrinkt falls

SUP re 4 |fll < oo,
d.h. falls ein M € R, existiert mit || f|| < M fiir alle f € A .

Berticksichtig man die Charakterisierung einer kompakten Menge durch die Bolzano-Weierstrafl
Eigenschaft (Hauptsatz 10.17), so verallgemeinert der folgende Satz den Hauptsatz von Bolzano-
Weierstrafl 5.11.

HAUPTSATZ Genau dann ist eine Teilmenge K C K" kompakt, wenn K abgeschlossen
und beschrinkt (fir eine der Normen ||, ) ist.

BEISPIEL Die abgeschlossenen Kugeln B <z, T || p> von K" fiir z € K” und r € R, sind

kompakt. Dies gilt auch fiir die abgeschlossenen Intervalle [a,b] , wobei a,b € R mit a < b ist.

BEMERKUNG Der Satz ist fiir jeden Banachraum unendlicher Dimension falsch. Man
kann zeigen, dafl jeder Banachraum, dessen Einheitskugel kompakt ist, endlich dimensional ist
(Satz von Riesz, vgl. Funktional Analysis). In manchen Fille kann man leicht zeigen, dafl die
Einheitskugel nicht kompakt ist (vgl. nachfolgende Aufgabe 2).

KOROLLAR Sei K eine nicht-leere kompakte Teilmenge von R . Dann gilt
supK , inf K € K und K C [inf K,sup K] .

Aufgabe 1 Zeigen Sie, dafl die Menge
{zeR"| |z|=1und z,, > 0} C R"
kompakt ist.

Aufgabe 2 Folgendes einfaches Beispiel zeigt, dafl der Satz von Heine-Borel in unendlich
dimensionalen Banachrdume nicht giiltig ist. Zeigen Sie:

(a) Es existiert eine Folge (fx) C C([0,1]) mit || fx||cc = 1 fiir alle £ € N und
Ifo — fillw=1 firallek,je N mith# .
(b) Die Einheitskugel
{fec(01) [Iflle <1}
in (C ([0,1]),] - |loo) ist nicht kompakt (obwohl sie abgeschlossen und beschréinkt ist).
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10.19 Bild einer kompakten Menge

HAUPTSATZ Seien X,Y metrische Riume und f : X — Y eine stetige Abbildung. Ist
K eine kompakte Teilmenge von X | so ist f (K) eine kompakte Teilmenge von'Y .

Nun kénnen wir den Satz von Weierstrafl 7.10 verallgemeinern.

KOROLLAR Seien f : X — R eine stetige Funktion und K eine nicht leere kompakte
Teilmenge von X . Dann ist f auf K beschrankt und nimmt thren Mazimum sowie thren
Minimum in K an, d.h. es existieren x,y € K mit

f(x) =sup f(K) und f(y)=inff(K) .

BEISPIEL Ist K kompakt nicht leer, so existieren =,y € K mit
diam (K) =d(x,y) .

Aufgabe 1 Man sagt eine Funktion f : X — K verschwinde im Unendlichen falls fiir alle
e > 0 eine kompakte Teilmenge K von X existiert, so dafl

lfl<e auf X N\ K

gilt. Man bezeichne mit C° (X) die Menge aller dieser Funktionen. Zeigen Sie, daff C° (X) C
C (X) gilt.

Aufgabe 2 Seien F : R" — K eine stetige Funktion mit {F =0} # 0 und p € [1,00] .
Zeigen Sie, daf fiir alle z € R™ ein y € {F = 0} existiert, so dafl

|z —yl, = dp (z,{F = 0}) .
Hinweis : Benutzen Sie Aufgabe 10.16.3.ii, sowie eine abgeschlossene Kugel mit einem
Radius grofl genug.
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10.20 Homdéomorphismen

DEFINITION Eine bijektive Abbildung f : X — Y heif3t Homdéomorphismus , wenn f
-1
und f stetig sind.

Dies bedeutet, daf die offenen wie die abgeschlossenen Mengen in X und Y in ein-eindeutige

~1
Beziehung mit f und f stehen.

HAUPTSATZ Seien X,Y metrische Riume, f : X — Y eine stetige Abbildung und K
eine kompakte Teilmenge von X , so dafs fix injektiv ist. Dann ist

(f‘K)_l f(K)— X

stetig. Insbesondere ist f : K — f(K) ein Homdomorphismus.

SCHOLIE Ist X kompakt und f : X — Y eine stetige Abbildung, so ist das BildY = f (X)
-1
kompakt und f 1Y — X ist stetig.

Jetzt konnen wir den Hauptsatz iiber die Umkehrfunktion 7.11 verallgemeinern.

KOROLLAR Seien f : X — Y eine stetige bijektive Abbildung und (K-)jEJ eine Familie

J
von kompakten Teilmengen von X . Die folgenden Figenschaften sint dquivalent :

(i) f ist ein Homdomorphismus und es gilt X =J;c; K;° .
(it) Es gilt X =;c; K;° und jede Teilmenge f (K;°) ist in'Y offen.
(iti) Es gilt Y =;c; f(K;)° .

266 NORMIERTE RAUME UND TOPOLOGIE Claude Portenier



Homoomorphismen 10.20

Aufgabe Gegeben sei die Funktion
P :R*—R*: (2,9) — (" +y, e’ +7) .

(a) Zeigen Sie: ® ist stetig und injektiv.

(b) Bestimmen Sie das Bild unter ® der Teilmengen des R? | welche gegeben sind durch die
Gleichungen

(i)
(i)

(c) Bestimmen Sie Y := & (R?) .
(d) Zeigen Sie, dass

z=a fira€eR.

y=b firbeR.

d:R?——Y
ein Homoomorphismus ist.

Hinweis : Beweisen Sie und benutzen Sie, dafl die Funktion
f=exp+id:R—R:z+—e"+2x

ein Homoomorphismus ist.

Claude Portenier NORMIERTE RAUME UND TOPOLOGIE 267
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10.21 Gleichméiflig stetige Abbildungen

Hier ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Heine 12.4.

SATZ Seien X,Y metrische Riume und f : X — Y eine stetige Abbildung. Ist K eine
kompakte Teilmenge von X , so ist fix gleichmdifug stetig.

DEFINITION Eine Teilmenge A von X heiBt dicht (in X ) falls A = X .

Nach der Aufgabe 10.16.2.(c) bedeutet dies, dafl fiir alle 2 € X eine Folge (x),oy in A
existiert mit z = limy zy, .

BEISPIEL 1 Q ist dicht in R . Allgemeiner ist Q™ dicht in R” und Q™ + i - Q™ dicht in C™ .
Die Menge R \ Q der irrationalen Zahlen ist auch in R dicht. Insbesondere gilt

RA(Q)=R.

BEISPIEL 2 Fiir alle p € [1,00] , z € K" und r > 0 ist die offene Kugel D <z, r, |-|p> dicht

in die abgeschlossene Kugel B <z, T || p) . Insbesondere ist fiir alle a,b € R mit a < b das offene

Intervall |a, b[ dicht im abgeschlossen Intervall [a, b] .
Es gilt

Rd (D (z,r, |.|p)) —Rd (B <z,r, |.|p)) — {w €K™ | Juwl|, = r} in K

und
Rd (Ja,b]) = Rd ([a,b]) = {a,b} inR.

LEMMA Seien X,Y metrische Riume und f : X — Y eine gleichmdfig stetige Abbildung.
Ist (x1),en eine Cauchyfolge in X , so ist (f (zx)),en eine Cauchyfolge in'Y .

HAUPTSATZ Seien X,Y metrische Riume, Z C X eine dichte Teilmenge in X und f :
Z — Y eine gleichmdfsig stetige Abbildung. Ist'Y wollstindig, so existiert genau eine stetige
Fortsetzung f : X — Y won f . Diese Fortsetzung ist gleichmdfSig stetig.
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