Kapitel 14

RADON-INTEGRALE

Im weiteren bezeichne X stets einen metrischen Raum,
oder allgemeiner einen (topologischen) Hausdorff-Raum.

Fassung vom 1. November 2005
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14.1 Die Additionen in R

14.1 Die Additionen in R

DEFINITION 1 Wir bezeichnen
R:=RU{+oco} und R:=RU {400} .
Wir setzen die totale Ordnung und die Multiplikation von R auf R durch

—o<a<oo firalleaeR

und
+o00 0<a< o
(£o0) - a=a- (o) = 0 si a=0
Foo —oco<a<0

fort. Zuséatzlich definieren wir

Fiir eine Teilmenge A C R , sei
Ay ={acAja>20} , A_={acA|a<0} und A" :=A~{0} .
Sei X eine Menge. Fiir alle f, g € R* ,a € Rund x € X definiert man
(- f)@):=a-fx) , (f-9)(@):=[f(x)-g@) , [fl):=]f(2)

und

min (f, g) () := min (f (z) g (x)) , max(f,g) () == max(f (z),9(z)) .
Seien
f*:=max(+f,0) und f_:=min(f,0) .
Sei F C R" . Die Funktionen
supF iz supser f () und infF:x——infrer f(7)

heifien die obere bzw. untere Einhiillende von F .

Es gilt
|fl=max(f,—f) und f~=—f_.

BEMERKUNG Es gibt keine sinnvolle Addition auf R .
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Die Additionen in R 14.1

DEFINITION 2 Die Addition auf R wird auf R durch
a+*00o=00+"a=o00 firaleacR
und
—00+*a=a+*(—o0) = —oo fiir alle @ € R\ {oo}
fortgesetzt. Man definiert eine andere Addition auf R durch
a+, fi=—[(-a) +* (=0)] .

Es gilt also
50 +* (~00) = (~00) +* 00 = 00 und  (~50) 4 50 = 00 (~00) = ~00

In allen anderen Fillen stimmen diese Additionen, insbesondere auf R , iiberein und werden
dort mit + bezeichnet !

HAUPTSATZ Die Additionen +°* und +, sind assoziativ, kommutativ und mit der Ordnung
vertraglich. Die Multiplikation von R, in R ist assoziativ und bzgl. der Additionen distributiv.

Dies fiihrt zur folgende Struktur.

DEFINITION 3 Sei S ein kommutatives Monoid (additiv geschrieben) mit neutralem Ele-
ment 0 , versehen mit einer links-Aktion von R, , die wir mit

(,8) — a-s: Ry, x§ — S

bezeichnen werden. Man sagt, dafl S ein Konoid ist, falls diese beiden Strukturen vertriglich
sind, d.h. fiir alle o, € R, und s,t,u € S gilt

(a) 0-s=0.

(b) a-(B-s)=(a-p)-s.
(c) a-(s+t)=a-s+p-t.
(d) (a+p)-s=a-s+p-s.

Ist zusétzlich S mit einer (Pré)Ordnung versehen, so heifit S ein geordnetes Konoid , falls
die folgenden Vertriglichkeitsaxiome erfiillt sind :

(e) s<timpliziert s+u<t+u.

(f) s<timpliziert a-s<a-t.
BEISPIEL 1 (R —l—') und (R —l—.) sind total geordnete Konoide.

DEFINITION 4 Obwohl 4+* und 4+, keine Gruppenadditionen sind, definiert man zur Ver-
einfachung

a="F:=a+"(=p) und a—f:=a+.(-0) .
Sei X eine Menge. Fiir alle f, g € R™ und z € X definiert man
(f+9) (@) :=f(2)+g(x) uwnd (f+eg)(z):=[(z)+eg(2) .
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14.1 Die Additionen in R

LEMMA Fir alle o, 3,7y € R und (aj)jeJ c R, gilt

(i) atef<a+f.
(1) a+° B =min (a, ) +* max (o, B8) ,
a +4 = min (a, f) + max (a, 3)
’7<0&+°6 A 7—.5<Oéa
und
atef<y = asy-"pF.
(i4i) —o ist die kleinste Zahl B € R mit o +* 8 > 0 , und die grofte mit o+, 5 <0 .
(i) infjc; (o +° a;) = a+°infjc; o
und

Supjey (@ 4o ) = @ 4 SUP,ey )

BEISPIEL 2 Es gilt nicht sup,c; (o +°* oj) = a+*sup;c; ; , wie das Beispiel a := —oc und
(@) je; = (K)pen zeigt.

KOROLLAR Sei X eine Menge. Dann sind (@X,%—') und (KX,—F.) geordnete Konoide.

Fiir alle f,g € i gilt zusdtzlich
f+tg=min(f,g)+* max(f,9) ., f=f"+"f=f"-"Ff

und

fl=fr+f .

DEFINITION 5 Ist F eine Menge von Funktionen mit Werten in R oder C , so bezeichnen
wir mit
Fz o, Fr o, Fy und F_

die Menge aller Funktionen in F , die ihre Werte nur in R bzw. R , R, oder R_ annehmen.
Eine Menge von R-wertigen Funktionen heifit Verband , falls

feF = min(fyg), max(f,g)€F.

gilt.
Eine Menge von C-wertigen Funktionen heiflt involutiv , falls

feF = feF.

SATZ FEin Vektorraum von reellen Funktionen F ist genau dann einen Vektorverband, wenn
feF = |fleF.
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Die Additionen in R 14.1

In diesem Fall gilt fir alle f,g € F

(frg+If—g) € F.

DO | —

min(f,9) =5 (F+9 -1 —gl) . max(f.g) =

DEFINITION 6 Ein Vektorraum von komplexwertigen Funktionen F heifit Vektorverband
, falls

feF = |fleF.

In diesem Fall ist Fr ein Vektorverband im obigen Sinn.
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14.2 N.u.h. Funktionen

14.2 N.u.h. Funktionen

DEFINITION Eine Funktion f : X — R heifit nach unten halbstetig (n.u.h.) auf X , falls
fiir alle v € R die Menge {f > 7} offen ist.
Dies ist dquivalent dazu, da8 fiir alle v € R die Menge {f < 7} abgeschlossen ist.

BEMERKUNG Die Halbstetigkeit nach unten bedeutet, daf§ man bei Annéherung an einen
Punkt nur nach unten springen kann ! Siehe die unten stehende Aufgabe.

BEISPIEL 1 Ist f: X — R stetig, so ist f n.u.h.

BEISPIEL 2 Ist GG eine offene und F' eine abgeschlossene Teilmenge von X | so sind 14 und
—17 n.u.h.

BEISPIEL 3 Ist I eine abgeschlossene Teilmenge von R mit F # (), R , so ist die Funktion
17 auf R nicht n.u.h.

BEISPIEL 4 Sei Y eine offene Teilmenge von X und f : Y — R, eine n.u.h. Funktion.
Dann ist ihre Fortsetzung f, auf X durch 0 auflerhalb von Y auch n.u.h.

SATZ Seiena € R, , f,g: X — R und F C R™ n.wh. FPunktionen. Dann sind die
Funktionen

of . min(f,g) . max(f,g) und supF

Die Funktion f +4 g ist n.u.h., sowie f-g falls f,g >0 .

BEISPIEL 5 Die Funktion inf F ist im allgemeinen nicht n.u.h., wie das Beispiel
infy, id* = 17,
auf [0, 1] zeigt.

BEISPIEL 6 Die Funktionen f := \/Lﬁ und g := — sind auf [0, 1] mit Werten in R n.u.h.
In 0 nehmen sie die Werte co bzw. —oo an. Es gilt

(f+*9)(0) =00 ,aber lim, o, (f+°*g)(x)=—o00,
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N.u.h. Funktionen 14.2

d.h. f +° g ist nicht n.u.h. Man kann auch bemerken, daf§ die Menge {f +°* g > 0} = {0} nicht
offen ist.

BEISPIEL 7 Die Funktionen —1[173] und 1]0,2[ sind n.u.h., aber —1[173] . 1}0,2[ = —1[172[ ist es
nicht.

Aufgabe Sei X ein metrischer Raum und x € X . Eine Funktion f : X — R heifit in =
nach unten halbstetig, falls zu jedem o € R mit @ < f (z) eine Umgebung U von x existiert
mit o < f (y) fiir alle y € U . Zeigen Sie:

(a) Die Funktion f ist genau dann n.u.h., falls f in jedem Punkt z € X nach unten halbstetig
ist.

(b) Die Funktion f ist genau dann in = € X nach unten halbstetig, falls fiir jede gegen x
konvergente Folge (), gilt

liminfy, (zx) = f (z) .
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14.3 Der Satz von Dini

DEFINITION Eine Familie von Funktionen F heifit nach oben gerichtet , falls fiir alle
f,g € Fein h € F existiert mit f,g < h .

Eine wachsende Folge von Funktionen ist nach oben gerichtet.

HAUPTSATZ

(i) Ist f: X — R n.u.h. , dann existiert fiir jede kompakte Menge K C X ein x € K mit
f(x) =inf f (K) .

(i1) Satz von Dini Ist F eine nach oben gerichtete Familie n.u.h. Funktionen mit sup F =
0 und ist K C X kompakt, so ist

inffer ||l =0 -
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14.4 Vollstindig regulire und lokal kompakte Ridume

DEFINITION 1 Sei X ein (topologischer) Hausdorff-Raum. X heifit vollstindig reguldr ,
wenn fiir jedes € X und jede Umgebung V' von z eine stetige Funktion f auf X mit f () >0
und f = 0 auflerhalb V existiert. Ohne Einschrinkung kann man f(z) = 1und 0 < f < 1

annehmen.
X heifit lokal kompakt , wenn jeder Punkt in X eine kompakte Umgebung besitzt.

BEISPIEL 1 Ein metrischer Raum ist vollstéindig regulér.
BEISPIEL 2 R” ist lokal kompakt, aber Q ist nicht lokal kompakt.

BEISPIEL 3 Sei X lokal kompakt. Genau dann ist eine Teilmenge Y von X lokal kompakt,
wenn Y der Durchschnitt einer offenen und einer abgeschlossenen Teilmenge von X ist.

Fiir den Beweis ist es am einfachsten , wenn man N. Bourbaki, TG I ?, proposition 5, §3.2,
p- 20 und die propositions 12 und 13, §9.7, p. 66 konsultiert.

BEISPIEL 4 Die unendlichdimensionalen Vektorrdume, die mit einer lokal konvexen Topo-
logie versehen sind, sind vollstindig regulér, aber nicht lokal kompakt. Die Rdume von Distri-
butionen sind von diesem Typ.

BEISPIEL 5 Man kann zeigen, daf} jeder lokal kompakte Raum vollstindig regulir ist.

DEFINITION 2 Wir bezeichnen mit SK (X) die Menge aller n.u.h. Funktionen
s: X —R ,
fiir die eine kompakte Teilmenge K C X mit
s >0 auflerhalb K

existiert.
Sei IC(X) die Menge aller reellen, stetigen Funktionen ¢ auf X | fiir die eine kompakte
Teilmenge K C X mit

¢ =0 auBerhalb K

existiert.
Fiir jede Funktion f auf X heifit die abgeschlossene Menge supp f := {f # 0} der Triger
von f .

% N Bourbaki, Eléments de Mathématique, Topologie générale, Chap. 1 a 4, Diffusion C.C.L.S., Paris, 1971.
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Wir bezeichnen mit K (X), die Menge aller Funktionen der Gestalt sup F mit 0+FC
K(X).

Eine reelle stetige Funktion ¢ gehort genau dann zu IC (X)) , wenn ihr Tréger supp ¢ kompakt
ist.

BEISPIEL 6 Ist K eine kompakte und G eine offene Teilmenge von X , so gilt
—1g,1g € SK (X) .
Jede positive n.u.h. Funktion gehort zu SK (X)) .

SATZ

(i)  SK(X) ist ein Verbandskonoid, der unter oberen Einhiillenden stabil ist, d.h. fir alle
s,t € SK(X),aeRy und ) #F C SK(X) gilt

a-s , s+t , min(s,t) , max(s,t) , supF € SK(X) .
(i1) K (X) ist ein Vektorverband.

LEMMA st X lokal kompakt, dann existiert fiir jedes v € X und jede Umgebung V' von x
ein o € K(X) mit ¢ () >0,0< o<1 undsuppp CV .

HAUPTSATZ Ist X lokal kompakt, so gilt
SK(X) = IC(X)¢ .

374 RADON-INTEGRALE Claude Portenier



Radon-Integrale 14.5

14.5 Radon-Integrale

DEFINITION Seip:SK(X) — R . Man nennt 4 ein lineares Funktional , wenn es positiv
homogen , d.h.

pla-s)=a-p(s) firallese SK(X) und a € R,
und additiv , d.h.
p(s+t)=p(s)+p(t) firalles,teSK(X),
ist. Es heiflit wachsend , wenn
s,t € SK(X) und s <t = pu(s)<p(t)

gilt.
Ein lineares Funktional p heifit Radon-Integral auf X | falls es regulér ist, d.h. fiir alle
s € SK(X) gilt

11 (8) = SUDsesk(x) —t<s —H (1) -
Wir bezeichnen mit 9t (X) die Menge aller Radon-Integrale auf X .

Ein Radon-Integral ist wachsend.

BEISPIEL Fiir jedes s € SK (X)) gilt
s=sup{—t|teSK(X) und —t < s} ,
und fiir jedes € X und jedes o € R, ist das Funktional
o, SK(X) — R:sr— a-s(z)

ein Radon-Integral. Man sagt, dafl a-¢, eine Punktmasse in x ist und nennt €, das Dirac-Integral
inx.

HAUPTSATZ Sei i ein Radon-Integral auf X und F eine nicht leere und nach oben ge-
richtete Familie aus SKC(X) . Dann gilt die Bourbaki Eigenschaft

p(sup F) = sup,er i (s) -
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14.6 Radon-Integrale auf lokal kompakten Riumen

DEFINITION FEine Linearform 7 auf & (X) heifit positiv , wenn 7 () > 0 fiir alle p €

HAUPTSATZ Sei X ein lokal kompakter Raum. Dann besitzt jede positive Linearform T
auf K (X) eine eindeutige Fortsetzung pn auf SK (X) zu einem Radon-Integral.

LEMMA st i ein wachsendes lineares Funktional auf SIKC(X) , dann gilt

SUPtesk(X),—t<s —H (t) < p(s)
fir alle s € SK (X)) .

BEISPIEL 1 Fiir jedes Intervall J in R definiert das Riemann-Integral eine positive Linear-

form auf KC (J) durch
b
o o [
J a

mit supp ¢ C [a,b] C J , wobei die Definition unabhéingig von den gewéhlten a,b € R ist.

Wir bezeichnen mit \; das zugehorige Radon-Integral auf J und nennen es das Lebesgue-
Integral auf J . Das Lebesgue-Integral auf R ist mit A bezeichnet.

BEISPIEL 2 Sei p eine wachsende Funktion auf einen Intervall J in R . Man setzt p (inf J—) :=
p(inf J) und p(sup J+):=p(sup J), falls inf J bzw. sup J zu J gehoren. Durch

sOH/Jw dp = limAZ_:w(xj)-[p(arjﬂ—)—p(wj—)] ,

ist eine positive Linearform auf K (.J) definiert. Dabei wird der Limes iiber alle Unterteilungen
A = (z;),_. ., vou [a,b] mit suppy C [a,b] C J , deren Feinheit gegen 0 strebt, gebildet.

77777

Siehe auch Bemerkung 9.2.2 und die unten stehende Aufgabe.

Das zugehorige Radon-Integral auf J wird mit A, bezeichnet und heit das Lebesgue-
Stieltjes-Integral zu p . Fiir alle a,b € J , gilt
M (<Lap) = pla=) = p(b+) und A, (Lag) = p (=) = p(at) .
Die Funktion p heifit Verteilungsfunktion von A, ; sie mifit von links nach rechts die Verteilung
der Masse auf J . Ein Sprung stellt eine Punktmasse dar, da

Ao (—lqay) = pla—) — p(a+) .
Die einzige Verteilungsfunktion des Lebesgue-Integrals auf R ist id . Man kann zeigen, dafl
jedes Radon-Integral auf J die Gestalt A, hat.
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Radon-Integrale auf lokal kompakten Ridumen 14.6

Aufgabe Sei p eine stetige, monoton wachsende Funktion auf einem Intervall [a, b] . Fiir eine

Unterteilung A = (z;),_, ,, von |a, ] definiert man die Feinheit der Unterteilung F' (A) durch
F(A) := max; (241 — x;) .

Fiir f € C ([a,b]) definiert man

m—1
Sa(f) =Y f(x)lp(xjn) — pl(x;)] -
j=
(a) Zeigen Sie: Zu jedem e > 0 existiert ein 6 > 0 , so daf§ fiir jedes Paar A; , Ay von
Unterteilungen mit F'(A;), F' (Ay) < 6 gilt

1Sa; (f) = Sa, (f)| <€
(b) Man definiert

b
/ fdp:=1lim, . Sa, (f) ,

wobei (A,,), eine Folge von Unterteilungen ist, deren Feinheit gegen 0 konvergiert, also
lim, . F(A,) =0

gilt.
Zeigen Sie, daf3 die Definition sinnvoll ist, also der Limes existiert und unabhingig von
der gewiihlten Folge von Unterteilungen ist.

(¢)  Untersuchen Sie, ob man die Stetigkeitsvoraussetzung an das p abschwichen kann.
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14.7 Das Lebesgue-Integral in R"

SATZ Seien X ein kompakter, metrischer Raum und Y ein lokal kompakter, metrischer
Raum. Ist f: X x Y — K stetig, so gilt fiir jedesn € Y

lim, ., f(-,y) = f(-,n) gleichmdfig auf X .

KOROLLAR  Seien [a,b] und J Intervalle in R .
(i) Ist f:]a,b] x Y — K stetig, so ist auch

b
yr—>/ flzyy)de:Y — K

stetig.

(i1) Sei f:la,b] x J— K . Ist f(-,y) fir alle y € J stetig, ist f bzgl. der zweiten Variable
differenzierbar, und ist

Oof :]a,b] x J — K
stetig, so ist f; f(z,:) dr: J — K stetig differenzierbar mit

8/abf(x,-) dx:/abagf(x,-) iz |

BEMERKUNG 1 Die Voraussetzungen implizieren, dafl f (global) stetig ist.

HAUPTSATZ Scien [a,b] und [c,d] Intervalle in R und f : [a,b] x [¢,d] — K eine stetige

Funktion. Dann gilt
b d d b
[ ([ rwnar)ao= ([ @ ) .

LEMMA Sei Y eine offene Teilmenge in X . Fir alle p € K(Y) gilt o, € K (X) , wobei
o die durch 0 auflerhalb von'Y fortgesetzte Funktion bezeichne.

BEMERKUNG 2 Da diese Fortsetzung kanonisch ist, unterscheiden wir nicht zwischen ¢
und ¢, und betrachten C (Y") als Teilmenge von K (X) .

Ist X eine offene Teilmenge von R™ | so kann man also fiir ¢ € K (X) definieren
by bn
/go::/ ((/ gp(xl,...,xn)dxn>...) dxy
X al an
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Das Lebesgue-Integral in R” 14.7

mit a;,b; e Rftir j =1,...,n, so dafl
supp ¢ C H[aj’bj] .
j=1

Dies héngt nicht von der Wahl der a;, b; ab.
Der Hauptsatz zeigt, daBl man die Reihenfolge der Integrationen vertauschen kann, d.h.

bo(1) bo(n)
/ gpz/ / O (X1, Tn) dTowy | - | dooq)
X aa(l) a

o(n)

fiir jede Permutation o von {1,...,n} .
Die Abbildung

TX:IC(X)—>]R:¢+—>/¢
X

ist eine positive Linearform.

DEFINITION Man bezeichnet mit \x das zugehorige Radon-Integral auf X . Es heifit
Lebesgue-Integral auf X .
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14.8 Integrierbarkeit

14.8 Integrierbarkeit

Im folgenden sei u stets ein Radon-Integral auf X .

DEFINITION 1 Fiir jede Funktion f : X — R definiert man ihr Oberintegral durch

/ [ dp = infocsi(x),s5 7 1 (5)

/*fdurz—/*(—f)du-

und ihr Unterintegral durch

SATZ FEs qilt

/ [ dp = supyesicxy,—1<p — 1 (1)

/*fdu</*fdu-

DEFINITION 2 Eine Funktion f : X — R heit p-integrierbar , falls

*

—oo</fd,u:/ fdu < oo
ist. In diesem Fall nennt man *
[aw= [ rau= [ s
das Integral von f bzgl. i . *
Eine Funktion f : X — C heiflt u-integrierbar , falls Re f und Im f p-integrierbar sind.

In diesem Fall nennt man
/fdu::/Refdu—l—zW/Imfdu

das Integral von f bzgl. i .

und

BEMERKUNG Die Integrierbarkeit von f : X — R ist #iquivalent zu :

Fiir jedes ¢ > 0 existieren s,t € SK(X) mit —t < f <sund p(s+1t) <e.

BEISPIEL 1 Fiir jedes s € SK (X)) gilt
/sdu—p(s)—/ s du .
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Insbesondere ist s genau dann p-integrierbar, wenn i (s) < oo . In diesem Fall ist

/sdu=u<8) :

BEISPIEL 2 Die Funktion co gehort zu SK (X) mit u (c0) = oo oder p(oc0) =0 .

BEISPIEL 3 Seien 2 € X und o € R, . Fiir jede Funktion f : X — R gilt

/*fd(oa-ex)za-f(x)-

Genau dann ist f « - e -integrierbar, wenn « - f in x endlich ist. In diesem Fall gilt

[fa@c)=af) .
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14.9 Der Zusammenhang zwischen Lebesgue- und Riemann-Integral

14.9 Der Zusammenhang zwischen Lebesgue- und
Riemann-Integral

LEMMA Seien J ein Intervall in R und [a,b] ein kompaktes Intervall in J . Ist f eine
beschrinkte Funktion auf [a,b] und ist fo ihre Fortsetzung durch 0 auferhalb [a,b] , so gilt

* bx
/ fodA; < f,

a

wober fab* das Riemann-Oberintegral auf |a,b] bezeichnet.

KOROLLAR Ist f Riemann-integrierbar, so ist fo \j-integrierbar, und es gilt

/fod)\J:/abf-

Insbesondere sind alle Funktion in C ([a,b]) und T ([a,b]) durch Fortsetzung mit O aufSerhalb
von |a,b] bzgl. \; integrierbar.

SATZ Seien J ein offenes Intervall in R und f eine positive , stetige Funktion auf J .
Genau dann ist f Xj-integrierbar, wenn das Integral flffjj f konvergent ist. In diesem Fall gilt

sup J b
[rav=[ " r=sunesn [ F-
inf J a

BEISPIEL Die Gammafunktion ist definiert durch
[(z):= /OO t*toetdt  fir alle x € RY .
Das Integral ist konvergent, und es Ogilt
IF'z+1)=z-T'(x) sowie I'(l)=1.
Insbesondere ist
'(n+1)=n! firalleneN.
Fiir alle x > 1 gilt die Formel

oo ta:—l
| ama-r@

et —

wobei die Zetafunktion durch

definiert ist.
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Insbesondere folgt

> dt A
/0 W—FM)-CM)—E
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14.10 Die Eigenschaften des Oberintegrals

SATZ Firalle f,g: X — R und o € R, gilt

(i) /*a.fdlu:a_/*fdu o /*a-fd#:a'zfd“'
(ii) ey /*fdﬂg/*gdu o /*fdu</*9d“'

(i11) Submodularitdit

/mlnfgduvL/mang /fdu+/gdu

und Supermodularitdit

/*f d/Hr./*g dué/*min(f,g) du+-/*ma><(f,g) du

/fd,u,/gdu<oo = /max(f,g)du<oo.

(iv) Subadditivitdt
JRCEX. /ﬁf@+-/gdu

/*fdwr.lgduéz(fhg)du,

/*fdu,/*gdﬂ<oo = /*(f+°g)du<oo.

/N

insbesondere

und Superadditivitdt

insbesondere

KOROLLAR Sei f: X — R . Es gilt

[fan<s = —x< [rans [ ran<o
und

/fdu<oo — /f+du<oo.
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14.11 Die Daniell Eigenschaft

HAUPTSATZ Sei (fi) eine wachsende Folge von Funktionen auf X mit f* frdp > —o0 .
Dann gilt die Danzell-Eigenschaft

*

/ supy, fr dp = supy, / fredp

Zum Beweis benutzt man die jz-Methode : Fiir jedes € > 0 gilt

0o
9

21€
k=1

BEISPIEL 1 Man verifiziert sofort, daf§ fiir alle £ € N* gilt

’ 1
/ <_k:-id) Pay = —o0

1
SupkeN* —m =0

und

KOROLLAR  Fiir jede Folge von positiven Funktionen (fy) gilt die abzdhlbare Subaddi-
tivitdt
/ (ka) dp < Z/ Jedp .
k=0 k=0

BEISPIEL 2 Fiir jede Funktion f > 0 und a € R, gilt

/OOfdu oo/fcm

Ahnliche Argumente werden spiter (siche 15.2) eine wichtige Rolle spielen.
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14.12 Der Satz von Beppo Levi

14.12 Der Satz von Beppo Levi

HAUPTSATZ Sei (fx) eine wachsende Folge p-integrierbarer Funktionen. Genau dann ist
supy, fr p-integrierbar, wenn

*

supk/fkd,u<oo oder /supkfkdu<oo.

In diesem Fall gilt
[ sup i =sup, [ fud

BEMERKUNG Ist (fz) eine fallende Folge u-integrierbarer Funktionen, so ist genau dann
infy fr p-integrierbar, wenn

infk/fk dp > —oo  oder /infk fedu > —o0 .

*

In diesem Fall gilt

BEISPIEL Die Funktion 1g ist auf [0, 1] nicht Riemann-integrierbar. Dagegen ist sie Ag-
integrierbar und ihr Lebesgue-Integral ist O .
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Der Raum der integrierbaren Funktionen 14.13

14.13 Der Raum der integrierbaren Funktionen

DEFINITION Man bezeichnet mit
L), Lg(p) und Lt (p)

die Menge aller Funktionen
f: X —DR baw. R und C

die p-integrierbar sind.

HAUPTSATZ
(i)  Fiir alle f,g € L' (1) und o € R sind
Oé'f ’ mln(f,g) s max(f,g) ’ |f’ ’ f:t ’ f—

und

freg . 4%y
w-integrierbar, und es gelten die Formeln

/owfdu—ow/fdu,

f<g — /fdu</gdu,

‘/fdu'é/lfldu,
/(f+-g)dMZ/fdu+/gdu=/(f+‘g)du.

(i) L& (w) ist ein involutiver Vektorverband, auf dem [ o dp eine positive Linearform ist. Fiir

alle f € LL () gilt -
/Tdu—/fdu und ’/fdu‘g/!fldu-

sowie
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