Kapitel 9

DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL

In diesem Paragraph ist [a, b] ein abgeschlossenes Intervall in R .

Fassung vom 27. Juni 2005
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9.1 Treppenfunktionen

9.1 Treppenfunktionen

DEFINITION Ist X eine Menge und A C X , so heifit

1 reA
1g: X —R:z2+—— falls
0 r¢ A
die charakteristische Funktion von A .
Eine Unterteilung von [a, 0] ist eine Folge (z;),_,
a=rg<11<.<Ty=">b.

Wir sagen, dal ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion ist, falls eine sogenannte zugehorige
Unterteilung (z;);_, ,, von [a,b] existiert, so daBl ¢ auf jedem Intervall [z;, ;[ fir j =
0,..,m — 1 konstant ist. Es gilt dann

m—1
Y= Z 2 (:U]) : 1[3Uj»mj+1[ + (b) ) 1{5} :
=0
Man bezeichnet mit 7 ([a, b]) die Menge aller Treppenfunktionen.

Die Treppenfunktionen sind rechts stetig. Eine Treppenfunktion besitzt verschiedene zuge-
horige Unterteilungen.

-----

SATZ 7 ([a,b]) ist ein Untervektorverband des Vektorverbandes R aller reellen Funk-
tionen auf [a,b] , d.h. fir alle p,v € T (Ja,b]) und o € R gilt

a-¢ , e+ , min(p,¢) max(p,) € T ([a,b]) .
Zusdtzlich ist fir jedes p € Ry auch

" e € T([ab]) .

BEISPIEL Fiir alle ¢,d € [a,b] mit ¢ < d gilt 1.q € T ([a,b]) , aber 1o q ¢ T ([a,b]) , auBer
wennd =0 .
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Das elementare Integral 9.2

9.2 Das elementare Integral

=U,..., =U,...,

ZSO (UT) : (Ur+1 - Ur) = ¥ (Us} ’ (us+1 - US) .

Folgende Definition ist also sinnvoll.

DEFINITION  Ist ¢ € 7 ([a,b]) und (z;),_, ,, eine zu ¢ gehorige Unterteilung, so heifit

-----

<
Il
o

das (elementare) Riemannsche Integral von ¢ .

SATZ Fir alle p,v € T ([a,b]) und oo € R gilt

v [@a=a [y
" /ab(so+¢)=/ab¢+/ab¢-

" p<Y = /ab¢</ab¢~

BEMERKUNG 1 Die Eigenschaften (i) und (ii) bedeuten, dafl

wH/wWWW%R

eine Linearform ist. Fiir die Eigenschaft (iii) sagt man, dafl diese Linearform wachsend , oder
auch positiv ist, da sie zu

b
=20 = /4,020

dquivalent ist.

BEMERKUNG 2 (Stieltjes-Integrale) Eine wachsende Funktion p : [a,b] — R besitzt
links und rechts Limiten p (z—) bzw. p(z+) in jedem Punkt von [a,b] . Man vereinbart die
Konventionen

pla=)=p(a) und p(b+)=p(b) .
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9.2 Das elementare Integral

Fiir alle ¢ € 7 ([a, b]) definiert man das (elementare) Stieltjes-Integral von ¢ durch
b m—1
[ o= 3" o) o) = pla )+ 9 B)- lpb+) = p 0-)]
a =0

Es besitzt die gleichen Eigenschaften wie das elementare Riemannsche Integral. Es gilt

/ab¢:/ab¢d<id>.
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Das Darbouxsche Oberintegral 9.3

9.3 Das Darbouxsche Oberintegral

Ist f : [a,b] — R eine (beschréinkte) Funktion, so werden wir ihr Integral durch Approxi-
mation von oben wie von unten durch Treppenfunktionen definieren. Dies wird mit Hilfe von
folgenden beiden Zahlen formuliert.

DEFINITION Fiir alle Funktionen f : [a,b] — R setzt man
bx b
f= infgoGT([a,b]),ap}f/ peR

a

und

b b
/ f = Sup¢€7([a’b})7wgf/ ¢ - R .

Man nennt diese Zahlen das Darbouxsche Oberintegral bzw. Unterintegral von f .

SATZ Fir jede Funktion f : [a,b] — R ist

/ /b*f | /;fz—/ab*(—ﬂ

bx
f<oo <<= f ist nach oben beschrinkt.

und

a

Gilt m < f < M fiir bestimmte m, M € R , so ist
b bx
m-(b—a></ f</ F<M-(b—a) .

BEISPIEL 1 Fiir alle ¢ € 7 ([a, b]) gilt

BEISPIEL 2 Definiert man

1 reQ
f:00,1]] - R:z+— falls ,
0 r¢Q

so gilt

1% 1
/ f=1 und f=0.
0 0%
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9.4 Gleichméflige Stetigkeit

9.4 Gleichmiflige Stetigkeit

DEFINITION Seien X und Y metrische Rdume und f : X — Y eine Abbildung. Man

sagt, da} f gleichmdj$ig stetig ist, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so daf} fiir alle
u,v € X gilt

dx (u,0) <6 = dy (f(u),f(v)) <e.

BEISPIEL Die Funktion id : R — R ist gleichmiiflig stetig, aber weder id®* : R — R ,
noch sin & :10,1] — R .

HAUPTSATZ (von Heine) FEine stetige Funktion f : [a,b] — C ist gleichmdfSig stetig.

Aufgabe Seien J ein Intervall in R und f : J — C eine differenzierbare Funktion dessen
Ableitung [’ beschrinkt ist. Zeigen Sie, dafl f gleichmifig stetig ist.
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Riemannsche Integrierbarkeit

9.5 Riemannsche Integrierbarkeit

DEFINITION Eine Funktion f : [a,b] — R heiit (Riemann-) integrierbar , falls gilt

fr-[re

Diese Zahl heifit das (Riemann-) Integral von f und wird mit

/:f

bezeichnet.

9.5

LEMMA Fine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann integrierbar, wenn fir jedes € > 0

gewisse p, v € T ([a,b]) existieren, so dafs

b
b<f<¢ und /(so—zb)ée.

BEISPIEL 1 Jede Treppenfunktion ist integrierbar nach Beispiel 9.3.1, aber die Funktion in

Beispiel 9.3.2 ist es nicht.

HAUPTSATZ Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Man zeigt zuerst : Fiir alle ¢ > 0 existieren ¢, 1 € 7 ([a, b]) mit
V<< und p—¢<e.

BEMERKUNG 1 Ist X eine Menge und f, g : X — R Funktionen, so gilt
min (f,g) + max (f,g9) = f+g .

Setzt man
[T i=max(f,0) und f~ :=max(—f0),
SO ist

f=f"—f und |fl=max(f,—f)=f"+[f.

SATZ Seien f,g : [a,b] — R beschrinkte Funktionen und o € Ry . Dann gilt

v /aj(oz-f):a-/ajf und /ab*<a-f>=a~ ab*f-
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9.5 Riemannsche Integrierbarkeit

" /ajf+/;g</:<f+g> und /ab*(f+g)</ab*f+/ab*g-
o = oo [0<fs

() /ij_|_/ajg</ajmin(f,g)—i-/ajmax(fag)

und

bk bx bx bx
min (f, g) + maX(f,g)é/ f+/ g .

a a

KOROLLAR  Seien f,g : [a,b] — R integrierbare Funktionen, a € R und p € [1,00][ .
Dann sind die Funktionen

Oé‘f ’ f+g ’ mln(f,g) ’ max(f,g) ’ f+ ’ fﬁ ’ |f|p und fg
auch integrierbar, und es gilt

/aba-fza-/abf , /ab<f+g>=/abf+/abg,
f<g = /abfé/abg-

BEMERKUNG 2 Auch fiir p € ]0,1[ kann man zeigen, daf} |f|” integrierbar ist. Dies ist
aber nicht so wichtig, da die einzigen Funktion, die wir betrachten miissen, bevor wir das
Lebesguesche Integral untersuchen werden, stiickweise stetig sind (vgl. folgendes Beispiel 3).
Fiir diese Funktionen ist aber dieses Resultat trivial.

sowte

BEISPIEL 2 Da die Treppenfunktionen, die stetigen Funktionen und die charakteristischen
Funktionen 1y, fiir # € [a, b] integrierbar sind (vgl. Aufgabe 2 unten), sind die Linearkombi-
nationen davon auch integrierbar. Man sieht leicht, da§ diese Funktionen genau die auf |a, b]
stiickweise stetigen Funktionen sind :

Sei J ein Intervall in R . Eine Funktion f : J — R heif}t stickweise stetig , wenn eine
Unterteilung (xj)j:[) _____ ., von J , mit zyp = inf J € R und z,, = supJ € R existiert, so dal
die Einschréinkung von f auf jedem offenen Intervall |z;, z;11[ eine stetige Fortsetzung auf das
abgeschlossene Intervall [z;, z;11] N R besitzt.

Die Werte von f in den Punkten x; konnen beliebig sein.

Aufgabe 1 Man kann zeigen, daf§ die monotonen Funktionen auf [, b] integrierbar sind.

Aufgabe 2
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Riemannsche Integrierbarkeit 9.5

(a) Sei f : [a,b] — R eine beschriinkte Funktion. Existiert eine Folge von Unterteilungen
(xk7j)j=0,...,ml von [avb] mit

mg—1

Ci=Tlimg > sup f ([wr g, j11]) - (Trji1 — Try) =
=0

mi—1

=limy, Y inf f ([2n, 241]) - (Thgen — 2ny)

j=0
/abfzc.

(b) Fiir jedes x € [a, b] ist die Funktion 1y, integrierbar.

so ist f integrierbar, und
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9.6 Mittelwertsatz der Integralrechnung

9.6 Mittelwertsatz der Integralrechnung

HAUPTSATZ Seien f,g : [a,b] — R stetige Funktionen mit g > 0 . Dann existiert
¢ € [a,b] mit
b b
/ f-ng(f)-/ g -

KOROLLAR  Fiir jede stetige Funktion f : [a,b] — R existiert ein £ € |a,b] mit

b
/fzf(f)-(b—a)-
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Integration von komplexwertigen Funktionen 9.7

9.7 Integration von komplexwertigen Funktionen

DEFINITION Sei f : [a,b] — C eine komplexwertige Funktion. Diese Funktion heifit
(Riemann-) integrierbar falls Re f und Im f integrierbar sind. Man definiert das (Riemann-)

Integral von f durch
b b b
/ f::/ Ref+i-/ Imf .

SATZ Sind f,qg: |a,b] — C integrierbare Funktionen und o € C , so sind die Funktionen

a-f , f+g ., [fl und f-g
integrierbar, und es gilt

/ab(a-f)=a-/:f , /ab(f+9)=/:f+/abg
[

sowte

b
</ FI<M-(b—a)

falls |fI< M eR, .

Claude Portenier DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL 209



9.8 Unbestimmte Integrale

9.8 Unbestimmte Integrale

DEFINITION 1 Man setzt

a b a
/f:() und /f::—/f fallsb< a .
a a b

LEMMA Seien J ein Intervall in R und f:J — C .

(i) Seien a,b,c € J mit a < b < c . Genau dann ist f integrierbar, wenn fiqa5 und fip.q

integrierbar sind.
c b c
[r=[1+]r.

(i) Fir alle a,b,c € J gilt
falls f auf dem kleinsten Intervall, der a,b und c enthdlt, integrierbar ist.

HAUPTSATZ (Existenz einer Stammfunktiom) Seien J ein Intervall in R , £ € J
und g : J — C eine stetige Funktion. Dann ist die Funktion

G:J—>C:azr—>/ g
3

eine Stammgfunktion von g , d.h. G ist differenzierbar mit G' = g .
Priziser ist G die einzige Losung des Anfangswertproblems

['=g und f(&)=0.

DEFINITION 2 Die Funktion f;g heifit das unbestimmte Integral von g , welches in &
verschwindet.

SATZ Seien c,d: J — C stetige Funktionen, T € J und n € C .

(i)  Es gibt genau eine differenzierbare Funktion f :J — C , die Losung des Anfangswert-
problems

fl=c-f und f(r)=n

r=new([c)

(i1) Es gibt genau eine differenzierbare Funktion f :J — C , die Losung des Anfangswert-
problems

1st. Diese Losung ist

ff=c-f+d und f(1)=n

210 DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL Claude Portenier



Unbestimmte Integrale

1st. Diese Losung ist

f= {n—l—/jd(s)-exp (—[c> ds] oxp (/C) _
:n.exp(/TOC)+/Tod(3)'exp</:6) ds .

9.8

BEMERKUNG Fiir beide Aussagen benutzt man den Ansatz f = g-exp ( ff c) . Die zweite
Formel sollte man nicht auswendig lernen, sondern diesen Ansatz verwenden, die sogenannte

Methode der Variation der Konstanten .

BEISPIEL Die einzige Losung des Anfangswertproblems
ff=2-id-f+1 und f(0)=0

t t
f) = / e’ ds = e / e ds .
0 0

Man beachte, dafl die Funktion

ist

2 ¢ e
erf := — / e " ds
VT Jo

sich nicht mit Hilfe der elementaren Funktionen ausdriicken 14f3t.

Aufgabe 1 Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion

22+
f:R—>]R:mr—>/ V1 +sin®tdt .

Aufgabe 2 Losen Sie das Anfangswertproblem
ff=2id-f+id , f(0)=0.

Aufgabe 3

—c1-id

(a) Seien c1,c9,m € C, ¢ # 0 . Zeigen Sie mit Hilfe des Ansatzes f =g -e¢ , dass

f = g —+ (n — %) . e_cl'id
(&1 C1

die Losung des Anfangswertproblems
ffra-f=c , f0)=n
ist.
(b) Seien ny,n, € C . Losen Sie das Anfangswertproblem
7 =0 fO)=mn , [f(O)=m.
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9.8 Unbestimmte Integrale

Machen Sie dazu den Ansatz f = g - ¢"i und zeigen Sie, dass ¢” + 2i - ¢’ = 0 ist.
(c) Geben Sie Losungen speziell fiir die Paare (1,,7,) = (1,0) , (0,1) an.

Aufgabe 4 Sei f : RY — R eine stetige Funktion, die die Funktionalgleichung f (z - y) =
f(z)- f(y) fir alle z,y € RY erfiillt.

(a) Esgilt f =0 auf RY oder f > 0 auf RY .
Hinweis: Untersuchen Sie die moglichen Werte von f (1) .

(b)  f ist genau dann differenzierbar, wenn f in einem x € R’ differenzierbar ist.
In diesem Fall erfiillt f eine Differentialgleichung. Welche 7

(¢) Zeigen Sie, daf} f stetig differenzierbar ist.
Hinweis: Untersuchen Sie [ f (t) dt und beachten Sie t = £ - z .

(d) SchlieBen Sie durch das hergeleitete AWP auf die Gestalt von f .
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Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung 9.9

9.9 Fundamentalsatz der Differential- und
Integralrechnung

HAUPTSATZ Seien f : [a,b] — C eine stetige Funktion und F eine Stammfunktion von
f . Dann gilt

/abf:F(b)—F(a).

DEFINITION Mit

gilt also

/abfz[F]Z.

In vielen Situationen héngt die Funktion noch von Parametern ab. In diesem Fall ist es
niitzlich die Variable bzgl. der man integriert zu kennzeichnen. Man schreibt dann

/fmm=mew

BEISPIEL 1 Fiir alle s € R und a,b € R gilt
11b
[2:1 ]a s 7# —1

b
/ xidx = falls ,
a b
[ln ]m\] s=—1

mit
a, b beliebig falls s € N |
0¢ab fallss€Z N,

[a,b) CR, fallsse Ry N
und
la,b] CRY fallss € R_NZ.

Achtung :

1 1
dx {_l} _ o
1

-1 .T2
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9.9 Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

BEISPIEL 2 Fiir alle c € C und a,b € R gilt
1

b (2], c#0
/ e“dr = falls
@ b—a c=0

SATZ (Mittelwertungleichung) Sei f : [a,b] — C eine stetig differenzierbare Funktion.
Dann gilt

[f (0) = f(a)] < (b—a) - sup,epe [ ()] -

Aufgabe Bestimmen Sie limy_, . ay fiir

(a) k

(b)

o 3 R )

2 (In (72 + ) — 2Ink) .

J=1

Hinweis: Deuten Sie die Summen als elementare Integrale.
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Substitutionsregel 9.10

9.10 Substitutionsregel

SATZ Seien J ein Intervall in R , f : J — C eine stetige Funktion, [c,d] ein Intervall in
R und p : [c,d] — J eine stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

d , p(d)
/ fop-p = f-
c p(c)

BEMERKUNG 1 Ist p wachsend, so kann man zeigen, dafl

dfOP-p’z dfdp
[ reri=]

wobei letzteres Integral das Stieltjes-Integral ist.
Mnemotechnisch ensteht die Substitutionsregel

p(d) d
“r@ae= [ 1wt = [ 16w 6
p(c
durch die Substltutlon x = p(y) und mit Hilfe der Formel dx = dp (y) = p' (y) dy .

Die Funktion p braucht nicht bijektiv zu sein. Eine Substitution ist i.a. keine Variablenén-
derung (vgl. die folgenden Beispiele 3 und 4).

BEMERKUNG 2 Ist p streng wachsend, d.h. eine Bijektion von [c, d] auf das Intervall [a, b] ,
also x = p (y) eine Variableninderung , so gilt

b p~1(b)
/f(w)dxz/ flow) o (y)dy .

p~(a)

BEMERKUNG 3 Mit [ f bezeichnet man oft eine Stammfunktion von f . Aber Achtung,
diese Schreibweise ist nicht prézis genug, da man nicht genau weifl von welche Stammfunktion
die Rede ist !

Die Substitutionsregel zeigt, dafl

/(fOp.p’): (/f)op+c mit c € C .
Ist p eine Bijektion, dann gilt
/f— (/f0p~p'>0p1+0-

BEISPIEL 1 Fiir alle ¢ € R gilt
b b+c
/f(x)dx: Fly—e)dy

a+c
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9.10 Substitutionsregel

BEISPIEL 2 Fir alle c € R* gilt

bf(x)dle- C'bf N ay .
a )1 C)

BEISPIEL 3 Es ist

s T 0
/cosydy:/ 1-sin’ydy:/1dx:0.
0 0 0

BEISPIEL 4 Ist p : [¢,d] — R eine stetig differenzierbare Funktion mit p # 0 iiberall, so

folgt
d Pd) 1 (d) d
/ p(y)dy:/ —d:z::[ln|a:]r zlnp(),
e p(y) oe) T plc) p(c)

durch die Substitution x = p (y) , da p kein Vorzeichenwechsel hat. Mit anderen Worten hat man
den Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung, und daf In |p| eine Stammfunktion
von £ 1st benutzt.

d d /
d
/ tany dy = —/ o8 ydy: 1 2
. . COosy cosc
BEISPIEL 5 Ist [a,b] C [-1,1], so gilt

b
1 b
/\/1—x2d:c:§~[x~\/1—a:2+arcsinx] ,

Insbesondere gilt fiir [c,d] C |-Z,

B

Insbesondere ist
1
/ \/1—x2dx:g :
1

dies ist die Flache eines Halbkreises mit Radius 1 .

BEISPIEL 6 Seien p,q € R, so da8 22 +2p -z + ¢ # 0 fiir alle x € [a,b] . Dann gilt

/b dr _/b+p dy
o 242 x+q Jor YT

mit r := ¢ — p? . Man untersucht die drei Falle r =0, » > 0 und » < 0 und erhiilt

1 b 1 ; x—i—pb b 1 1 \/—r+x+p
- , —=- |arctan —=— ZW. = - .
(x+p)], NG N 2 V= |V r—x—p
Anstelle sich diese Formeln zu merken, ist es besser jedesmal die entspechende Substitution

geschickt zu machen. Im dritten Fall kann man, da die Wurzeln z; und 25 von 22 +2p-24+¢ =0
reell sind, direkt die Partialbruchmethode anwenden :

1 o
a8

242 -c4+q T—11 T—2To
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Substitutionsregel

7.B. gilt
2 1 1

1—x2_1—x+1—|—x
und ist +1 ¢ [a,b] , so erhélt man
1+

b
2
/a 1—x2d£: [ln 7

Aufgabe 1 Berechnen Sie die Integrale

?

L

— X

1 5
d
/m-(l—xQ)dx und / * .
0 e T-lnx

Aufgabe 2 Bestimmen Sie eine Stammfunktion von

R~{0,-1} — R:z+— P9 o

Aufgabe 3 Bestimmen Sie eine Stammfunktion von
exp —1
exp+1

Aufgabe 4 Fiir alle ¢ € C berechnen Sie das Integral

™
/ e“ . sin® x dx .
0

Claude Portenier DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL

2+ 224+ 33+ 322 —2—3

9.10

217



9.11 Partielle Integration

9.11 Partielle Integration

SATZ Seien f,g: |a,b] — C stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt
b b
[rg=trah-[ 1.

BEMERKUNG Diese Regel zeigt, daf3

/f.g':f.g_/f’.g+c mit c € C .

BEISPIEL 1 Sind a,b > 0, so ist

/abln— [id-(ln—l)y; .

BEISPIEL 2 Sind a,b € |—-1,1[, so ist

b b
/ arcsin = [id -arcsin +v' 1 — id2] .

Da beide Seiten der Gleichung stetig von a und b in [—1, 1] abhéingen, folgt die Giiltigkeit
obiger Formel fiir alle a,b € [—1,1] . Insbesondere gilt

1
/ arcsinzz—l.
0 2
BEISPIEL 3 Fiir alle a,b € R gilt

b b
. - 11b
/ cos® = [cos - sin +id]. — / cos® |
a a

/008225-[cos-sin—l—id] .

also

Aufgabe 1 Fiir alle k£ € N berechnen Sie das Integral

s
/ ¥ - singx do .
—Tr
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Partielle Integration 9.11

Aufgabe 2 Seien f € C ([a,b]) und g € CV ([a, b]) . Man nehme an, da8 g monoton sei. Zeigen
Sie, dafl ein & € [a, b] existiert, so daf

/abf-g=g<a>-/jf+g(b>-/;f.

Hinweis : Partielle Integration und Mittelwertsatz.

Aufgabe 3 Sei f:J — R eine stetig differenzierbare und injektive Funktion.

-1
(a) Bestimmen Sie eine Stammfunktion der Umkehrfunktion f mit Hilfe von f und einer
Stammfunktion F’ von f .
Hinweis : Substitutionsregel und partielle Integration.

(b) Wenden Sie dieses Resultat auf die Funktion
id-exp: Ry — R,
an (vgl. Aufgabe 7.13).
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9.12 Taylorformel mit Integralrestglied

9.12 Taylorformel mit Integralrestglied

HAUPTSATZ Seien J ein Intervall in R , k € N und f : J — C eine (k + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion. Fir alle x,y € J , gilt dann

k0 (g y
S R B AR RIS

BEISPIEL Man kann das Resultat aus Beispiel 11.15.3 verbessern :

Fiir alle z € |1, 1] gilt

In(l1+zx)= i (=™ g
=1 : .
Man beachte, dal wir mit Hilfe der Integralform des Restgliedes nur die Darstellbarkeit von
In (1 +1id) durch ihre Taylorreihe auf |—1, 1[ beweisen konnen. Im Punkte 1 mufl man zeigen,

daf3
1 k
1—-1¢ dt
o \1+¢) 1+t
ist. Dies wird mit dem Satz der beschrinkten Konvergenz von Lebesgue einfach sein (Analysis

110).
Fiir alle z € |—1, 1] gilt

1+3
Da2 = é folgt
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Wallis-Formel 9.13

9.13 Wallis-Formel

Definiert man
w/2
Ay :—/ sin®  fir ke N,
0

so gilt
Al - 1
und

k—1

A = 5 Aj_o fiir alle k > 2

Daraus folgt

(2k—-1)-(2k-=3)-..-3-1 ©= = 20-1 7w  (2k)!
A2k = = = = H _— = = 3
2k'(2/<:—2)~..~4 2 2 2 45 2 2 22 (k)
und
2k - (2k — 2) - . 2%k . (k1)?
A = = _
2k (2k+1)(2k—1) IIzz+1 (2k +1)!
Da
A
lim —L =1
2k
folgert man dann
28 k)

lim ————7—— = —

k) 2k +1)! 27

und
o0

4]? = 42 T
ZH412—1 lkHzll?—l 9
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9.14 Trapez-Regel

9.14 Trapez-Regel

SATZ Seien [ :[0,1] — C eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann existiert ein
€ €[0,1] mat

| r=5 om0

F()

51O+ 7(1)

KOROLLAR Seien f : [a,b] — C eine zweimal stetig differenzierbare Funktion,
M := Supze[a,b} ’f” (l’) ‘

und k € N* . Definiert man h = I’_T“ , so gilt

| r=n (%~f(a)+z_:f(a+l-h)+%~f(b))+R
mit

1
RI< M- (b—a)- .
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Differentialgleichungen mit getrennten Variablen 9.15

9.15 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

DEFINITION  Seien . , J Intervalle in R und p: I —R , 0 J—R stetigen Funktionen.
Man sagt, dafl

fr=0-p(f)
eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen ist. Eine Losung [ dieser leferentlalglel-

chung ist eine differenzierbare Funktion f : J — I , definiert auf einem Intervall J C J |
daf gilt

ff@@)y=0c(t) - p(f(t) fiuralete J.

Die letzte Formel zeigt, dafl eine Losung stetig differenzierbar ist.

BEMERKUNG 1 Istp €1 ,soda p(n) =0, so ist die konstante Funktion
J—R:t—> n

eine Losung.

Wir betrachten jetzt ein Intervall I C I ,so dafl p # 0 in [ ist. Sind 7 € J und cel
gegeben, so definieren wir

x t
R:[—>Rzglc»—>/1 und S:J—>R:tr—>/0
I3 P T

Diese Funktionen sind stetig differenzierbar, R ist umkehrbar, R™! : R (I) — I ist stetig
differenzierbar und es gilt

(R’l)/ =poR*.

HAUPTSATZ (Existenz und Eindeutigkeit) SeiJ ein Intervallin J mitT € J . Genau
dann ist f:J — I eine Losung des Anfangswertproblems

fr=0-p(f) und f(r)=¢,

wenn

S(J)CR(I) und f=R'oS;.

BEMERKUNG 2 Ist I C I ein maximales Intervall, so dafl p # 0 in [ gilt, so nennt man
f:J — I eine maxrimale Losung des Anfangswertproblems, wenn J das grofite Intervall der
7 enthélt und in S~ (R (7)) enthalten ist.

Ist in diesem Fall a € J ~ J ein Endpunkt von J und 7 := lim ;. f (t) existiert in I , SO

gilt p(c) =0.

Die folgenden Beispiele illustrieren den Anschluf einer Losung mit einer konstanten Losung.
Im ersten Fall ist dieser Anschlufl nicht moglich und es gilt Eindeutigkeit ohne Einschrinkung.
Im zweiten Fall ist der Anschlufl méglich und es gibt keine Eindeutigkeit.
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9.15

Differentialgleichungen mit getrennten Variablen
BEISPIEL 1 Seien 7,£ € R . Wir wollen die Lésungen des Anfangswertproblems
ff=7 wd f(r)=¢

(*)
bestimmen.

Es ist

p:R—R:z+——2> und 0 :R—R:tr—1.

Man muf} die beiden Fille I = |0, 00| falls £ > 0 und I = ]—o00, 0] falls £ < 0 betrachten. Es gilt

R (x) E—é fir alle x € 1
und
S(t)=t—7 firaleteR.
Damit folgt
1 1 1
R(I)—E—Y:E—[,
und daf fiir alle y € % — I gilt
R(y) = —— .
: Y
Andererseits ist

1
R (S (1)) i
T+ Z —t
§ (1,8
T /———————
¢ .8
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Differentialgleichungen mit getrennten Variablen 9.15

Die (maximalen) Losungen von (*) mit Werten > 0 falls £ > 0 , bzw. < 0 falls £ < 0 sind

1 1
—00, 7+ = | — |0,00[ 1 t —= —=—,
T—f—g—t
bzw.
. o0, 0[ : :
T+ —-,00| — |-00,0[: t — ——— .
§ T-f—%—t

SchlieBlich ist 0 die einzige Losung von () mit Anfangswert O .

BEMERKUNG 3 In 13.3 werden wir einen Eindeutigssatz fiir eine grofle Klasse von An-
fangswertproblemen beweisen. Das obige, aber nicht das folgende Beispiel gehort dazu !

BEISPIEL 2 Seien 7,£ € R . Wir betrachten das Anfangswertproblem
2
ff=vf=1fI* uwd f(r)=¢.

Esist p = |id|% und 0 =1, also I =]0,00[ falls £ > 0, bzw. [ =]—00,0[ falls £ < 0,

R: I —R:x+—3- [signum- \id]% — signum & - |§\%]

und
S=id—7.
Daraus folgt
|-3-¢5 0] £€>0
R(I)=3- [signum¢ - |0, co[ — signum £ - |§|é} = falls 7
|-oc.3 1] g<o0
also
|7 -3-¢5 0] £>0
STHR(I)) = falls
]—oo,r+3-|£|%[ £<0

Die maximale Losung mit Werten in [ ist somit auf J := S~ (R (I)) definiert und man zeigt

leicht, daf
3
PO =R s0)= (57 +signme ) mrallere s

Schliefflich kann man zeigen, daf} jede auf R definierte Losung der Gestalt
3

(5%) t<a
fap (t) = 0 falls t€la,b
(54)° b<t

ist, wobei a,b € R mit a < b sind.
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9.15 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

f-12

Aufgabe 1 Bestimmen Sie die maximalen Losungen des Anfangswertproblems

f'=cos-el et f(0)=¢
fir ¢ =—-1In2,0,ln2 .

Aufgabe 2 Bestimmen Sie die maximale Losung des Anfangswertproblems

f=14f f(g>:0.

Aufgabe 3 Bestimmen Sie die maximale Losung des Anfangswertproblems

(' id—f) - exp <id) “id L f1)=0.

Hinweis : Ansatz f = ¢ -id .
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Lemma von Riemann-Lebesgue 9.16

9.16 Lemma von Riemann-Lebesgue

LEMMA Sei f : [a,b] — C eine stetig differenzierbare Funktion. Fir alle k € 7 definiert

Fk) = / f(x) - e2mkegy

Dann gilt limy,_,4 o f(k) =0.

BEMERKUNG In Analysis III werden wir diesen Satz wesentlich verallgemeinern.

ANWENDUNG Fiir alle z € )0, 1[ , gilt

2mi-le

= 1
Zel :—ln(2-sin7m)+i7r~(§—:c) .

=1

Insbesondere ist

2. cos 27 - kx 2. §in 27 - kx 1
g — = —In(2-sin7mz) und E - =7l =-=2x] .
=1 k ( ) =1 k <2 )
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9.17 Uneigentliche Integrale

9.17 Uneigentliche Integrale

DEFINITION  Seien a,b € R . Ist —co < a < b < oo und f : [a,b] — C eine stetige Funk-
tion, so heiflt das (uneigentliche) Integral fab f konvergent , wenn lim,_,;_ f; f in C existiert.

Man definiert
b x
/ f = limmﬂb/ f .

Im anderen Fall heifit das Integral divergent . Man geht analog fiir Intervalle der Gestalt
Ja,b] mit —oo < a < b < oo vor.
Fiir Intervalle der Gestalt |a, b[ heifit fab f konvergent, wenn ein ¢ € ]a, b[ existiert, so dafl

die Integrale [ f und fcb f konvergent sind und setzt
b c b
[r=[s+[1.

BEMERKUNG Letzteres ist wohl definiert, da die Definition von ¢ unabhéngig ist. Zu-
sétzlich ist es dquivalent, dafl die sukzessiven Grenzwerte

y y
limg oy limy, / f oder lim, ., limg .4 / f
X xr

existieren und es gilt

b Y Y
/ f = limxH(H hmyg,b/ f = hmyﬂb, hmxHa‘i,/ f .

SATZ Ist f : [a,b] — R, eine stetige Funktion, so ist das Integral fabf genau dann kon-
vergent, wenn

xX
supx<b/ f<oo.
a

BEISPIEL 1 Sei s € R . Das Integral ffo i—f ist genau dann konvergent, wenn s > 1 . In

diesem Fall gilt
/ *dr 1
L o5 s—1°

BEISPIEL 2 Sei s € R . Das Integral fol ;l—f ist genau dann konvergent, wenn s < 1 . In
diesem Fall gilt

ldx_ 1

o 8 1—s
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Uneigentliche Integrale

BEISPIEL 3 Das Integral f_ll \/1‘1157 ist konvergent, und

™.

/1 dv
-1 \/1—1’2 B

BEISPIEL 4 Das Integral ffooo da; 5 ist konvergent, und

T+
/°° dx
=T.
oo L2

9.17

KOROLLAR (Vergleich Reihen-Integral) Sei f : [1,00] — R, eine fallende stetige
Funktion. Die Rethe Y =, f (1) ist genau dann konvergent, wenn das Integral floo f konvergent

18t.

BEISPIEL 5 Fiir alle s > 1 ist die Reihe ) 7, zl konvergent. Diese Reihe haben wir schon

mit elementaren Mitteln in Beispiel 6.2.2 behandelt. Die Funktion

C:s»—>§(s):=2%:}l,oo[—>R
I=1

heifit Riemannsche Zeta-Funktion .

HAUPTSATZ (Majoranten-Kriterium) Seien f : [a,b] — C und g : [a,b] — Ry

stetige Funktionen mait

Ifl<g.

Ist das Integral ff g konvergent, so sind dies auch die Integrale fab f und fab |f] , und es gilt

/:f‘</:|f|</abg.

Aufgabe 1 Welche der folgenden Reihe

=1 1
S wmd >
| -Inl - In*]

ist konvergent 7

Aufgabe 2 Sei f: R, — R, eine stetig differenzierbare Funktion. Zeigen Sie :

(a) Ist fooo f - f" konvergent, so existiert der Grenzwert

lim, o f(x)

in R+ .
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9.17 Uneigentliche Integrale

(b) Ist fooo f konvergent und f’ beschrinkt, so gilt
lim, . f(x)=0.
(c) Existiert eine stetige Funktion f : R, — R, , die uneigentlich integrierbar ist, und fiir
die
lim, . f(x)=0
nicht gilt 7
(d) Gelten (a) und (b) auch fiir eine komplexwertige Funktion f 7

Aufgabe 3 Zeigen Sie, dafl die Funktion
sin
—: 10 R
q 0ol =
uneigentlich-integrierbar ist.
Hinweis : Man benutze partielle Integration.

Aufgabe 4 Welche der folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren?

(a)

/1 el dt
/12
/°° dt

1 t(lnt)5 ’

/OO cos (£%) dt .

—00

(b)

/°°(1+lnt) dt
o VHErt+1
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Stirling-Formel 9.18

9.18 Stirling-Formel

DEFINITION  Seien (2;),cy und (wy),cy Folgen in C* . Diese Folgen heiflen asymptotisch
dquivalent falls
2k

Wy, W,

Wg — 2k

=0.
Man schreibt z ~ wy, (fiir &£ gegen unendlich).

Dies bedeutet, dafl der relative Fehler, wenn man z; durch wj approximiert, gegen 0 kon-
vergiert, also dafl die Anzahl der richtigen Dezimalstellen wiichst, fiir & gegen unendlich (vgl.
Satz 5.7).

BEISPIEL (Stirling-Formel) Fiir £ gegen unendlich gilt

k k
k! ~ \2mk - (—> .
e
Préziser gilt

" E\* 1 )
2k - | — ) <K <V2mk-|—-) rexp| ——i—— firalle k > 2.
e e 12-(k—1)

Aufgabe

(a) Zeigen Sie fiir Folgen (ay)cy 5 (bk)pey und (i) ey von positiven Zahlen mit asymptoti-
scher Aquivalenz aj, ~ by, fiir k — oo die folgende Aussage:

(0. ] o0
Zak-ck<oo <— Zbk-ck<oo.
k=0 k=0

(b) Folgern Sie mit Hilfe der Stirling-Formel, da8 Y ;- % konvergiert.

Claude Portenier DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL 231





