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7.1 Der Begriff Stetigkeit

7.1 Der Begriff Stetigkeit

DEFINITION 1 ILa.sagt man, dafl eine Abbildung von einer Menge X in K" |, wobei K = R
oder C , eine Funktion ist. Fiir n = 1 sagt man reelle bzw. komplexe Funktion .

Intuitiv besitzt eine stetige Funktion auf einem Intervall in R einen Graph, den man zeichnen
kann, ohne den Bleistift hochzuheben.

DEFINITION 2 Seien X, Y metrische Rdume und f : X — Y eine Abbildung. Wir sagen,
daB f in x € X stetig ist, falls fiir alle € > 0 ein ¢ > 0 existiert, so daf§ fiir alle u € X gilt

dx (u,2) <6 = dy (f(u),f(z) <e,
d.h.

u€ B(x,0,dy) = f(u)€ B(f(x),edy) ,
oder

f(B($a57dX>> CB(f(x)’EadY) .

HAUPTSATZ FEine Funktion f : X — Y 1ist genau dann in x € X stetig, wenn fir alle
gegen x konvergenten Folgen (x),cy i X die Folge (f (z1)),cn konvergent ist und es gilt

f(x) =limy f(zx) , dh f(limgag) = limy f (k) -

Aufgabe 1 Seien X ein metrischer Raum und f : X — R eine in z € X stetige Funktion.
Ist f(z) > 0, dann existieren @ > 0 und 6 > 0, so daf f (u) > a fiir alle u € B (x,6,dx) gilt.

Aufgabe 2 Durch
T:R*— R*: (z,y) —> g(:r—y)—i-Z,g(x—i—y)—I—l
ist eine Abbildung gegeben.

Aufgabe 3 Untersuchen Sie, ob die Mengen
T(B(0,0),1,dss) und B(T(0,0),1,ds)
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Der Begrift Stetigkeit 7.1

bzw.
T(B(0,0),1,dy) und B(T(0,0),1,ds)

ineinander enthalten sind. Skizzieren Sie die 4 Mengen.
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7.2 Beispiele von stetigen Abbildungen

7.2 Beispiele von stetigen Abbildungen

DEFINITION Seien X,Y metrische Rdume und f : X — Y eine Abbildung. Wir sagen,
daB f eine stetige Abbildung (auf X ) ist, wenn f in jedem Punkt von X stetig ist.

BEISPIEL 1 Eine konstante Abbildung, d.h. X — Y : 2 +— g fiir ein § € Y , ist stetig.
BEISPIEL 2 Die Abbildung idy : X — X : z —— x ist stetig.

BEISPIEL 3 Die kanonischen Projektionen
pri: X XY — X:(z,y)—— 2z und pry: X XY —Y:(z,y)—y
sind stetig.

BEISPIEL 4 Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist stetig.
BEISPIEL 5 Fiir alle p € N* ist die Funktion ¢/ : R, — R, : z —— ¥/ stetig.

HAUPTSATZ Die folgenden Abbildungen sind stetig :
+:CxC—C:(z,w)r—z+w , |-|:C—Ry:2z+—|2|,
~:(C><(C—>(C:(z,w)»—>z~w,(C><C*—>(C:(z,w)l—>i,

w
S C—Cizr—72

Re:C—R:2——Rez und Im:C—R:z+——Imz.

Aufgabe Die Abbildungen
max : RXR — R: (z,y) — max(z,y) und min:RXR — R: (z,y) — min (x,y)

sind stetig.
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Rechnen mit stetigen Abbildungen 7.3

7.3 Rechnen mit stetigen Abbildungen

HAUPTSATZ

(i)  Seien X,Y metrische Ridume, f: X — Y eine Abbildung, Z eine Teilmenge von X mit
der von X induzierte Metrik und v € Z . Ist f in x stetig, dann ist auch fiz in x stetig.

(ii) Seien X,Y,Z metrische Riume, f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen. Ist f in
x € X stetig und ist g in f (x) stetig, so ist go f in x stetig.

(iii) Seien X,Y,Z metrische Raume, f: X — Y und g : X — Z Abbildungen und x € X .
Genau dann st

(f,9): X — Y X Z:ur— (f(u),9(u))

in x stetig, wenn f und g in v stetig sind.

KOROLLAR Seien X ein metrischer Raum, x € X , f,g: X — C in x stetige Funktionen
und o € C . Dann gilt

(i)  Die Funktionen f+ g , |f| , a- f und f - g sind in x stetig.
(i1) Die Funktion
f(x)

:X\{g:O}—>C:ml—>g($)

18t in x stetig.
(i1i) Die Funktionen

f: X —C:z+— f(x),

Ref: X —R:z+——Ref(x) und Imf: X —R:z+—Imf(x)

sind in x stetig.

BEMERKUNG Sei X ein metrischer Raum. Eine Funktion f : X — C ist genau dann in
x € X stetig, wenn der Realteil Re f und der Imagindrteil Im f von f in x stetig sind.

Aufgabe 1 Seien X ein metrischer Raum und f,g: X — R in x € X stetige Funktionen.
Dann sind

max (f,g): X — R:z+—— max(f(z),g(z))
und
min (f,g): X — R: 2z min(f (z), g (x))

in x stetige Funktionen.
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7.3 Rechnen mit stetigen Abbildungen

Aufgabe 2 Seien X und Y metrische Réume, Z eine Teilmenge von Y mit der von Y indu-
zierten Metrik, f : X — Z eine Abbildung und x € X . Dann gilt

(a) Die kanonische Injektion j : Z < Y ist stetig.
(b) Genau dann ist f: X — Z in x stetig, wenn f : X — Y in x stetig ist.

BEISPIEL 1 Die trigonometrischen Funktionen cos und sin sind stetig.

BEISPIEL 2 Eine Funktion der Gestalt
p:C—>C:z»—>ch.zl
1=0

mit ¢, € C fiir [ = 0,...,n , heift komplexes Polynom vom Grade n , falls ¢, # 0 . Ist jedes
¢ € R, so heiflt die reelle Funktion p : R — R reelles Polynom .

Jedes Polynom ist stetig.

BEISPIEL 3 Sind p und ¢ Polynome, so nennt man die Funktion

P e fr— 0t s P
q.@ {¢g =0} C: e

rational .

Eine rationale Funktion ist stetig.

BEISPIEL 4 Die Funktion

WV
o

1 T
fTR—R:z+— falls
—1 x <0

ist in 0 unstetig. Dagegen ist fir, (auf R ) stetig.

BEISPIEL 5 Die Dirichletfunktion.

Diese Funktion f: R — R ist fiir jedes z € R definiert durch

0 x irrational

f(x):= falls
é T = %’ mit (p,q) € Z x N* und p teilerfremd zu ¢

Die Dirichletfunktion ist in jedem irrationalen Punkt stetig und in jedem rationalen Punkt
unstetig.

BEISPIEL 6 Die Funktion

dy : X x X — Ry : (z,y) — dx (z,y)
und fiir alle z € X die Funktion

dx (z,"): X — Rty —dx (z,y) ,
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Rechnen mit stetigen Abbildungen 7.3

sind stetig.
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7.4 Links- und rechtsseitige Stetigkeit

7.4 Links- und rechtsseitige Stetigkeit

DEFINITION Seien J ein Intervall in R , Y ein metrischer Raum, f : J — Y eine
Funktion und =z € J . Dann heif}t f in x linksstetig bzw. rechtsstetig , wenn die Einschrinkung
von f auf J N]—oo,z| bzw. auf J N [z, o[ in z stetig ist. Man schreibt dann

fx)=lim, ., f(u) bzw. f(z)=1lim, .\ f(u) .

SATZ Genau dann ist f in x stetig, wenn f in x links- und rechtsstetig ist, d.h. wenn

lim, ., f(u) = f(z) =lim, .y [ (u) .

Aufgabe Die Funktion z — |z] + y/z — |z] : R — R ist stetig und wachsend.
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Satz von Bolzano 7.5

7.5 Satz von Bolzano

HAUPTSATZ Seien [a,b] ein abgeschlossenes Intervall in R und f eine reelle, stetige Funk-
tion auf [a,b] mit f(a) > 0 und f(b) < 0 . Dann besitzt f eine Nullstelle & € |a,b[ , d.h. es
existiert ein £ € |a,b[ mit f (£) =0 .

BEISPIEL 1 Die Funktion z — exp (z) + £ —5 : Ry — R besitzt im Intervall [1, 2] eine
Nullstelle.

KOROLLAR (Zwischenwertsatz) Sei f eine reelle, stetige Funktion auf einem Intervall
Jin R . Fir alle v,y € J mit x # y und n strikt zwischen f (x) und f (y) , existiert ein & strikt

zwischen x und y mit n = f (&) .
Das Bild f (J) von f ist ein Intervall in R mit inf f (J) und sup f (J) als Endpunkten.

BEISPIEL 2 Fiir die Funktion
1
g:x+——exp(z)+—-——-5:]0,1] — R
T

gilt supg(]0,1]) = oo und ¢g(1) < —1 , also ¢(]0,1]) D [~1,00] . Kann man inf g (|0, 1])
berechnen 7 Diese Funktion besitzt im Intervall |0, 1] eine Nullstelle.

8=

rr——exp(x)+=-—5
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7.5 Satz von Bolzano

DEFINITION Seien J ein Intervall in R und f : J — R eine reelle Funktion.
Diese Funktion f heifit wachsend bzw. fallend , wenn fiir alle z,y € J mit x < y gilt

f(x) < fy) baw. f(z) > f(y) .

Sie heifit streng wachsend bzw. streng fallend , wenn fiir alle x,y € J mit x < y gilt

f(x) < f(y) bzw. f(z) > f(y).

BEMERKUNG Eine streng monotone Funktion, d.h. streng wachsend oder streng fallend,
ist injektiv.

Aufgabe Man betrachte die Funktionen

1
'R R:
f Ry — :):r—>1+x
und
R R <
: — R:iz+— )
g + 1+

Was kann man von diesen Funktionen und ihren Bildern f (R,) und g (R, ) sagen ?
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Die Zahl 7 7.6

7.6 Die Zahl 7

SATZ Auf dem Intervall [0, 2] ist die Funktion cos streng fallend und besitzt dort genau eine
Nullstelle, wéihrend die Funktion sin dort > 0 ist.

DEFINITION Man bezeichnet die einzige Nullstelle von cos in [0,2] mit 7 .

LEMMA  Ist (z1),cy €ine gegen 0 konvergente Folge in R* |, so gilt

. sin xy,
limy, =
T

HAUPTSATZ Die Funktion cos bzw. sin ist eine fallende bzw. wachsende Bijektion von
[0,2] auf [0,1] . Die Funktion
exp (i-) : [O, g} —{2€U| Rez,Imz > 0}
1st eine Bujektion. Insbesondere ist
cos0=1 , sin0=0 , exp(i-0)=1
und
T T

COS§=0 , sin§:1 , exp(i~g>:i.

Fiir alle x € [0, g] , ist die “Lange des Bogens” auf U zwischen 1 und exp (ix) , d.h. die
Linge der “Kurve” {exp (iu) |0 < u <z}, gleich x .

BEMERKUNG 1 Sei n € N* . Die Linge des Polygonzuges durch die Punkte

exp(i-ﬁ-x) elU firk=0,1,...,n
n

<. k+1 ) ( k )
exp |- ‘r)—explt-—-x
n n

gegeben. Die Folge (I,,), .y ist konvergent und die Linge des Bogens auf U zwischen 1 und
exp (ix) wird dann durch

ist durch

[ :=1lim, [,
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7.6 Die Zahl 7

definiert. Eine allgemeinere Definition wird spéter gegeben (siehe 11.16).

i

sinz exp(za:)

(+5)

exp z-§~1:
(+5)

€Xp z-§~m

0 COST

BEMERKUNG 2 Somit stimmen die Funktionen cos und sin , die mit Hilfe der Eulerformel
exp (ix) = cosx +i-sinx

definiert wurden, mit den klassischen Funktionen, die geometrisch am Einheitskreis definiert
sind, iiberein.

™
)
sinx = cos 2% .

Aufgabe Zeigen Sie die Existenz eines x € [O ] mit
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Periodizitét der trigonometrischen Funktionen 7.7

7.7 Periodizitit der trigonometrischen Funktionen

Fiir alle n € Z gilt

(. 7r> ”
$2:¢ m- =) =1
p 5 ;

insbesondere
exp(i-m)=—-1 und exp(2mi)=1.

(1) 2mi—Periodizitdt von exp . Fiir alle z € C und alle n € Z gilt
exp (z +2mi-n) =exp(z) .

(2) 27—Periodizitidt von cos und sin . Fiir alle z € R und alle n € Z gilt

cos(x +2m-n)=cosz und sin(z+27-n)=sinzx.

(3) Fiir alle z € R gilt
cos(x+m)=—cosx , sin(zrtn)=—sinzx,

und T T
cos(xi—§>:$sin$ , sin<$i§>:ﬂ:cosx.

SATZ
(i)  Genau dann ist v € R Liosung von cosx = 0 bzw. sinz = 0 oder exp (iz) = 1 , wenn
r=%5+m-nbxw x=m-n oderx=2m-n firennecZ.

(i1) Die Funktion cos ist eine fallende bzw. wachsende Bijektion von [0, 7] bzw. [, 27| auf
[—1,1] .

Die Funktion sin ist eine wachsende bzw. fallende Bijektion von [—g, g] bzw. [g, 3”] auf
—1,1] .

(11i) Die Abbildung x — exp (ix) : R — U ist surjektiv. Fir alle z € U sind die Losungen
von exp (ix) = z der Gestalt © = u + 27 - n fir ein eindeutig bestimmtes u € |—n,m| und alle
n € Z . Man konnte auch u € [0, 27| wdhlen.

DEFINITION Fir alle z € U setzt man
arg z :=z falls z € |—m, 7] und exp (ix) = z .
Allgemeiner definiert man fiir jedes z € C*

z
argz :=arg— und arg0:=0.

E

Diese Zahl heifit Argument der komplexen Zahl z .

Es gilt dann
z=|z|-exp(i-arg z) .

Man konnte auch arg z € |—, 7r]. wihlen, mufl aber immer die getroffene Wahl prézisieren,
und darf diese nicht im Laufe einer Uberlegung wechseln !
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7.7 Periodizitét der trigonometrischen Funktionen

BEMERKUNG 1 Insbesondere ist exp (i-) : |—m, 7] — U bijektiv und die Abbildung
(r,p) — 1 (cosp+i-sing) : R} x |—m, 7] — C*
ist eine Bijektion mit Umkehrabbildung

zZ— (‘i,argz) :C* — RL x |—m, 7] .
z

Man nennt (r, ) die Polarkoordinaten von C* oder R? \ {(0,0)} .

BEMERKUNG 2 Die Funktion
R—U:z+—exp(i-x)

beschreibt die Bewegung eines Punktes auf U ; man sagt, daf} er sich in die positive bzw. negative
Richtung dreht falls = wichst bzw. fillt. Man spricht von einer parametrisierten Kurve (vgl.
11.1). Die Lénge des Bogens auf U zwischen 1 und exp (ix) ist gleich |z| .

BEMERKUNG 3 Die Funktion arg ist in allen Punkten von C\R_ stetig. In allen Punkten
von R_ ist sie unstetig, insbesondere in 0 und —1 .

Aufgabe 1 Bestimmen Sie die Menge der Punkte in denen die folgenden Funktionen stetig
sind:

(a) sin = r>0
f Ry —mR:z+— falls
0 r=0
(b) x-sin% x>0
g: Ry — R:z+— falls
0 z=0
1 1+
T T T T 1 #WAVAVA/\\ T T T 1
0 02 [ 04 06 08 1 0 Vb.\z/04 06 08 1
1 -1
. 1 : : 1
sin o 1d-smﬁ
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Periodizitét der trigonometrischen Funktionen 7.7
Aufgabe 2 Die Kreislinie U := {z € C | |z| = 1} sei mit der von C induzierten Metrik verse-

hen und f : U — R sei eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass f einen Antipodenpunkt z € U
besitzt, d.h. f (2) = f(—=2) .
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7.8 Grenzwerte einer Funktion

7.8 Grenzwerte einer Funktion

Seien X, Y metrische Rdume, z € X und f : X — Y eine Abbildung. Da genau dann
[ in x stetig ist, wenn fiir alle gegen = konvergente Folgen (zy), .y in X die Folge (f (7x));cn
konvergent ist und es gilt f (z) = limy, f (zx) , schreiben wir zur Abkiirzung

f(x) =lim,_, f(u) .
Sei jetzt f in x nicht definiert, d.h.
f: X~{z} — Y.

DEFINITION Ein y € Y heifit Grenzwert von f in x , falls fiir alle e > 0 ein § > 0 existiert,
so daB fiir alle u € X \ {x}
dx(u,l')<5 — dY(f(u)7g><5

Wir schreiben L
Yy = hmx;ﬁu—w f (U) )

da

SATZ Genau dann ist § € Y Grenzwert von f in x , wenn fir alle gegen x konvergente
Folgen (x1),cn i X N A{x} gilt § = limy, f (xy) .

BEMERKUNG Ist §j € Y Grenzwert von f in z , dann ist die Funktion f auf X definiert

durch
N f(u) uFw
f: X —Y u— falls

Yy u=2x

in z stetig. Wir nennen f die stetige Fortsetzung von f in x .

BEISPIEL 1 Die Funktion z +—— % : R* — R ist stetig.

sinc
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Grenzwerte einer Funktion 7.8

Man kann sie stetig durch 1 in 0 fortsetzen, da

sin x
=1.

lim(];ézao

Diese Funktion wird mit sinc bezeichnet, und heifit Sinuskardinal .

BEISPIEL 2 Die Funktion z —— % : C* — C ist stetig, und man kann sie stetig
durch 1 in O fortsetzen, da

-1
limo;,gz_)o —eXp (Z) = 1 .
z
Aufgabe 1 Berechnen Sie den Grenzwert
li 1 + L
iMysyo | — + —————
0700 1 —exp (x)

mit Hilfe der Restabschétzung r3 (siehe 6.16).

Aufgabe 2 Berechnen Sie den Grenzwert

exp (vVE) = 1- Vi

T

limz*)()‘k

Claude Portenier STETIGKEIT 145



7.9 Konvergenz in R

7.9 Konvergenz in R

DEFINITION 1 Eine Folge (2),cy in R heifit gegen +o00 bzw. —oo konvergent, wenn fiir
alle M € R% ein N € N existiert mit x, > M bzw. x;, < —M fir alle £ > N . Man schreibt
dann limy x;, = oo bzw. lim; x, = —oc0 .

LEMMA  Sei (v),oy eine Folge in R, . Genau dann ist limy, z;, = oo , wenn limy, i =0

gilt.
Aufgabe Sei (z1),.y €ine Folge in R . Genau dann ist lim; z;, = oo bzw. limy, 2, = —oo ,
wenn lim infy, x, = oo bzw. lim sup,, x;, = —oo gilt.

DEFINITION 2 Seien X ein metrischer Raum, z € X und
f: X~{z} —R.
Wir schreiben
lim, 2y s f (u) = o0 ,
falls gilt
limy, f (x) = £o0

fiir alle gegen x konvergente Folgen (z), .y in X ~ {x} .
Seien J ein Intervall in R mit sup J = co bzw. inf J = —oo und f : J — R . Wir schreiben

lim, .o f (1) =c€R bzw. lim, . o f(z)=c€eR,
falls fiir alle Folgen (x),cy in J mit limy, 2, = oo bzw. limy, 2, = —oo gilt

BEMERKUNG 1 Es gilt genau dann lim,_, f () = oo , wenn fiir alle M € R¥ ein b € J
mit

fx)=M firallex >b

existiert.

BEMERKUNG 2 Es gilt genau dann lim, .o, f (z) =c € R, wenn fiir allee > 0ein b € J
mit

|f (x) —c| <e pour tout z > b

existiert.
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Konvergenz in R 7.9

BEISPIEL 1 Sei p ein reelles Polynom vom Grade n , d.h. p(z) = Y ;¢ - 2! mit ¢; € R fiir
allel=0,...,nund ¢, #0 .

Ist ¢, > 0, dann gilt

lim, .op(z) =00 und lim, ., o p(x)=(-1)" 0.

KOROLLAR Jedes reelle Polynom p ungeraden Grades besitzt mindestens eine Nullstelle
inR . FEsistp(R) =R .

BEMERKUNG 3 Man kann zeigen (Fundamentalsatz der Algebra), dafl jedes komplexe

Polynom mindestens eine Nullstelle in C besitzt.

n

BEISPIEL 2 Fiir alle n € N gilt lim, ., 22 = o0 .

BEISPIEL 3 Fiir alle n € N gilt
lim, oo 2" -exp(—2z) =0 , lim,, 2" -exp(z)=0

und

. 1
limg~0z—0 2" - exp (— =00 .
x

BEISPIEL 4 Es ist exp (R) = R% =10, 00] .

Aufgabe 1 Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

(a) , ( 1)
lim, .o exp|{—— ] .
x

b .
(b) lim, sinh () .
exp (—z)
(c) ) 1 —cosx
llmoyéxﬁo T .
(d) lim sin x
THT—T T .
(e) , exp () —exp (1)
llm1¢xﬁ1 T —1 .

lim, o4 v/ - cos — .
T

Aufgabe 2 Zeigen Sie, daf} die durch

xo:=1 und xpyq:=ap-e “* firalle k €N
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7.9

Konvergenz in R

rekursiv definierte Folge (zy), oy positiv und fallend ist. Schlieen Sie daraus, daf sie konvergent

ist und berechnen Sie ihren Grenzwert.

Man definiert s; := Zf:o r; und zeigt, daB rp41 = e ** und (s;),oy gegen unendlich

konvergiert.

Aufgabe 3 Die Funktion
cosh : [0, 00 — [1, 00|
ist bijektiv.

Benutzen Sie Aufgabe 4.5.3
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Satz von Weierstraf} 7.10

7.10 Satz von Weierstraf3

DEFINITION Seien J ein Intervall in R und f : J — R eine Funktion. Wir sagen, dafl f
in £ € J sein Mazimum bzw. sein Minimum (auf J ) annimmt, falls
f(€§) =max f(J) bzw. [f(&)=minf(J)

gilt. Zur Vereinfachung sagt man Ezxtremum , wenn man nicht prézisieren will.

BEMERKUNG 1 Ist f eine stetige Funktion, dann nimmt f genau dann sein Maximum
bzw. Minimum auf J an, wenn der obere bzw. untere Endpunkt des Intervalls f (J) zu f (J)
gehort.

LEMMA Sei A eine nicht-leere Teilmenge von R . Es gibt eine wachsende bzw. fallende
Folge (x) ey in A mit

sup A = sup, vy = limg xp,  bzw. inf A = infy xp = limg 2y .

HAUPTSATZ Eine reelle, stetige Funktion f auf einen abgeschlossenen Intervall [a,b] in
R ist beschrinkt, und nimmt sein Mazimum wie sein Minimum auf |a,b] an.

BEMERKUNG 2 Die Behauptung des Satzes ist i.a. falsch wenn das Intervall unbeschréinkt
oder nicht abgeschlossen ist, wie es die Beispiele

1
id]071]

id[O,oo[ und

zeigen.

Aufgabe 1 Ist p ein reelles Polynom vom geraden Grad mit Hauptkoeffizient > 0 , so gilt
p(R) = [minp (R),o0[ .
Zeigen Sie zuerst, daf fiir ein € p(R) ein Intervall [a,b] in R existiert, sodaf fiir alle
x ¢ [a,0] gilt p(z) > 7.

Aufgabe Zeigen Sie, dal die Funktion
3 — 2
245

f:0,00f —R:x+—

ein Minimum besitzt.
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7.10 Satz von Weierstraf}

Aufgabe Zeigen Sie, daf die Funktion

1
f:]0,1] — 2z -sin—
T

ein Maximum besitzt.
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Umkehrfunktionen 7.11

7.11 Umkehrfunktionen

HAUPTSATZ Seien J ein Intervall in R und f : J — R eine stetige, streng wachsende
bzw. fallende Funktion. Dann ist f eine Bijektion von J auf f(J) , das ein Intervall mit den
Endpunkten inf f (J) und sup f (J) ist, und die Umkehrfunktion

Tr) —

1st eine stetige, streng wachsende bzw. fallende Funktion.

BEMERKUNG 1 Die strenge Monotonie ist eine notwendige Voraussetzung, wie das fol-
gende Resultat zeigt :

LEMMA  Seien J ein Intervall in R und f : J — R eine stetige Funktion. Genau dann ist
f ingektiv, wenn f streng monoton ist.

BEMERKUNG 2 Ist f streng wachsend, und ist inf J € J bzw. sup J € J , dann gilt
f(infJ)=inf f(J) =min f(J) bzw. f(supJ)=supf(J)=maxf(J) .

BEMERKUNG 3 Sind [ ein Intervall in R und
g: I —R:y+—g(y)

eine Funktion, dessen Verhalten man in der Ndhe von n € I , z.B. ihre Stetigkeit, untersuchen
mdochte, ist es manchmal giinstig eine Variablendnderung vorzunehmen, d.h. y = f (x) zu setzen,
wobei f : J — I eine stetige streng monotone und surjektive Funktion sei. Damit betrachtet
man das Diagramm

g
I — R
1 /

-1
und es ist dquivalent die Funktion g oder die Funktion go f zu untersuchen, da f und f bijektiv
stetig sind und es gilt

-1

g=1(gof)of.

Claude Portenier STETIGKEIT 151



7.11 Umkehrfunktionen

-1

KOROLLAR  Durch yx, := f (x) oder xy := [ (yx) ist eine Bijektion zwischen den Folgen
(7k) gy @ J und den Folgen (yi),cn in I = f(J) definiert. Genau dann ist (yy),cy gegenn € J

konvergent, wenn (xy),cy gegen & = } (n) konvergent ist. Insbesondere gilt
lim, ., g (y) =lim, ¢ go f(x) ,

d.h. existiert einer dieser Limites, so existiert auch der andere, und sie sind gleich.
Ist zusdtzlich f streng wachsend, so gilt

limg xp =infJ < limg yg = inf f (J)
und

lim x, =supJ <& limgyp =sup f(J) .

BEISPIEL (p-te Wurzel) Ist p € N* | so ist die Funktion
r— a2 R, — Ry
stetig streng wachsend und bijektiv, da
Sup,eg, ¥ = 00 .

Thre Umkehrfunktion stimmt mit der p-te Wurzelfunktion aus 5.6

V-iRy — Ry
iiberein.
2__
14
0 ’ l = l 0 ' : : :
0 1 2 0 1 2

r+— 2% und T — /T r— 2% und r — Yz
Dies liefert einen neuen Existenzbeweis der p-ten Wurzel, aber kein Algorithmus um sie zu
rechnen.

1
14y

Aufgabe  Sei (x}),.y eine Folge in R, . Zeigen Sie, dafl genau dann ( ) konvergent
keN

ist, wenn entweder (x),.y in Ry konvergent ist oder limy z, = oo .
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Umkehrfunktionen 7.11

Ty
tag Jpen

Es gilt die gleiche Aussage fiir die Folge (
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7.12 Der natiirliche Logarithmus

7.12 Der natiirliche Logarithmus

SATZ Die Funktion exp : R — R st stetig, bijektiv und streng wachsend, wie auch ihre
Umkehrfunktion

In:=exp': RY —R.
Insbesondere gilt

lim, ..wlnz =00 wnd lim, g lnzx=—00.

DEFINITION Die Funktion In heifit natiirlicher Logarithmus und fiir jedes v € R* nennt
man Inx der Logarithmus von x .

exp et In

BEMERKUNG Fiir alle z € R} und y € R ist
y=lhzr < expy) =z,
also
exp(lnz) =2z und In(exp(y)) =y,
sowie

Inl=0 und lne=1.
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Der natiirliche Logarithmus 7.12

Es sei bemerkt, dafl
In(2,3...-10%) =100 .

HAUPTSATZ (Funktionalgleichung von In) Fiir alle z,y € R* gilt
In(z-y)=Inz+Iny .

Aufgabe 1 Berechnen Sie

1
lim, .oz -1n (1 + —) ,
x

indem sie bemerken, dafl die Funktion
1
r+—In (1—1— —> 110, 00] — 10, 00|
T

bijektiv und streng fallend ist.

Aufgabe 2 Zeigen Sie, dafl die Funktion

ﬁmwﬁR%%M(x)

1—=x

streng wachsend und bijektiv ist.

Aufgabe 3 Zeigen Sie, dafl ein x € ]0, 1] mit
expxr+Inzx =0

existiert.
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7.13 Reelle Potenzen

7.13 Reelle Potenzen

Fiir alle a € R} , p € Z und ¢ € N* gilt
VvaP = exp (Z—) -In a) .
q
Die Funktion
Q—>Ri:£l—>\q/a7’
q
wird also durch die stetige Funktion
R— R} :z+— exp(z-Ina)
fortgesetzt. Ist insbesondere x = limy, % mit pr € Z und ¢ € N* | so ist

exp (z - Ina) = limy, %/ arr .

Dies fiihrt zur

DEFINITION Fiir alle a € R und x € R definiert man die x-te Potenz von a durch
a®:=exp(z-lna) .

Man hat

(Ina)-x

e =exp(z) , a®=e und In(a®)=xz-Ina .

SATZ Fiir alle z,y € R und a,b € R% gilt

1\*
a:}c—i-y:a:r'ay , (ax)y:amy , (_ =q r;
a

sowie
a®-b" = (a-b)" .
Die Funktion
r——a’ R — RY

ist stetig, bijektiv und streng wachsend, falls a > 1 bzw. streng fallend, falls 0 < a < 1 , wie
auch ihre Umkehrfunktion, die mit log, bezeichnet wird.

BEMERKUNG Fiir alle z € R} und y € R ist

y=log,z & a'=uz.

Es gilt
|
log, > = 2T nd o= log, .
Ina
In der Praxis benutzt man
log — 1 B In
0g = 1081y = 010’
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Reelle Potenzen

wobei
In10 = 2,30259... .

Aufgabe Zeigen Sie, daf die Funktion
fi=id-exp:a+——z-e" : RL — R
streng wachsend und bijektiv ist. Folgern Sie daraus, dafl die Gleichungen
v=gx-e und wu-v=y
eine Bijektion
RY xR} — RY x RY @ (2,y) — (u,v)

definieren. Formulieren Sie zuerst dieses Problem priiziser !
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7.14 Die Funktionen arccos und arcsin

7.14 Die Funktionen arccos und arcsin

SATZ Die Funktion cos : [0,7] — [—1,1] ist stetig, bijektiv und streng fallend, wie auch
thre Umkehrfunktion

arccos := cos ' : [—1,1] — [0, 7] .

Die Funktion sin : [—%, g] — [—1,1] ist stetig, bijektiv und streng wachsend, wie auch
thre Umkehrfunktion

arcsin :=sin"* : [~1,1] — [__ _}

1
1+
a 0 1
COoS arccos
1T 1
1 1 1 1
1+ 11
sin arcsin
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Die Funktionen arccos und arcsin 7.14

Fiir die explizite Werteberechnung von arccos und arcsin kann man die Taylorreihen (vgl.
Aufgabe 10.8.2) benutzen.
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7.15 Die Funktionen tan und arctan

7.15 Die Funktionen tan und arctan

DEFINITION Man definiert die Tangensfunktion durch
tan::% RN <Z+Z-7r> — R.
coS 2

und sagt, dafl tan z fiir alle z € R (% +7Z- 7r) der Tangens von x ist.

BEMERKUNG 1 Sie erfiillt die Funktionalgleichung

t t
tan (v +y) = a0z ¥ tany

s
falls 7, y, eR (— Z. ) .
1 —tanz-tany als Ty, T+ h 2+ i

Weiter gilt

tan (—x) = —tanz .

SATZ Die Funktion tg : ]—%, %[ — R st eine stetige, streng wachsende Bijektion und es
gilt

SUD,.¢) [tanaj = lim,_,z_tanz = oo

_n
272

und

infx G]

Ihre Umkehrfunktion

[tanx = lim,,_z; tanz = —o0 .

o

s
2

arctan := tan ! : R — ] _: E[
2'2

1st auch stetig streng wachsend und bijektiv.

tan arctan
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Die Funktionen tan und arctan

BEMERKUNG 2 Es gelten analoge Resultate fiir die Kotangensfunktion
cot ::E RNZ-m—R
sin

und ihre Umkehrfunktion

arccot := cot ' : R — 10, 7[ .

0 % % %
1 2 3 14
, ,

cot arccot

7.15

Fiir die explizite Werteberechnung von arctan und arccot kann man die Taylorreihen (vgl.

10.11) benutzen.
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7.16 Einige Anwendungen

7.16 Einige Anwendungen
(1) Fir alle a € R% gilt limy /a=1.
(2) Seis e R . Die Funktion
r+— 2" Ry, — R
ist eine stetige und streng wachsende Bijektion. Es gilt
lim, ,.cz° =00 und lim, o, 2°=0.
Dies zeigt auch, dafl man diese Funktion in 0 stetig fortsetzen kann durch

0°:=0 fiiralles>0.

3) Fir alle s € R gilt
( L g

|

lim,_, o nr_ 0 und lim, g, 2°-lnz=0.

l-s
4) Fir alle s € R, gilt
( ) + 8

limy, VEks =1 .

Aufgabe Berechnen Sie

(a) . Inz
M cpyoo —— .
1< In 2z
(b) I Inz
imyze .
1#e—1 z—1
(c) lim, o, - In?z .
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Komplexe Potenzen 7.17

7.17 Komplexe Potenzen

DEFINITION Fiir jedes z € C schreibt man analog zu reellen Potenzen

e* :==exp(z) ,

und fiir alle a € R’ definiert man

BEMERKUNG 1 Fiir w € C definieren wir w* nicht, da wir Inw definieren miifiten; dies
wiirde einige Probleme im Zusammenhang mit der Funktion arg , die nicht iiberall stetig ist,
aufrufen (vgl. Bemerkung 7.7.3). Diese Probleme werden in der Vorlesung ” Funktionentheorie”
diskutiert.

Ist z=x+1%-ymit z,y € R, so ist
e =e" eV =¢e"-(cosy+i-siny) .
Insbesondere hat man
e2=j , ¢™=—-1 und e =cosl+i-sinl.
Nach Definition 7.7 ist

5 = ‘Z‘ A ei-argz

mit argz € |—m, 7| .

SATZ Fir alle z,w € C gilt

2w = |Z| . |w| _ei(argz+argw)

;
mat
arccos Re é Imz>0
arg z = falls
— arccos Re é Imz <0

fur alle z #0 .

BEMERKUNG 2 Achtung es gilt nur

arg (z -w) = argz +argw mod 27 .

BEMERKUNG 3 Wihlt man arg z € [0,27[ , so gilt

arccos Re é Imz>0
arg z = falls
2w — arccos Re j Imz <0
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7.17 Komplexe Potenzen

BEISPIEL Die Reihe )",°, zlz ist fiir alle z € C mit Re z > 1 absolut konvergent.
Dies definiert eine Fortsetzung der Riemannsche Zeta-Funktion in die komplexe Ebene :

=1
C:{zé(C|Rez>1}—>C:z»—>Zl—z.

=1

Aufgabe Sei z € C* . Zeigen Sie :

(a)  Wahlt man argz € |—m, 7| , so gilt

arcsin IT;&Z Rez>0
arg z = T — arcsin ]\Hzllz si Rez<0et Imz>0
—7 + arcsin 12 Rez<0Oet Imz<0

|2l

(b)  Wahlt man arg z € [0, 27[ , so gilt

( arcsin h“;‘f Rez>0et Imz>0
arg z = T — arcsin % si Rez <0
mz Rez>20et Imz<0

27 + arcsin
\ |2|
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n-te Einheitswurzeln 7.18

7.18 n-te Einheitswurzeln

SATZ Fiirn € N* sind die Losungen in C der Gleichung
2" =1
die komplexen Zahlen

kL
e™n  firk=0,...,n—1.

DEFINITION Man nennt diese Zahlen die n-ten Einheitswurzeln .

BEMERKUNG Dies sind die Ecken, von denen eine 1 ist, eines reguliren Polygons mit n
Kanten.

KOROLLAR Allgemeiner sind fir w € C die Losungen von 2" = w durch

;argw+2n-k

1 .
mee firk=0,...,n—1

gegeben. Insbesondere sind die Losungen von z* = w

|w

. arg w s argw ;. 1 . argw
+im _|w|2 Lt TS ;

|w|%-e" > und |w|%-eZ 2

d.h.

Vo mit o= |w|? et

Diese Definition hingt aber von der Wahl der Funktion arg ab! Trotzdem wihlt man arg
mit Werten in |—m, 7] oder [0, 27| , so ist

1=+v-1.
Aber Achtung beim unbedachten Benutzen von /- :

—l= =Vl V= (1) = V=1,

Dieser Fehler ensteht weil gilt
arg ((—1)2) =arg(l) =0# 21 =arg(—1) +arg(—1) ,

also ist
Vo1V =1#4/(-1).

Losung der Gleichung zweiten Grades  Fiir alle a,b, ¢ € C mit a # 0 ist die Gleichung
a-224+b-2+c=0

+b e ¢
2+ —| =-——-
2a 402 a
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7.18 n-te Einheitswurzeln

dquivalent. Die Losungen sind also

(—bj:vﬁfiiﬁz).

a

Aufgabe 1 Schreiben Sie die Losungen der folgenden Gleichungen in der Gestalt z = x+1-y
mit z,y € R :

(a) 2=1.

(b) S=i—1,

© 22:1—1—2'-@
2 2

(d) 2 +2-2—i=0.

Benutzen Sie die Additionstheoreme um die Werte von cos und sin , die benutzt werden,
zu berechnen.

Aufgabe 2 Sei n € N* . Zeigen Sie, daf} fiir alle j =0,...,2" — 2 gilt

Tf1+ 2'j'% 1
ex 7 - = .
P o

k=0
Benutzen Sie die Aufgabe 3.12.2.

Aufgabe 3 Sei c € R’ . Zeigen Sie, daf die Menge aller z € C mit
|z| = 2c - sin (arg 2)

ein Kreis ist.
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