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1. Klausur zur

Analysis I

21. Dezember 2001
16:15 - 18:45 Uhr

Bitte bearbeiten Sie jede Aufgabe auf einem gesonderten Blatt, welches Sie vorher
mit Threm Namen versehen. Bldtter ohne Namen werden nicht gewertet. Als Hilfsmit-
tel sind Ihre Vorlesungs- und Ubungsaufzeichnungen zugelassen. Bitte achten Sie bei der
Bearbeitung der Aufgaben auf eine sorgfiltige und lesbare Darstellung und geben Sie, zu-
mindest stichpunktartig, Begriindungen fiir Ihre Rechnungen an. In der Vorlesung oder
den Ubungsaufgaben bewiesene Resultate kénnen ohne Beweis zitiert werden.

Viel Gliick !

Name:
Matrikel Nummer:
eMail- Adresse:

Zahl der abgegebenen Blitter:

Aufgabe | 1 2 3| 4|5 6 7| 8 9 | 10 | 11 | 12 | > | Note

Punkte







1. Klausur zur Analysis I

Aufgabe 1 Es seien A , B und C drei endliche Mengen. Zeigen Sie
(a)
(AUB)NC=(AnC)u(BNCO) .
(b)
#(AUBUC) =

=#(A)+#(B)+#(C)—#(ANB)—#(ANC)—#(BNC)+#(ANBNC) .

Aufgabe 2 Sei R ein Ring und P C R eine Teilmenge mit folgenden drei Eigenschaften:

P1  Fir jedes € R gilt genau eine der drei Alternativen
=0 oder z€P oder —zeP.

P2 Ausz,yePflolgtze+yecP.

P3 Auszx,yec P folgt xy e P .
Zeigen Sie, dass R durch

r<ysx=y oder y—zeP

zu einem total geordneten Ring wird.

Aufgabe 3 Beweisen Sie fiir n € N die Formel

;k(k+1)(k+2)_i-n(n—l—l)(n+2)(n+3) .

Aufgabe 4 Beweisen Sie fiir x € R \ {0} die Ungleichung

L ysso(esl !
2" Ze\tT 272

Aufgabe 5 Betrachten Sie die Abbildung

1
firw— —+1:{z€C |0<Rez<1l}—{2€C |0<Rez} .
w

Zeigen Sie, dass die Abbildung f wohldefiniert ist und untersuchen Sie, ob sie bijektiv ist.

Aufgabe 6 Bestimmen Sie die n € N~ {0} , fiir die die Menge

e

beschrénkt ist, und berechnen Sie Infimum und Supremum der Menge M,, fiir diese n .




1. Klausur zur Analysis I

Aufgabe 7  Untersuchen Sie unten stehende Folgen (ay),., auf Konvergenz und be-
stimmen Sie im Falle der Konvergenz den jeweiligen Grenzwert:

(a)

5.8% — 7.3k
(k—28) (4F + k2 — 1)

Qp =

(b)
i 5 k2 +9
ay = [(—1) + 2} (K2 + k) (k2 — 2k)

Aufgabe 8 Zeigen Sie, dass die durch
15
ap:=1 , agm ::\/ak+zfﬁrk‘€N

rekursiv definierte Folge (ax), .y konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.

Aufgabe 9 Sei (X, d) ein metrischer Raum und 6§ : X x X — R, die durch

d(z,y)
= 20V fall X
6(x,y) T+ d(o.y) iir alle z,y €

definierte Metrik.
Zeigen Sie: Fiir x € X konvergiert eine Folge (7). C X genau dann beziiglich d
gegen x , wenn sie beziiglich 6 gegen = konvergiert.

Aufgabe 10  Seien (2;),cy, (Wk)gey € C Folgen. Zeigen Sie: Wenn (z;), beschrinkt
ist, ist (2 + wg), genau dann beschrénkt, wenn (wy), beschréinkt ist.

Aufgabe 11 Zeigen Sie, dass die Reihe > 7 L konvergiert.

n=0 nn

Aufgabe 12 Zeigen sie, dass die Reihe
S Vi
k=0

fiir |z| < 1 absolut konvergiert und fiir |x| > 1 divergiert.
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Losungen der 1. Klausur zur

Analysis I

Aufgabe 1

(a)  Die Inklusion ’D’ ist trivial, kann aber auch #dhnlich wie 'C’ bewiesen werden: Es
gilt ndmlich

(x€Aoderze By undreC = (zx€AundzeC) oder (x € Bund z € C)

mittels des Beweisprinzips durch Fallunterscheidung.
(b)  Es gilt durch dreimalige Anwendung der Formel # (X UY) = #X+#Y —-# (X NY):

#(AUBUC) =#(AUB)+#C —#((AUB)N0O)

=H#A+H#B+H#C —#(ANB)—#(ANC)—#(BNC)+#(ANBNCO) .

Aufgabe 2

Reflexivitat: Es gilt x

Lzfirallexre R,dax=ux.
Antisymmetrie: Sei x < y und y < x . Dann ist y — z = 0 oder
y—z€P und z—y=—(y—z)€P.

Nach P1 muss ¢ —y = 0, also x = y sein.

Transitivitdt: Sei x < y und y < z . Fiir x = y oder y = z ist die Behauptung
trivial. Nehmen wir also an, dass

y—z€P und z—yeP.
Wegen P2 ist dann auch
z—r=(z—y+y—2z)€P,

alsoist x < 2z .

Sind z,y € R , so gilt nach P1, dass genau eine der drei Moglichkeiten
rx=y oder x<y oder y<=zx

zutrifft, also ist die Ordnung total.
Seien z,y,z € R mit x <y . Es ist

r+2z2<y+z



Losungen der 1. Klausur zur Analysis I

genau dann, wenn
(y+z2)—(x+z2)=y—2=0 oder y—z€P,

d.h. genau dann, wenn x < y ist.

Seien x,y,z € Rmit x <y und z > 0 . Der Fall x = y oder z = 0 ist trivial. Sei
alsoxr <yund z >0, d.h

y—x€P und ze€P.
Nach P3 ist dann auch

(y—x)z€P,
d.h. esist (y—x)z>0.
Aufgabe 3 Fiir n =0 gilt
. 1
S k(k+1)(k+2) = 0=--0:1:2:3.
k=1
Die Formel gelte fiir n > 0 . Es gilt
n+1 n
> k(k+1)(k+2) =) k(k+1)(k+2)=(n+1)(n+2)(n+3)

n=1

und

i(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)—in(n+1)(n+2)(n+3)—

= 1A ) () (043 (it A=) = (1) (0 +2) (n+3)

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt die Behauptung.

Aufgabe 4 Es gilt

1 1 1 1 1\?2 1 1 1 2
2’ +—-2(z+=)+3==(a+~-) —2(z+=|+2==(z2+=—-2] >0
2 212 T 2 T T 2 T

und somit die Behauptung.

Aufgabe 5 Zuniichst ist zu zeigen, dass fiir 1 > Rew > 0 gilt Re (i + 1) > 0. Ist
1> Rew >0, so0ist w+# 0, also macht i € C Sinn. Weiter gilt



Losungen der 1. Klausur zur Analysis I

d.h.

1 1 1
Re<—+1):—|2Re@+1:—|2Rew+1>1.
w

|w |w

Falls i +1= % + 1 ist, folgt leicht z = w , also ist f injektiv. Nach obiger Rechnung
sieht man schon ein, dass alle z € C mit Rez < 1 nicht als Wert angenommen werden
konnen. In der Tat ist £ € {z€ C |0 <Rez}, aber

1 1
—+1:§ — w=-2¢{z€C|0<Rez<1}.
w

Aufgabe 6 Es gilt

(5 ()] (-2 6
oo (13) () o (13) o 2

ist und die Folge (1 + L) rey fallend ist, ist die Menge genau dann beschréinkt, wenn

2k
5 l
Supl <—> < 0.
n

Dies gilt genau dann, wenn 2 < 1, d.h. wennn > 6 .

Die Folge ((%)l> ist dann fallend. Da (—%)l genau dann positiv ist, wenn [ gerade
l

5\ 5\ 5\°
sup; - = max; - = - =1,

denn fiir [ > 1 ist (%)l <1, und

o (=) =i (-2) = (-3) =
inf;{—— ) =miny { —— ) =|——| =——.
n n n n

Mit dem oben Gesagten gilt aulerdem

1 1 1
supk<1+§>:maxk(1+?):1+§:2,

1 5\ 1 5\
Supy (1 + ?> <—5) = supy, <1 + ﬁ) - sup, <_ﬁ) =2.1=2
. 1 5\ 1 5\
e (150) () === (1) (+5)

ist, folgt

Es folgt

sowie



Losungen der 1. Klausur zur Analysis I

1 5\ 1\ . 5) 5 10
= —supy 1—|—? ssup — | =) = supy l—l—? -inf; - =2 )=

Aufgabe 7
(a) Es gilt
. s (-4 ()") _
s (e ) e - Q)
_ 5k (9)"
(@) (e B )
Da

lim, k"¢* =0 firalle neN,g<1,

folgt mit den Grenzwertsétzen, dass (ay), konvergiert mit

5 — limg k7 - (2)"
(k- (3)" = 1) (1 timg k2 - (1)~ limg (3)")

(b) Es gilt mit Grenzwertséitzen

=—-3.

limk ap —

E+9 + = (k)
k(=28 (111

5
Da die Folge (((—1)k + 2) ) beschrinkt ist mit
k

‘((—1)’“ +2)

folgt, dass (ay), eine Nullfolge ist.

5
< )(—1)’“ +2‘ < 3% =243,

Aufgabe 8 Die Folge ist nach oben beschrénkt durch 2745 . In der Tat gilt

] 4<25
an = - — _
0 4 47
und ist a; < 2745 , so folgt
15 25 15 5 15 25
— <

ak+1:\/a7k+4\ Z+z=§+zzz.

Weiterhin ist die Folge wachsend. Denn

15
@1-&0:&1—\/61_0:1>0



Losungen der 1. Klausur zur Analysis I

und ist axy1 — ax = 0, so folgt

A2 — Qg1 = \/Qry1 — V/ar = 0.

Also konvergiert die Folge gegen ein a mit 1 = ay < a < % . Es gilt fiir b = \/a

nN° 1, . 15
b—=) —==b"—-b=a—a=limy (ay — ar) = — ,
2 4 4
also folgt
1 5
b==-+4+2=—
2+ 2
und somit
I 25
1mkak_a_4.

Aufgabe 9 Sei z = limy xy, beziiglich d , d.h. limgd (z,2;) = 0 . Es folgt mit den
Grenzwertséitzen

limyd(z,2z) 0
1 +limgd(z,2;) 140

limy 6 (z, ) = 0,
d.h. limy z; = x beziiglich ¢ .
Umgekehrt beachte
d(r,y) _ 1+d(zy)

(:9) 1+d(z,y) 1+d(x,y)

Also gilt fiir limy, 2, = x beziiglich § , d.h. lim 6 (2, 2;) = 0 , mit den Grenzwertséitzen

limg 6 (z,2) 0
1—limgé(x,2) 1-0

limy d (z,zx) = =0,

d.h. limy z; = z beziiglich d .

Aufgabe 10 Es gibt ein C} > 0 mit |z;| < C fiir alle k € N .
Wenn (wy) beschréinkt ist, gibt es ein Cy > 0 mit |wy| < Cs fiir alle k € N . Es folgt

|2k + wi| < |2z + |wg] < C1+Cy fiiralle keN,

d.h. die Folge (z) + wy) ist beschrénkt.
Falls (zx + wg) beschrinkt ist, folgt, da (—zj) beschrénkt ist, mit dem obigen, dass

(wi) = (26 +wi + (—21))
beschrankt ist.

Aufgabe 11 Es gilt

(n+1)!

1)t T 1 " 1\ " 1
Vias A g (L) ey =(14=) M=-<n,
e n+1 n+1 n e

nn




Losungen der 1. Klausur zur Analysis I

also folgt die Behauptung aus dem Quotientenkriterium.

Aufgabe 12 Fiir |z| > 1 ist <\/E . :rk) keine Nullfolge, denn

‘\/%-xﬂ}ﬂ}l firalle k>1

also divergiert die Reihe.
Ist |z] <1, so gilt

‘vk%—l xkt

k1 1\
= 1
| = el = (1)l el <

also folgt aus dem Quotientenkriterium, dass die Reihe absolut konvergiert.

10
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2. Klausur zur

Analysis I

12. Februar 2002
9:15 - 11:45 Uhr

Bitte bearbeiten Sie jede Aufgabe auf einem gesonderten Blatt , welches Sie vorher
mit Threm Namen versehen. Bldtter ohne Namen werden nicht gewertet. Als Hilfsmit-
tel sind Ihre Vorlesungs- und Ubungsaufzeichnungen zugelassen. Bitte achten Sie bei der
Bearbeitung der Aufgaben auf eine sorgfiltige und lesbare Darstellung und geben Sie, zu-
mindest stichpunktartig, Begriindungen fiir Ihre Rechnungen an. In der Vorlesung oder
den Ubungsaufgaben bewiesene Resultate kinnen ohne Beweis zitiert werden.

Viel Erfolg !

Name:

Zahl der abgegebenen Blitter:

Aufgabe | 1 2 3| 4|5 6 7| 8 9 | 10 | 11 | 12 | > | Note
Punkte

11






2. Klausur zur Analysis I

Aufgabe 1 Bestimmen Sie (mit Beweis) die Menge der n € N | fiir die gilt

n n
n! < (—) )
2

Aufgabe 2 Sei a € C . Bestimmen Sie die Menge
Z={z€C ||z—a|=|1—-az|}
sowie
sup|Z| und inf|Z| .
Hinweis: Unterscheiden Sie die Fille |a| =1 und |a| # 1 .

Aufgabe 3 Untersuchen Sie die unten angegebenen Folgen in C auf Konvergenz und
bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

(a)
Ny
Qp = Z E
j=1

ar = Vk*+3k—k

3k5 + 9k — 1 2 k

7 —_—

(Tk — k8) (17k2 - \/E> k+1

ap =

Aufgabe 4 Untersuchen Sie die rekursiv definierte Folge (a), oy mit
1
ap:=—= und ap,:=—— firallekeN
2 2 — Qg

auf Wohldefiniertheit, Konvergenz und bestimmen Sie ggf. den Grenzwert.

. 2k 1
Aufgabe 5 Seiap:=) -, 7.
Berechnen Sie aj41 — ay , und zeigen Sie, dass die Folge (ay),y eine Cauchy-Folge
ist.

Aufgabe 6 Seien (a;),cy , (01),cy € C Folgen. Beweisen oder widerlegen Sie die folgende
Aussage:
Falls %, a; konvergiert und (b;) beschrinkt ist, konvergiert > =, ab; .

13

(0.5)

(1.5)



2. Klausur zur Analysis I

Aufgabe 7 Untersuchen Sie die folgenden Reihen »°,°, a; auf Konvergenz und Diver-
genz:

(a)

ViF1-V1-1
a; ‘= \/ﬁ .

B 1—|—sin(7r- (l+%))
l .

aj .

Aufgabe 8 Untersuchen Sie, fiir welche x € R die folgende Reihe konvergiert und ob
evtl. absolute Konvergenz vorliegt:

ig?)ln:l

=0

Aufgabe 9 Fiir welche a € R ist die Funktion

a T =
fo:[0,71] —m R:z+— falls

stetig auf [0, 7] 7

Aufgabe 10 Zeigen Sie, dass genau ein x € [0, 1] existiert mit

-2 =exp(z—1) .

Aufgabe 11 Zeigen Sie, dass die Funktion
f:[0,00] — R : z+—— sin (z) exp (—x)

ein Maximum besitzt.

Aufgabe 12 Zeigen Sie, dass die Funktion
f:[0,00] — R : 2+ exp(x) — sin (exp (—z))

injektiv ist, und bestimmen Sie ihr Bild f ([0, 00[) . Beweisen Sie weiterhin, dass die
Umkehrfunktion

71 F([0,00) — [0,00]
stetig ist.

14
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Losungen der 2. Klausur zur

Analysis I

Aufgabe 1 Zunéchst gilt die Ungleichung nicht fiir n € {1,...5} , jedoch fiir n = 0 und

n = 6 (Induktionsanfang). Nach Blatt 8 ist die Folge ((1 + %)k) monoton wachsend,
k=1
sodass

1\* 1 1\*
2:(L+D1<<1+E) bzw. k+1<k; -<k2 )

fiir alle £ > 1 gilt. Es folgt unter der (Induktions-)Annahme n < (%)n der Induktions-
schritt

(n+1ﬂ—@r+n-m<(n+n-G§n<"+l-(n+1)ﬁ(ﬁy{—<”+1)M1.

2 2 n 2 2

Die gesuchte Menge ist somit {0} U{n e N |n >6} .

BEMERKUNG Ersetzt man n! durch (n + 1)! wird die Bestimmung erheblich schwe-
rer. Zunichst gilt zwar fiir alle £ > 8

2(k+2) 244 1\* 1\"
=—* <25< o) <(1+7)

k+1 141

also

E+1 [k+1\"
k+2< : ;
e ()

und man kann fiir n > 8 wie oben den Induktionsschritt durchfithren. Aber man erreicht
den Induktionsanfang erst sehr spiit, némlich fiir n = 18 | sodass die gesuchte Menge
gerade {0} U{n € N |n > 18} ist.

15



Losungen der 2. Klausur zur Analysis I

n (n+1)! (2)" ()" = (n+1)!
0 1 1 0
! 2 ! E
2 6 1 -5
27 165
3 24 5 -
4 120 16 —104
) 720 % _ %
6 5040 729 —4311
7 40320 82325843 o 43?;;117
8 362 880 65 536 —297344
74204 47

9 3628 800 38 5?2 89 1 0551225 111
10 39916 800 9765625 —30151175
11 479001 600 285 3;)2870 611 69 682%2(836 189
12 6227020 800 2176 782 336 —4050 238 464
13 87178291 200 302 8758110962592 253 411 2898415942918 147
14 1307674 368 000 678223072849 —629451295 151

437893 890 380859 375 247704 088 669 124 625
15 2092278988800 90 38 — 247704085 66
16 355687428 096 000 281474976 710656 —74212451 385 344

724 764177 447084
17 6402373705728 000 8272 026113538(?73236 641 _ 11931 66131(())?23 651823
18 121645100408 832000 150094 635296 999 121 28449534 888167121
19 2432 902 008 176 640 000 1978419 655562640238183 589123979 702 878 327 ggz ggg 356 803 979

20 51090942171709440000 100000 000000000000000 48909057 828290560000

Aufgabe 2 Genau dann gilt |z — a| = |1 — az| , wenn
(z—a)F-a)=(1-az)(1-az) < [+ =1+]af |2 ,
also wenn
(1= faf?) |2 = 1~ Jaf
gilt. Wenn |a| = 1 ist, ist Z = C , andernfalls

Z={z€Cll|z|=1}.

16
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Damit gilt
1 la| #1 1 la| # 1
inf |Z| = falls und sup |Z| = falls
0 la| =1 00 la| =
Aufgabe 3
(a) Es gilt
k
1 1 k(41D 11 1
“E LI E T Tatw
(b) Es gilt
k% + 3k — k2 3 3
ap = = —_— =
k+Vk?+ 3k 2
tVESE3E 143
(c) Esgilt

1
— I 0

3k° + 9k — 1 B 7 0
7_#) 17
kVk

+ 5
(k= k) (172 = VE) (& 1) (1

=0,

d.h. ((719—1};5))(197]21\/@)) ist konvergent. Demnach ist (ax), genau dann konvergent, wenn
k

k+1 k
wenn die Folge der Werte

[k+1 2 | kK e
o k+1—l , ke N,

(2k)2 AR2 ) (3k)2 .ok .
iR — % — 0 =1 und 2(3) =" =

2 . . . 2
(zk . k ) konvergiert. Da, limys; /%2 = 1 , konvergiert (zk . ”k%l) genau dann,
k k

konvergiert. Aber

)
denn

. . . .gk+1 .9\ 9% .9k .
i=i'=4 und 7’ :(29) = =...=q.

Also hat (@k2> verschiedene Hiufungspunkte und ist somit divergent. Damit ist auch (ay,)
divergent.

Aufgabe 4 Behauptung: Es gilt a, < 1 fiir alle £ € N . In der Tat gilt ag = % <1,
und ist a; < 1, so folgt

2—ap,>2—-1=1,

also ist a1 wohldefiniert und

Ap+1 = <1.

Q—Gk

17
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Damit gilt die Behauptung. Weiter gilt fiir alle £k € N
1—Q2—ap)ar=0a? —2a,+1=(a,—1)>>0.
Da 2 —a; > 1 > 0 ist, folgt

A1 = > ay ,

d.h. (ay), ist streng monoton wachsend und durch 1 beschrénkt, also konvergent. Fiir
den Grenzwert a = limy, a gilt mit den Grenzwertséitzen

1
a=5— & (a—1°=0 o a=1.
Aufgabe 5 Es gilt
2k+2 1 1
wr—a= 313 -
R lk+1l k:+1) 2k+1  k+1
1 1 B 1
B 2k+1 2(k+1) 20Rk+1)(k+1)"
Diese Zahl ist > 0 und < k+1 . Sei nun € > 0 . Da die Reihe ) ;7 o 1) konvergiert,
gibt ein n € N mit Z k—p (k+1) Lcefiralleg>p>n. Seienp,g=>n,Eqg>p. Esgilt
mit dem obigen
q—1 q—1 1
|aq—ap|:aq—ap:2(ak+1—ak)g —3 S
k=p k=p (k T 1)
Daraus folgt die Behauptung.
Aufgabe 6 Die Aussage ist falsch, denn die Reihe
Z a Z 1)l konvergiert
AN

nach dem Leibniz-Kriterium, wihrend mit b, = (—1)l die harmonische Reihe
Z ab; = i L bekanntlich divergiert,
+1

obwohl (b;) durch 1 beschréinkt ist.

18
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Aufgabe 7
Es gilt
ViF1—vi—1 (VI+1-VI-1)(VI+1+VI-1) 21 1
2BV

Vi3 VB (VIF1+VI—1)

Nach dem Majorantenkriterium ist >, a; (absolut) konvergent.
Man hétte auch folgendermaflen vorgehen kénnen. Es gilt

Vi+1—VI1—-1<1 firallel >2.

(a)

(ﬂ+1)2_

In der Tat ist die Funktion /- wachsend und somit
l+2VI—-121+22>21+1.

Daraus folgt

1 1
_:l_3 firalle [ >2.
2

azg\/l—g

Nun ist % > 1, also nach Abschnitt 6.2 ) 2, # konvergent. Nach dem Majorantenkri-

terium ist auch Y ;°, a; (absolut) konvergent.

(b) Es gilt
. 1+cosml 14 (=1)
l pu— = .
l l

!
Die Reihe ) 2, % konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium; wiirde also >~ a; kon-

vergieren, so wiirde auch
SIS S
l
=1

o0
D -

l
=1 =1

konvergieren, was nicht der Fall ist. Daher divergiert die Reihe.

Aufgabe 8 Es gilt fiir |z| < 1, dass
o — 2 <1,

3/3 (l 4 1)1.1—&—1

eI

sl +1
also konvergiert die Reihe in diesem Fall absolut nach Quotientenkriterium (vgl. Skript,

B [

Kapitel 6.9, Satz und Bemerkung 2). Fiir |z| > 1 ist
V3l a!| > V3

keine Nullfolge , also divergiert die Reihe in diesem Fall.

also (\?’/ﬁ . :cl)
lEN

19



Losungen der 2. Klausur zur Analysis I

Aufgabe 9 Fiir § # x € [0, 7] ist cosz # 0, also ist f, dort stetig. Weiter gilt

sin 2x . 2sin x cos x . . .o
=limz4y 7 ———— =limz, .z 2sinz =2sin- =2.
2 2 COS ¥ 2 2 2

lim= r—X
27 2 cosx

us

5, also iiberall, stetig, wenn a = 2 .

Da f, (g) = a ist , ist f, genau dann in
Aufgabe 10 Es gibt ein solches x , denn fiir die stetige Funktion
f:[0,1]] —m R:z+—exp(z—1)—(1—2°)

gilt

und
f(1)=1+exp(0)—1=exp(0)=1>0,

also hat nach dem Zwischenwertsatz (oder dem Satz von Bolzano) f eine Nullstelle z €
[0,1] , d.h. die Gleichung hat eine Losung 2 . Da 1 — id* auf [0, 1] streng fillt und
exp (id —1) als Verkniipfung der streng wachsenden Funktionen exp und id —1 ebenfalls
streng wachsend ist, ist f streng wachsend, also x eindeutig.

Aufgabe 11 Es gilt

f (g) = singexp (—g) = exp (—g) =e>0.

Da sin < 1 ist und exp (—id) streng fallt mit lim, . exp (—z) =0, gibt es R > 7 mit
f(x)gg fir alle >R .

Das Maximum der stetigen Funktion fjjo ) existiert nach Weierstrass und ist > € , also
ein Maximum von f .

Aufgabe 12 Die Funktion exp ist streng wachsend, und die Funktion exp (—id) ist
streng fallend. Ferner ist fiir x > 0

exp (—x) = Fl(x) €]0,1] .
Da die Funktion sin auf [0, 1] wachsend ist, folgt fiir z,y € [0, 0o mit x < y
expy —expx > 0 > sinexp (—y) — sinexp (—z) ,
also
f(y) = expy —sinexp (—y) > expz —sinexp (—z) = f (z) ,
d.h. f ist streng wachsend und somit insbesondere injektiv. Da f als Verkniipfung stetiger

-1
Funktionen stetig ist, ist f : f ([0, 00[) — R somit ebenfalls stetig und streng wachsend.
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Losungen der 2. Klausur zur Analysis I

Weiter gilt
f(0) =exp(0) —sinexp (0) =1 —sinl .
Somit ist
1—sinl e f([0,00[) C[1—sinl, o0 .
Da sin beschrénkt ist, gilt weiterhin
00 = lim, . exp (z) =lim, . f () .

Ist also R > 1 —sinl, so gibt es z > 0 mit f () > R . Mit dem Zwischenwertsatz folgt,
dass es y €]0, z[ mit f(y) = R, so dass R € f ([0, 00]) ist. Damit gilt

f([0,00]) =[1 —sinl, o0 .
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Wiederholungsklausur zur Analysis 1

Aufgabe 1 Essein € N\ {0} .

(a) Zeigen Sie mittels der binomischen Formel

o 2n 2n
2 :Z(k)
k=0

(b) Folgern Sie : Die Anzahl der mindestens (n + 1)-elementigen Teilmengen einer 2n-

elementigen Menge ist gleich
1 22'rL o 2n
2 n '

Aufgabe 2 Zeigen Sie fiir allen € N\ {0} und z € C

n—1 2" —1
H <1+z2k) = Zzl .
k=0 =0

Aufgabe 3 Untersuchen Sie die unten angegebenen Folgen in C auf Konvergenz und
bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

(a) )
2kt kT . 1

+Z‘ —

(7k — k) (6k2 ~ V/F) k
(55)

Aufgabe 4 Untersuchen Sie die rekursiv definierte Folge (a), oy mit

5 1
—0 und =2
o e G =g az +1

ap =

(b)

ap = CoS

fiir alle k € N

auf Wohldefiniertheit, Konvergenz und bestimmen Sie ggf. den Grenzwert.

Aufgabe 5  Sei (ax),cy C C~ {0} eine gegen a € C~ {0} konvergente Folge. Beweisen

Sie:
o0 o0 1
Z|ak+1—ak|<oo < Z - —
k=0 k=0

1
Ar+41 Qg

< 00 .
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Wiederholungsklausur zur Analysis 1

Aufgabe 6 Fiir welche z € R konvergiert folgende Reihe? Fiir welche = konvergiert sie
absolut?

Jj=1

Aufgabe 7  Zeigen Sie, dass fiir z € [0, 3] die Reihe ;% (1 +1) (—z)' konvergiert mit

1-20 <Y (14+1)(-2)' <1—22+32” .
=0

Aufgabe 8 Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

(a)

(b) 1
limg<p— 0 /T - cos <;)

Aufgabe 9 Fiir welche a € R ist die Funktion

a z=20

exp (—=) - \/gc—T4 - cos (%) z#0

fo R—R:z+—

stetig auf R 7

Aufgabe 10 Zeigen Sie, dass die Gleichung

2+ cos(y) = oy E;SC((;S) W)

genau eine Losung im Intervall }O, 3 [ besitzt.
Aufgabe 11 Zeigen Sie, dass die Funktion

f:]0,00[ — R:2+— 2° - exp (—2)

ein Maximum besitzt.
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Wiederholungsklausur zur Analysis 1

Aufgabe 12 Zeigen Sie, dass die Funktion

f:10,00[— R:zr—In(z +e) +cos (m)

injektiv ist, und bestimmen Sie ihr Bild f ([0, 00[) . Beweisen Sie weiterhin, dass die
Umkehrfunktion

7+ £([0,00) — [0,00]
stetig ist.
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Losungen der Wiederholungsklausur zur

Analysis I

Aufgabe 1

(a)  Es gilt mit binomischer Formel

k=0 k=0
(b) Es gilt
2/ 1[N (20 = (2n
pucmipznen= 3 () =3(5 (1) £ )
k=n+1 k=n+1 k=0
_ 1 g2n _ 2n
2 n '
Aufgabe 2 Beweis durch Induktion nach n . Sei n =1 . Es gilt
0 2-1
H(l—szk) :1+z=sz :
k=0 k=0
Die Formel gelte fiir n € N~ {0} . Es gilt
n 2n—1 2n—1 n—1 antl_g
ISR EESDIEED DEED SEAED DI
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

denn 2" + 2" = 271

Aufgabe 3
(a) Es gilt

1 1
L —| K< N
# Vi <=0,

—2k*+ k-7 2455 -2 1

(Tk — k2) (61:2—\@) (1) (6_;(%) 6 3°
29
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Losungen der Wiederholungsklausur zur Analysis 1
Damit folgt limy a;, = % .

(b) Es gilt
| EE L N

Da cos eine stetige Funktion ist, folgt
y k" 1
imycos (| —— | =cos| -] .
i k+1 e

Aufgabe 4 Esgilt 0 < ap < % . Inder Tat: ag =0 € [O, %] und induktiv gilt a3 +1 > 1,
also ist a1 wohldefiniert und

1
1+af

<

co| Ut
co| Ut

Q41 =

Offenbar ist ag 1 >0 .
Die Folge erfiillt die Cauchybedingung. In der Tat:
}ai—l - ai‘ o

5
a —ag| = = L = -lap_1+ap| - |ap —ap_1] <
e — sl = S o Ty ary 5o o — o

D,5 | << 25\ * ( ) 5 /25\"
< - c— | — Qu_ SRR J— -lar — aq — — . JR— .
g “ g TR Tk 32 L5077 g7\ 32

Damit folgt fiir k& > [

N

—1 k—1 j
5) 25\’
lax —arl < Q_laj — a5l < 5 > (3—2) :

j=l j=l

Da % < 1, konvergiert die dazugehorige geometrische Reihe, so dass es zu gegebenem
€ > 0 ein n € N gibt, so dass die rechte Seite der Ungleichung < ¢ ist, wann immer
k,l > n . Daher ist (a;) eine Cauchyfolge und somit konvergent. Der Grenzwert a erfiillt

die Gleichung

—_

5
s dd4+a—==0

= 1+a? 8

co| ot

und die Bedingung % >a>20. % ist eine Losung dieser Gleichung. Es gilt fiir % >b2>20

bP4+b—2 b 5
— P4 -+2>0
b1 EER RS

also hat die kubische Gleichung keine anderen Losungen mit dieser Bedingung und es
folgt a = % .
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Losungen der Wiederholungsklausur zur Analysis 1

Aufgabe 5 Da a > 0 ist, gilt € := infap > 0 . Es folgt
1 1

|ak - ak+1|

< 2|ak k1 -
p+1 Ak |aka1] €

Daher folgt die zweite Aussage aus der ersten mit dem Majorantenkriterium. Die umge-
kehrte Implikation folgt mit der ersten, angewandt auf die Folge (i) C C~ {0}, denn
es gilt nach Grenzwertséitzen
1 1
hmk — = - 7£ 0 5
a

ag

so dass diese Folge die Voraussetzungen der ersten Implikation erfiillt.

Aufgabe 6 Es gilt

I+1 | +1 1
z Zj:l j

1 L1

— 4 1z 1
= zlxl~%=|xl~<l+—ll>ﬂxl,
ai'zj:l; Ej:l} (l+1)2j:1}

da die harmonische Reihe Z;’il % divergiert. Nach dem Quotienkriterium konvergiert die
Reihe also fiir |z| < 1 absolut. Ist hingegen |z| > 1, so gilt

l1

Jj=1

>1>0,

also ist ( Z i1 ) keine Nullfolge und die Reihe divergiert.

Aufgabe 7 Sei 0 <z < % . Dann ist ((l +1)- xl)l>0 eine Nullfolge. Falls [ > 2 ist, gilt
3 I+1
x<1 < l+—2 yalso (14+2) -2 < (I+1)-2

Damit ist die Folge (({ + 1) - ) fallend und nach dem Leibnizkriterium folgt, dass die
Reihe 30°, (=1)' (1 + 1) 2 konverg1ert mit

o0

0<Z(—1)l(l+1)-ml<3-x2.

k=2

Durch Addition von 1 — 2z erhélt man die Behauptung.

Aufgabe 8
(a) Es gilt
inh 1 1 1 1
lim, ., 51:7; =lim, , iex (ex — e_f”) =3 (limx_,oo 6_2“”) 5= 5"
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Losungen der Wiederholungsklausur zur Analysis 1

(b) Es gilt

’\/Ewos(i)‘g\/g—w) (z—0) .

Aufgabe 9 Die Funktion f, ist stets auf R \ {0} stetig, es reicht, die Stetigkeit in 0 zu
priifen. Es gilt

1 S|
limozy—0 fo (z) = lim,_g e \/ =5 cos (xz) = 1lim, e ¥ —
x

Damit muss ¢ = 0 sein.

i limy, ,ye?=0.

Aufgabe 10 Die Gleichung ist fiir y € ]0, %[ zZu

—cosy

(24 cosy) -cosy =e

dquivalent. cos ist auf diesem Intervall streng fallend und > 0 , also ist (2 4 cos) - cos
streng fallend und e~ “* streng wachsend. Daher gibt es hichstens eine Losung. Nun ist
(2 4 cos) - cos —e~ “* als Summe von Funktionen, die als Verkniipfung stetiger Funktionen
stetig sind, eine stetige Funktion. Weiter gilt

1
(24 cos0)-cos0—e ' =3—-->3—-e>0,
e

sowie
T T x
2 —)- ——e %2 =_-1<0.
(+cos2 0052 e

Nach dem Zwischenwertsatz existiert eine Nullstelle dieser Funktion und damit eine Lo-
sung der Gleichung, die nach dem obigen eindeutig ist.

Aufgabe 11 Es gilt 13- exp (—1) = % > 0 . Weiter gilt
lim, o2 exp(—z) =0 = lim, oz’ exp (—z) .

Daher gibt es R > 1 >r > 0, so dass exp (—z) - 2® < % fiir alle x > R und x < r . Die
stetige Funktion fj. ) besitzt ein Maximum > é , dies ist also auch ein Maximum von f .

Aufgabe 12 Die Funktion f ist streng wachsend. Denn In (e + id) ist streng wachsend
als Verkniipfung streng wachsender Funktionen. ist streng fallend und da fiir x > 0

1
In(e+id)
In(e+2z) >ne=1>0,

ist fiirxz >0

1
0<—/——<<1< <.
In (e + z) 2

3
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Losungen der Wiederholungsklausur zur Analysis 1

Auf dem Intervall }0, %[ ist cos streng fallend. Damit ist cos (ﬁ) als Verkniipfung

streng fallender Funktionen streng wachsend. Insbesondere ist f als Summe streng wach-
sender Funktionen streng wachsend und somit auch injektiv. Da f als Summe von durch
Verkniipfung stetiger Funktionen stetig ist, folgt mit dem Zwischenwertsatz

£ (10, 00) = [ (0) lin g f (00)[ = [1 + cos 1, 00] .
denn
fx)zZIn(e+z)—1—00 (x—00).
Da f streng wachsend, stetig und auf einem Intervall deifniert ist, folgt nach Vorlesung,

dass auch f streng wachsend und stetig ist.
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