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Aufgabe 1 Diskutieren Sie die Funktion 4)
Inz —In2
FROA{1} —Rizr — %
In“z
Aufgabe 2 Zeigen Sie: Die Funktion 3)

fR—Rizr—2"+ax+b

besitzt hochstens zwei Nullstellen, falls n gerade und hochstens drei Nullstellen, falls n
ungerade.

Aufgabe 3 Bestimmen Sie den folgenden Grenzwert: (2)
m o4
lim, @D e N
In ()
Aufgabe 4 Losen Sie das folgende Anfangswertproblem: €))

F+2id-f=2id ; f@O)=2.

Aufgabe 5 Bestimmen Sie die maximale Losung des folgenden Anfangswertproblems:  (3)

fr=cos-exp(=f) ; f(O)=E€R..

Aufgabe 6 Fiir k € N sei )
fe:[0,]] —wR:z—k-2* - (1-2) .

Untersuchen Sie die Folge (fx), auf

(a) punktweise Konvergenz,

(b) gleichméBige Konvergenz auf Intervallen [0, 5] C [0, 1] .
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Aufgabe 7 Zeigen Sie: Durch

. — — z
J @)= ; kexp (kz)

wird eine stetige Funktion f : Ry — R definiert.

Aufgabe 8 Seien K und L kompakte Teilmengen des R™ . Zeigen Sie, dass
K+L={z+y|zeK,yelL}

kompakt ist.

Aufgabe 9 Fiir a > 0 (fest) berechne man die Lénge der Sternkurve

- [ a-cos®t
[0,27] — R* 1t — v (t) := ( a-Sin3t)

Aufgabe 10 Es seien g : R?> — R eine beschriinkte Funktion und

fIRRSRi(z,y)—ay-g(z,y) .

Zeigen Sie, dass f in (0,0) stetig, partiell und total differenzierbar ist.

Aufgabe 11 Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion
f:R* = R:(z,y) — y*>+52° — 6y + 10z +6 .

Handelt es sich dabei um globale Extremstellen?

Aufgabe 12 Analysieren Sie auf

s ?)

die Extremstellen der Funktion A —— det A .

x2+y2+zz=l}

)

)

)

©)

©)

(4)
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Aufgabe 1 Die Funktion ist in jedem Punkt des Definitionsbereichs differenzierbar mit
Ableitung

1.nz—(nz—1In2)-2Inz-2  2In2—1Inz

! ) =
7@ In* 2 z-Inz
Diese ist ebenfalls stetig und differenzierbar mit stetiger Ableitung

yo«_ —2ez-Infz—(2In2—Inz) (IN*z+2-3In*z - 1)
fr@ = 22-In°z

_Infz+2(1—-1In2)-Inz—6In2 _In*z+(2—1In4) -Inz—3In4
22 In*z 22 Inz '
Die Funktion hat in x = 2 die einzige Nullstelle und in x = 1 die einzige Polstelle.
Ferner gilt

Inz

lim, .. f(z)=lim L <"”“°_ '”2) = o0,

. . 1 Inz —In2
lim, o+ f(x) =1lim,__o+ ( T ) =0-— ,
Inz

N
v Inz Inz

1 InNz —In2
lim,__.1+ =lim,__1+ = —00,
v /(@) Ying ( Inz ) >

und

1 Inz —In2
lim, . =lim, . =0+ .
/@) Inz ( Inz )

Auf]0, 1[ist f' (z) < 0, so dass dort die Funktion f fallend ist. Auf]1,4[ist f'(z) > 0,
die Funktion f ist dort wachsend. Der Punkt x = 4 ist einzige Nullstelle der Ableitung,
dort liegt ein lokales Maximum vor, da

£7(4) = IN4+2(1—1In2)-In4—6In2 _In*4+(2—1In4)-In4—3In4 _ —In4 )
= ) _ 4 _ 4
16 -In" 4 16 -In" 4 16 - In* 4

Schliefflich gilt [’ (x) < 0 auf 4, o[ , dort ist f fallend.
Durch In?z + (2—1n4) - Inz —3In4 = 0, sind die Nullstellen von f” gegeben. Die
einzige Losung xj dieser Gleichung, die in R’ r {1} liegt, ist durch

2 —In4 2 —In4)\? In4 In4 2
Inx/’:—%+\/(%) +3|n4=—1+n7+\/<n7+1) +1In4 > In4
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eindeutig charakterisiert. Es ist z§ > 4 und dies ist der einzige Wendepunkt von f : Links
von xg ist f” strikt negativ, wie man aus f” (4) < 0 und
f” <}) _In*i+(@2-1In4)-In}-3In4 —4 In2 - (2—-2In2)In2—-6In2 _

2 1.n*1 In*2

In2—-2+2In2—-6 3In2 -8 -5
' 3 =4 —5— 64 5o <
In°2 In°2 In°2

entnehmen kann. Rechts von zf ist f” strikt positiv, da

=4 0

IN?16 + (2 —In4)-In16 —3In4 _ 4-In4+1In4 —2-In4 _
162 - In* 16 162 -In* 16

£ (16) =

_2-In*4+1n4 -
162 - In* 16
Zusammen zeigt dies, dass f auf ]0, 1[ wie auch auf |1, z5[ konkav ist, wohingegen f auf
Jxg, oo konvex ist.

TN

10

-10°

Aufgabe 2 Es gilt f/(z) = n-2" 1 +a fiir alle z € R . Also besitzt die Funktion
f" hochstens 2 Nullstellen, falls n ungerade und hochstens eine Nullstelle, falls n gerade.
Angenommen n ungerade und f besitzt die paarweise verschiedenen Nullstellen z; <
Ty < w3 < x4 . Da f auf ganz R differenzierbar, existieren nach dem Satz von Rolle
(Hauptsatz 8.5) Nullstellen y1,42,y3 € R von f/ mit 1 < y1 < 22 < yp < 23 < Y3 < T4 .
Wiederspruch! Analog folgt die Behauptung im Falle n gerade.

Aufgabe 3 Mit der Regel von I'Hospital (fiir 2 ) gilt

In (™ + 1) m - ™t x™ m-z™ m
n

lim, oo —————= =lim,__, : =lim, (o———< =
T n(@n) T @@m+1) negnt T (am + 1)
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Aufgabe 4 Wir losen zunéchst das homogene Anfangswertproblem mit Hilfe von Satz
9.8 . Esist von der Form f'=c¢- f, f() =n mit ¢ = —2id , 7 = 0 . Laut Satz besitzt
dieses die eindeutig bestimmte Losung

n-exp(/jc) =n-exp (—id®) .

Fiir das inhomogene Anfangswertproblem sei f eine Losung. Wir machen den Ansatz
(Variation der Konstanten)

f=g-exp(—id?) .
Der fiihrt auf das folgende Anfangswertproblem fiir g :
g -exp(—id®) =2id ; g(0)=2.

Letzteres besitzt als eindeutige Losung
9=9(0) +/ 2idexp (id?) = 2+ [exp (id®)]; = 1 +exp (id?) .
0

Es ergibt sich also als ’inhomogene’ Losung f eindeutig:

f=(1+exp (id®)) -exp (—id®) = exp (—id*) + 1.
Aufgabe 5 Sei f:J — R eine Losung des Anfangswertproblems. Dann gilt

t t (@)
sint:/O cos:/O f/-exp(f)z/€ exp =exp(f(t)) —exp&,

also
sinJ C R, —exp¢
und

f@=In(sint+expé) .

Diese Funktion ist fiir £ > 0 auf ganz R definiert, da sinJ C [-1,1] C R% —exp¢ .

Fiir £ = 0 ist sie nur auf} -5 %w [ definiert, da sin J C R% —1 impliziert sinJ C ]—1,1]
und 0 € J sein muss. Es gilt dann lim;_,_z f () = Iimt_%wf(t) = —00 .

Dafl f das Anfangswertproblem l6st, sieht man ohne Probleme, diese Losung ist mit

obigen Definitionsgebieten offensichtlich auch maximal.

Aufgabe 6

(a) Fiir alle z € [0,1] gilt fp(z) = k-2*- (1 —2) — 0, da sich die Potenz von z < 1
durchsetzt. Ferner f; (1) = 0 fiir alle £ € N . Insgesamt folgt also lim;, f;, = 0 punktweise
auf [0, 1] .

(b)  fx besitzt als stetige Funktion auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 1] ein Maximum.
Da ferner f; > 0, aber offenbar auch f, # 0 fiir k£ # 0 , wird dieses fiir £ # 0 in ]0, 1]
angenommen. Da

fi@) =k - 2"t (k= (k+ 1)) |
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besitzt f in ]0, 1[ genau einen kritischen Punkt, ndmlich x; = ﬁ ; somit muss an dieser
Stelle das Maximum liegen. Folglich

l k+1 1
1 fillo o,y = fi (xx) = (1_ k:+1) e

fiir k — oo . Fiir b = 1 liegt also keine gleichmiiffige Konvergenz auf [0, b] vor. Fallsb < 1,
ist (f&)zen gleichméBig konvergent gegen die Nullfunktion auf [0, 0] , denn fir k > ﬁ -1
gilt

||fk||oo,[o,b] 6 kbt 1-b)—0.

Aufgabe 7 Wir zeigen, daf} die Reihe auf R4 normal konvergiert. Dann folgt mit Haupt-
satz 10.5 die Behauptung, da alle Summanden auf R4 stetige und beschréinkte Funktionen
sind. Es gilt exp (kid) > kid auf R+ . Somit

id
6|57
H k?id HOO,R:_

id _ 1
k exp (k id) k2

oo,R+

und die Reihe > 77, k_12 ist nach Vorlesung konvergent.

Aufgabe 8 Eine erste Losung verwendet die Tatsache, dass K x L kompakt in R” x R™
ist. Da némlich

+ R"XR" —R":(z,y)— x+y
stetig ist (Dreiecksungleichung der Norm), ist das Bild K + L von K x L unter dieser
Abbildung kompakt.

Die zweite Losung verwendet die Charakterisierung nach Bolzano-Weierstrafl. Ist
némlich (si),cy eine Folge in K + L , so existieren Folgen (z1),cy C K und (Yx)pen C L
mit x; + yp = s fiir alle £ . Nach Bolzano-Weierstrafl existiert eine Teilfolge (xa(k)) keN
die in K gegen k € K konvergiert. Mit dem selben Argument, angewandt auf die Folge
(ya(k)) , » existiert eine Teilfolge (ya(g(k))) ren o diein L gegen A € L konvergiert. Mit den
Grenzwertsétzen (oder der obigen Stetigkeit von + ) ist

« le = Ta « keN
(3 (ﬂ(k))) N ( CO (ﬂ(k)))

eine konvergente Teilfolge mit Limes x + A € K + L . Das Bolzano-Weierstrafl Kriterium
fir K + L ist nachgewiesen.

Aufgabe 9 Es ist

—3a - cos? (t) - sin (t)

¥ (@)= < 30 - sin (1) - cos (1) ) fiir alle ¢ € [0, 27]

also

L(y) = /OZW ) = /OZW 3a] - /cos? (1) +sin? (¢) - [cos (1) sin ()] dt =

27 . ~
:3_2“/ |sin(2t)|dt:3a-/ sin (20)| dt:3a./ Sin s ds = 60
0 0 0
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05 1

a=1

Aufgabe 10 Esgilt f(0,0) =0und |f (z,y)| 6 |zy|- |9, , woraus sofort die Stetigkeit
von f in (0, 0) folgt. Ferner gilt

f(2,00=0 ,bzw. [f(0,y9)=0
oder die (partiellen) Differentialquotienten konvergieren offensichtlich
=0 bzw. =0
T Y
fir 0 # x — 0 bzw. 0 # y — 0 . Demnach gilt 0;f(0,0) =0 und 0,f(0,0) =0, und

sofern eine erste Ableitung existiert, muss sie die Gestalt (0,0) haben.
Damit ist die Funktion

o (@) = £ (0,9) — £ (0,0) — (0,0) ( ’ ) =2y 9(2.)

auf die Eigenschaft

: i (z,9)]
lim0,0)(z,1)—0,0) =~ = 0
(0,0)#(z,y)—(0,0) |(x,y)|

zu untersuchen. Es gilt jedoch fiir (z,y) # (0,0)

o (2, )] |zy|
[l9llo © max(|z|, |y]) - lgllo -
(=, )] \/x2 + 92 > *

so dass die Limesbedingung erfiillt ist.

Aufgabe 11 Fiir die Funktion

f:R* - R:(z,y) — y*>+52° —6y+ 10z +6
gilt
5(z + h)? + 10 (z + h) — (522 + 10z)

. =10z + 10

Orf (z,y) = limoz,_0
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und

(y+h)’ —6(y+h)— (> —6y) _
h
so dass es sich um eine stetig partiell differenzierbare Funktion handelt. Damit ist die

Funktion stetig differenzierbar mit grad f (x,y) = (10z + 10,2y — 6)I . Dieser Gradient
ist wieder differenzierbar (analoge Argumentation, vgl. auch Abschnitt 11.11 der Vorle-

sung) mit Ableitung
10 0
Hessf(x,y)=< 0 2) .

Insgesamt haben wir gezeigt, dass f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit
Gradient grad f (z,y) = (10x + 10,2y — 6)I und konstanter zweiter Ableitung (s.o.) ist.
Diese ist sicherlich positiv definit!

Fiir eine lokale Extremstelle ist

02 f (z,y) = liMozp—o 2y — 6,

0,0)! =grad f (z,y) = (102 + 10,2y —6)!  bzw. z=-1undy=3

notwendig. Zusammen mit der positiven Definitheit der Hesse-Matrix ist aber auch das
hinreichende Kriterium (vgl. Hauptsatz 11.16) erfiillt: f hat in (—1,3) ein lokales Mini-
mum mit Wert f(—-1,3) =9+5-18-10+6=20—-28 = -8.

Mit der Translation 7 : (x,y) — (x — 1,y + 3) ergibt sich als translatierte Funktion

for:i(z,y)— f(z—1,y+3)
mit Werten
(y+3)P°+5(@—-1)°>*-6(@y+3)+10(z—1)+6=

=y’ +6y+9+5(z°—2z+1)—6y— 18+ 10z —10+6 =

=y +522+20—28 .

Der Funktionswert —8 ist globales Minimum!

Aufgabe 12 Die Aufgabe besteht in der Analyse der Extremwerte von der Funktion
f'RE—R:(z,y,2) —z-2

unter der Nebenbedingung F (z,v, 2) = 2° +y? + 22 — 1 = 0 . Beide Funktionen f und F
sind stetig differenzierbar auf R® mit Ableitung

z 2z
grad f (z,y,2) =1 O und grad F (z,y,2) = | 2y
x 2z

Die Nebenbedingung {F' = 0} beschreibt eine abgeschlossene und beschriinkte Menge im
R3 . Nach Heine-Borel ist diese Menge kompakt, und nach Weierstra3 nimmt die Stetige
Funktion f darauf Maximum und Minimum an!

Wegen grad F' (z,y, z) # 0 auf { F = 0} ist die Methode der Lagrange-Multiplikatoren

10
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anwendbar, d.h. fiir eine Extremstelle ¢ von f unter {F = 0} gibt es ein A\ € R mit

&3 26,
0 | =X 26
&1 283
Da &2+ ¢5+¢5="11st A\# 0. Es folgt £, =0 . Wiederum gilt &;, &5 # 0 und
£ _ & . 24 ¢2
== mit {+EE=1,
£ &3 Lo
also f% = ff und somit ﬁ = % . Einzige Moglichkeiten der Losung sind
1 1 1 1 1 1 1 1
(70%) » (H0-%) - (0% - (0
Da
1 1) —1— 1 1
F(30%5) =i= 1 (-350-3)
und

f(-&0%)=-1=r(%0-%)
handelt es sich bei den ersten beiden Stellen um Maximalstellen, und bei den letzten
beiden Punkten um Minima.

11
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Aufgabe 1 Zeigen Sie: Gilt fiir reelle co, ..., ¢,

C1 Cn—1 C
o+ +... =+ —
2 n n+1

)
so besitzt
n—1 n
r—c+*+cr-x+...+c, 1 +c,-x

mindestens eine Nullstelle in ]0, 1] .

Aufgabe 2 Diskutieren Sie die Funktion

(z - 1)°
(-2

f:Rr{2} — R:iz+—

Aufgabe 3 Beweisen Sie die Konvergenz und bestimmen Sie den folgenden Grenzwert:

lim . !
=\ In(@+1))

Aufgabe 4 Fiir c € R und k € N* sei

fk:R+—>R:x»—>kc-x-exp(—%> .

Fiir welche ¢ € R ist

(a)  (fr), punktweise konvergent? Bestimmen Sie die Grenzfunktion.

(b)  (fx), gleichméBig konvergent?

Aufgabe 5 Bestimmen Sie den Konvergenzbereich der Potenzreihe

i(k+l)-a:k.
k=0

Leiten Sie eine geschlossene Funktionsformel fiir den Grenzwert her.

Aufgabe 6 Sei f eine beschriinkte, reelle Funktion auf [a, b] . Beweisen oder widerlegen
Sie:

f? Riemann-integrierbar impliziert f Riemann-integrierbar.

(1,5)

(4)

(1,%)

(4)

©)

)
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Aufgabe 7 Losen Sie das folgende Anfangswertproblem

. 2

id-f'— f= i auf R und f(1)=-1.
Aufgabe 8 Zeigen Sie: Es existiert genau eine Losung f : J — R von

id
e2 + id?

fr= f-In(f) und f(0)=¢°

mit der Eigenschaft f (¢) > 1 fiir alle t € J . Geben Sie das maximale Intervall J an.

Aufgabe 9 Welche der Mengen
A= {(:B,y) € R? }x,y>0, 9:+y67—e_y}
und
B:{(zlr,y)eR2 |z,y>0,2-y61}
sind kompakt? Begriinden Sie Thre Antwort!

Aufgabe 10 Berechnen Sie die Bogenléinge der Kurve

1 1
v:[0,1] — R®: ¢t — <t—§t3,t2,t+§t3) .

Aufgabe 11 Bestimmen Sie die Taylor-Entwicklung von

r—Y

(ﬁl%y)’—>m

im Punkte (1, —1) bis einschliefllich zur Ordnung 2 .

Aufgabe 12 Analysieren Sie
fRR—R:(z,y) — 2?+y°> =220+ 2

auf Extremstellen unter der Bedingung 22 + y> = 2 .

©)

(4)

©)

)

)

(4)
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Aufgabe 1 Vonp:zr—co+ci-x+...+c,1-2" L +c, 2" ist

Cp— C
nl'.?}""‘ n Z‘n+1

1
P:ixr—cy-x+— -2°+.. .+ .
2 n n+1

sicherlich eine Stammfunktion (alles Polynome!) mit der Eigenschaft P (0) = 0 . Gilt
(nach Voraussetzung)

C Cp— C
o+ =+, + 2ty T

2 n  on+l

so heifit dies P (1) = 0 . Damit sind die Voraussetzungen des Satzes von Rolle erfiillt,
woraus eine Nullstelle ¢ € ]0, 1[ von p folgt.

Y

Aufgabe 2 In ihrem Definitionsbereich ist die Funktion f beliebig oft stetig differen-
zierbar. Es gilt fiir alle z € R r {2}

oy (@1 (@—4)
f(ZL")— (:13—2)3
und
" . z-1
f ($)_6(x—2)4'

Die Funktion hat in x = 1 die einzige Nullstelle und in x = 2 die einzige Polstelle.
Ferner gilt

lim, o+ f () = lim, o f (z) = +o0 |

lim, .+o f(z) = +0,
sowie
lim,._ f(z) = —00.

Auf |—o00,1[ , ]11,2[ und J4, +oco[ ist f'(x) > 0, dort ist f wachsend. Auf ]2,4[ ist
f'(x) <0, fist dort fallend. Der Punkt z = 4 ist Nullstelle der Ableitung, dort liegt ein
lokales Minimum vor, da

f%®:§>m

x = 1 ist eine weitere Nullstelle von f’ , dort liegt jedoch kein lokales Extremum vor, siche
unten.

Die einzige Nullstelle von f” liegt bei z = 1. Da f” bei x = 1 einen Vorzeichenwechsel
von — nach + durchlduft, liegt an x = 1 ein Wendepunkt, genauer gesagt ein Sattelpunkt
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vor, da ja auch f'(1) = 0 !! Auf ]—oo,1[ ist f”(x) < 0, auf ]1,2[ und ]2, +oo[ ist
f"(x) > 0. fist also auf ]—oo, 1] konkav, auf ]1, 2[ und auf ]2, oo[ konvex.

(z—1)°
(z—2)°

v f(2) =

Aufgabe 3 Zweimalige Anwendung der Regel von de I’Hospital fiir % liefert

. 1 1 _ In(z+1)—=z -1
lim, o+ |————< ) =lim_gr —————— =1lim,_0+ - =
0 <a: In(x+1)) ™ 2 In(z+1) 0 In(z+1) + -2
= lim — = lim -1 _ 1
= x~>0+(x+1)|n(x+1)+x_ x~>0+|n(x+1)+1+1— 2

Aufgabe 4

(a) Da limgexp (—%) = 1 fiir alle z € R4+ , konvergiert (f3) fiir ¢ = 0 punktweise gegen
die Grenzfunktion f = id , fiir ¢ < 0 punktweise gegen f = 0 und fiir ¢ > 0 iiberhaupt
nicht.

(b)  Fiir ¢ = 0 und festes k € N* gilt

fk(iB)—x:x(l—exp(_%)) NS

fir £ — +o0 , damit ||id — fi|| ., = oo . Also kann fiir ¢ = 0 keine gleichméifiige Konvergenz
vorliegen. Fiir ¢ < 0 erhilt man durch die Substitution z = k-t (wichtig: Mit « durchléuft
auch t ganz Ry )

1 filloo = £ - [lid - exp (— id)]|

0o,R+
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Weil lim;_,, texp (—t) = 0, folgt zusammen mit der Stetigkeit von id - exp (— id)
0 < |lid-exp (—id)]|

soRy < 00

Somit konvergiert (fx) gleichméfig fiir c < —1 .

Aufgabe 5 Nach dem Quotientenkriterium ist der Konvergenzradius der Potenzreihe

k
R =1lim =1
k E+1 ’
da dieser Limes existiert. Fiir solche z € R mit |z| = 1 konvergiert die Reihe offensicht-
lich nicht. Der Konvergenzbereich ist also (im Reellen !) ]—1,1[ , dort definiere sie die
Funktion f . Eine Potenzreihe darf innerhalb des Konvergenzbereichs gliedweise differen-
ziert werden (Korollar zum Hauptsatz 10.8). Wenden wir dies auf die geometrische Reihe

mit x € |—1,1[ an, so folgt
1 1 ! o) f
= = k- k=1 — J_
(- ) <1—x) 2R

.712

T @2

somit

f

Aufgabe 6 Die Implikation ist falsch, wie wir durch ein Gegenbeispiel zeigen werden!
Nach Vorlesung wissen wir, dass

1 reQ
1g i [a,b] — Rz +— falls

0 z¢Q

eine beschriinkte, reelle Funktion ist, die nicht (Riemann-)integrierbar (auf [a, ] ) ist, da
némlich 0 = [* 1o/ < [7" 1o =1 . Die Funktion

1 reQ
f= 1Q‘ — l[a,b]rQ\ . [a, b] — Rz falls
-1 r¢Q

ist ebenfalls reell und beschrénkt. f ist nicht integrierbar, da sonst f + li, = 2 - 1g|
integrierbar wére(Widerspruch!). Allerdings ist f? = 1j,; klar integrierbar.

Aufgabe 7 Die homogene Differentialgleichung (DGL) id -k’ — h = 0 wird offensichtlich
von h := ¢ - id mit beliebige Konstante ¢ € R gelost. Sei f nun Losung der inhomogenen
DGL

2
e e 2
und definiere g mittels f = g - h (Ansatz). Die DGL ist dann dquivalent zu

d- (gh+ gh') = gh — =
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so dass als bestimmende DGL fiir g die Gleichung

2 2
id-h-¢g=——= bzw. ¢ =———
97 7d " I T d
verbleibt. Damit muss g der Gestalt g = C_ildz + ¢ sein, wobei ¢ eine beliebige reelle
Konstante bezeichnet. Zusammen ergibt sich als Losung
1 i
f=ﬁ+c0-|d mit ¢ €R.
Der Anfangswert f (1) = —1 wird mit der Konstanten cg = —2 erreicht: die eindeutige

Losung ist
1 . 1
f==-2id:R, —R:z+———2x.
id x
Aufgabe 8 Mit den Bezeichnungen von Kap. 9.15 ldsst sich die Losung aus

~ ¢ ~
c:J—R:it————= und p: I —R:z—2zx-Inzx
e? +t2

konstruieren, wobei schon hier IcC 10, oc[ ersichtlich wird. Auf genau den zwei Intervallen
10,1[ und ]1,o0[ ist p von Null verschieden. Nur I := ]1,00[ vertrigt sich mit dem
geforderten Bildbereich der Losung ( f (£) > 1 war verlangt). Geméf Kap. 9.15 definieren
wir

x 1 Inz 1
R:]l,oo[—>R:x»—>/ (Eoln) -In’:/ G:In(lnx)—l,
eine bijektive Abbildung mit (Bild R (]1, oo[) = R und) inverser Abbildung
Rtiy——exp(ert?) .

Ferner sei

- _ 1/ 2id 1 S|
S.J—>R.t!—>§ Om_§.</ez G)

eine iiberall (auf ganz R ) definierte Funktion. Das grofite Intervall, dass 0 enthilt und
vollstéindig in S~ (R (]1, oo])) liegt, ist somit J := R . Darauf erhilt man als (maximale)
Losung des Anfangswertproblems die Funktion

f:R—11,00[:t+—> exp (e%('”(ezﬂz)‘z)*l) = exp (\/e2 + tz) .
Aufgabe 9 Die Menge A ist abgeschlossen, des sie Schnitt der abgechlossenen Urbilder
{y=0} , {z>0} und {z+y—-T7+e?60}

1 2 2
S (In (2 +8) —2) |

ist. Sie ist ferner beschriinkt, denn fiir jedes (x,y) € A gilt
0626 xz+y+e V67 und 06y6 z+y+eV67.

Nach dem Hauptsatz von Heine-Borel ist A kompakt.
Die Menge B ist nicht kompakt, da sie sonst (nach Heine Borel) beschriinkt sein
miisste. In der Tat gilt aber (%,n) € B fiir alle n € N und fiir diese Elemente gilt

)(%, n)t) > n . Damit kann B nicht vollstéindig in einer Kugel enthalten sein.
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Aufgabe 10 Es gilt
Y (@)= (1-t2t,1+¢%) ,
also
W @) = (1—222+1%) + 42+ (1422 + %) =2. (L+12)°
und somit

4

1 1 ,
/O Y ()] dt—/o ﬁ-(1+t)dt_\f.§_

Aufgabe 11 f ist offensichtlich beliebig oft stetig differenzierbar, und es gilt

grad f (z,y) = (1Tl+y)2 < _11+_22yx ) ;
insbesondere
grad f (1, 1) = < :é ) :
sowie
Hess f (z,y) = aTery)"* < _;:jy 142 ) ’
insbesondere

Hess f (1, 1) = (i g ) )
Damit haben wir

floy) = FQ-D+ (grad fQ, -1 (@~ L,y + 1)) +

+5(@-Ly+DHess f(L-D @ - Ly+1) +(a.p) =

N =

=2—x—3y+2°+4zy+3y° + o (z,y)
mit dem Restglied ¢ (x,y) .

Aufgabe 12 Die Nebenbedingung F (z,y) = 0 mit F: R? — R : (z,y) — 22 +9> -2
beschreibt eine (abgeschlossene und beschrinkte, also) kompakte Menge. Da f stetig ist,
nimmt es Maxima und Minima auf { ¥ = 0} nach Weierstrafl an (Existenz!).
Beide Funktionen sind stetig differenzierbar mit Ableitungen
_ [ 2x -2 _( 2z
grad f (z,y) = ( 2y +2 ) bzw. gradF (z,y) = ( 2 ) ,
insbesondere grad F' (z,y) = 0 nur fir (z,y) = (0,0) ¢ {F =0} . Fiir eine (lokale)
Extremstelle € von f unter F' = 0 gilt nach dem Theorem {iiber Lagrange-Multiplikatoren

26 =2\ _, ([ 2% £ —1=24
(2§2+2)‘A (252) R
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fir ein A € R . Offensichtlich A # 1 und es muss &; = rl/\ = —¢, gelten, was wegen

€ |2 = 2 nur mit §; = £1 moglich ist. Die Extremstellen konnen also nur in (1, —1)
oder (—1,1) liegen. Durch Wertevergleich f (1,—1) = =2, f(—1,1) = 6 kommt man zu

folgendem Schluss:
Das einzige, existierende (globale wie lokale) Maximum liegt bei (—1,1) und das

einzige, existierende (globale wie lokale) Minimum liegt bei (1, —1) .
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