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Analysis 11

Losungsblatt 1

Aufgabe 1
(a) Betrachte die stetige Funktion

g:0,2r] — R:2z+— g (z) := f(exp(ix)) — f (—exp (ix)) .
Es ist

1. Fall: ¢(0) =
2. Fall: g (0) #

g(m) = f(exp (im)) — f (—exp (i) = f(=1) = f (1) = =g (0) .

Da g stetig ist, existiert nach dem Satz von Bolzano ein £ € |0, 7[ mit g () =0, also

f(exp (i€)) = f(—exp (i€)) -
Da exp (i€) € U fiir alle ¢ € R gilt, folgt die Behauptung mit z := exp (i&) .

Dann ist f (1) = f(—1) , d.h. 1 ist ein Antipodenpunkt.

0:
0 Es gilt dann

Aufgabe 2

(a)  Aus der Kettenregel folgt unmittelbar

f-(nf)=f

|

(b) Nach dem Teil (a) ist
d(x)=2"(z-lnz) =27 (Inz +1) .

Aufgabe 3

(a)  Aus Ketten- und Produktregel folgt

fi(x)=sin(Inz) + z - cos(Inzx) - é = sin (Inz) + cos (Inz) .

(b) Fiir z > 0 ist mit dem (a)-Teil der vorigen Aufgabe
fi(z) =2 - (z*- lnx)/ =2 2z -lnz+z) =212z +1) .

(c) Mit Ketten- und Quotientenregel ergibt sich

2. 3 . Crren(siari)
3x \/exp (:C + 2z + 1) x 2\/exp(;1:2—|—2(13+1)

fi(7) = exp (2% 4+ 2z + 1) h
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9 3—a?—x

=2z .
vexp (22 + 2z + 1)

(d) Fiir x > 0 ist mit der vorigen Aufgabe
fi(x) =2 (2" - Inz) = 2. (2% (In(z)+1) - Inz+2"") =

@ 1
="t <(lnx—|—1)~lnx—|——) .
x

Aufgabe 4 Auflerhalb des Punktes x = 1 ist f stetig differenzierbar, da f dort Verkettung
von Polynomen ist. Wir untersuchen nun also finxz=1.

linksseitig ~ Es gilt fiir alle z < 1
(z—-1) (2" 42 -2 —z+1)=2"— 22"+ 20— 1

bzw.

fz) = ()

=gty -2 —r+1.
rz—1

Dies zeigt, dass der linksseitige Limes

flx)—f(1)

r—1

limys, =1

existiert; die Funktion f ist linksseitig differenzierbar in x =1 .
rechtsseitig ~ Es gilt fiir den rechtsseitigen Limes

flx)—f(1) z—1

= lirn1>m*>1
rz—1

limys, =1;
1>e—1 1
die Funktion f ist rechtsseitig differenzierbar in z =1 .

Fazit  Die Funktion ist in z = 1 beidseitig differenzierbar und die Ableitungen stimmen
iiberein, mit Wert 1 . Somit ist die Funktion auf ganz R differenzierbar mit Ableitung

5zt — 627 + 2 r<l
["R—R:z+— f'(2):= falls
1 z>1

Diese Ableitung ist sicherlich eine stetige Funktion.

Aufgabe 5 Auflerhalb des Nullpunktes sind alle f; (fiir alle s € R, ) stetig differenzierbar,
da f, dort Verkettung stetig differenzierbarer Funktionen ist mit Ableitung

1 1
fi(x)=s-2"1-sin— — 2" 2.cos~ firallex >0.
T T

Man beachte zunéchst noch, dass allgemein fiir ¢ € R die folgenden Aussagen dquivalent sind

(1) lim, o4 2’ - sin + existiert;
(@) t>0;
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In diesem Fall gilt lim, o} 2* - sin< =0 .

In der Tat, da sin beschriankt ist, existiert fiir ¢ > 0 der Limes und ist Null. Umgekehrt
wihle man die Folge (), oy mit z, := m , um die Divergenz zu zeigen
Wir untersuchen nun also die Funktionen f; in Null.

Stetigkeit ~ Mit der Vorbemerkung ist klar, alle f; mit s > 0 sind stetig in Null; f; ist in Null
unstetig.

Differenzierbarkeit Fir x > 0 ist

fr@) =, () 1 -xs-sinl :xsfl-sinl .
z—0 x x x
Nach der Vorbemerkung existiert der Limes ( 0 < 2z — 0 ) dieser Differentialquotienten genau
dann, wenn s > 1 . Genau dann ist also fs (in Null) differenzierbar, wenn s > 1 . in diesem
Fall gilt f.(0) =0
stetige Differenzierbarkeit ~ Unter der Bedingung s > 1 (nach der obigen Differenzierbarkeits-
untersuchung notwendig fiir Differenzierbarkeit von f ) folgt aus der Einleitung:
Genau dann ist f; (in Null) stetig differenzierbar, wenn
1 1
limgeyoS-2° 1 sin— —2° 2 -cos— =0
x x
existiert | Es ist bekannt, das der erste Term (wegen s > 1 ) gegen Null konvergiert (vgl.
(i) (ii) ). Dies zeigt, dass fs (in Null) genau dann stetig differenzierbar ist, wenn
1

limgey_oz¥ 2-cos— =0
x

existiert | Wie in (i)<>(ii) erhilt man somit die Aquivalenz der folgenden Aussagen
(i)  fs stetig differenzierbar;
(i) s>2.
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Analysis 11

Losungsblatt 2

Aufgabe 1 Es ist

F-JO_ -1 1@,
g(1)—g(0) -1-0 g (&)
fiir alle £ € ]0,1[ , sofern ¢ (§) # 0 !l Dies ist kein Widerspruch zum Mittelwertsatz (Korollar

8.5), da wegen

/ 1 + 1_1 =0
I\17 V)~
die Voraussetzung ¢’ # 0 auf |0, 1] nicht erfiillt ist.
Aufgabe 2

(a) Da exp auf ganz R streng monoton wachsend, iibertragen sich Maximal- und Minimalei-
genschaften von einer Funktion f auf exp of und umgekehrt. Somit geniigt es, die Funktion

f:R—R:z+—sinz — z°
zu betrachten (den Trick sollte man sich merken !). Es ist
I (z) = cosz — 2z

offensichtlich streng monoton fallend in [0, Z] mit f'(0) =1 >0 und f' (%) = —7 < 0. Nach
Zwischenwertsatz, da offensichtlich f stetig in [0, %} , besitzt f’ genau eine Nullstelle o und
an dieser einen Vorzeichenwechsel von + nach — . Somit ist xy das einzige lokale Extremum

von f , und damit von g , und dieses ist ein Maximum.

0.57 1.51
0.5 | 1.5
0
1,
-0.57
o 0.5t
-1.57
0 0.5 1 1.5

. 2 .
T SIr—T x — exp (sinx — 2?)
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Aufgabe 3
(a) Da
f(x) = f(a)

=Y pa) <o,

limg .,

existiert nach Definition von lim eine Umgebung U C J um a mit

fx) = f(a)

r —a

<0

fir alle z € U . Lost man dieses nach f (x) auf, so erhdlt man die Implikationen ”=", und
da trivialerweise x = a = f (z) = f (a) gilt, hat man alle Fille fiir  abgedeckt, sodass ”<”
gelten muss.

(b)  Als Gegenbeispiel betrachte man die Funktion
?sin (3) = 3 r#0
fTR—R:2+— falls
0 rz =0

Diese ist differenzierbar nach Aufgabe 1.5 ( s =2 ) mit

2xsin%—cos%—% x#0
f(x) = falls

r=20

N =

Da somit f’ in jeder Umgebung um z = 0 auch positive Werte annimmt, ist f in keiner
Umgebung um x = 0 streng monoton fallend.

Aufgabe 4 Entwickelt man

r Q12 - Qin
Q21 Q22 --° QA2pn

A= ]
np1 Ap2 Ann

z.B. nach der 1. Zeile, so erhélt man

det A =z -det Ay + Z (—1)1+l ay det Ay

=2

wobei Ay, die durch Streichung der k. Zeile und [. Spalte entstehende (n — 1) x (n — 1)-Matrix
bezeichnet. Somit ist f’ (z) = det Ay; .

Aufgabe 5 p; ist auf RY differenzierbar, da Komposition differenzierbarer Funktionen (ins-
bes. Nenner > 0 ). Es gilt

i S1h V3 kT i V2 kT 0
1m,,_, . = -lim,,, = .
B kv 3 O v 3 exp (0)

=0,
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. 8th V3 . 8th 1
lim,, o T & =lim, o T 3 =0
c ewF’ — 1 c BTV 1
v B

und pp ist eine positive Funktion. Mit den iiblichen Argumenten und dem Satz von Weierstraf3
zeigt man, dass p, ein Maximum besitzt. Letzteres erhalten wir weiter unten mit eine einfachere
Methode.

Nach Vereinfachen erhélt man

/
V.pT(V):?)_ {L’_ :f(:v)
pr (V) L—em®
mit der linearen Variablentransformation x = kLT -v, welches ebenfalls eine auf R’ differenzier-
bare Funktion ist. Da f stetig, sowie lim, o f (z) =2 > 0 und lim, ., f (z) = —o0 , existiert
nach Zwischenwertsatz mindestens eine Nullstelle von f . Ferner ist
14+z)e -1
f(z)= ( ) s— <0
(1—e")
Das Letztere gilt, da e* > 1 + z fiir > 0 nach der Reihenentwicklung von exp , also
- 1
1+x°
Somit ist f streng monoton fallend, besitzt daher genau eine Nullstelle zy und an xy einen
Vorzeichenwechsel von + nach — . Daher gilt das entsprechende auch fiir p/. bei vy = % - Xg -

Also befindet sich an vpyay das einzige Extremum von p, in R* | welches ein Maximum ist (vgl.
Satz 8.6). Nach obiger Formel ergibt sich

Umax (T)  k
—_— e — — . xo
T h
unabhéngig von T .
2,,
1.4f
1.2t 0 2 4 6 8 10
1,,
21
0.8}
0.6] -4f
0.4
-61
0.2
0 2 4 6 8 10 8
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Analysis 11

Losungsblatt 3

Aufgabe 1 Es sei (zy), C J N]—o0,a[ mit limyx, = a , sowie (yx), C J N ]a,oco[ mit
limy, yx = a . Nach dem Mittelwertsatz existieren Folgen (¢;), und (n;), mit

<& <a und a<mn <y, firalekelN,

insbesondere limy, §;, = limy 7, = a , und

o) =F@) e g LO0=F@)
T —Q Y — Q

Da die Limites existieren gilt

fi (@) = i LD =Ty gy = o)

k a

und

fi (@) = timy LI 2T i ) = 0

Y —a

insbesondere ist f links- und rechtsdifferenzierbar.
Das Kriterium der Vorlesung zeigt, dass genau dann f in a differenzierbar ist, wenn

fila) = fi(a) oder f'(a—)=f"(a+)
gilt.

Aufgabe 2

(a) Nach dem Mittelwertsatz (MWS) gibt es ein £ € |a, b[ mit
e’ —e*=¢e-(b—a) .
Da exp strikt wachsend ist, folgt
e (b—a)<e’—e* <e’ (b—a) .

(b) Sei z €]0, 1] beliebig. Es ist

id2\’
<id—7> =1-id#0 auf ]0,1],

also existiert nach dem MWS ein ¢ € |0, z[ mit

In(1+z)—Inl 1—}% 1
:c—x;— 1-¢ 1-¢7

Wegen 1 — 22 < 1 — ¢2 < 1 folgt die Behauptung.
(c) Esist fiirallexz € R
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|2 iz i~0|2

(cosz —1)* + (sinz)® = |cosz — 1 + 4 - sinz|* = e — 1" =" —e

Wir kénnen 0.B.d.A. z > 0 annehmen, da das Vorzeichen beim Quadrieren herausfillt. Nach
der Mittelwertungleichung ist

Es _ei-0|2 < <\/§ (2 — 0) - SuPyepog |i e“Dz =222 1=2-27.

Aufgabe 3 Wir beweisen zuniichst die Eindeutigkeit der Losung. Dazu nehmen wir an, f sei
eine Losung und setzen

Dann ist g (7) =7 - exp (—7) und

y_flrep—frexpt  f-f frexp-f

= 1
exp? exp exp

Y

d.h. g = id +¢ mit einer Konstanten ¢ € C . Diese bestimmen wir aus der Anfangsbedingung;:

g(t)=7+c=n-exp(—7) ,

also ¢ = n-exp (—7) —7 . Somit kénnen wir schlieflen: Wenn eine Losung f des AWPs existiert,
so hat diese die Form

f=(G(d+n-exp(—7)—7)-exp .

Dass dieses f tatsidchlich das AWP lost verifizieren wir durch Ableiten und Einsetzen der
Anfangsbedingung:

f'=(id+n-exp(—7)—7) - exp+ (id+n-exp(—7) — 7) - exp’ =
=exp+ (id+n-exp(—7) —7) -exp = exp+f
und
f(r)=mn-exp(=7)-exp(r) =7
Aufgabe 4
(a) Es gilt fir  #0

11
1 sin = — =
2% sin— — 1% = T
x 3
X

Mit der Variablenénderung y = i und der Regel von de I’'Hospital folgt

I 3 gint 42 i siny—y_l, cosy—l_
im,_,o x° - sin = " = lim, 04 —y3 = lim, o+ —3y2 =
—siny 1
— hmy_,OJr 5 — _6 ,
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siny
Y

(b)  Setzen wir

da lim, .o = 1. Man beachte, dass lim, o4 (siny — y) = lim, o4 (cosy — 1) = 0 gilt.

3 5
T T 7

f(z) = sinx—x+€—ﬁo und g (z):=2z",
dann ist
fO0)=¢g®(0)=0 firk=0,...,6
(nachrechnen !), sowie
fD(0)=—-cos0=—-1 und ¢@ (0) =7 = 5040 .

Es folgt mit I’'Hospital, siebenmal angewandt, dass

. "EB "ES
lim OSIHx_“;"‘F_l_Q() _ 1 '
o x’ 5040
(c) Nach der Restgliedformel fiir den Sinus (vgl. Beispiel 8.9.3) ist
3 5 7
sinx—x—i—% _1x70 = —%—i—Rg(@
und
o’
| Ry ()] < or
Es folgt
. $3 1.5
sinz —x+ %5 — 45 1| |[R(z) o |z |? 0. r—0
7 2”9 ’ ’
also
. m3 ms
lim, o P P e T L1
o x7 7! 5040
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Analysis 11
Losungsblatt 4

Aufgabe 1

(a) Die Behauptung ist klar fiir n = 0. Schlieflen wir von n auf n + 1 : Es seien also
f,g €™ (J) , und es gelte die Leibnizformel fiir n . Dann ist die Funktion

(™ =3 (Z) L0 k)

k=0
differenzierbar, da die Funktionen f® | ¢=% fiir k = 0,...,n nach Voraussetzung differen-
zierbar sind, und es folgt
n /
n n n—
(f - )" = (Z <k)f(k> gl k)) _
k=0
n n - n n .
_ (k) FESIIS S (k) ) gnkr1) _
k=0 k=0
_ 1) ) LN n YL k)L k)
s (1) ()
n+1

n+1 1
—Z< ' ).fw).g(ﬂ )
k=0

Damit ist (f - g)™™" stetig, also auch f - g € C("+D (J) .
(b) Nach (a) gilt

f<2n>:f:(2;>-(—1) sin- 3 <2k’f) .(—=1)"F - cos- sinh =

ol
<
=
Q
o
43
=
+

k=0 k=1
2k 2lk—1
2n 2n 2n 2n
= Re (I;:O < A )@k> -sin - cosh — Re (z ,;:0 < A )zk> - cos - sinh =

= Re (i + 1)*" - sin- cosh — Re (i (i + 1)*") - cos - sinh =
= sin - cosh - Re (2¢)" + cos - sinh - Im (27)" =

(—1)2 sin - cosh 2|n
= 9m. falls
(—1)"771 cos - sinh 2|n—1

10
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Aufgabe 2

(a)  Durch Ausprobieren erhilt man

f® (2) = ap (1+2)27"

Losungsblatt 4

fiir alle £ € N mit ap € Q und a9 = 1 . Leitet man diese Formel ab, so erhilt man die

Rekursionsformel

und damit induktiv

k=l g IR = —1)* " (2k = 2)!
ak:H(§—l>= (—1) H(2l_1):(222:1(§€_1)!)

=0

fiir alle £ € N . Somit erh4lt man

"L D@ -2
Tef () = 3_ gy’ = Z 221 (] —1)P2]

1=0 =1

(b) Fiir alle £ € N gilt mit einem ¢ zwischen x = 0 und y , insbesondere £ € |6, 00| , die

Restglieddarstellung

fPE (=D 2k —2)!
KT g (1) a

Ry (y) = +o)Fr Y

und da fiir k£ > 1 die Funktion |1 + id|%4C in |—1, oo strikt fallend ist, gilt
L+errg|i—s .

Es folgt

(2k — 2)!
B )] < gz 1k (k—1)2

Aufgabe 3

(a)  Sei zuniichst a < y < z . Dann gilt

r —a r —a
mit
r—Y y_azl‘

Damit haben wir, da f konvex,

Tr—a T —a Tr—a

(11— (5)%_1c ylF o fir alle y € [—68,00] .

f(y)<x_y-f(a)+y_a-f(fv)=f(w)+x_y~f(a)+(y_a_l)'f(x)Z

11
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Andererseits ist

mit
b—=x x—yzl.
b—y b—y
Wir erhalten somit
b—x x—y
< . £ (b) .
@) <= f W)+ =21 )

Aufgelost nach f (y) liefert das

Wz =t (1@ -2 0) =+ (=2 1) f@ - 5= 0=

= f@)+ 5 (@) = fO) = f @) + 5= (y — )

und jetzt bilden wir den lim,_,, und erhalten die linksseitige Stetigkeit von f im Punkt x . Die
rechtsseitige Stetigkeit erhalten wir, indem wir den Fall x < y < b betrachten. Dieser Fall ist
analog zu a < y < z , nur die Rollen von a und b sind vertauscht.

£

f(a)

fO-i@
T'(y—;z)

(b) ,=“ Sei f konvex. Da f zweimal stetig differenzierbar, gilt nach der Taylorformel mit

12
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Restglied fiir ein ¢ zwischen x und y

/" (€)

5 (=)

F)=f@)+f () @y-=z)+

Da f konvex, ist nach Korollar 8.11 f” (¢) > 0, und daraus folgt die Behauptung,.
,<—" Es geniigt wieder nach Korollar 8.11 zz. f” > 0. Sei x € J beliebig. Dann gilt
nach Voraussetzung

f) 2 f@)+f (=) (y—2),

also besitzt f — f’(z) (id —x) ein Minimum im Punkt z . Da mit f auch f — f'(x) (id —z)
zweimal stetig differenzierbar, folgt

() = 0*[f — f' (2) (id—x)] (z) > 0.

Aufgabe 4 f ist auf ganz R unendlich oft differenzierbar und es gilt

—Ax 3x2 —1
fl (ZIZ’) = m f” (x) = 4m auf ganz R
Fir z £ 0 ist f (z) = ﬁ;z—j , also folgt
limg 100 f(2)=—1.

f hat genau in —1 und +1 Nullstellen, sowie einen kritischen Wert in x = 0 . Da

flle. >0 und flg, <O,
ist f auf R_ streng wachsend und auf R, streng fallend, d.h. in x = 0 liegt ein Maximum vor.
Dies ist das einzige Extremum von f . Fiir |z| < %ist f"(z) <0, fiur || > %ist f"(z) =0,

wobei Gleichheit genau in i% gilt, also hat f dort Wendepunkte. Daraus folgt auch, daf§ f
genau in

konvex ist; konkav ist f genau in
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Losungsblatt 5

Aufgabe 1

(a) Man nehme an, f sei eine Losung des AWP’s und man mache den Ansatz f = g - e <d

bzw. g := f - e | Es folgt durch Ableiten und Einsetzen der Differentialgleichung
g = e e foeerid — g, perid
also (Existenz und Eindeutigkeit der Stammfunktion)
922_6c1~id+c,
(&1
wobei fiir die Konstante ¢ aus der Anfangsbedingung folgt
) )

c=g(0) ek A

Fo2y <n_c_2) Leerid |
C1 C1

Dass dieses f auch tatsichlich eine Losung des AWP ist verifizieren wir direkt: f(0) = n und

C . 15 c )
fl+cl f: —cy - (77— C_j) _efcl-ld_{_cl . (c_j+ <n_ C_j) 'ecl-ld) _

Somit

=(—cnta-e) e tot(an—cee) =c.
(b)  Setzen wir g = f-e 19 | so ist
g=fret =i foe (*)
und
g = e i gt 2 g gmiid
Es folgt

g// + 27; . g/ _ f// . e—i~id + f X e*i-id — (f// + f) X efi-id — 0 )
Hieraus erhalten wir das AWP
g+2i-g=c

mit

und
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Dieses AWP hat nach Teil (a) die eindeutige Losung

_ Mt M T\ aid
I= "9 +("0 2i )e ’

also ist
. iia , 1 . —¢id
(o —iny) - € "’5‘(770"'“71)'6 .

(c) Fiir (ny,n,) = (1,0) ist f = cos und fiir (ny,n,) = (0,1) ist f = sin .

Aufgabe 2 Man schreibt die Funktion
fiRE—R:z+— Iz —Inz® =In(z) (In(z) — 2)

und erhélt sofort die (einzigen) zwei Nullstellen z; = 1 und 292 = €? , sowie das Grenzverhal-
ten

lim, .o f (2) = 00 = lim, oy f(x) .

Die Funktion ist beliebig oft differenzierbar mit Ableitungen

fa)=2 @)~ =2 () - 1)
F @)= 5 (n(2) = 1)+ 5 = — (n(x) ~2) .

Aufgabe 3 Aufgrund der Monotonie des Logarithmus ist

<0 r<e
I (x) =0 z=e |,
>0 T >e

so dass f auf |0, e] strikt fallend und auf |e, co[ strikt wachsend ist; in z = e hat f ein globales
Minimum. Eine analoge Untersuchung der zweiten Ableitung zeigt, dass

>0 z<eé?
" (z) =0 xz=¢
<0 z>é€?

Y

so dass f auf |0, €?] konvex und auf [e?, oo[ konkav ist; in z = e? hat f einen Wendepunkt. Als

16
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Skizze des Graphen moge das folgende Bild dienen.

0 \/ 10 15 20 25 30

Aufgabe 4 Nach Voraussetzung ist f’ streng monoton wachsend mit (einziger Nullstelle ¢ ),
so dass £ ein striktes globales Minimum von f ist.

(a)  Ohne Einschrinkung nehmen wir J 3 xy > ¢ an, insbesondere f (o), f' (x9) > 0 . Wir
zeigen induktiv, dass xp € ¢, x| fiir alle k& gilt (dies entspricht der Wohldefiniertheit); die
strikte Monotonie ist dann trivial ! Fiir £ = 0 ist nichts zu zeigen.

Aus der Annahme xy € |, | folgt f (zx), f' (zx) > 0, so dass

wohldefiniert ist. Die Funktion ¢ : [£, 2] — R definiert durch
g (@)= f (@) = f (@x) = [ (2x) - (x — )
ist differenzierbar mit Ableitung
g (@)= f"(z)— f'(zx) <0 fiiralle x < zy .

Sie ist demnach auf [£, zx] streng monoton fallend mit g (zx) = 0 , woraus g > 0 auf [£, x|
folgt. Desweiteren

0<g(&)=rf(&)—fox) = f(zr) (€ —ar) = —f(xx) = [ (z1) - (€ — 2)

bzw.
S (k)
§ <y — 7 () =Ty < T < T -
Als monoton fallende, nach unten beschrinkte Folge konvergiert (x), in [£,zo] . Nimmt man
fir den Limes limyz, > £ an, so ist limy f' () = f' (limgxr) > 0, sowie limy f (zg) =
f (limg z) > 0, und die Grenzwertsiitze liefern

f ()
[ (x)

f )
f' (@)

limy, xp = limy, 21 = limy (:z;k — ) = limy, x, — limy,

17



Analysis II Losungsblatt 5

= limy, x, — % < limyg 2y, ;
ein Widerspruch ! Es muss also limy, x = £ folgen.
(b) Fir
f(z)

vz —m Rz — x—

f'(x)

zeigen wir die Existenz eines ¢ € |0, 1] mit

O (z) = Mj <c< 1 firalle z € ], zo)
x p—
und erhalten somit die gewiinschte Aussage.
Zunichst gilt natiirlich ¢ (z) = x—]{,((a;)) <z, alsop(r)—¢ < z—fundsomit 0 < ¢ (z) < 1
fir alle z € )€, xo) und @ ist dort stetig. Ferner lisst sich ® stetig in £ fortsetzen, denn 1'Hospital
liefert neben

lim ( f () ) — lim, i f' (2) 1
O\ @)?) g 2 (@) (@) 2f7(€)
auch

(f' (2)* = f (z) f" (x)
(f' (z))?

s (L2 ) -

also zusammen

lim, ey ¢
1im$_>§+ 0] (l‘) = — TF 1 (.T) = limx%& 90, (.7)) = 5 .
Insgesamt ist die Fortsetzung eine stetige Funktion auf [, 2] und nimmt ihr Maximum, es sei

c,an;esgiltalsoc<1.

Aufgabe 5

(a)  Wir definieren Folgen von Treppenfunktionen durch

mk—l

P = Z sup f ([Tk,j; Trj41]) - 1[xk,j,xk,,j+1[ +F(0) 1y
j=0

und

mg—1

Py, = Z inf f ([k,;, Tk j11]) - 1[xk7j,x,c7j+1[ + £ () 1y -

=0

Seien k € N und z € [a, b] beliebig. Es gibt dann ein j € N |, so dass = € [z j, T j11] , also ist
Uy (x) = inf ([2g5, 2 ja]) < f (@) <sup f ([2eg, 2ea]) = @5 (2)

d.h. esist ¥, < f <, da, (b) = f(b) = ¢, (b) . Weiter gilt

mg—1

b
/ oo = 3 sup f ([hgs wgia]) - (g — 7y)
a j=0

18



Analysis II Losungsblatt 5

und

mg—1

b
/ Y= > inf f ([wrg, i) - (wrg0 — 2g) -
a =0

Offenbar gilt fiir alle k

b b b
/ Yy, < Supq/;e’f([a,b}),wgf/ ¢=/ f

b b bx
/ O = infweT([a,b])m?f/ Y= f

b b b b
Czlimk/¢k</f</ félimk/ or=CeR.
b* b
| i=[ser,
b
/f:C.

(b) Falls z = a ist, withlen wir fiir k£ > 2 eine Unterteilung von [a, b] wie folgt:

und

also

Daraus folgt

d.h. f ist integrierbar und es ist

b—a
k )

Tpo:=a , Tpy:i=a-+ Tpo:=0b.

Dann gilt
1

limy, Z sup 1¢ay ([Trj, Thj+1]) - (Trjrr — Thyy) = limy,
=0

b—a
=0
k

und
1
limy Y inf 1ay ([245, @xj4a]) - (Trj01 — 205) =0,
=0

also ist 1(4y nach (a) integrierbar.
Falls € |a,b[ , so definieren wir fiir k£ > 2 eine Unterteilung von [a, b] wie folgt:

b—=zx
l{/' )

Tpo=a , Tg1: =T , Tpo: =T+ Tz =b.

Dann gilt
2

limy, Z sup 1izy ([T, Thjal) - (T — 2ny) = limy
=0

Tr—a

=0
k

19



Analysis II Losungsblatt 5
und
2
limy, » " inf 1y ([2r, Trja]) - (@hger — 20g) =0,

J=0

also ist 1, nach (a) integrierbar.
Der Fall z = b ist trivial, da 15, eine Treppenfunktion mit zugehériger Unterteilung (a, b)

ist und es gilt
b
nach der Definition !
¢) Wir definieren zy, ; ;=4 , j=0,...,k,dh. my =k . Esist
J =k 0

j+1\? %
sup id? ([Th s Thjia]) = (T) , inf id? ([zk 4y Th jr1]) = <E) .

Somit erhalten wir

my—1 k-1 , . 2 ) . k
o B J+1 J+1 1 2
jz; sup id ([kafﬂk,j—kl[) : (Ik,j-&-l - xk,j) = g < L ) : ( L E) = 73 : ;J

und

mg—1 k—1 j 2 j + 1 j 1 k—1
> inf £ ([2rg, wrgal) - (Thjo — 2rg) = (E) ‘ (T - E) =13 > i

J=0 J=0

0.8]

0.67

0.4}

0.27

0 02 04 06 08 1

k=10
Nun gilt, wie man per vollstdndiger Induktion beweist

ij m(m+1)(2m+ 1)

Y

20
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also folgt

und

d.h.

kE(k+1)(2k+1)

k
. 1 . .
limy, =R E j2 = limy,

j=1

6k3

k-1
. 1 . k—1)k((2k—1
hmk—kg-Ef:( ) ( )__
i=1

21
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Aufgabe 1

(a)  Wir definieren die Funktion

1
10,1 R:
f:[0,1] — T — 52
fiir alle & € N eine Unterteilung von [0, 1] durch
$k7j2:l jIO,...,k,

k: Y
sowie Folgen von Treppenfunktionen auf [0, 1] durch

k-1

1 + xk]+1 $k j7$k,j+1[

7=0
und
1
e Z 1+ . 1[%]'7%]'“[ -
Offenbar ist ¥, < f < ¢, . Also folgt
1 1 1
/ Y < / f< / Pk
0 0 0
Es gilt
/1 " 1 1 1
k= 7 L
0 = k1+ L=
und
/1 1 1 1
or=_ 7 =~ o
0o N k144 2%k

Insgesamt erhilt man

also
! 1 1 1
< < —
([ 1) rar=os(] 1)+
Somit
1 )
limkﬂooak:/o 1+id:[ln(1—|—id)]0:ln2.



Analysis II Losungsblatt 6

(b) Es gilt

k‘4

Z(k+1) (0;1) i_) (1 (iﬂ)) .

J

ar = zk: G2+ K 25+ 1) (In (j* + &%) — 2Ink) =

Die Funktion f definieren wir jetzt durch
f:00,1] —mR:z+—(z+1)In(z+1) ,

die Unterteilung von [0, 1] durch

sowie die Folgen von Treppenfunktionen auf [0, 1] durch

k—1
¢k — (xk] + ]_) In (l‘k] + 1) ]‘[:vkyj,xk,ﬁl[
=0
und
k—
Z Thj+1 + 1 In (xk g1t 1) 1[mk,j,xk,j+1[ + 1{1} '
§=0

Wieder gilt (man beachte, dass f jetzt monoton wachsend ist !)

/01¢k</01f</01%

1 k—1 -9 -9 . 2 -9
J J G+
: ki(ﬁ“)“l(ﬁ“)(—w ‘ﬁ)z

mit

23



Analysis II Losungsblatt 6

j=1
(G*+ &), (5
:“k_z L4 ! ﬁ—'—l
j=1
Da
1 2, 12 2 1
+ k 2(2k+1
</ f)+z(j = )ln(%+1)<ak<</ f) (kz J1n2
und
ko, .
(52 + k%) 52 2In2
Z = In ?—I—l <—k; — 0
j=1
bei k — oo , folgt
1 id? (2In —-1)1°
hmkwak:/ (id+1)ln(id+1):{w] —om2_ S
0 1 X 1

Aufgabe 2 Wir wissen, da8§ ¢- ¢ mit ¢ € C Losung der homogenen DGL f/ = 2-id - f ist.
Also withlen wir fiir die inhomogene DGL den Ansatz (wieder Variation der Konstanten)

2

f(x)=c(z) e .
Somit erhalten wir

20 f(x)+z=f(2)=C () - +c(x)-2 7€

2

=d (@) e +2-x-f(2) ,
also
d =id-e i

Damit muss ¢ die Form haben

. —id2 1 _id2 / e_idQ
c= [id-e =—5" (e >:— 5 +a, aeC.

—id?
. 1 .
f:eldQ- (—62 +a> :—§+O¢-€1d2.
1

Fiir die Konstante « folgt aus der Anfangsbedingung f (0) = 0 , dal a = 5 sein mu8, also
1 .
f:§-<€1d2—1> .

Daf§ f tatsichlich eine Losung des AWP ist, verifiziert man durch Ableiten und Einsetzen des
Anfangswertes:

Es folgt

~(eo—1):O.

N | —

1 | e
f'—Qid-f:5-2-id-eld2—21d-§-(eld2—1):id . f(0)=

24
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Aufgabe 3

(a)  Wir zeigen

e (1)) e ()

mit g := f —n . Damit f auch g auf jedem Intervall J C R, integrierbar ist und lim, ., g ()
existiert, ist insbesondere g beschréinkt, z.B. durch M € R, . Also gilt fiir z € R*,

I v | 1
— | 9s 9|+ =
x Jo x| Jo x

/:c g‘ < é (M'\/EeraXte[ﬁ,x] g(0)] - (z — ﬁ)) <

Jz

_ % . (1 _ %) ek, 19 ()]

(vgl. Satz 9.7). Da lim; ., g (t) = 0 , existiert fiir jedes € > 0 ein b € R, mit
lg(t)] <e firallet>b

(vgl. Bemerkung 7.9.2), also
MAX, e[ /7.0] lg (t)|’ <e fir alle 7 mit z > b* .

Damit folgt lim, MAX, [ /7 4] lg (t)| = 0 und somit

. 1 [*
hquoo—/ g=0.
T Jo

(b)  Es ist niitzlich fiir andere Zwecke zu wissen, dass

/ fx—1t)g(t)dt= / f(s)g(z—s)ds
(Substitution s =x —t )

Da f und g stetig smd mit existierenden Limites lim, .. f () , lim, .o g (z) , sind f und
g beschrankt, z.B. durch M € R, .

[ remonoasd ([ [ Y remoma

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung angewandt auf f - g (z — id) ist nun

VT,

-
/f Fla—t)g(t) dt = (z—2VE) f (e — ) g (O)

mit einem ¢ € [/z,z — /z] , und damit, da lim, . ¢ = lim, ., (z — () = 0o , auch

T—\/T _
i, L / Flo—1)g () dt = Timy o 22T F (o~ () g () = e
T \/5 T
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wihrend gleichzeitig

2
<2%—>0

z

i<Aﬁ+L;Jf@—wﬂﬂﬁ

bei z — oo .
Aufgabe 4
(a) Esist (vgl. Beispiel 9.10.4)

b b1,/
dx = In Ydz =Inlnb—Inlna = In @ ,
o T-lnzx . Inx Ina

vorausgesetzt dass a,b € |0, 1] oder a,b € |1, 00[ !

(b)  Wir substituieren z = a+v/t und erhalten

a 22\ " ! adt a? !
rz-[1—-—— dr = a\/Z~1—tk—:—~/ 1—t)*at.
/0 < az) /0 ( ) 2Vt 2 0( )

Setzen wir nun v =1 —t , so folgt

Insgesamt erhalten wir also

(c)

Vet — 1 O dx
dr = —a — 2 .
. ¥ +1 . ¥ +1

Nun substituieren wir 2 = Int und erhalten

O dx Y1 oat el 1 1 2 2
= — = = ———— ) dt=In——1In =—a—In .
o €EC+1 ca t+1 2 o \T  t+1 e? er+1 er+1

Insgesamt ergibt sich

Oer —1 2 4
/e dr=a+2Iln =In———.
. €*+1 er+1 er+e 2+ 2
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Aufgabe 1 Bezeichnet m die Majorante von |f’| , dann gilt nach der Mittelwertungleichung
If (@)= fWI<V2-m-|e—y| firallez,yeJ.

Damit weifit man zu vorgegebenen € > 0 sofort nach, dass 6 := \/gm > (0 das in der gleichmé-
Bigen Stetigkeit Verlangte leistet.

Aufgabe 2 Bezeichnet F eine Stammfunktion von v'1 + sin? , so gilt
fla)=(F(P+7n)—F) (2)=F (2> +7) 20— F' (z) =

=27 - \/1—|—s1n x?) — \/1+sm

Aufgabe 3
(a) Existiert eine Nullstelle v von f , so ist f =0 (auf R% ), denn
f(a:)zf(%u) :f(§> -f(v)=0 firallex eRY .

Wir schlieflen von nun an den trivialen Fall f = 0 aus, wonach f keine Nullstellen haben darf,
also auch keinen Vorzeichenwechsel . Aufgrund der Stetigkeit wiirde ein Vorzeichenwechsel eine
Nullstelle nach sich ziehen. Die Gleichung f (1) = f(1-1) = f(1)* zeigt, dass f (1) € {0,1}
und es folgt automatisch f (1) =1, sowie f > 0 auf R?, .

(b) Es gilt
P —f@) G0 A
y—z (%—1)-:10 ’ +

so dass fiir festes z € R%

fy) = f(z)

[ () =limy_, Y —

genau dann existiert, wenn

O -)f@ _ f@
(— 1):1; T

existiert. In diesem Fall gilt

fr@)=f(1)-
Dies ist die gesuchte Differentialgleichung.

(-1 _ [

lim, .,

fiir alle x € R*Jr )

[ (x)

27
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(c) Esgilt
[ 1@ G-
1
fiir ein £ zwischen x und 1 , also

/1 f#0 firallex e R}, {1}

nach Teil (a).
Sei F' eine Stammfunktion von f . Es gilt fiir alle z € R”.

/1xf(t) dt:/jf(g;é) dt:g;./:f(x.y) dy:x-/:f(y) dy- f () |

also (alle Integrale > 0 !)

f(:E): fle _ F(:C)—F(l)
C I P F ()

und dies ist offensichtlich eine auf |1, oo[ stetig differenzierbare Funktion. Nach Teil (b) ist f
auf ganz R differenzierbar et f ist stetig differenzierbar, da sie die Differentialgleichung erfiillt.

(d) Die obigen Teilaufgaben besagen, dass jede stetige Funktion, die der angegebenen Funk-
tionalgleichung geniigt, Losung des AWPs

, Q)
F= id

sein muss. Dieses ist linear und nach Satz 9.8.i gilt

(@) = exp ( I f—é”) —exp (f (1) - Tnz) = 2D

so dass nur die Funktionen id® gleichzeitig Stetigkeit und Funktiongleichung erfiillen kénnen.
In der Tat erfiillt auch jede solche Funktion beide Bedingungen.

-f und f(1)=1

Aufgabe 4 Nehmen wir an, f: J — R sei eine Losung des AWP, d.h.

1:1—{/f2 und f(g):(],

t t fl 7@ dr ft)
1= — 0 = 5 = [arctan} ,

t— g = arctan f (t) .

und deshalb fiir alle t € J

us
t— =
2

o

also

Daraus folgt

7r T[T T
J—arctanf(J)—i—EC}—i,g[—{—g—]o,w[ und f—tan(1d—§).
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Schliefflich verifiziert man, dass
f =tan (id—g) 10,7 — R

tatséichlich das AWP lost. Dies zeigt, dass diese Losung maximal ist.
Beniitzt man lieber Hauptsatz 9.15, so ist

c:R—R:t+——1 und p:R—[l,00[:z+—— 1+2*,

sowie

t :El
S:R—>R:tb—>/a:t—g und R:R—>R:x»—>/—:arctanx.
z o P

12

Dann ist R(R) =]—2,Z[und R' =tan: |-%,2[ — R . Da

3
T T
§[+§—]0,7T[ ,

NN = I

SHR(R) = |-
ist
R 'oS =tan (id—g) (0,7 — R
die eindeutige maximale Losung des AWP.
Aufgabe 5 Da Sii—dn in 0 stetig fortsetzbar ist, geniigt es die Konvergenz von
“sin_ [_%} _/Z@
jus ld - ld % s ld2
2 2

fiir z — oo nachzuweisen. Der mittels partieller Integration erhaltene erste Term

[ COS} z cos 2
id z

konvergiert fiir 2 — oo sicherlich gegen Null. Der zweite Term erfiillt fiir y, 2 > 7 die Unglei-
chung

Y cos
. id?
2

? cos
1d2
2

/max(y’ 211 L2
S min(y,2) id2 min (y,2) max(y,z)  min(y,=2)

und somit die Cauchy-Bedingung. Daraus folgt die Konvergenz des zweiten Terms und die
Grenzwertséitze zeigen, dass fo sm existiert.
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Aufgabe 1 Sei f : J — R eine Losung des AWP. Es mul gelten0 ¢ J ,1 € J ,also J C RY .
Wir definieren zunéchst

_7
id
Setzen wir dies in die DGL ein, so erhalten wir die DGL fiir g :

g: S — R

g -id*-exp(g) =id ,

bzw.
, 1
g =g exp(=9) .
sowie die Anfangsbedingung ¢ (1) = 0 . Wir haben also ein AWP mit getrennten Variablen fiir
g gefunden. Es folgt

<>1 &
1n=/ .—:/ exp(g) - ¢ = exp(g) — 1,
1 id 1

In(J) =exp(g(J)) =1 C]=1,00[ ,

ferner

d.h. J C ]%,oo[ , und
g=In(1+1n) .
Schliellich verifiziert man, dafl

f:id-ln(1+ln):}é,oo[—>R

tatséchlich das AWP lost. Dies zeigt, dafl diese Losung maximal ist.
Aufgabe 2 Es sind sdmtliche Integrale an jeweils beiden Grenzen kritisch.

(a) Das Integral konvergiert, denn es ist fiir alle t € |—1, 1]

e
< 9
SV

t3et
'\/1—152

und das Integral

konvergiert nach Vorlesung ( arcsin !).
(b)  Mit der Substitution t = e* folgt

/y dt _/lnyd_u
x t(lnt)S Inz u®
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und dieses Integral konveriert an der oberen, nicht aber an der unteren Grenze.

(¢) Das Integral konvergiert, was man z.B. mit partieller Integration sieht (man beachte
cos (id?) gerade) :

’ 2 _x, 2_i_-2,iaj x'2.i
/1cos(t)dt—/1 2t cos(t) 2tdt—{sm(t) 215}14_/1 sm(t) 2t2dt.

Der erste Summand konvergiert fiir © — oo , desweiteren gilt fiir alle ¢ € |1, 00|

1
—_
sin (t ) . 2_152 < t_2 ,
und das Integral [ 55 dt konvergiert.
(d) Das Integral kovergiert. Fiir ¢ € |0, 1] ist
1+ 1Int
' +n ' < —-1—-Int,

Vit 4+t +1
und das Integral foé (1 +1Int) dt konvergiert. Fiir t € RY ist 1 +1nt < 2¢/t , also

' 1+mt’ 3

—— | <272,
Vit +t+1

und das Integral floo t3dt konvergiert ebenfalls.

Aufgabe 3 Seien 2 € C" und p € N~ {0} . Dann ist

1
1 = g
..... n [Tk = (maxp=r,. n |za|”)? < [2], = (j{:lxdp> <
k=0
1 1
< (n'man:1 ..... n |33’k|p)” = \'/ﬁ ((man:1 ..... n |$k|)p)” = % |JU|Oo .

Da lim, .o, ¥/n =1, folgt die Behauptung.

Aufgabe 4

(a) Die Eigenschaften ||f], > 0., [la- fIl, = |a| - |/}, und | f +gll, < |1, + lgl, folgen aus
der Linearitdt und Positivitit des Funktionals

1
f— s
0
fiir alle f,g € R([0,1]) und alle « € R . Sei f € C([0,1]) mit f # 0 . Dann existiert ein
€ €[0,1] , und damit auch € ]0, 1] mit

IF (>0,
und da | f| stetig ist, auch ein 6 > 0 mit |{ — 6,& + 6] € [0, 1] und

|/ ()
2

lf (&) = fir alle t € | — 6,6+ 0] .
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Es folgt

1 €6 E+6 1
wmaéuwwzz uww+l V®W+/\ﬂmﬁ>

) €16
SOFO
>A4-—5—ﬁ>6|f@ﬂ>0,

also gilt fiir f € C([0,1]) genau dann ||f||; =0, wenn f = 0 ist, d.h. |||, ist eine Norm auf
C ([0, 1]) . Die Trennungseigenschaft geht auf R ([0, 1]) jedoch verloren, da z.B. fiir alle z € [0, 1]
gilt

1
Ly €R((0,1)) und /’1@}20.
0

(vgl. Aufgabe 5.4). Man spricht in so einem Fall von einer Halbnorm.

(b)  Sei (fx) eine gleichmiflig konvergente Folge in C ([0, 1]) mit Grenzfunktion f . Dann ist

1
Hh—HMZAIh@%ﬁﬁﬂﬁéam@muuﬂ—fwﬁl=

= [lfx = fllo —0
fiir K — oo . Damit folgt die Behauptung.

(c) Wir betrachten die Folge (id* |p,1}) rey - Dann ist

1

i fonll, = 57 -

d.h. die Folge (idk) rey Konvergiert bzgl. [|-[|; gegen die Nullfunktion, jedoch ist
Jid*| =1

Also konvergiert die Folge bzgl. |||, nicht gegen die Nullfunktion (sogar iiberhaupt nicht in
C([0,1]) , denn die punktweise Grenzfunktion ist 1(13 ¢ C ([0, 1]) ).

(d) Esist klar, dafB§ alle fj stetig sind. Sei e > 0 beliebig vorgegeben. Dann ist fiir k > > 2

1
Hﬁ—hm:A|ﬁ—m:

1 1,1 1,1
2 2+k} 2+l 1
Z/ |fz—fk|+/ |fz—fk|+/ |fz—fk|+/ \fi = fe| -
0 1 1,1 1,1
2 2 k 2 l

Nach Definition der f ist |f; — fx| < 1, und die beiden &ufleren Integrale verschwinden, da fj
und f; dort iibereinstimmen. Somit folgt
3+ 1
1+ / l=-<e,
1 l

\m—hm</
1 _A'_%

2

+

o~

NI
El[

falls nur [ > £, d.h. (fi),ey ist eine Cauchyfolge in (C ([0,1]),[|-]|;) -
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Sie ist jedoch in C ([0, 1]) nicht konvergent. Angenommen, f € C ([0, 1]) ist die Grenz-

funktion, damit ist insbesondere f beschriankt. Fiir £ — oo ist

P
Alﬂ AlffM<W fill, =0,

1
also [ |f| =0, sowie
1

1 1,1
2k
I A Y A
1 1 1,1
2 2 k

2

(sup 1 ([5:5 + 7)) + 1)+ = fill <

S 2

1
< (I lao + 1) + 1 = fell, =0,

also [ %1 |f — 1] = 0. Mit der selben Begriindung wie unter (a) folgt nun aus der Stetigkeit von

fund f—1

f|[0 ] =0 und f‘[%J] =1.

1
2

Widerspruch!
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Aufgabe 1

(a) Nach Voraussetzung existiert ein N und ein ¢ € ]0,1[ mit 1 —e < $ < 1+ ¢ fiir alle
k> N , also mit

(I1—¢) br-cr<ap-cx<(l4+e) by ¢ firallek >N,

und die Behauptung folgt mit dem Majorantenkriterium.
(b)  Aus der Stirling-Formel folgt

(2k)! Viark - (2k)% - (eb)? V2 1

AN pr— .

4k (k1) - (2k +1) g e 27rk)2~k2k~(2k+1) ~(vVak) GR+1)

und die Reihe iiber die Terme (m%ew ist klar (absolut) konvergent.

Aufgabe 2 Wir berechnen zunéchst die Supremumsnorm der fj, fiir beliebiges ¢ € R . Offen-
sichtlich gilt stets

0=/fi(0) < fi(z) < |[|fullo, <oo firalleze[0,1] .
Es ist

C

(1+ k222)? T (1 + k22

)
Damit hat jedes fi genau einen kritischen Punkt in [0,1] , némlich z = % . Da f nach dem
Satz von Weierstral ein Maximum in [0, 1] besitzt und das Minimum in x = 0 angenommen

E€-(1+ k2 -2®)—k¢-x-2k% -2 1—k? 22
fiay = : g TR

wird, folgt
1 kc—l
Il =1 (3) =55 ()
Weiter gilt
k¢ - x x
0 < T e T
fk(l‘) k:2~(k—12+m2) k_12+x2

(a) Fir ¢ < 2 gilt fiir alle € [0,1] , dass limp_s fx () = 0, d.h. (fi),ey konvergiert
punktweise gegen Null.
Fir ¢ = 2 gilt
0 x=0
limg o fi () = falls =: f(x) .
2 z € 10,1]

Fiir ¢ > 2 und z € ]0, 1] ist die Folge (fx (¢)),cy divergent, da dann gilt

34



Analysis II Losungsblatt 9

: x 1 : _
limg oo 7—— == und limg . k° 2 _ o,
2 +x xT

Somit ist die Folge (fi),cy genau fiir ¢ € |—o0,2] punktweise konvergent, wobei die
Grenzfunktionen jedoch, wie gesehen, fiir ¢ < 2 und fiir ¢ = 2 verschieden sind.

(b)  Fiir ¢ < 1 gilt limg_. || f&||o = 0 (nach (x) ), d.h. die Folge (fi),cy konvergiert gleich-
méfBig gegen die Nullfunktion.

Fiir 1 < ¢ < 2 konvergiert sie nach (a) immer noch punktweise gegen Null, aber es ist
dann limy_,« || k||, # 0 , also liegt keine gleichméiflige Konvergenz vor.

Fiir ¢ = 2 ist die Konvergenz nach Hauptsatz 10.5 ebenfalls nicht gleichméflig, da die
Grenzfunktion f unstetig ist. Alternativ zu diesem Argument kann man auch direkt die Su-
premumsnorm ausrechnen : es ist fiir alle £ € N*

1
x- (14 k2 2?)

T 1
+x2 x

SUDze)o0,1) |fi(z) = f(2)| = SUDgze)0,1) = SUPgejo,1

also ist die Konvergenz auch fiir ¢ = 2 nicht gleichméfig.
Da fiir ¢ > 2 keine punktweise Konvergenz vorliegt, konvergiert (fi),cy erst recht nicht
gleichméBig (vgl. Satz 10.4).

(c) Esgilt auf jeden Fall fiir die ¢, fiir welche (fy),y gleichméBig konvergiert, also fiir ¢ < 1,

dass
1 1
0 0

Dies folgt aus Hauptsatz 10.6. Offensichtlich kénnen wir diejenigen ¢ , fiir die (fj),cy garnicht
konvergiert, ausschlieen. Untersuchen wir die Frage also noch fiir ¢ € [1, 2] und fiir c =2 . Es

ist
ke Loog2. o
=k°- dr = — - | ————dz =
/f’“ /01+k2 2T k2 /0 1+ k222"

fc—2 1 (1 + k2. .%’2)/ fc—2 =1 fc—2
= -/O—da;— 5 -[ln(l—i—kg-xQ)} = ‘In(1+K?) .

2 1+ k2 - 22 =0
Es folgt, dass fiir ¢ = 2 die Folge ( fol fk> offenbar divergent ist. Fiir ¢ € [1, 2[ gilt fiir £ € N*
keN

c—2

2

o
N

-ln(1+k2)—>0,k—>oo,

denn mit der Regel von de 'Hospital gilt fiir beliebiges a > 0

. o2 _ In(1+a2) 2
limg 00 —— - In (1+2%) = lim, o % = lims—oe 5 (2 . SQ rl=e
1 :L.C—Q
e . 1 N - 0 9
e
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1 1 1
0 0 0

also folgt

Aufgabe 3

(a) Offenbar ist | f[| ;) = [|f]l,, = 0 fir alle f € CW ([a,b]) . Da ||-||, eine Norm auf C ([a, b))

ist, sind ||f||(1) = 0 und f = 0 #iquivalente Aussagen. Seien a € K und f,g € C ([a,b]) . Dann
ist

lev- Flly = Nl Flloo + [[C )] = lel - Iflloo + 11 o) = lal - [ Fll oy
und
1f+allgy=1f+ 9l + 1+ 9'llc < Nflloo + 1 Nloo + 19lloe + 19 1lee = I1fll 0y + Nlgll 1)

d.h. |||, ist eine Norm auf CW ([a,b]) .

(b) Es folgt aus den Differentiationsregeln und den Rechenregeln fiir stetige Abbildungen,
dass C™M ([a, b]) ein K-Vektorraum ist (was wir in (a) auch bereits benutzt haben.) Wir miissen
also nur noch die Vollstandigkeit bzgl. [|-[|;) beweisen. Sei dazu (fi),cy eine Cauchyfolge in

(€@ (a,8]) |1l) - Da fir alle k1 € N

1o = fell gy 2 1fe = felloo

gilt und (C ([a,b]), ||-||,,) nach Hauptsatz 10.5 ein Banachraum ist, existiert ein f € C ([a,b])
mit f = limy, fi gleichmifig auf [a, b] . Wir zeigen, dass f sogar stetig differenzierbar ist. Dazu
betrachten wir die Folge (f;),cy der Ableitungen. Es gilt

1fe = filloo < Ife = Silly

d.h (f}),ey ist eine Cauchyfolge in (C ([a,b]), ||-||.,) und somit gleichméflig konvergent . Aus
Korollar 10.6 folgt, dass f stetig differenzierbar ist und dass gilt

limg, fr = f auf [a,b] ,
also

limg [|.fi = fllqy = T (e = flloo + 175 = flloe) = limg [ fe = Flloo + limg [1fz = flloe =0 -

Damit ist (C @ ([a, b]), ||-||(1)> als Banachraum nachgewiesen.
(c) Sei (fk)pen €ine konvergente Folge in (C(l) ([a,b]), H-H(1)> mit Grenzfunktion f . Dann
ist
10fx = 0flloo = Ife = fllee < W fi = fll)y =0, k=00,
d.h. 0 ist stetig.

(d) Die Folge (%)k konvergiert wegen %H o = 1 gleichméBig auf [0,1] gegen die
>1 00,[0,1
Nullfunktion, aber die Folge (8%)]01 = (idk_l)k}1 konvergiert in (C ([0,1]), ||-||,) tiberhaupt

nicht (vgl. Beispiel 10.3.1), also ist d nicht stetig, wenn wir beidesmal die Supremumsnorm
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verwenden. (CV ([a,b]), ||||) ist auch nicht vollstéindig, denn z.B. die Folge (@ /id? +%)k X
>

konvergiert wegen
1
|\/x2 - T~ Va?

gleichmiifig auf [—1,1] gegen Vid* = |id| , doch ist |id| nicht differenzierbar im Nullpunkt.

1

k

1
24+ - —x? =

<
k

Aufgabe 4 Man beachte, dass folgende Inklusionen gelten

A°N B M -
(ANB)°=A°NB° C { AN B° }CAHBC ANB » CANB,
ANB
und dass keine andere allgemein giiltig ist, wie das folgende Beispiel zeigt.
Wir wihlen

A:=10,2]U{3}U4,6] und B:={0}U]1,3[U[5,6] .

A o—e o O0——o

Dann ist

A°NB°=]1,2[Ul5,6] , A°NB=]1,2[U[5,6] , ANB°=]1,2]U]5,6[,

AnNB=]1,2]U5,6] , ANB={0}U|1,2]u[56] , AnB=11,2]U{3}U]5,6]
und
ANB=[1,2]Uul5,6] , ANnB={0}U[l,2]U[5,6] .

Das folgende einfachere Beispiel zeigt, dass alle Mengen verschieden sind, aber nicht, dass
andere Inklusionen ausgeschlossen sind; hier gilt AN B C AN B . Sei

A:=10,2]U]3,4] und B:={0}U[L4].

A o——e o0—e

Dann ist

A°NB°=]1,2[U]3,4] , A°NnB=][1,2[U]3,4 , ANB°=]1,2]U]3,4] ,
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ANB=[1,2]U]3,4] , AnB={0}U[1,2]U[3,4 , ANB=1[1,2]U]3,4]

und

ANB=[1,2]U[3,4 , ANnB={0}Ul[1,2]Ul3,4] .
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Aufgabe 1

(a) Fiir o € R% zeigen wir die Gleichung

0 k
/ etk du = ) - k!

ak—i—l

—00

per vollstdndiger Induktion nach k£ mit Hilfe der partiellen Integration. Der Induktionsanfang

k=0 ist
0 0
U 1
/ e "du = [e—} = —.
—0o0 o U=—00 o

Von k auf k + 1 schlieflen wir

0 : 0 0
/ el uk+1 cdu = |:€_ . uk+1:| o ; i el uk cdu =
oo ! — oo Q@ e~
(b)  Wegen lim, .ox* = 1 kénnen wir die Funktion ld% im Nullpunkt stetig fortsetzen, d.h.
das Integral fol - dlid existiert. Weiter gilt fiir alle = € [0, 1]

1 —z - Inz)"
_:efm-lnm:Z( z HJZ’) )

x* k!
k=0
Die Funktion id-In ist stetig (ergénzbar) auf [0, 1] , also nach dem Satz von Weierstral be-
schrénkt, d.h. es gilt
Es folgt, dass

(—id-1n)*

T <Y gt

c0[01] k>0

2

k>0

d.h. die Reihe ist normal konvergent und somit nach dem Weierstraf3-Kriterium (Hauptsatz
10.7) gleichméiflig konvergent auf [0, 1] . Mit Hauptsatz 10.6 folgt

[ [ Gt s O

k>0 k=0

Wir machen die Substitution u := Inz und erhalten (mit o = k+ 1 ) aus Teil (a)
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1 . 0 0 (_1)k
/ (x-lnx) dl':/ ek'“-uk-e“du:/ ekt gk gy = ———L k!
0

. . (k+1)k+1
also
T T I
o id = K (k+ DM (k)M R
Aufgabe 2

(a)  fr konvergiert punktweise gegen 0 genau fiir « > 0 . Denn fiir & > 0 und z € ]0, o] ist

2
— kf2a_
i (o) "
nicht konvergent gegen 0 .
(a) Mit der Substitution z := £ sieht man
1 1 —cost
1 filloe = 72 SuPrejo.00f 't—a

Somit konvergiert (f;) genau dann gleichméflig gegen 0 , wenn o > 0 und

1 —cost
ta

SuptE}O,oo[ ' <0,

was nach der Reihenentwicklung und Beschréanktheit des cos genau dann der Fall ist, wenn
0 < a < 2. Damit (fy) gleichméBig konvergent genau fiir « € ]0,2] .

(b) Fiir alle z € |0, oo] ist

1 sin kx o 1 —coskx
/ —
fk (l‘) - k2a71 ) T - ﬁ l»oz+1

Fir o > % konvergieren beide Summanden analog zu (a) punktweise gegen 0 . Andererseits ist
z.B. fﬁrxozzg,aé%undkzélj—l—l,jEN

1 1 «
f/(dfo)::lﬁl_Qa( — — —— )
kxOJrl

)

nicht konvergent gegen 0 . Insgesamt ist also limy, f; = 0 punktweise genau fiir o > % .

5, (1 —cost)' ‘
tOé

(c)  Wieder mit der Substitution x := ¢ erhélt man

sint 1 —cost

1
to « ta+1

= a1 SUDP¢e)0,00]

1 fille = a1 SUPre]0,00]
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Somit konvergiert (f;) genau dann gleichméfig gegen 0 , wenn o > 1 und

sint 1 —cost
Supte]om[ fa — ta+1 < 0.
Da
sint 1 —cost
to o o+l

stetig in |0, oo[ und bei t — oo schon fiir a > 0 beschrinkt, untersuchen wir

’ sint 1 —cost
im;_,o o o o) .

1. Fall: o # 2 . Wendet man zweimal die Regel von de I'Hospital an, so erhilt man

Y sint 1 —cost y (2 —a)cost — tsint
im;_, —« = lim,_, =00
=0\ "o totl t=0 oo+ 1)1

fallsa > 1.
2.Fall: a =2 . Es ist

sint 1 —cost 1 —cost
12 t3 12

und das ist bekanntlich stetig ergéinzbar durch den Wert 1 in ¢ = 0 . Somit existiert

. sint 1 —cost
hmt—>0 2 -2 13 )

und damit ist
sint 1 — cost

12 t3

Insgesamt also limy, f], = 0 gleichméBig nur fiir o = 2 .

SUP¢e]0,00]

Aufgabe 3
(a) Esist

()
(%)

Mit dem Quotientenkriterium folgt, dafl die Binomialreihe den Konvergenzradius Eins hat.

a—k'_' e! k

— 1 k .
k+1 k+1 k+1‘_> P

(b) Nach Korollar 10.8 diirfen Potenzreihen im Innern ihres Konvergenzintervalles gliedweise
differenziert werden. Man erhilt fir z € |—1, 1]

P=3 () =30 (10 et

:i@‘).(a—k).xkza-f(m)—x-f’(w) ,

also folgt
(1+id)-f'=a-f.
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Weiter ist

Sei g eine weitere Losung des AWP. Wir setzen h := f — ¢ . Dann erfiillt h auf |—1, 1] das AWP
, o«
(1+1id)
dessen eindeutige Losung nach Satz 9.8 gegeben ist durch h =0, d.h. esist g = f .
(c) Es gilt

+h und h(0)=0,

(1+0)*=1 und (1+id) (1 +id)*) =a- (1 +id)* ,
d.h. (1 +1d)” 1ost ebenfalls das AWP auf |—1,1[ . Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung muf
f=0Q+id)"

sein.

Aufgabe 4 Wir zeigen, daf} gilt
ACBCCCA.

Sei € A . Dann existiert nach Definition fiir jedes € > 0 ein y € A mit d (z,y) < €, also
d(z,A) <e.Damit d(z,A) =0,alsoz € B .

Sei z € B, d.h. d(xz,A) =0 . Dann folgt aus der Definition des Infimums, daf es zu jedem
k€ N\ {0} ein 2 € A gibt mit d (z, zx) < % , also gilt limy 7 = z . Damit haben wir x € C' .

Seien nun z € C und () C A mit limy 2, =2 . Esist A C A, also (z3) C A . Da A nach
Satz 10.16.ii abgeschlossen ist, folgt nach Hauptsatz 10.16

x=limgxz, € A.
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Aufgabe 1

(a) Die in der Aufgabenstellung genannte Menge ist der Schnitt von A mit der folgenden
Menge:

{(z,y) € X x Y| f(2)-g(y) =h(z.y)} = (fopr,-gopr,—h) " ({0}) .

Es geniigt die Abgeschlossenheit von dieser zu zeigen, welches aufgrund der Stetigkeit der
Abbildungen aus Satz 10.15 folgt.

(b) Ist x € pry (O) fiir offenes O , so existiert ein y € Y und € > 0 mit
(z,y) € B((z,y),€,dx) C O
(vgl. Def. 10.12 und Bem. 10.13.1). Esfolgt B (z,¢,dx)x{y} C O, also B (z,e,dx) C pry (O) .
Dies zeigt, dass pr, (O) offen ist.
(¢) Wihle
A= {(5,y) € R |2,y >0} = pry’ ([0, 00 N prz™ ([0, )
und f =pry , g =pry, h =1. Dann ist nach a) die Menge
H:=An{(z,y) eR* |z-y=1}

abgeschlossen in R? | mit der Eigenschaft pr; (H),pry (H) C R, . Weiter gilt sogar x - 0 =
0-y =0 # 1 fiir alle z,y > 0, so dass 0 ¢ pry (H) Upry(H) . Es verbleibt zu zeigen:
10,00[ C pry (H)Npry(H) .

Fiir z > 0 priift man sofort (z,1) € H nach, also ]0,00[ C pry (H) (und fiir pr, (H)
analog).

Aufgabe 2 Offensichtlich ist B beschrinkt, da || f||, < 1 fiir alle f € B ist. Die Norm
ist stetig und [0, 1] ist abgeschlossen in R , also folgt die Abgeschlossenheit von B aus der
Darstellung

B =l ([0,1])

mit Satz 10.15. B ist jedoch nicht kompakt, denn nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl
(Hauptsatz 10.17) besitzt in einer kompakten Menge jede Folge eine konvergente Teilfolge.
Betrachten wir jedoch die Folge (fi),cn- C B von ”Hutfunktionen”, welche definiert sind durch

2k . g z € [0, 5]
fo(@)=1¢ 2-2.2 falls z€[& 5] ,
0 z € |5, 1]

so gilt |fi (35) — /i (2%)| =1 fiir alle k,l € N* mit £ < [, also ist || fi — fil ., = 1 fiir alle
k,l € N* mit k # [ . Somit kann (f;) keine Cauchy-Teilfolge und daher auch keine konvergente
Teilfolge enthalten.
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0.8 |

0.6 |

041

0.2 1

00 02 04 06 08 1

Hutfunktionen f; , fo, f3
Bemerkung: Nach dem Satz von Riesz aus der Funktionalanalysis ist die Einheitskugel

in einem normierten Raum genau dann kompakt, wenn der Raum endlichdimensional ist.

Aufgabe 3 Sei X ein diskreter metrischer Raum, d.h. alle Teilmengen sind offen (beachte
B(z,0.5) = {z} ). Ist nun K eine kompakte Teilmenge von X , so ist K C |J,cx {z} eine
offene Uberdeckung, von der nach Voraussetzung eine endliche Teiltiberdeckung gentigen muss.
D.h. es gibt eine endliche Teilmenge K C K mit K C |J,.z {z} , K muss selbst endlich sein.

Endliche Mengen sind offensichtlich in jedem topologischen (Hausdorff-)Raum kompakt.
Insgesamt sind also die kompakten Teilmengen eines diskreten Raums genau die endlichen
Teilmengen.

Aufgabe 4
(a) @ ist stetig, da die Komponenten von @

©:R? — R (2,y) —— e +y = (™ +pry) (2,9)
und

0y : R — R: (2,y) ! +y = (" +pry) (2,9) |
als Zusammensetzung von stetigen Abbildungen, stetig sind. Die Funktion

f=exp+id: R — R

-1
ist bijektiv und f ist stetig (Hauptsatz 7.11 oder Korollar 10.20). Seien (w1, 1), (72, y2) € R?
mit ® (x1,11) = P (29, y2) . Es gilt also

e tyi=e"+y und f(y)=e"+yi=e”+y=/f(y) .
Da f injektiv ist, folgt y; = yo und somit e** + y; = €2 4+ Yy = €2 + y; , also €' = "2 und

schliellich 1 = x5 . Somit ist ® injektiv.
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Wir konnen auch gleichzeitig das Bild von ® bestimmen und zeigen, dass ® injektiv ist.
Es geniigt die (u,v) € R? zu bestimmen, fiir die eine Losung (z,y) € R? mit @ (z,y) = (u,v)
existiert und zeigen, dass diese Losung eindeutig ist. Aber aus

e“+y=u und f(y)=e'+y=v0

-1
folgt y = f (v) fiir jedes v € R, d.h. y ist fiir jedes v € R eindeutig bestimmt. Eingesetzt in
die erste Gleichung bekommen wir

—1
e’ =u— f (v)
—1 -1
und stellen fest, dass x = In [ u— f (v) | auch eindeutig fiir alle v € R mit u > f (v) festgelegt

ist. Somit ist ® injektiv und das Bild ist

Y =90 (R?) = {(u,v) € R?

u >;‘1 (v) } :
(b) Durch die Gleichungen = = a bzw. y = b werden die Geraden
Afa):={(a,y) eR*| ye R} ={a} xR
und
={(z,b) e R* | z € R} =R x {b}
definiert. Setzt man f, := f( e”) , so ist

®(A(a)) ={(e"+y. e +y) | y R} =

= {(u,v) € R?

Man braucht nur zu beachten, dass die Gleichungen

u= e+ fl(v)}—{(u,v)ERQ} v=f(u—e")} =Grf,.

u=e*+y und v=¢e'+y=f(y)

-1
mu—e*=y=f (v),alsozuv=f(u—e*) dquivalent sind, da f bijektiv ist. Weiter gilt

®(B(b)={(e"+be"+b)| zeR} =

={(u,v) eR* | ueR ,u>bundv=e"+b} =]boo[ x {e"+b} ,
da e® +b=1b,00] .
(c) Esist

V=0 (R} =0 (UB ) |16, 0o] x {e" + b} =

beR beR

={(u,v) eR* | ueRundv<e+u=f(u)} .
In der Tat ist die Bedingung auf (u,v) € R?

es gibt b€ R mit u >bund v =€ + b
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zu
es gibt b € R mit f (u) > f(b) =v

also zu v < e" + u dquivalent, da f bijektiv und strikt wachsend ist. Weiter gilt

V=% (R?) = (UA )zUGrfa.

aeR aeR

Seien a; < as und by < by . Das von den Geraden A (ay) , A(az) , B(b1) und B (by)
eingegrenzte Flichenstiick ist das kompakte Rechteck K = [a1, ag] X [b1,bs] C R? . Wie oben
bekommt man

¢(K)= |J @(ana) x {p})= |J [e” +be+0] x {e"+b} =

be[bl,bQ] be[bl,bQ]

= {(u,v) € R?

et f () < U<e“2+f(),e”1+b1<v<e"2+b2}=

={(u,v) eR?*| flu—e?)<v< flu—e™), " +b <v<e?+b} =

- (Prl -7 opra) : (e, e*]) N pry ([e™ +b, e +1]) .

Préziser ist die Aussage
es gibt © € a1, as] und y € [by,by] mitu=€"+y und v=c'+y=f(y)
Al
u— () ee und ve f([by, b)) ,

also zu

e+ }1 (v) <u< e+ _fl (v) , e +b <v<e?+by
und schlieflich zu

flu—e?)<v< fu—e™) | e +b <v<e+by
dquivalent. Es ist K° = Jag, as| X b1, be[ , und analog folgt

-1

-1
D (K°) = <PT1 - f Opr2> (le™, e[) N pry (Je™ + b, e® + b)) .
Diese Menge ist offen in Y nach Satz 10.15.ii, da die Abbildungen
1 -1 .
(pr1 - f Opr2> , prar Y — R

stetig sind. Anschaulich ist dies ein "verzerrtes offenes Rechteck” im R? . Da nach Satz 10.16
® (K)° die grofte in Y offene Teilmenge von @ (K) ist, gilt daher ® (K)° D ® (K°) . Sei

R .= {K: [(11,(12] X [bl,bg] EgﬁB(RQ) } a1 < as, by <b2} .
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Es gilt somit

@(RQ):q)(U KO) = Jemx)=Jemx)>.

KeR KeR KeR

Man kann sogar zeigen, dass ® (K)° = ® (K°) gilt; dies ist aber fiir den obigen Schluf} nicht
notwendig. Nach Korollar 10.20 ist ® ein Homtomorphismus.

5
Grf
1
-1 0 1 5
1L
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Aufgabe 1

(a) Sei I C N* eine endliche nichtleere Teilmenge. Dann existiert max I € N* . Somit

o] -Jo ] 4o

kel

die Folge besitzt also die endliche Durchschnittseigenschaft. Nehmen wir andererseits an
1
T e (W }O,E} ,
keN*

so ist insbesondere x € R’ und damit = ¢ ]O, ﬂ z.B. fir k = EJ + 1 € N* . Wiederspruch!
Also ist

(b)  Angenommen

(4=0.

jed
Dann ist

KcX=[J&Xx\4)
jeJ

eine offene Uberdeckung von K , da alle A; abgeschlossen. Also existiert wegen der Kompaktheit
von K eine nichtleere endliche Teilmenge I C J mit

K C:LuJ(}K'\\/4j):==)( N <[~]14j> .

jel jel
Andererseits ist aber nach der endlichen Durchschnittseigenschaft von (4;),.;
0#(4 CK,
jel

und damit haben wir einen Widerspruch. Da Aussage und Beweis nur von topologischen Be-
griffen Gebrauch machen, gilt die Aussage in jedem topologischen Raum.

Aufgabe 2

(a) ~ ist offensichtlich auf ganz R beliebig oft stetig differenzierbar, da beide Komponenten
Kompositionen von C(*)-Funktionen sind. Ferner

v (t) = e“* (c - cost —sint, c-sint + cost) .
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Skizze:

2,,
2,,
3 c5
B 5
3t
vy([-2m2n]) , c=5 t —> e3x - (cost,sint)
(b) Nach Hauptsatz 11.2 ist 7 rektifizierbar, da stetig differenzierbar, und fiir a,b € R mit
a < b gilt
b b 1
L[a,b] :/ |'7/| _ /1_|_02/ emd — 1+g (ecb_eca) ,

da

|fy'|2 = et (cz-coszt— 20~costsint—|—sin2t+02-sin2t+20-sintcost+cos2t) =

=t (1+¢) .

Damit gilt insbesondere

1 1

Liag) = 1+§(1_€ca)—> I+

fiira — —o0 .

(¢) Seir € RY% . Dann gilt fiir alle ¢t € R : 7(¢) liegt auf dem Kreis 2z + y*> = r? . d.h.
|(z,y)| = r , genau dann wenn

=@ =r,

also t = 1“77" =: 7 . Damit ergibt sich
S = (r-cosT,r-sinT)
als eindeutiger Schnittpunkt. Wird der Kreis mit Radius r durch

t —— 1 (cost,sint)
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parametrisiert, so ist der tangentiale Vektor an den Kreis im Punkt S durch
v=r-(—sin7,cosT)

gegeben. Der Schnittwinkel ist der von den Geraden R-v und Ry’ () eingeschlossene Winkel

a € [O,%} und es gilt
(Y (1) 1 . —sinT . c-CcosT —sinT B
- 1Y () ror-V1+e COST c-sinT +cosT a
B ’—c-sinTcos7'+sin27'+c-COSTsinT—I—COS2T} 1
a V14 c? VI3

_ 1 5 : : _ 1 c
also o = arccos e unabhéingig von r . Bemerkt man, dal} sina = /1 — 75 = TirZ 0 50

bekommt man

COos &x —=

sin «

tana = =c,

COS &

d.h. a = arctanc .

Aufgabe 3
(a)  Wegen
st =, ({1})

ist S™ offensichtlich beschréinkt und auch abgeschlossen in R™™, denn ||, ist stetig und {1} ist
abgeschlossen in R . Nach dem Satz von Heine-Borel (Hauptsatz 10.18) ist S™ kompakt.

(b) Seien z,y € S*, OE x # y . Falls x # —y , sind x und y offensichtlich linear unabhéngig,
also

0¢{z+t-(y—x)| tel0,1]} .
Es folgt, dafl

t(y—
sz:[ovl]—)gn:tH SRk (y x)
’ [+t (y— ),
eine stetige parametrisierte Kurve in S™ ist mit
x x r+y—x Y
Yeu(0)=—===2z und ~,, ()=—"T-——="2-=y.
“ |, 1 o z+ty—zl, |yl
Sind jedoch x und y Antipodenpunkte, d.h. y = —z , so verlduft die Verbindungsstrecke

durch Null, also kénnen wir nicht die gleiche Kurve wie oben wihlen. Da n > 1 , existiert ein
2/ € R*™ {0} , welches nicht im von z und y aufgespannten Unterraum des R™"! liegt, also
insbesondere kein Antipodenpunkt zu x bzw. y ist. Setzen wir

Z/

T |Z,|2 ’

so ist z € S™ , und die Verbindungsstrecken zwischen x und z bzw. z und y laufen nicht durch
den Nullpunkt, vgl. oben. Dann gibt es also, wie eben gesehen, stetige parametrisierte Kurven
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Ve, und v, , die x mit z bzw. z mit y innerhalb S" verbinden. Definieren wir nun

’yx,z (2t) ’ te [0’ %]
v:[0,1] — S": t—s falls
]

7z,y(2t_1) ’ te [

[y

Y

N[

so ist v wegen

Voo (1) = 2=, (0)
eine stetige parametrisierte Kurve, welche  mit y innerhalb S™ miteinander verbindet. Alter-
nativ leistet auch die parametrisierte Kurve
2t —1Dy+t(t—1)7
(2t =1y +t(t-1)2,

v:[0,1] — St —
im Falle y = —z das Gewiinschte, da 2’ zu x und damit zu y linear unabhéngig gewéihlt wurde.
(¢c)  Wir betrachten die Funktion
g:S" —R:zx+— f(x)— f(—x) .

Nach Teil (b) gibt es zu jedem y € S™ eine stetige parametrisierte Kurve v : [0,1] — S™ |
welche y mit —y verbindet. Es folgt, dafl die Funktion

pi=goy:[0,1]] —R
stetig ist mit
0 0)=g(y)=—-g(-y)=—¢(1) .
Nach dem Satz von Bolzano besitzt ¢ , da stetig, eine Nullstelle, d.h. es gibt ein z € S™ mit
flz)=f(=z),

also hat f einen Antipodenpunkt. (Fiir n = 1 haben wir diesen Beweis bereits in Aufgabe 1.1
gefiihrt.)

(d) Dayin S™ verliuft, ist |y|3 = 1 konstant. Somit
0=0y;=2ye7 .

Daraus folgt die erste Behauptung. Ferner, dort wo v zweimal differenzierbar ist, haben wir
sogar

2 2
0=l =20y o7 +7e7) =2 (Wh-ve7) =2 (Wi~ 1W'h) .

wobei wir im letzten Schritt die Schwarzsche Ungleichung unter Beachtung von ||, = 1 ausge-
nutzt haben. Daraus folgt die zweite Behauptung.

Aufgabe 4 Es gilt
A F(z,t)=(aea) f'(aex—ct)=|a} f" (aex—ct) ,
was man durch komponentenweises Differenzieren erhélt, und ferner

OIF (x,t) = f" (aex —ct) .

51



Analysis II Losungsblatt 12

Eingesetzt in die Wellengleichung liefert das, da |a|, =1,
1
A F(x,t) — gﬁfF(x,t) =f"(aex—ct)— f"(aex—ct)=0.

Anschaulich ist diese Losung der Wellengleichung eine in Richtung des Vektors a mit Geschwin-
digkeit ¢ laufende ebene Welle.
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Aufgabe 1

(a)  Stetigkeit ist klar (beachte: |zy®|- (% +y2) ' < |zy| ). AuBerhalb des Nullpunktes ist f
stetig und stetig partiell differenzierbar, denn dort ist

3 3 2 _ .2
Y 2 Y 3. Y
8 £E7 — —21/‘ — = — —
1f( y) $2+y2 ($2+y2)2 y (Jf2+y2)2
2 4 2,2
Y Y 3z° +y
82f(:13,y):3x 5 2—21‘ﬁ:y21‘ﬁ
Ty (#* +y?) (22 +5?)
Im Nullpunkt erhalten wir
t,0)— (0,0 0-0
alf(o70):hn’lt—ﬂf(7 )tf(’ ):hmt—>0 ; :Oa
0,t) — f(0,0 0-0
aZf(OaO):hmtﬂof(’)tf(7 ):lithOT:O.

Damit ist auch die Stetigkeit der partiellen Ableitungen im Nullpunkt einzusehen.
(b)  fist auf R? \ {0} zweimal stetig partiell differenzierbar mit

3 3 2 2
Yy 3 Yy 3 r” — 3y
010:f (x,y)=—b6r - ——— + 8> ————— =2° 0 - ———— |
S () = =0 o T gy -
3 2 24 2 4
alagf(.l',y): 2y 5 = 2y22—6l‘2'%+81‘2-%,
=y (22 +y?) (2% +y?) (22 + y?)
3$4—6Jf2'y2—y4
=y 1 52 = 001 f (2,9)
3 5 2 2
y Y 3 37—y
0205 f (z,y) = 6 - -4 —+8r ——— =22y - ——— .
2 2f( y) x2+y2 (x2+y2)2 ($2+y2)3 y (x2+y2)3
Fiir die zweiten partiellen Ableitungen in 0 gilt
o1 f (¢,0) — 01/ (0,0 0-0
alalf(()ﬂ()):hmtﬂo 1f(’ ) 7 1f( : ):limtﬂo ; =0,
Oy f (t,0) — 021 (0,0 0—-0
010xf (an):hmt—ﬂ) 2f(’ ) ; 2f( 7 ):limtquZO,
011 (0,t) — 021 (0,0 t—0
020, f (Oa 0) = lim; g 1f( ’ ) ; Qf( ’ ) = lim;_o =1,
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Analysis II
O f (0,t) —02f (0,0 0-0
020: f (an) = lim; o Qf( : ) 7 Qf( : ) = limy_,o——=0.
(c) Die ungleichen partiellen Ableitungen sind schon im Teil (b) nachzulesen. Die zweite
partielle Ableitung 0,0 f ist im Nullpunkt unstetig, denn fiir die Nullfolge (%, %)n>1 gilt

6

11 1 -5 -4 4 5 1
5231f(575>Z—E'WZﬁ'§Z§%8ﬁl]ﬁ(070):1-

Aufgabe 2
(a)  Wegen ‘:r3 (2?4 y2)71‘ < |z] ist die Stetigkeit in 0 klar. Weiter gilt

f(z,0) =z und [f(0,y) =0,

also
O f(0,0)=1 und 05f(0,0)=0,

so dass die partielle Differenzierbarkeit auch gezeigt ist.
Wiire die Funktion in 0 total differenzierbar, so wire die Ableitung durch

(x,y)HDf(0,0)(z):(1,0)(;):1-x+0-y:x

gegeben. Die zugehorige Fehlerfunktion
23 23 — 2 — xy? 212
=———-0-1-2—-0-y= = —
v T9) = =0y Ry e
erfiillt jedoch
11 1(1)2 1
Wk . % % . 3 1
llmk—>oo 9‘0((1]6 13)| — _ llmk—>oo k k‘) = 11mk—>oo 23k3 - _ _2_3
T 2 2\ 2 3. 3
a #)+3)) @

@(xﬂ'/) — O X

und nicht die verlangte Bedingung lim, 4. (0,0) )
Es gilt v (t) =4/ (0) - t +1 (t) , wobei die Fehlerfunktion 1) : [—1,1] — R? die Eigenschaft

(b)
. 1
limg_; o 7 P (t)=0

besitzt. Es folgt fiir ¢ # 0

for(t)—foy(0) _ (i(0)-t+¢y (1) _
t t- |y (0) -t + 9 (1))

£ (v, (0) + 1y (1)
£ [y (0) + -9 (1)

und dies konvergiert fiir t — 0 gegen
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Aufgabe 3 Nach Kettenregel muss
D(for)(t)=grad f(y(t) e (t) =0

sein, da f o~ konstant ist. Geometrisch bedeutet dies, dass sich die Kurve ~ stets senkrecht zu
der Richtung verliduft, in welcher f die gofite Verdnderung erfihrt.

Aufgabe 4

(a) Die Funktion f ist stetig, also insbesondere partiell stetig. Es gilt
f(x,0)=3z—2°—1.
Daraus folgt lim, .1 f (x,0) = £oo . Nach dem Zwischenwertsatz ist
fo:R—R:z— f(,0)

surjektiv, also ist auch f surjektiv.
(b) Esist

gradf(x,y)=3~( ¢ )

T-e¥ — e

und

—2-z ey
HeSSf(.CC,y):E;'( ey x.ey_3.63y) :

Wir erhalten, dass der Gradient von f genau dann verschwindet, wenn

2

e =122 und z-e¥=¢e%

ist, d.h.

2

e/ =22 und z=e%,

und daraus bekommen wir die Gleichung e¥ = e* , welche genau fiir y = 0 erfiillt ist. Damit
ist z =1, d.h. der Punkt (1,0) ist der einzige kritische Punkt von f . Weiter ist

Hess f (1,0) = ( _36 —36 )
mit charakteristischem Polynom

XHess £(1,0) ()‘) = ()‘ + 6)2 -9

mit Nullstellen A = —3 < 0 und A = —9 < 0, also ist Hess f (1,0) negativ definit, d.h. im
Punkt (1,0) hat f ein striktes lokales Maximum und dieses ist das einzige kritische Punkt von

f.
Aufgabe 5

(a) Fiir eine lokale Extremstelle ¢ in der offenen Kreisscheibe gilt notwendig

0= grad f (§) = (88, =38, =3&,)" ,

also ist (0,0) die einzig mogliche Extremstelle dort. Dort ist aber die Hesse-Matrix durch

Hess f (0,0) = ( _83 _03 )
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gegeben, eine indefinite Matrix (z.B. ein strikt negativer und einstrikt positiver Eigenwert),
weswegen (0,0) keine Extremstelle sein kann. In der Tat erhidlt man fiir y := z positive
Funktionswerte f (z, ) = 42% — 322 = 22 und fiir y := ga: negative Funktionswerte f (33, 3.7:) =
—2? . In jeder Umgebung von 0 gibt es also Werte strikt groBer und strikt kleiner als der

Funktionswert f (0,0) =0 .

(b) Da die Einheitskreislinie kompakt ist, muss die stetige Funktion f Maximum und Mi-
nimum darauf annehmen. Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren, angewandt auf f und
F: (z,y) — 2% + y* — 1 (beachte, dass grad F (z,y) = (2z,2y)" # 0 auf {F = 0} ) liefert als
notwendiges Kriterium fiir eine solche Extremstelle £

( 851_;552 ) =grad f(§) = \-grad F' (§) = < 32 ) fiir ein A € R .

Wir miissen also das Gleichungssystem ( x statt &, , y statt &, )

8r—3y = 2\
-3z = 2)\y

losen. Man sieht sofort, dass man z,y # 0 (insbesondere A # 0 ) annehmen kann, denn sonst
gilt gleichzeitig * = y = 0 , was der Voraussetzung x> + y? = 1 widerspriiche. Teilt man nun
die Gleichungen und substituiert z := £ so erhélt man

8 1 8
—g—f—Z: bzw. 22—52—1:0

z

oder auch

4\? 4 16 25
(Z——) 222—2.§.Z+§:§

g = 3 und 2o = —g +§ = %1 . Zusammen mit der

folgenden Kandidaten fiir Extremstellen:

wlot

mit moglichen Losung z; =

+
Bedingung 2% + y? = 1 ergeben sic

4 _
i =
ch die

$1,i:ﬂ:\/%—0 mit Y+ = ﬂ:\/i— und yg,i::i:\/% mit in::F\/il—o.

Durch Auswertung erhilt man

f(Li):i—i: (L L)

V107 /10 10 10 V10’ Vio) !
F-dmik)=t2-=8=.=f (&4

Damit sind die Maximalstellen als + (—\/%, ﬁ) und die Minimalstellen als + ( 715 \/_)

identifiziert.

(c) Nach den obigen Resultaten sind die Randextrema aus Teil b) schon die globalen Ex-
tremstellen auf der gesamten abgeschlossenen Kreisscheibe.
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Aufgabe 1
ist eine solche Funktion. Dalm foffen und nicht leer, existieren eidﬂﬁm
| Die Funktion|

JAngenomme
nd ei ﬂgﬁ@ﬁ i
FﬂEFﬂV (x +7r(cost, smt))

ist somit wohldefiniert, stetig und injektiv, also streng monoton. Andererseits ist aber wegen|
der Stetigkeit von{}4

[EmM =70 [
[Wir definieren die stetige Abbildung

Elyt R |

Beien nun| [z 1) (2o, yg]ﬁﬁt Ty, Y1) = ¢ (T, y2]|_Dann gilt alsq
O =T
[Angenommen]fy; If y]|._Dann fol

I}E@%ﬁﬂ

[Widerspruch, dal&[rratlonal Somit|
EE AL und dami] = xrju

[Das zeigl| 4 jnjektiv. Die Umkehrfunktionlmm fst iibrigens unstetig]

Aufgabe 2

(a) Da f nach Voraussetzung in a differenzierbar, gilt

f=fla)+ [ (a) (id—a) + ¢

mit einer Funktion ¢ : J — R mit
lim, ,, ——

Setzt man dieses Ergebnis ein, so erhilt man

f () - G )+ 8 (yk)_— pla)  pla) —¢ (zr)
Ye — Tk Yk — T Yk — Tk

Da x, < a <y, ist
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’s@(yk)—w(a) e —e@l
Y — Tk Y —a
fiir k — oo . Analog folgt
EOS LA
Y — Tk

fir die £ € N mit z;, # a , fiir die restlichen ist es ohnehin trivial. Insgesamt folgt die
Behauptung.

(b) Wie man leicht nachrechnet, besitzt fy die Periode 2 , und es gilt fo = |-| auf [-1,1] .
Damit kann man die Graphen zu f; , f; und fs gut zeichnen. Zudem folgt f, stetig und

In (R) = [07 2%}

fir alle n € N, und fiir alle r € Z ist fy |jpr41) = € - idppiq) +0 mit € € {—1,1} und b € R
geeignet.

17
0.8
0.6~
0.4
0.21 AN /
\\//
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Jo N1 fa f3

rot griin magenta schwarz

(c) Firallen € Nist |[f,]|, = 55 und > o755 = 2 < oo . Also ist die Reihe > o7 f,,
normal konvergent, definiert somit, da alle f,, stetig, eine stetige Funktion f : R — R . Sei
nun a € R . Es bleibt zu zeigen, da3 f in a nicht differenzierbar ist. Dazu definieren wir fiir

alle k € N

myp mg + 1
my = LQkaJ €l ; xp:= ok <a und gy = o
Da |z — yx| = 2% — 0, gilt limy 2y = limg yx = a . Angenommen, f in a differenzierbar.

Dann folgt mittels (a)
f(ye) = f (k)

Y — Tk

~ /'@
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Andereseits ist aber

f (yk) — f (xk) _ i (fn (y1) ifn (1)) _ i 1 (fo (2nfk (s + 1)) ' (2nfkmk))

Ye = Tk n=0 2k n=0

1. Fall: n >k : Dann ist fo (2" (my, + 1)) — fo (2" *mi) = 0 wegen der Periodizitét
von fj .

2. Fall: n < k : In diesem Fall liegen 2" *m; und 2"~* (my + 1) beide im Intervall
H2”*kmkj , L2”’kmkj + 1] , da entweder 2" *my, selbst eine ganze Zahl ist, oder 2" *m; von
der nichstgelegenen ganzen Zahl mindestens den Abstand 2"~* besitzt. Damit ist nach den
Ausfithrungen unter (b)

1

R (fo (2" (me+1)) — fo (2" Fmy)) = 17 (e2"* (myp+1)+b—e2"*my —b) =¢

2nk

mit geeigneten € € {—1,1} und b€ R .
Insgesamt ist also

o) =7 () 5~ L on (g 4 1)) — fy (20 Fm))

— n—k
Yk — Tk =2
k ungerade
falls
27+ 1 k gerade
Damit kann die Folge ( ) nicht konvergent sein. Die Annahme f in a differenzierbar

ist also widerlegt.

1.41

1.2+

0.8
0.6
0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Yoo S firn=0,1,2,3 und 5

Hohere Verfeinerungen als 7 kann man am im Druck nicht mehr erkennen. Die Funktion
f wird iibrigens Takagi-Funktion genannt (Teiji TAKAGI - Japanischer Mathematiker, 1875 -
1960).
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Aufgabe 3 Es ist

2 2 9
n —5— x _n X x
atf(t’x):_g‘t ’ l.exp <_%> e FOXP <_|47|f > . |4t|2 -

n 2 2
Op [ (t,x) =172 -exp (—%) . <—4itk) = —g—lz - f(tx)
O (ta) =0y, (=50 f(t.2)) = =5 f (b.2) = 5+ 00 f ()

Es folgt

2 2
pr— t . — L _ :0
f(t,x) ( 5t o —4t2>
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Physikalisch gesehen stellt fiir festes ¢ die Funktion = —— f (z,t) eine kugelsymmetrische (Wér-
me)konzentration um den Koordinatenursprung herum dar. Mit zunehmendem ¢ nimmt das
Konzentrationsgefille ab, die Warmemenge wird zunehmend delokalisiert. Sieht man die Funk-
tion f nicht als Warmekonzentration, sondern als Stoftkonzentration an, so beschreibt f einen
Diffusionsvorgang. Mathematisch betrachtet sind Wérmeleitung und Diffusion dquivalente Pro-
zesse.

Aufgabe 4 Gesucht sind offenbar Lange, Breite und Hohe a,b,c € R* des Kastens, sodaf3
die Oberfliche F'(a,b,c) := ab+ 2 (a + b) ¢ des oben offenen Kastens minimal wird unter der
Nebenbedingung V (a,b,c) = abc = V, := 32 . Die Menge M := {(z,y,2) € R | zyz = o}
ist zwar abgeschlossen, aber leider nicht kompakt. Daher muss eine Grenzwertbetrachtung fiir
(x,y,z) — oo durchgefiihrt werden. Es gelten wegen der Ungleichung zwischen geometrischem
und arithmetischem Mittel

F(%yyz) >yt xz+yz > yz = VzV,

sowie analoge Resultate fiir y, z , sodafl wir
F(a:,y,z)} |(:I;,y,z)|ooV0—>oo

bei |(z,y, 2)|,, — oo haben und deshalb in einer gentigend groflen kompakten Teilmenge von M
ein absolutes Minimum von F' unter der Nebenbedingung erwarten. Geht man nun das Problem
mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren an, so erhélt man als Gleichungssystem fiir a, b
und ¢ und den Multiplikator A

(b+2c,a+2¢,2(a+b))" = grad F(a,b,c) = Agrad V(a,b,c) = X (be, ac, ab)’

abc =V,
also
b+ 2¢c = M\bc ab + 2ac = \V,
a+ 2c = Aac d ab + 2bc = \Vj
2a+2b=Xab % 2ac+ 2bc = AV
abc =V abc = Vy

Aus den ersten beiden Gleichungen sieht man sofort a = b . Substrahiert man die 2. und 3.
Gleichung voneinander, so erhilt man

a? = 2ac |
also ¢ = ¢ . Setzt man dies noch in die 4. Gleichung ein, so sieht man
a3 =2V )

insgesamt ergibt sich also als einzige Losung

W=

a=b=(2V)? =4m , c=2m

Da dies das einzig mogliche lokale Extremum von F' unter der Nebenbedingung ist, mufl hier
das gesuchte absolute Minimum liegen. Es gilt

F (a,b,c) = 48 m?
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Aufgabe 5 Gleichung (x) ist unabhéingig von b . Wir bestimmen also zun#chst alle Losungen
m von (x) und der Anfangsbedingung m(0) = mg . Sei also m eine Losung. Dann gilt

t /
—at:/ ﬁ:ln'rn(t)—lnmo,
0o m

also
m(t) =mg-e ™

Dies ist die einzig mogliche Losung; dafl sie tatsichlich Losung des Anfangswertproblems ist,
verifiziert man durch Probe. Setzen wir diese Losung nun in (k%) ein, so erhalten wir als
Anfangswertproblem fiir b

V = —Bb+amee ™ und b(0) = by .
Die Losung des zugehorigen homogenen Problems lautet
b=1by-e P4

man bestimmt sie analog zu der von (%) . Somit setzen wir fiir die Losung des inhomogenen
Problems an (Variation der Konstanten)

b=g- e Pid
Wir erhalten als Anfangswertproblem fiir g
g =amg- P g(0) =10y,

sowie als einzige Losung

¢ d a d o
g:/ amg - €PN L py = —— g BV g my .
0 p—a f—a
Damit ergibt sich als eindeutige Losung des Anfangswertproblems fiir b :
b=yg-e P = 5 a f ~mo - e id 4 (bo ~ 3 . f amo) e Pid
Fiir by = 0 erhélt man
b= ﬁ f amo (B_aid - e_ﬁid)

Offenbar b € C(*) mit b > 0, b(0) = limy .o, b(t) = 0 . Somit besitzt b auf R, ein globales
Maximum. Ferner

b = 5 f Mo - (—ae 4+ Be i)
Also ist
Ina —Ing
ty = ———
a—p3

einzige Nullstelle von &’ auf R, , daher muf3 an ¢, das globale Maximum von b vorliegen.
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