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Abgabe : Montag, 31.10.2005, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Punktweise nach unten-Halbstetigkeit) Seien ein metrischer Raum

X und eine Funktion f : X — R gegeben. Die Funktion f heift in x € X nach unten

halbstetig (n.u.h.), wenn fiir alle v € R mit v < f(x) eine Umgebung U C X von z

existiert, so dass v < f (y) fiir alle y € U . Zeigen Sie:

(a) Genau dann ist f n.u.h., wenn f in jedem z € X n.u.h. ist.

(b) Genau dann ist f in z n.u.h., wenn fiir jede Folge (z) C X mit limy xy = z gilt
liminfy f (zx) = f (z) .

(¢) Genau dann ist f in z stetig, wenn f und —f in z n.u.h. sind.

Aufgabe 2 (Die Additionen auf R ) Untersuchen Sie die Verkniipfungen +* und +,
auf
(a)  Assoziativitiit.
(b)  Vertriglichkeit mit der Multiplikation, d.h. welche Distributivgesetze gelten?
(c) Vertriglichkeit mit sup und inf , d.h. gilt fiir alle a,a; €R , j € J ,
sup; (a +e aj) = a+esup;a; , sup;(a+*a;)=a+"sup;ay,
bzw.

inf; (@ +e¢ aj) =a+sinf;a; , inf;(a+*a;) =a+"inf;a; ?

DEFINITION (Umgebung, kompakt, lokal kompakt)

Eine Umgebung eines Punktes ist eine Menge die eine offene Menge enthiilt die den
Punkt enthilt.

Eine kompakte Menge ist eine Menge fiir die jede offene Uberdeckung eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt.

Ein Hausdorff-Raum heifit lokal kompakt , wenn jeder Punkt eine kompakte Umgebung
besitzt.
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Aufgabe 3 (Lokal kompakte Teilriume) Sei X ein lokal kompakter (metrischer)
Raum. Zeigen Sie: Der Schnitt einer offenen Teilmenge mit einer abgeschlossenen Teil-
menge von X definiert wieder einen lokal kompakten Raum.

Vereinfachend kann angenommen werden, dass der Raum metrisch ist.

Aufgabe 4 (Stabilitéit lokal kompakter Teilriume) Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) In einem lokal kompakten Raum ist die Vereinigung zweier lokal kompakter Teil-
rdume wieder lokal kompakt.

(b) In einem lokal kompakten Raum ist das Komplement eines lokal kompakten Teil-
raums wieder lokal kompakt.
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Abgabe : Montag, 7.11.2005, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Diskrete Ridume) Essei X ein diskreter Raum, d.h. alle Teilmengen von
X sind offen.

(a) Zeigen Sie, dass X ein lokal kompakter Raum ist.
(b) Charakterisieren Sie die Funktionen aus K (X) und SK (X) .

(c)  Zeigen Sie, dass genau ein Radon-Integral p auf X existiert, welches
I (1{50}) =1 firallex e X

erfiillt.

Aufgabe 2 (Das Riemann-Stieltjes-Integral) Seip:.J — R = [0, 00| eine wach-
sende, rechtsstetige Funktion auf einem Intervall J C R , d.h. o(a+) = ¢(a) fiir alle
a € J.Falls[a,b C Jund K = {a=x¢y<x1 <--+ <, = b} eine Partition von [a, b]
ist, definiert man die Feinheit von K

K| = max (2541 — ) -

Ist weiterhin ¢ € K (J) mit supp ¢ C [a,b] , so setzt man
m—1
Sk (@) =D ¢ () (e(xj1) —o(xy) -
=0

(a) Zeigen Sie: Fiir alle £ > 0 existiert ein 6 > 0 , so dass fiir alle Partitionen K und L
von [a,b] mit | K|, |L| < ¢ gilt
1Sk (p) =SLlp)l <€,

(b) Falls (K}) eine Folge von Partitionen mit limy | K| = 0 ist, definiert man
b
/ pdo = limy, Sk, () -
Zeigen Sie, dass dieser Grenzwert existiert und von der Wahl der Folge von Partitionen
unabhéngig ist.

(c) Zeigen Sie, dass der Wert von fab ¢ do unabhéingig von der Wahl des Intervalls [a, b] C
J mit supp ¢ C [a,b] ist.

(d) Zeigen Sie, dass durch
g0|—>/gon:IC(J)—>R,

wobel [ pdo = f:godg mit supp ¢ C [a,b] C J ist, eine positive Linearform definiert
wird.
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Aufgabe 3 (Eine Formel fiir die I'-Funktion) Man definiert die Fulersche I'-Funktion (5)

durch das uneigentliche Integral
I'(x) = / t" e tdt firalle x>0.
0
Zeigen Sie, dass

KLk
r-(x+1)--(x+k)’

[ (x) = limy

Hinweis : Definieren Sie fiir £k > 1

rr(1-8" 0<t<k

Ry =10 R:t
Jio: Ry = [0,00[ — ’—>{ 0 sonst

Aus Analysis I ist bekannt, dass die Folge (1 + %)k fir K > —t wichst und gegen ¢!
konvergiert. Wenden Sie die Bourbaki-Eigenschaft des Lebesgue-Integrals an!

Aufgabe 4 (Der Flicheninhalt im R?) Fiira < b € R, Funktionen 31, : R — R
und

A={(z,y) eR* | a<z<b, yi(2) <y <y (o)}
ist der Flicheninhalt von A gegeben durch

VdﬂA)ﬁ:/i/lA@;wdAWCmy%:ilb(éi:)@O iz

(a) Berechne den Flicheninhalt von der Menge B C R? die durch folgende Kurven
begrenzt wird: zy =4, y=x, v =4.

(b) Berechne
1 2—x2
/ / dy | dx
0 x

und bestimme die Integrale die beim Vertauschen der Reihenfolge der Integration auftre-
ten.

(¢) Man wiirde gerne zeigen, dafl immer

//u@mmwz//u@w@m

gilt. Welche Probleme tauchen beim einem ’Beweis-Versuch’ mit Riemann-Integralen auf ?
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Abgabe : Montag, 14.11.2005, vor der Vorlesung
Aufgabe 1 (Addition auf der Menge M aller Radon-Integrale) Seien y und v

Radon-Integrale auf X .
Zeigen Sie,

pAv:s— p(s)+v(s): SK(X) — R
ist ein Radon-Integral auf X .

Aufgabe 2 (Uneigentliche Integration und Euler-Mascheroni) Es seien

oo _1 k
f= Z ( k;) Lpgggap: [1,00 — R
k=1
und
1
s:[lyool —m Rz r— |f(2)] ——.
T
Zeigen Sie:
(a)  f ist uneigentlich Riemann-integrierbar.

(b)  s€ SK([1,00[) mit

— 1
/3 d\ = sup,,ey (Zz—ln(n—i-l)) =:7.

k=1
Die Zahl v heifit Euler-Mascheronische Konstante .

(c) v<1.

Aufgabe 3 (Weiteres zum Riemann-Stieltjes Integral) Sei p eine stetige, mono-
ton wachsende Funktion auf einem Intervall I . Sei A, das zugehorige Radon-Integral auf

SK (I) (vgl. Blatt 2, Aufgabe 2).
Berechnen Sie fiir a,be I ,a <b

Ao (Lapr) — wnd Ay (=)

(5)
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Aufgabe 4 (Taylor-Reihen und Lebesgue-Integration)

(a) Kann man L -In (%) auf [0,1] so definieren, daff diese Funktion nach unten halb-
stetig ist 7

(b)  Berechnen Sie mit Hilfe der Bourbaki Eigenschaft folgendes Integral :

11
/—-111( 1 )d:z;.
0 T 1l—x
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Abgabe : Montag, 21.11.2005, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Addition auf der Menge M aller Radon-Integrale) Seien y und v
Radon-Integrale auf X .

(a) Seinun f: X — R eine Funktion. Zeigen Sie

/fd pAv) = /fdu+/fdu

(b) Beweisen Sie: Die Funktion f ist genau dann (u + v)-integrierbar, wenn sie - und
v-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/fd(quu):/fder/fdy.

Aufgabe 2 (Lebesgue—Integrierbarkeit) Es sei

f= Z

Zeigen Sie, daf} f nicht Lebesgue—mtegrlerbar ist.

Liggap : [1,00] — R .

Aufgabe 3 (Integration auf diskreten Rdumen) Sei X ein diskreter Raum. Gege-
ben sei das Zihlintegral # durch

#: KX)—R:p+— Z

TESUpp ¢

(a)  Wir bezeichenen die eindeutige Fortsetzung von # zu einem Radon-Integral wieder
mit # . Zeige, dafl auf SIC(X) gilt:

#(s)= Y s@+ > s(a).
s(z)>0 s(z)<0
(b)  Zeige, daB fiir alle f : X — R gilt

fd#E= " f@)+ > f(x)
/

f(z)>0 f(z)<0

mit

Y [ (@) = swpgeqcx) Z f() und Y f(x) = infreaen) Y f()-

f(z)>0 z€K, f(x f(z)<0 zeK, f(x)<
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R(X) bezeichnet die kompakten, d.h. die endlichen, Teilmengen von X .

Aufgabe 4 (Die Konstante der Fehlerfunktion) Zeige:

/ e dt = /7 .

o0

Hinweis : Benutze Blatt 2, Aufgabe 2, um I'(3)? mit Hilfe des Wallisschen Produkts

ﬁ L 2F- kD)
Llap =1 TRk + 1) 2

zu berechnen.
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Abgabe : Montag, 28.11.2005, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Dirac-Integral) Seien x € X und a € R, .
(a) Zeigen Sie, dass .
[ fi@-e)=a f@
fiir jede Funktion f: X — R gilt.

(b) Beweisen Sie: Eine Funktion f : X — R ist genau dann « - £,-integrierbar, wenn
a - f(z) reell ist. In diesem Fall gilt

[ i@ c)=a-s@ .

Aufgabe 2 (Q als Lebesgue-Nullmenge) Sei ¢ > 0 . Konstruieren Sie explizit eine
offene Menge U C R mit Q C U und A\ (U) < ¢ . Folgern Sie, dass Q eine A\g-Nullmenge
ist.

Aufgabe 3 (Keine integrierbare Majorante) Fiir k € N sei

Vk

14 ka2’

fi  R—R:2+——
Zeigen Sie:
(a) Esgilt fr € L' (\g) fiir alle k € N .

(b) Die Folge (fi);cy konvergiert punktweise gegen eine Funktion f € £ (Ag) .

(¢) [ fd\s#limy_o [ frdAg .
(d) Zeigen Sie, dass es zu x € [—1,1] \ {0} ein k£ € N gibt mit f () > ﬁ . Folgern sie
hieraus, dass die Folge (f),cy keine Ag-integrierbare Majorante besitzt.

Aufgabe 4 (Vertauschen von Limes Inferior und Integral) Seien p ein Radon-
Integral auf X und (fx) eine Folge Funktionen mit einer p-integrierbaren Minorante.
Zeigen Sie, dass

/ liminfy fp dp < lim infk/ frdu

gilt.
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Abgabe : Montag, 5.12.2005, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Stetigkeit und Nullmengen) Sei f: R — R eine Funktion. Fiir jede
der sechs moglichen Implikationen zwischen den folgenden drei Aussagen, beweisen Sie
die allgemein giiltigen und finden Sie fiir die nicht allgemein giiltigen Gegenbeispiele.

(a) f ist A\g-fast iiberall stetig.
(b) Es gibt eine stetige Funktion g : R — R | so dass f = g Ag-f.ii.
(¢c) Es gibt eine Ag-Nullmenge N , so dass f|g.y stetig ist.

Aufgabe 2 (Vertauschbarkeit von Integral und Reihe) Sei y ein Radonintegral
auf X und (fr) C L' (1) eine Folge u-integrierbarer Funktionen f;, : X — R mit

| fr] dp < oo .
HZZO/ k| ap

(a) Zeigen Sie, dass Y o fr auf X punktweise p-f.ii. konvergiert.
Hinweis: Zeige zunéchst, dass

Z]fk|<oo p-f.ii. auf X .
k=0

(b) Definieren Sie
E — Z = falls konvereent
[k—O fk] (.I') { * 01 'fk (x) S xonverg

sonst

Zeigen Sie, dass Y, fr € L' (p) ist mit

/Iifkdu:?%/fkdu.

Hinweis : Wenden Sie den Satz von Lebesgue mit einer geeigneten Majorante an.
Aufgabe 3 (Integration durch Taylorentwicklung) Berechnen Sie das folgende In-

tegral durch Taylorentwicklung:
1
In (1
/ I+,
0

X

Aufgabe 4 (Die Eulersche I'-Funktion ist C(*) Zeigen Sie: ' € C(*® (]0, c0]) .

10
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Abgabe : Montag, 12.12.2005, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Berechnung von [*_ e " - cos(az?) dv) Firallet € |2, [ sei f; de-
finiert durch .
ft:R—>(C:$»—>exp(—e2”~x2) .

Zeigen Sie:

(a) fieL(N) .

(b) F'(t)=—i-F(t) .

© F(t) = [, filw) do = 7 eit

(d)  Bestimmen Sie fiir alle a € R die Integrale

/ e~ . cos (ax2) dx und / e~ . sin (cm:Q) dz .

—00 [e.o]

Aufgabe 2 (Die Cantormenge) Durch Induktion definiert man folgendermafen eine
Folge (C),ey von Teilmengen aus [0,1] : Cy := [0,1] und Cpy1 bekommt man durch
herausnehmen des offenen mittleren Drittels aus jedem der Intervalle von C} . Daher
ist O} die disjunkte Vereinigung von 2% abgeschlossenen Intervallen der Linge 3% und

insbesondere ist L9 . )
=10,1 — —| = — — 1| .
Cl [07 ]\:|373|: |:073:|U|:37 :|
Zeigen Sie :

(a) Fiir alle k € N gilt

k k
Cy, = U [Zaj-:a—j,zaj-g—ug—lk

J=1 J=1

ey

(b) Die Cantormenge

C = ﬁ Ck
k=1

ist eine abgeschlossene Nullmenge.
(¢c) Die Abbildung
N —j
{0,2}7 — C': (aj)jeN* — Zaj <37/
j=1
ist eine Bijektion.

(d) C ist nicht abzéhlbar.

11
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Aufgabe 3 (Die Identitit IV (1) = —y) Das Ziel dieser Aufgabe ist es, die Identitéit
IV (1) = —v zu beweisen, wobei v die Euler-Mascheroni-Konstante ist (s. Blatt 8). Zeigen
Sie dazu:

(a) Die Funktionen

1— —t —t
© und g:[l,oo[—>]R:t»—>€T

f:0,1[ —R:t+—

sind Lebesgue-integrierbar, und es gilt:

F’(l):—/olfd/\+/loogd)\.

Hinweis : Formel aus der Vorlesung und partielle Integration.

(b)
i [
d\ = lim,,_, —_—
/0 f im /o t

t
und
i [0
/ g d)\:hmn_)oo/ — N dt.
1 1 t
Hinweits :
t n
1- <1——) <t firallet €]0,1[ und n € N*
n
und

n

t n
(1——) <e' firallete [1,n[ und n € N* |
(c)
L1—(1=-45" n(1-14)" “ 1
— 2 dt — ——dt = ——lnn.
/0 t /1 t 25~ ln

k=1
Hinweis : Geeignetes Zusammenfassen der Integrale und endliche geometrische Summe.

(d) Folgern Sie schliefilich:
i) =-—v.

Bemerkung: T’ (%) =y/r>I'(1)=1>T (%) = */TE (s. Forster, Analysis 1, S. 158 f.).

12
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Abgabe : Montag, 19.12.2005, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Eine nicht \g-messbare Menge)

(a)  Zeigen Sie, dass durch
r~y<~—=zxr—yecQ

eine Aquivalenzrelation auf [ definiert ist.

2 5]
(b) Sei A C [—%, %] ein Repriisentantensystem, d.h. A enthilt aus jeder Aquivalenz-
klasse genau ein Element. Sei weiter

¢:N—[-L1]NQ: k —

eine Bijektion. Man definiere Ay := A + ¢ fiir alle k € N . Zeigen Sie, dass die Mengen
Ay paarweise disjunkt sind mit

_§§
272 UAkC 25 2
keN

(c) Folgern Sie, dass A nicht A\g-messbar ist.
Hinweis: Mit A wire auch Ay Ag-integrierbar mit Ag (A) = Ag (Ay) .

Aufgabe 2 (Eine Anwendung des Integrabilitédtskriteriums) Sei p ein Radon-
integral auf X und f eine pu-messbare Funktion, so dass {|f| > 0} eine p-integrierbare
Menge ist. Zeigen Sie, dass f genau dann p-integrierbar ist, wenn

Zu {1712k} < oo

Hinweis: Veranschaulichen Sie 51ch Zunachst die Mengen {|f| >k}, k> 1.

Aufgabe 3 (Young-, Holder- und Minkowski-Ungleichung) Seien p, ¢ €]1, co| mit

113—1— =1und f,g: X — R . Zeigen Sie:

(a) Fur A, B >0 gilt:

(b)
17 - gl < [ £1l, - gl

Hinweis: Benutzen sie (a) mit A = ||‘Jf|\| und B = ”5" .
P q

13
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()
1F+*gll, < A1, + llgll, -

Hinweis: [f +* g = |f +* g| - |f +° g["" und benutzen sie (b).

Aufgabe 4 (L’-Konvergenz vs. punktweise Konvergenz) Fiir k € N* gibt es ge-
nau ein Paar (m, j) € Nx N, so dass 2/ +m =k und 0 < m < 2/ . Man definiere

Je = Lp-im2-i(m+1)] -

Zeigen Sie, dass die Folge (fi),; zwar in L? (Aj,yj) , aber nirgends auf [0, 1] punktweise
konvergiert. Geben Sie weiter eine Teilfolge an, die punktweise f.ii. konvergiert.
Hinweis: Versuchen Sie, die Folge fi zu skizzieren.

14
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Abgabe : Montag, 9.1.2006, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Fourierreihen von differenzierbaren Funktionen) Sei f stetig diffe-  (4)
renzierbar auf [0, 1] mit f(0) = f (1) .

(a) Bestimmen Sie einen Zusammenhang zwischen (eg| f) und (ex |f') .

(b)  Zeigen Sie, dass ((ex] f))eq € £ (Z) gilt.

(¢c) Beweisen Sie, dass die Fourierreihe von f gleichmiflig gegen f konvergiert.

(d) Lemma von Riemann-Lebesgue Gilt (b) oder (¢) auch wenn f (0) # f (1) und  (3x)
wenn nicht was bleibt iibrig ?

Aufgabe 2 (Fourierreihe und Parseval-Gleichung) Es sei (4)
v (3-12) z € [0,4]
f:00,1] —mR:z+— fiir
G-De-1  celhi]

(a)  Skizzieren Sie f .

(b) Entwickeln Sie f in eine Fourierreihe. Welches Ergebnis folgt aus der Parseval-
Gleichung?

Aufgabe 3 (Fourierreihen und die Berechnung von > ;° %) Berechnen Sie Y7 | 5(m)
indem Sie die Funktion

f(x) ::x—%fﬁrxe 0, 1]

in eine Fourierreihe entwickeln.

Aufgabe 4 (LP-Limiten von Folgen stetiger Funktionen) Seien x ein Radoninte-  (2)
gral auf X und (f;),.yC C°(X) eine Cauchyfolge in diesem Raum. Falls (fy), oy in L? (1)
konvergiert, zeigen Sie, dass der Grenzwert einen Reprisentanten besitzt, der eine stetige
Funktion ist.

Aufgabe 5 (Der Raum ) Sei X ein diskreter Raum und # sei das Zahlma$l auf X (4)
(vgl. Aufgabe 15). Definiere

P (X) =L (#) .

15
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(a) Bestimmen Sie die Norm von 7 (X) .

(b) Formulieren Sie die Holder- und die Minkowski-Ungleichung in diesem Zusammen-
hang.

(c) Zeigen Sie, dass (1{96})906 . eine Hilbertbasis von £* (X) ist. (2x)

(d) Formulieren Sie die Hélder- und die Minkowski-Ungleichung fiir den Fall das X (2«)
endlich ist.

nx := n Weihnachts-Bonuspunkte.

16
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Abgabe : Montag, 16.1.2006, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (L?>-Norm und Ableitung) Sei f stetig differenzierbar auf [0, 1] mit f (0) =

f(1),0f €L2(]0,1]) und fol f(z) do =0 . Zeigen Sie, dass gilt

1
£l < 5 - 19£1,

und dass '=’ gilt genau dann, wenn f (z) = a-cos (27x) +b-sin (27z) fiir gewisse a,b € C .

Aufgabe 2 (zum Satz iiber sukzessive Integration) Es sei
f:10,1[ x 1,00 — R : (z,y) — ™™ — 272 |

Zeigen Sie: Die iterierten Lebesgue-Integrale

/01/100f(x,y) dy dxr und /loo/olf(x,y) dx dy

von f existieren und besitzen unterschiedliche Vorzeichen, wohingegen die von | f| beide
unendlich sind.

sin x

Aufgabe 3 (Berechnung von limp_, fOR ”

. Rging T
limp_ dr = — .
0o T 2

Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Fubini und die Beziehung

dx) Zeigen Sie:

o0 1
/ e dy =~ firallex € RY .
0 x

Aufgabe 4 (Iterierte Integrale und \’-Integrierbarkeit) Sei f : [-1,1]° — R
definiert durch

f(w,y)_{( 0) .0) = (0.0)

Zeigen Sie: Die iterierten Integrale von f existieren und sind gleich, aber f ¢ L! ()\[_1’1]2) .

17
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Abgabe : Montag, 23.1.2006, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Absolute Stetigkeit von Maflen) Sei v ein moderates Radonintegral
und p eine v-meflbare Funktion auf X . Falls p lokal v-integrierbar ist, d.h. fiir jedes
x € X existiert eine Umgebung U von z , so daf [ "1y - pdv < oo , so existiert ein

Radon-Integral p auf X mit
p= [ o) e dvio)

Man schreibt auch p=p-v .
Zeigen Sie :
& Nedw) wndv(N)=0 =  u(N)=0.
Diese Eigenschaft nennt man absolute Stetigkeit von p bzgl. v . In Zeichen: p < v .

Aufgabe 2 (Doppelintegrale und Tonelli) Sei A := {(z,y) € [0,1] | 2=y} . Zei-
gen Sie :
Die charakteristische Funktion 1a ist Ajg1] ® #0,1j-mefB3bar und

A:l] (/[t:u a (3) dm) Hw# [o:} </ * La (z,y) d# (y)> dz .

[0,1]
Warum ist dieses kein Widerspruch zur Aussage von Tonelli ?

Aufgabe 3 (Doppelintegrale und Fubini) Zeigen Sie, dafl das Integral von

2
y . e—zy

1+ 92

RY xR} — R : (z,y) — sin () -

beziiglich )‘Ri X )‘Ri existiert und berechnen Sie es.

Aufgabe 4 (Diffeomorphismus mit Exponentialen) Gegeben sei die Funktion

PR — R*: (2,9) — (" +y,e’ +v) .

(a) Zeigen Sie : ® ist stetig und injektiv.

(b) Bestimmen Sie das Bild unter ® der Teilmengen des R? | welche gegeben sind durch
die Gleichungen

(i) z=afiracR.
(i) y=»bfirbeR.

(c) Bestimmen Sie Y := ®(R?) und zeigen Sie, dass ® : R*? — Y ein Diffeomorphismus
ist.
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Abgabe : Montag, 30.1.2006, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Transformation in R?) Sei
G:= {(x,y) € R? ‘ x,y>0undx+y<4} .

/Gexp (z;i) d(z,y) .

Aufgabe 2 (Transformation in R?®) Seien f,¢g € L' (\) mit 0 < f < g und
A= {(z,y,2) eR*| f(2) <2’ +y* <g(2)} -

Skizzieren Sie A und berechnen Sie

’ A)zw-(/gdA—/fdA) .

Berechnen Sie

Warum ist A integrierbar ?

Aufgabe 3 (Faltung auf L' ()\) )
(a) Seien f,g € L' ()\) . Zeigen Sie, dass die Funktion
(z,y) — fly—2)-g(x) :R* — R aus L ()\2) ist.
Folgern Sie: Fiir A-fast alle y ist f (y — ) - ¢ € L' (\) und dies definiert eine Funktion
Fra= [ F(=a)-g@) dra) €L )
mit
1 gl < LAl - Mlglly
(b)  Sei f =11,y [id]” 7 und

:ZQ—k.f(._qk) ,

keN

wobei (qy),cy eine Abzéhlung von Q ist. Zeigen Sie, dass g € L'()) ist und

g*g(q)z/g(q—y)-g(y) dy =o0 fiiralleqge@Q.

Fiir welche x ist g x g(z) endlich ?
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Aufgabe 4 (Die Fliche zwischen verschobenen Exponentialen) Sei (4)
P :R*—R*: (2,9) — (" +y, e’ + 1) .
Man nehme weiter —00 < a; < ay < o0 und —o00 < by < by < 00 . Sei F =
® ([ay, as] x [b1, bs]) das Flichenstiick, das von den Parameterkurven
yr— ®(a;,y) und = — & (z,b;) ,je{l,2},

eingeschlossen wird. Berechnen Sie die Fliche A* (F) von F .
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Abgabe : Montag, 6.2.2006, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Diffeomorphismus mit Spiralen) Seia € ]0,00][,
Sa = {(apcosp,apsiny) | ¢ € [0,00[}
sowie

D, ::{(r,£+w> ) re]O,oo[,qu]O,Qﬁ[} .

(a)  Zeigen Sie, dass

U:D, — R*\S,:(r,0) — (rcos,rsing)
ein Diffeomorphismus ist.
(b)  Sei X :={(p,v) € ]0,00[ x]0,27[ | ¢ >} . Folgern Sie, dass

P: X — RIS, (p,9) — (a(p—1)cosp,a(p—19)sinp)
ein Diffeomorphismus ist.
(¢)  Skizzieren Sie fiir ¢y, ¢, € |0, 00[ und ¥y € ]0, 27| mit ¥y < ¢, < @, die Menge
B = ® (Joy, oo x]0,70]) -

Berechnen Sie seine Fliche \* (B) .

Aufgabe 2 (Stetige Differenzierbarkeit auf offenen Mengen mit Rand)

Beweisen Sie die Implikationen (i) = (ii) = (iii) im Hauptsatz 13.4.

Aufgabe 3 (Kurve mit Randpunkt) Sei 7 die parametrisierte Kurve
¥:R—R*:t+— (tz—l,t?’—t)

und v := f’m_oq V3] die Einschrinkung.

(a) Skizzieren Sie X := (]—oo, \/ﬂ) :

(b) Beweisen Sie, dass v im Sinne der Definition 13.4.2 stetig differenzierbar ist.

(c)  Zeigen Sie, dass Dy (t) fiir jedes t € | —o0, v/2] injektiv ist.

(

d) Ist v eine reguliire Parametrisierung 7
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Aufgabe 4 (Das Ellipsoid) Seien a,b,c € R , sowie

1'2 y2 22
E:Z{({L‘,y,Z)GRg ?‘I'_‘f‘g:l}

(a) Finden Sie eine regulére Parametrisierung fiir £~ (R_ x {0} x R) , sowie moglichst
wenige weitere lokale regulidre Parametrisierungen von E | welche zusammen das ganze
Ellipsoid E iiberdecken.

(b) Finden Sie eine Parametrisierung von £ N (R? x R*) der Form

(z,y) — (2, 9,9 (7, y))

mit einer stetig differenzierbaren Abbildung ¢g . Bestimmen Sie moglichst wenige weitere
Parametrisierungen &hnlicher Form, welche zusammen das ganze Ellipsoid £ iiberdecken.

Hinweis : Die weiteren Parametrisierungen erhalten Sie jeweils durch geeignete lineare
Transformationen.
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Abgabe : Montag, 13.2.2006, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Der Torus) Seien 0 <7 < R und

W [0,7]xR? — R?: (5,¢,9) — (cosp - (R+s-cosV),sinp - (R+s-cosd),s-sind) .
Man definiert D := ¥ ([0, 7] x R?) . T? := 9D nennt man den Torus und D° ist das Innere
des Torus .

(a)  Zeigen Sie: @ (p, ) := U (r,, ) ist auf |0, 27[ x |0, 27| eine lokale reguléire Para-
metrisierung von T? .

(b) Bestimmen Sie eine stetig differenzierbare Funktion F : R3 \ {0} — R mit T? =
{F =0} und grad F' # 0 auf T? .

(c) Bestimmen eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : R* \ {0} — R , so dass D =
{6 <0} und grad o # 0 auf D .

(d)  Zeigen Sie: D ist eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? mit Rand D =
T2 .
(e) Ist T? eine Untermannigfaltigkeit von R® ? Beweisen Sie Thre Antwort!

(f)  Uberlegen Sie, wieviele lokale regulire Parametrisierungen nétig sind, um T? zu
iiberdecken. Geben Sie affine Transformationen an, mit Hilfe derer Sie aus ® die benétigten
Parametrisierungen konstruieren kénnen.

(g) Wieviele lokale differenzierbare Parametrisierungen als Graph sind nétig, um T? zu
iiberdecken?

(h) Seit € T? . Bestimmen Sie den Tangentialraum Tt () .
Hinweis : Welche Dimension hat der Tangentialraum? Wenden Sie Hauptsatz 13.7
an, um eine Basis von T2 (t) zu bestimmen!

(i)  Bestimmen Sie fiir t € T? die &ufere Normale n (¢) an D im Punkte ¢ .

Aufgabe 2 (Rotationskérper und Oberflichenmafl) Sei I C R ein Intervall, F' :
I — R stetig differenzierbar und

X :={(z,y,2) R’ |z e, y2+z2<F(x)2} :

(a) Finden Sie jeweils eine lokale reguléire Parametrisierung von X und 0X .
(b) Bestimmen Sie \gx(0X) .
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Aufgabe 3 (Anwendung der Greenformel) Zeigen sie:

(a) Die Funktion # ist in L] _(R") genau dann wenn s < n .

(b) Fiir alle s <n—2und ¢ € D (R") gilt:

1 1 n—1
/A(p-’id—ls—s(s—n—{—Q)-/@-W—S')\Snl (") - ¢ (0)

1
Ap-———0.
/ TR

Hinweis : HS 17.7 und ngp- |i§|5 = lim. oy an(T)\En(a) Ay - e

und
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