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2.1 Der Funktionsbegriff

2.1 Der Funktionsbegriff

BEISPIEL 1 Carlson hat 1913 die Vermehrung von Hefezellen in einer Gérfliissigkeit unter-
sucht. So ein Experiment beschreibt folgende Tabelle, wobei ¢ die Zeit in Stunden und V (%)
das Verhiltniss des Volumenteiles zur Zeit ¢ zur Anfangsvolumenteil der Hefe ist:

t %4 t Vv
0] 1 10 [ 51.3
L 1.8 11 | 56.0
l 2.9 12 | 59.5
34T 13]62.9
4T 14 [ 64.1
5119 15 | 65.6
6175 16 | 65.6
T 257 17 65.7
8351 18] 66.2
9144.1 19 ?
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40f
30}
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é: t t t t t t t t |
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Wir werden dieses Beispiel in 3.4 und 8.4 weiter behandeln.

Zu jeder Zeit t zwischen 0 und dem Abbruch des Experimentes gehort natiirlich ein ein-
deutiger Wert fiir V' und so ist es ganz natiirlich, dass in der graphischen Veranschaulichung
in einem rechtwinkligem Koordinatensystem aufler den Messwerten auch fiir die iibrigen Zeiten
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Der Funktionsbegriff 2.1

t ein geschétzter Wert fiir V' eingetragen ist. Im Allgemeinen ist es keineswegs selbstversténd-
lich, daf} dabei eine durchzogene Linie die qualitativ richtige Beschreibung wiedergibt. Dazu
ein weiteres Beispiel:

BEISPIEL 2 Studenten in einer Eisdiele:
8,

8 thin FMona,tenlO

Gemeinsam an diesen Beispielen ist, daf} eine Grofie (Konzentration, Anzahl) eindeutig von
einer anderen Grofe (Zeit) abhéngt.Genauer:

DEFINITION Eine Funktion f ist eine Vorschrift
f:Dfy —R:z+— f(z),

die jeder Zahl = aus einer Teilmenge D; von R , der Definitionsmenge , eine und nur eine reelle
Zahl f (z) zuordnet. Dieser Wert f () heiit Funktionswert von f im Punkte z . Die Menge
We:={f(z) |z € Dy} aller Funktionswerte von f heifit Wertemenge .

Eine Funktion wird meistens durch eine Funktionsgleichung definiert, d.h f (z) kann aus
einer Formel und der Angabe von x berechnet werden.

BEMERKUNG Funktionale Abhéngigkeiten sind zentral in den Naturwissenschaften. IThre
mathematische Beschreibung erfolgt in einem Modell mit einem bestimmten Erfahrungsbereich,
der i.a. eine echte Teilmenge des Definitionsbereichs der Funktion ist. Funktionen sind manch-
mal als Standardfunktionen direkt angebbar, manchmal sind sie erst als Losungen von ma-
thematischer Beschreibung der GesétzméfBigkeiten, z.B. ein Wachstumsgesetz, die den Natur-
vorgingen zugrunde liegen, beschreibbar. Wir werden Klassen von solchen Standardfunktionen
in den néchsten beiden Kapitel betrachten und werden dann Differentialgleichungen aufstellen
und zu losen suchen. Wichtig sind noch graphische Methoden, die direkt aus einer Messreihe
auf zugeordnete Funktionen schlielen lassen (vgl. Beispiel 1, Vermehrung von Hefezellen). Vom
Graphen sind dadurch endlich viele Punkte in der Ebene gegeben, manchmal interpoliert man
zwischen diesen Werten um ein kontinuierliches Modell zu bekommen. Dabei wird man - durch
Variablentransformationen - die Darstellung zu linearen Funktionen zuriickzufithren. Auf diese
Weise lassen sich z.B. auch der Einfluf} der unvermeidbaren Mef}fehler verkleinern.

In beiden Féllen wird i.a. eine moglichst einfache Funktionsgleichung gesucht, die das Bil-
dungsgesetz bzw. die Mefireihe gut approximiert.
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2.1 Der Funktionsbegriff

Es gibt aber auch Groflen, die nicht funktional voneinander abhéngen, wie die menschliche
Augenfarbe von der Windgeschwindigkeit.

BEISPIEL 3 Die Funktion ”Quadrieren”
f:R—R:z+— 22
kann auch durch
D =R und f(z):=2a?

oder kiirzer durch

angeben weden. Es gilt

BEISPIEL 4 Die Funktion

-1 r<0
f:R—>R:x»—>{_1+x2 falls v 0

wird auch durch Dy := R und
-1
f(x):{ falls © =

1+ 22 x>0
gegeben. Es gilt Wy = [—1,00[ :={y e R |y > —1}.

8T

2 1 /1 2 3

Eine Funktion f kann man durch ihren Graph Gr f darstellen. Dies ist die Menge aller
Punkte in der Ebene mit den Koordinaten (z, f (z)) fiir z € Dy, d.h.

Grf:={(z, f(x)) |x€Df}:{(x,y)ER2‘ r € Dy und y:f(x)} .

Die Gleichung y = f (z) wird als Gleichung des Graphen oder als Funktionsgleichung von f
bezeichnet.
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Der Funktionsbegriff 2.1
Es gilt also
(r,y)eGrf <<= y=/f(v).
Gr f
(‘L7 f (‘L» --------- f (I)
— )
(z,9):
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2.2 Einfache Klassen von Funktionen

2.2 Einfache Klassen von Funktionen

Affine Funktionen

Diese Funktionen sind durch eine Funktionsgleichung der Gestalt
Di:=R und f(z):=c-x+b

fiir Konstanten ¢, b € R bestimmt. Der Graph ist eine Gerade und wird durch zwei Punkte in der
Ebene (z1,y;) und (x2, y2) mit z; # x5 festgelegt. Die Steigung ¢ und der Abszissenabschnitt b
sind durch
o= Y2 — 1 und b= Y1 -T2 — Y271
To — X1 To — X1

=y, —c-x; fir j=1,2

gegeben.

|

|

r T2 — T
I

(z1,91) u

Ist speziell b= 0, d.h.

fx)y=c-z,

so heifit f (z) proportional zu x mit Proportionalitéitskonstante ¢ . Der Graph ist eine Gerade
durch den Ursprung und wird durch einen Punkt (x, ;) mit ;3 # 0 in der Ebene festgelegt.
Fiir die Steigung gilt

Y1

c=">=.

I

So eine Funktion nennt man linear .

BEISPIEL 1 Der Wasserdruck p ist eine affine Funktion der Eintauchtiefe d . Dabei gilt in
Meerwasser p = c¢-d + 1 mit ¢ = 0,094 bar - m~! . Damit lebt ein Tiefseefisch in 1000 m Tiefe
unter einem Wasserdruck von 95 bar , also dem 95-fachem des atmosphirischen Druckes.
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Einfache Klassen von Funktionen 2.2

BEISPIEL 2 Die Stoffmenge n einer Losung ist proportional zum Volumen V'
n(V)y=c-V,

wobei ¢ die Konzentration ist.

BEISPIEL 3 Bei der gleichformigen Bewegung ist die zuriickgelegte Strecke s proportional
zur Zeit t

s(ty=v-t,

wobei v die Geschwindigkeit ist.

Potenzfunktionen

Dieses sind Funktionen der Form
f(x):=c-2" |, z€R,

wobei ¢ € R und n € N* ist. Da f (z) zu 2" proportional mit Proportionalititskonstante c ist,
liegen die Punkte (2", f (x)) auf einer Geraden durch den Ursprung mit der Steigung ¢ . Dies
liefert einen graphischen Test, bei dem man die Konstante ¢ ablesen kann.

BEISPIEL 4 Dissoziation von Propionsidure C5HgOy (Konservierungsstoff E 280 ). Sei ¢
die Konzentration der Siure und z die Konzentration der H3O"-Ionen. Man misst folgende
Abhéngigheit :
c 0.1 10.15| 0.2 | 0.3
1032 |1.15]1.40]1.62]1.99
(10%-z)* | 1.32 | 1.96 | 2.62 | 3.96

Anhand dieser Zahlen vermutet man, dafl ¢ zu 22 proportional ist, d.h.

c(x)=a-2*.

0.31
0.251
0.21
0.151
0.1

0.051

0 i 5 ST gy
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2.2 Einfache Klassen von Funktionen

Polynome

Diese Funktionen entstehen durch Addition aus Potenzfunktionen

n

-1 -2 k

P(x):an'xn+an—1'$n +p 9" "+ ... ta-x+ay= E ap * T
k=0

mit n € N und ag,aq,...,a, € R . Falls a, # 0 ist, sagt man dafl n der Grad des Polynoms
ist.

Quadratische Funktionen
Der Graph der Funktion

fR—R:z+—a-2°+b-v+c mita#0
ist eine Parabel .
Losung der quadratischen Gleichung
a- > +b-x+c=0.
Die (zwei) Losungen in R sind

b+ Vb? — 4ac
a 2a

Ty falls 4% —4ac >0

Falls b? — 4ac < 0 treten “komplexen Zahlen” auf.
Man erhilt diese Losungsformel durch dquivalente Umformung der quadratischen Gleichung
mittels quadratischer Ergdinzung :

a-2°+b-v+c=0

b
P22zt =0
a a

I
VR
)
@|®
~
no
|
Q10

b b\’
249, . —_
v 2a x+(2a)

 4a? 42 42

b2 — 4ac B j:\/bQ — 4dac

2a 42 2a

. —b+ Vb2 —4dac

2a

Daraus folgt, daf§ die quadratische Gleichung fiir b*> — 4ac > 0 zwei, fiir b*> — 4ac = 0 eine und
fiir b? — 4ac < 0 keine Losungen in R besitzt.
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Einfache Klassen von Funktionen 2.2

Fiir a > 0 erh&lt man folgende Graphen der quadratischen Funktion f :

WAV

b? —4dac >0 2 —dac =0 —4ac < 0

Man kann auch

b 2 b2
f = q - 2+ x4+ c= -
(ZL‘) a-x b-x C CL<IL‘—|—2) +(C 4)

schreiben. Aus dieser Darstellung liest man alle wesentlichen Eigenschaften von f ab: Fiir
r = —% ist f minimal, d.h. (—i c— —Z) ist der Scheitelpunkt der Parabel . f ist zwischen den

2a”’

Nullstellen x_ und x, negativ :

{x€R|f(x)<0}:{x€R ’ <x+g>2<q—(g)2}:{x€R|x_<x<x+}:: [x_,x].

Man sieht auch, daff man den Graphen von dieser Funktion aus dem von z +—— ax? durch

Verschiebung um 5—; in z-Richtung und um ¢ — % in y-Richtung erhalt.

Rationale Funktionen

Diese Funktionen entstehen durch Quotientenbildung von Polynomen

P (x)
Q(x)’

g:{x€R|Q(x)7éO}—>R:xn—>

wobei P und @) Polynome sind.

BEISPIEL 5 Bei Enzymreaktionen wird ein Substrat X in ein Produkt P mit Hilfe eines En-
zyms E umgewandelt, z.B. eine Gérfliissigkeit in Alkohol durch Hefe. Fiir die Geschwindigkeit
v des Abbaus von X in Abhéngigkeit der Substratkonzentration = (bei konstanter Enzymkon-
zentration) gilt nach Michaelis und Menten (1913)

Ax .
’U(l’):m fiir I‘GR_F,
wobei A > 0 die maximal mogliche Abbaugeschwindigkeit, & > 0 die Dissoziationskonstante
und R > 0 den Grad der Hemmung durch Substratiiberschufl angibt. Bei vielen Reaktionen ist
R klein gegen 1 , R < 1 und kann vernachlissigt werden. Dies bedeutet, dafl die Wirkung des
Enzyms nur wenig von dem Mengenverhéltnis Enzym zu Substrat abhiingt.
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2.2 Einfache Klassen von Funktionen

Man erhélt z.B. folgende Graphen :

1
0.8]
0.6
0.4
0.2
0 2 4 6 8 1C 0 2 4 6 8 10
A=1,k=05und R=0 A=13,k=9und R=14
Betragsfunktion
T 0<z2
| R—R:z+——|z|:= falls
—x <0

Der Betrag |z| von x gibt den Abstand in R des Punktes  zum Nullpunkt an.

Umgekehrte Proportionalitét.

Fiir ¢ € R betrachtet man die Funktion

1
f:]0,00] —m R:z+——c-—
x

Man sagt, dafl f () umgekehrt proportional zu x mit Proportionalititskonstante c ist. Der
Graph von f ist durch

{(@y) €R, xR |y="}={(x.y) € R} xR| 2y =0}

gegeben. Es ist eine Hyperbel .

BEISPIEL 6 Bei einem idealen Gas von n mol ist der Druck p proportional zu n , zur Tem-
peratur 7' und umgekehrt proportional zum Volumen V' :

n-R-T
V )
wobei R =8.31J- K™'. mol™! die ideale Gaskonstante ist.

p:

Prof. Dr. C. Portenier

32 FUNKTIONEN Prof. Dr. W. Gromes



Umkehrfunktionen 2.3

2.3 Umkehrfunktionen

In dem Michalis-Menten-Modell fiir Enzymreaktionen ist die Reaktionsgeschwindigkeit v
in Abhéngigkeit von der Konzentration = gegeben. In manchen Féllen mochte man jedoch aus
einer bekannten Geschwindigkeit v die Konzentration = bestimmen. Dies fiithrt auf die Frage,
ob sich z aus v eindeutig bestimmen lif3t, und allgemein zu

DEFINITION 1 Eine Funktion
f:Df —R:z+— f(2)
heifit umkehrbar , wenn jeder Funktionswert y € Wy nur einmal auftritt, d.h. es gibt genau ein

-1
x € Dy mit f(z) =y . Bezeichnet man dieses x mit f (y) , so wird durch die Vorschrift

-1 -1
f Wy —Riyr— [ (y)
die Umkehrfunktion definiert. Es gilt also dann

-1
y=f(z), z€Dy <= x:f(y),yGD}lzwf.

—1
Die Funktionsgleichung der Umkehrfunktion x = f (y) ensteht aus der Funktionsgleichung

y = f (z) durch Auflésen nach z .

BEISPIEL 1 Die Funktion
R—R:z+— 22

ist nicht umkehrbar, da y = 4 Funktionswert zu © = 2 und x = —2 ist.

10T
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2.3 Umkehrfunktionen

BEISPIEL 2 Die Funktion
f:R, —R:z+—2°
ist umkehrbar, da
Yy = 22 und >0
zu

r=,y und y=0
-1
dquivalent ist. Also ist die Umkehrfunktion f von f durch

~1
f Ry —R:y—/fy
gegeben.

+ + i
0 1 2 3

r— 22 und z+—— /T

BEISPIEL 3 Im Michaelis-Menten Modell (Beispiel 2.2.3) ist die Geschwindigkeitsfunktion v
genau dann umkehrbar, wenn R = 0 ist, wie eine einfache Rechnung zeigt. Ist R # 0 , so gibt es
zu einem gegebenen v i.a. zwei verschiedene Konzentrationen z; und x5 mit v (21) = v = v (x3) .

Es gilt

HAUPTSATZ Sei f eine unkehrbare Funktion.

-1
(i)  Der Graph der Umkehrfunktion f wvon f ensteht durch Spiegelung an der Winkelhalbie-
renden.

-1
(ii) FEine Wertetabelle von f entsteht aus einer Wertetabelle von f durch Vertauschung der
Spalten.

Es gilt
(ry) €Crf = y=f(x) > z=f() < (ma)eCrf.

Die Vertauschung von x und y entspricht die Spiegelung an der Winkelhalbierenden.
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Umkehrfunktionen

2.3

DEFINITION 2 Eine Funktion f : Dy — R heifit streng monoton wachsend bzw. fallend ,

wenn fiir alle z1, o € Dy mit 7 < x5 folgt f(x1) < f(z2) bzw. f(z1) > f(z2) .

BEISPIEL 4 Die Funktion R — R : 7 —— 22 ist streng monoton wachsend.

BEISPIEL 5 Die Funktion R} — R: 2 +— % ist streng monoton fallend.

10T

SATZ Ist eine Funktion f streng monoton wachsend oder fallend, so ist sie umkehrbar.
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2.4 Variablenéinderungen

2.4 Variableninderungen

Wie wir schon im Beispiel 2.2.2 gesehen haben, benutzt man Graphiken, in denen man
nicht die Variable = , sondern die Werte einer Funktion von x auftréigt, um den Graph der
untersuchten Funktion in eine Gerade zu transformieren. In diesen Beispielen war es (10% - z)Q .
Es ist auch niitzlich, eine solche Transformation auf dem Wertebereich zu machen.

DEFINITION 1 Seien (x,y) die Variablen eines Koordinatensystems. Eine Variablendnde-
rung ist die Angabe von zwei umkehrbaren Funktionen g und A , die durch die Gleichung ihres
Graphen

u=g(x) und v=~h(y)

gegeben sind. Das Koordinatensystem mit den Variablen (u,v) nennt man das transformierte
Koordinatensystem .

Wir schlieflen nicht aus, da} die Definitionsmenge der Funktionen g und A nicht R sind,
d.h. daf} die Variablen z,y sowie u, v eingeschréinkt sein kénnen. Die Umkehrbarkeit bedeutet,
dal man = in Abhéingigkeit von u sowie y in Abhéingigkeit von v ausdriicken kann.

ANWENDUNG  Sei f: Dy — R eine Funktion, die durch die Gleichung ihres Graphen

y=1[(z) (1)
gegeben ist. Man sucht eine Variablenéinderung
u=g(z) ud v=h(y), (1)

so dafl durch Einsetzen in (x) eine #iquivalente Gleichung der Gestalt
v=a-u+b

hervorgeht.

BEISPIEL 1 Im Beispiel 2.2.2 haben wir die Variablenéinderung
u = (103-36)2 und v =c

durchgefiihrt.

BEISPIEL 2 Sei
1
f:]0,00 —m R:z+—c-—.
T

Die Gleichung des Graphen ist also

1
pr— C PRp— *
Y T (*)
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Variablenénderungen 2.4

Fithrt man die Variablenéinderung

durch, so ist (%) zu

fquivalent. Die Punkte (z, f (z)) liegen auf einer Hyperbel; dagegen liegen die Punkte (1, f (z))
auf einer Geraden durch den Ursprung mit der Steigung c¢ . Dies liefert einen graphischen
Test um festzustellen, ob eine durch eine Wertetabelle gegebene Funktion eine umgekehrte
Proportionalitét ist. Die Konstante ¢ kann man in dieser Graphik ablesen.

21 | 27

1.5 1.5}

0.5 0.5

A
BEISPIEL 3 Sei f R} — R:2 — —— gegeben, d.h.

k+x
A-x
= ) * %
V=% +x (x%)
Diese Gleichung ist dquivalent zu
1 k+x k1 n 1
y Az Az A
Durch die Variableninderung
1
u=— und v=—
x y
ist (xx) dquivalent zu
k n 1
v=—-u+ — .
A A
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2.4 Variablenéinderungen

Verkettung von Funktionen

Mit dem folgenden Begriff, von dem wir spéiter auch Gebrauch machen werden, kann man
obiges Einsetzen von (ft) in (f) formal aufschreiben. Seien f : Dy — R und g : D, — R zwei
Funktionen mit W; C D, . Dann ist fiir jedes x € Dy die Zahl f (z) in D, , also ist g (f (z))
definiert und somit Dy — R : 2 +—— ¢ (f (x)) eine Funktion.

DEFINITION 2 Diese Funktion wird mit g o f bezeichnet, also
gof: Dy —R:izr—g(f(z))

und heiflt zusammengesetzte oder verkettete Funktion .

-1

BEMERKUNG Ist f : Dy — W} eine Umkehrbare Funktion und f : Wy — Dy die
Umkehrabbildung, so gilt

Jof()=f(f@)=z und fo_fl(y)Zf(_fl(y)> -

fir alle x € Dy und y € Wy .

ANWENDUNG Um (1) in () einsetzen zu koénnen, mufl man zuerst Auflosen, d.h. z in
Abhéingigkeit von u sowie y in Abhéngigkeit von v ausdriicken :

z=g(u) und yz?zl(v) :

Durch Einsetzen bekommt man

und schlieBlich
—1 _ _
v:h<h (U)) :h<f(gl(u)>> =hofo gl(u) .
Die verkettete Funktion ho f o_g1 muf also durch geeignete Wahl der Variablenédnderung u = g ()
und v = h (x) die einfache Form
hofoqg :iura-u+tb

erhalten.
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