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3.1 Sommes hilbertiennes

3.1 Sommes hilbertiennes

Nous allons maintenant généraliser le théoréme 15.18 du cours d’Analyse [9] sur les bases
hilbertiennes.

THEOREME Soient F' un espace préhilbertien, (H;) jeg une famille de sous-espaces vecto-
riels complets deuxr a deux orthogonauz, P; l'orthoprojecteur de F' sur H; , G le sous-espace
vectoriel fermé engendré par les H; et £ € F' .

Alors

jeJ

la famille (P;€),; est absolument de carré sommable, i.e. (HPjﬁHQ)jeJ est sommable, [’ensemble

{jeJ | P& #0} est dénombrable et si o : I — {j € J | P;{ # 0} en est une énumération,
on a l'inégalité de Bessel

sup I
SRl =S Pt < llell® -
jeJ 1=0

En outre les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) €€G.
(ii) Egalité de Parseval

> IPeEl® = lel®

jeJ

(iii) La famille (P]f)jej est sommable de somme & = Zjej P& | i.e. pour tout € > 0 , il existe
K. € R(J) tel que, pour tout L € R(J) satisfaisant & L D K, , on ait

Y PE—¢

jeL

Le.

(itv)  Pour toute énumération o d’une partie dénombrable D de J contenant {j € J | P;{ # 0}
la série Z?i%l P,)§ est convergente, et on a

Pour tout K € & (J) soit Hx =3, H; . Si L € R(J) est tel que K N L = (), alors
Hx L Hp , donc en particulier Hx NHy = {0} . Ceci montre que la somme des H; , i.e. le
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Sommes hilbertiennes 3.1

sous-espace vectoriel engendré par les H; , est directe. On a donc bien G = @ jes Hj - D’autre
part le sous-espace vectoriel Hx = HjcxH; est complet par I'exercice 2.1.1.b, et en posant
Py := Py, ,ona
Pr&=> P
jeK

Grace a I’égalité de Pythagore, on obtient

2
DIPEN = | D Pl = 1Pl < [i€l” (%)
jEK jEK

puisque || Pk || < 1 par le théoréme de la projection 1.4.iv. On en déduit évidemment I'inégalité

de Bessel et les premiéres assertions a ’aide du lemme 1.1.

(ii) = (iii)  Sil’égalité de Parseval est satisfaite, i.e.
supreacny O I1PENIT =D IRl = [I€)°
jeK jed
pour tout £ > 0, grace la propriété d’approximation du supremum, il existe K. € K (J) tel que
1PLEN* =Y NPl = D IR = [1€)1” -
jeL JEK:
pour toute partie L € R(J) , L D K. . Comme Pr¢L (Pr& —¢&) , il vient alors
1Peg — €11 = [1€1” — || Peéll®
par I’égalité de Pythagore, donc (iii).

(iii) = (iv) Sik > N. := max o (K.) ,on a Ly := o({0,...,k}) D K.N D , donc
L, U (K.~ D) D K, et puisque P;{¢ =0sije K.\ D, il vient

k
ZPjﬁ—ﬁHz > PE—¢|<e.

>_F
1=0 jELE FELRU(Ko~D)

(iv) = (i)  Clest évident, puisque G est fermé et Zz o Pn§€G.

(i) = (ii)  Par définition de G , pour tout € > 0 , il existe K. € K(J) , (nj)jeKs tels que

Z”j_5

JEK.

Puisque Pk £ est la meilleure approximation de £ par un élément de Hy, par le théoréme de
la projection 1.4.i, on a

1Px.& — &l <

ZU;"&

JEK.

Utilisant & nouveau ’égalité de Pythagore et (x) , on obtient

I€1% = 1 Px.& — €II* + I1Pk.I* < &2+ D IPEIP <+ ) IRl

JEK: jeJ

d’ou I'égalité de Parseval. O
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3.1 Sommes hilbertiennes

DEFINITION Nous écrirons
g= Hﬂ H;
jed

et nous dirons que c’est une décomposition hilbertienne de G , ou encore que G est la somme
hilbertienne de (H;),.; -

Nous utilisons le signe H pour montrer que cette décomposition est orthogonale et que ’on
a I’égalité de Parseval, généralisation de celle de Pythagore, mais aussi que cette décomposition
est topologique puisqu’on utilise la notion de sommabilité, donc en particulier celle de série &
la place des sommes finies.

PROPOSITION Soient 'H un espace de Hilbert et (Hj)jeJ une famille de sous-espaces

vectoriels fermés deux o deux orthogonaux de H . Alors toute famille (Sj)jej , telle que §; € 'H;

pour tout j € J ety ., HﬁjHQ <00, est sommable dans M . Si:=3 ;& , ona; = Py
pour tout j € J .

Etant donné une énumération o de {j eJ } HQH > 0} , pour tout p,g € N on a

q 2 q
> ol =2 ol
l=p l=p

Le lemme 1.1 montre alors que la série 507 £, satisfait au critere de Cauchy (cf. cours

d’Analyse [9], remarque 10.7). Posons § := Z?i%l -y - Pour tout j € J , la continuité de
P; := Py, nous permet d’écrire

J
sup I sup I
Pi§ =P, (Z 50(!)) => P (&) =& -
=0 =0

Le théoréeme montre alors que (5 j)je est sommable, que

J
§=2_ PE=2_¢
jed jeJ
et que £ ne dépend pas de I’énumération choisie. O

Le théoreme et la proposition peuvent étre résumés dans le

SCOLIE Soient ‘H un espace de Hilbert et (Hj)jeJ une famille de sous-espaces vectoriels
fermés deux & deux orthogonaux de H .

Een = D PP <l < o0

jeJ
celHH, = =) P et [lEP =D 1IPgl?
JeJ jeJ jeJ

&= 2jes b € EE]HJ'
Je
P =S, l57 = G€M e DIl <o
&= b8 o

46 BASES HILBERTIENNES Claude Portenier



Sommes hilbertiennes

EXERCICE Pour toute famille (5 j)

est sommable dans R .

jeJ

sommable d’un espace de Hilbert, la famille

(lel?)
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3.2 Bases hilbertiennes

3.2 Bases hilbertiennes

DEFINITION 1 Soit F' un espace préhilbertien. Nous dirons qu’une famille (¢;),;_; C F' est
un systéme orthonormé si 'on a

(€x|€) = 6y pour tout k,l € J .
On dit que c’est une base hilbertienne si en plus (ej)jE ; est total dans F' .
Si () ¢ est un systéme orthonormé, alors (K - €;),; est évidemment une famille de sous-

espaces vectoriels complets, et ils sont deux a deux orthogonaux. D’apres ’exemple 2.1.2 , pour
tout £ € Fettout j€J ,ona

Pg.e;§ = (€;1€) -¢; pour tout j € J .
Si (€;) ;¢ ; est une base hilbertienne, on obtient
F=HK- ¢ .
jeJ

par le théoréme 3.1. Plus généralement on retrouve le théoréme 15.18 du cours d’Analyse [9] :

THEOREME Soient F' un espace préhilbertien et (Ej)je ; un systeme orthonormé dans F' .
On a |’ inégalité de Bessel

2 2
D l(el O < el
jeJ
et les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

()

jeJ
(ii) Egalité de Parseval
o lelOr = el -
jeJ

(i) La famille ((€;]€) - €;) ., est sommable et
= (618 -¢ .
jed
D’autre part sorent H un espace de Hilbert et (ej)jE ; un systeme orthonormé dans 'H . Pour

toute famille (o), , C K telle que 3, laj|* < 0o, la famille (a; - €j) e, €st sommable dans
Hetsil =3 ;05 ¢ , onaa;=(¢|) pour tout j € J .

DEFINITION 2 Par analogie avec le second exemple qui va suivre, nous dirons que le

nombre (€;]&) est le j-iéme coefficient de Fourier de { dans le systeme orthonormé (;),.; -
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Bases hilbertiennes 3.2

EXEMPLE 1 Soit X un ensemble. Pour tout x € X considérons la fonctions caractéristique
1y € 2(X);ona

L2y (y) := 05, pour tout y € X .
La famille (1(,), cx @st une base hilbertienne de (% (X) .

On vérifie immédiatement que cette famille est orthonormée. Il nous reste donc & prouver
qu’elle est totale. Mais par le corollaire 2.2, il nous suffit de montrer que, pour tout f € £ (X)
tel que f L1y, pour tout z € X ,ona f=0.Mais

0= 1{$}} f Z Liay (¥ = f(z) ,
yeX

ce qu’il fallait démontrer. O

REMARQUE 1 Par ce qui précede, on en déduit que, pour tout f € £*(X) , la famille
(f (z)- 1{$})$€X est sommable et
f=2 f@) 1.

zeX
Si (€2),cx est une base hilbertienne d’un espace préhilbertien F' , alors I'application

F— (* (X) E— ((€I|€))z€X

est une isométrie, ceci n’étant qu'une reformulation de I’égalité de Parseval. Elle est surjective
si, et seulement si, F' est un espace de Hilbert.

EXEMPLE 2 Pour tout k € Z soit
e [0,1] — C:zr—e

La famille (ey),., est une base hilbertienne de L? ([0, 1]) .

2mikx

Ceci a déja été démontré dans le cours d’Analyse [9], exemple 15.17. Rappelons que la
partie difficile est de prouver que (e),, est totale dans L* ([0, 1]) : on constate tout d’abord
que Pensemble des fonctions de la forme 1, pour 0 < a < 1 est total dans L? ([0, 1]) , puis

que
Lo = Z (exlljoq)) - €x
keZ

car

1 <~ 1-—cos2rk
[toall; =a=a*+ 5 - 35— = > I(el Loa)

k=1 keZ

(cf. applications 9.16 et 10.9).
On peut aussi utiliser le théoréeme de Stone-Weierstrafl formulé ci-dessous. On remarque
tout d’abord que les applications

L?([0,1]) — L2 (]0,1[) : f — fijo

et

1

L (%-AU) — T2 (0,1)): f — foexp (2mi-o) |
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3.2 Bases hilbertiennes

sont des isométries telles que
id* o exp = ekllo, | pour tout k € Z ,
puisque {1} est Ay-négligeable et
exp (277 - 0) : x> ¥ 10,1 — U~ {1}
est bijective. Mais le sous-espace vectoriel engendré par (idk) reg €St une sous-algébre unifére
de C (U) . Elle est involutive, puisque
idk = id~* pour tout k € Z ,

et id sépare les points de U . Elle est donc dense dans C (U) pour la norme uniforme ||-||__ .
Comme |-, Loy S ||| > ce sous-espace vectoriel est aussi dense dans L? (5= - Ay) , ce qui

finit de prouver que (e;),, est total dans L ([0, 1]) .

THEOREME (de Stone-Weierstrafl) Soient X un espace compact et A une sous-algébre
involutive contenant 1 et séparant les points de X | i.e. telle que pour tout x,y € X , si x # vy
il existe a € A satisfaisant o a(x) # a(y) . Alors A est dense dans C (X) muni de la norme
uniforme ||-|| . -
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3.3 Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Soit F' un espace préhilbertien et (§,),oy une suite de vecteurs linéairement indépendants
de F' . Pour tout n € N | soit

G, = PK-¢, .
k=0

C’est un sous-espace vectoriel de dimension n+1 . On démontre par récurrence qu’il est complet
dans F' et en définissant €, := &, € Gy puis, pour tout n € N |

€En+l1 ‘= €n+1 - Pgn€n+1 s

on a

€nt1 € Gny1 et €,011G,

llexll llexll

de G,, .
En effet K- ¢, = K- % est complet et Fg,&; = W - (€0] &) - €0 (cf. exemple 2.1.2). Si

lleoll
maintenant G, est complet, alors

donc (—Ek—) est un systéme orthonormé dans F' et (—Ek—) est une base hilbertienne
keN k=0,...,n

"1
Pgn€n+1 = Z—Q : (€j|€n+1) “€5
j=0 HGJH
(vérification immédiate) et
gn+1 == gn HK- €En+1

est complet par I'exercice 2.1.1.b. La formule ci-dessus permet de calculer les € et | €| induc-
tivement.

Cette construction s’appelle le procédé d’orthogonalisation (ou d’orthonormalisation) de
Gram-Schmidt .

Sa mise en oeuvre pratique est fastidieuse, & moins d’avoir une méthode particuliére liée au
probléme considéré, comme nous le verrons dans les paragraphes qui suivent.

DEFINITION Nous dirons qu’un espace normé est de type dénombrable ou (séparable) s’il
contient une suite totale.

PROPOSITION  Un espace préhilbertien de type dénombrable posséde une base hilbertienne
(dénombrable).

En effet, en extrayant d’une suite totale une suite linéairement indépendante et en lui appli-
quant le procédé d’orthogonormalisation de Gram-Schmidt, on obtient un systéme orthonormé
dénombrable et total, ce qu’il fallait démontrer. O

THEOREME Tout espace de Hilbert posséde une base hilbertienne. Plus généralement tout
systéme orthonormé peut étre complété en une base hilbertienne.
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3.3 Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Dans ’ensemble de tous les systémes orthonormés SON de cet espace de Hilbert H |,
ordonné par 'inclusion, il existe par le principe de maximalité de Hausdorff une chaine maximale
C contenant le systéme orthonormé donné. La réunion

B .= U C
cec
est un systéme orthonormé. En effet si £,n € B , il existe C, D € C telsque ¢ € C et n € D et,
puisque C est une chaine, on a C' C D ou D C ('; mais ceci montre que £ et n appartiennent &
un systéme orthonormé, donc que (&|n) = é¢, . Il nous suffit de montrer que B est total dans
H . Si le sous-espace vectoriel fermé G engendré par B est # H , en choisissant v € G\ {0} ,
on obtient un systéme orthonormé B U {7} contenant tous les C' € C , ce qui contredit la
maximalité de C . O
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3.4 Polynémes orthogonaux

DEFINITION 1 Nous noterons P ’ensemble des polynémes sur R .
Soit X une partie de R et désignons par M7 (X) le cone convexe des intégrales de Radon
1 telles que

/ lid|* dpu < 0o pour tout k € N .
On dit alors que

my (1) == /idk du
est le moment d’ordre k de p .

Si e MP (X) , alors u est bornée, i.e. p* (X) < oo .

EXERCICE 1 Soient X une partie de R et p € M7 (X) . L’application canonique
P —L*(u):pr— [px]

n’est pas injective si, et seulement si, ;1 est une combinaison linéaire finie (& coefficients stric-

tement positifs) d’intégrales de Dirac (on dit que c’est une intégrale atomique a support fini).

Dans ce cas I'image de P est égale a L2 (1) et c’est un espace vectoriel de dimension finie.
Utiliser le support de p (cf. remarque 1.2.3).

Pour éviter le cas trivial de la dimension finie, nous supposerons y € M7 (X) n’est pas une
combinaison linéaire finie d’intégrales de Dirac, i.e. supp p est infini.

Dans ce cas on a P C L? (i) . Le probléme des moments consiste a étudier 1’application
m M,]_i (X) B RN pE m(lu) = (mk (lu))keN ;

en particulier son injectivité, et & décrire son image. Dans le cas général il est tres difficile de
déterminer les intégrales de Radon € M7 (X) telles que P soit dense dans L? (p) .

PROPOSITION 5i X est une partie bornée de R , alors
M7 (X) = M, (X)
et, quel que soit p € M’ (X) , P est dense dans L (p) .

Remarquons, puisque X est bornée, que tout polynéme est borné sur X' , d’ou la premiere
assertion. La fermeture X de X dans R étant compacte, il existe a,b € R tels que X C [a,b] .
Pour toute partie K € R(X) , on a

lg =inf (1—k-d(o,K))x et (1—k-d(o,K)),, €C(a,b]);

grace au théoréme de Lebesgue on a 1 =lim (1 — k- d (o, K ))r;( dans L? (i) , ce qui montre
que C ([a, b]),x est dense dans L? (u) par le théoreme de densité 15.15 du cours d’Analyse [9)].
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Mais P ([a, b]) est dense dans C ([a,b]) , muni de la norme |[|-|| % , par le théoréme de Stone-
Weierstrafl ou celui de Bernstein (voir ’exercice ci-dessous). Il suffit donc de remarquer que

Ifixll, <0 112y pour tout f € C([a,b])

pour pouvoir conclure. O

DEFINITION 2 Désignons par P, ’ensemble des polyndémes de degré < k et posons P_; :=
{.0} . On dit que (pg),cy €St un systéme de polynomes orthogonaux par rapport a p € /\/lf (X)
si

(a)  pg est un polynome de degré k , i.e. pr, € Pr \ Pr_1 , pour tout k € N .

(b)  prlp,ie. [ Dr-pidp =0 pour tout k,I € N tels que k # [ .

REMARQUE 1l suffit d’exiger que, pour tout k € N, p; soit un polynome de degré au plus
k,ie pr € Pr,etquepr L Pr_1.

Un tel systéme est déterminé & une constante multiplicative prés et s’obtient par exemple &
I’aide du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt appliqué a (idk) ey - Dans ce cas tout
ces polyndmes sont réels. On peut normaliser les p, de différentes maniéres :

(1) on fixe la valeur de la constante *p; , par exemple py, € id* +Py_; ,
(2) on fixe la valeur de p, en un point,
ou bien

(3) on normalise HpkHM =1 , ppegp-id*"+Pe1 et gp>0.
Dans ce dernier cas, on dit que c’est le systéme de polynomes orthonormés associé a p . On
a

1 id — (polid) - po p(X)-id—(1]id), - 1

——1 , D=7 - - e
w(X)2 Hld—(p0|1d)-p0H2# HN(X)'id_(Hid)“.lH
27“

Po =

THEOREME [l existe une relation de récurrence de la forme
id-py = ay - pro1+be Pyt Cr DRt
en ayant posé p_1 =0 . En outre sipy =go-1, go =0 et
Pk € g - id" +gp - id" 4Py pour tout k € N*
on a gy #0 et

—_—

ay, = 9k b= Ik k1 HpkHQ,,u

k= * Qg1 -
Gk+1 I Gk Hpk—le,u

pour tout k € N .
Si le systéme est orthonormé, alors

Cr — Qp—1 .

H4 BASES HILBERTIENNES Claude Portenier



Polynoémes orthogonaux 3.4

on a

En effet, comme (ﬁ) est une base hilbertienne de Py, ;1 et que id -py € Pry1 ,
J02,
k+1 D
an=3

7=0,....,k+1
=0 Hp]HQ,/J, Hp]HQ,/J,

] : ' id -ps
Pi id ‘De | = / Pi -id Dk d,u = bi Pe | = 0
Ipsll,,, sl 1251l

pour tout j < k — 2, puisqu’alors id -p; € Px_1 L pi! On a donc bien la relation de récurrence
indiquée. En calculant mod Py_; , on peut écrire

Mais

g - 1d¥ +gp, - id" =id -y = ag - pra1 + by pE =
= ak - (gry1 -1 g - 1d¥) + by, - g - 1d"
donc
Ok = QK- Gk+1 €t Ok = ak - Grr1 + bk - Gk

et par suite les deux premiéres relations. Quant a la derniére on a

id'?k)

_ Pe-1 |, o idpea _
Ce =\ 77— 3 id-py | = T 2 |Pk ]| =
HPk—ng,u HPk—le,u
B VR S SO O P

1Px-1ll5,, 1Pkl 1Pe—1ll5,,

EXERCICE 2 (Polynémes de Bernstein) Pour tout fonction continue f : [0,1] — C et
n € N* | on définit le n-ieme polynome de Bernstein B, f € P, ([0, 1]) de f par

Bof (z) = gof (%) : (Z) b (1 -2 pour tout z € [0,1] .

(a) Montrer quesi f=1ou f=idona B,f = f .
(b) Calculer pour f =id- (1 —id) la suite B, f et montrer que l'on a

Pr+1

ap = | ——————
HPk+1H2,H

et

0

f=1lim, B,f uniformément sur [0,1] .
(¢) Montrer que l'inégalité

& K\? (n 1
< ). aF (1) P —
0 Z (:B n) (k:) - (1 —x) 1, Pow tout x € [0, 1]

k=0
est vraie en introduisant un f convenable et en calculant B, f .

(d) Pour tout x € [0,1] , n € N* et § > 0 on considére les ensembles
k < 6}

A, (6) = {ng‘gn T ——
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et

iB—E >6} .

Bn(6):{0<k<n
n
Montrer que pour tout € > 0 , il existe C' < oo tel que

k 8
(e) En déduire que

)f(z)—f(f))ég-(z—g) pour tout x € [0,1] et tout k € B, (8) .

f=1lim, B,f uniformément sur [0,1] .

(f) Théoréme de Weierstraf3 Montrer finalement que, pour tout intervalle [a,b] C R |
I’ensemble des polynomes P ([a,b]) est dense dans C ([a,b]) .
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3.5 Caractérisation des polynodmes classiques

orthogonaux

On considére maintenant un intervalle ouvert J de R et un poids , i.e. une fonction

p:J — R

3.5

localement A-intégrable telle que p - A\; € M7 (J) . Un poids est en particulier \;-intégrable.
Les polynomes classiques orthogonaux sont ceux de la tabelle suivante :

Jacobi J{*P) Laguerre L\ Hermite Hy
J ]_171[ ]0700[ ]_00700[
p (1 —id)* - (1 +id)” id*.e~1d i
a,>—1 a>—1
Norma- a a a o .
lisation Jlg ) (1) - ( —I:k) Lé : (0) - ( —I:k) Hk € 2k ) ldk +Pk—1
, (a+B+2k (-1)" "
Ik 2 ( k k! 2
2081 (o 4 K)! - (B + k)! (o + k)!
2 k
.9k L L
Pl (a+pB+2k+1) -kl (a+p+k)! k! VT g
2(k+1) (a+B+k+1) 1
—(k+1 -
i (a+B+2k+1)(a+ 8+ 2k~+2) (k+1) 2
2(a+k)(B+k)
— k k
* (a+B+2k) (a+B+2k+1) (4 k)
i  (B=a)  (@+B+2k—1 | (D" (a+Fk) 0
k 2. (k-1  (a+S3+k) (k —1)!
62 —042
b 2k + 1 0
g (a+ B+ 2k) (a+ B + 2k + 2) et
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3.5 Caractérisation des polynomes classiques orthogonaux

Rappelons que pour tout z € C , on définit le coefficient binomial généralisé par

(Z) :ﬁz+ll—l:z-(z—l)-}{:-!(z%—l—k:)

pour tout £ € N .
=1

En particulier (g) =letzr— (2) est un polynome!

Nous avons aussi utilisé la notation
2l:=T(z+1) .
Rappelons que I' (z +1) = z-T'(2) , que pour tout Rez > —1, on a

o0
z! :/ id® e 14
0

et que I' est méromorphe dans C et n’a que des poles simples en —k , pour k € N, de résidu

(—1)F E T
—— . En particulier

z\ 2! B I'(z+1)
(k:) S k(z—k) T(k+1)-T(z+1-k)’

cette formule étant vraie par continuité si z + 1 = —[ pour un [ € N ;| puisque
(z) _ (—l—l) _ (=1 (=1—=2)--- (=l —k) _ (‘Uk' (I +k)!
k k k! k-1
et

(_1)l (_1)l+k
l! (I +k)!

Dans la littérature on rencontre encore le symbole de Pochhammer défini par

(o= [ D=z (1) (2 k1) = F(FZ(;"") _ (Z(;Bf)’ ,

w-T'(=l+w)—

et w-I'(—-l—k+w)—

lorsque w — 0 .

En particulier (2), :=1.
Finalement rappelons la formule de Stirling

aO[
a!wx/27r-a-(—) pour o — oo .

e

La mise en oeuvre du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt conduit a des calculs
fastidieux. Mais heureusement & équivalence pres, i.e. aprés une transformation affine et une
renormalisation, les polyndmes classiques sont caractérisés par une formule ou une équation
différentielle, ce qui nous permettra de déterminer les constantes de la table ci-dessus.

THEOREME  Soient p : J — R un poids et (pi)yey un systéme de polynomes orthogo-
naux associé & p . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) (Pk)yey €St équivalent a un systéme classique de polynomes.

(ii) Formule de Rodrigues
Le poids p est indéfiniment dérivable, il existe un polynéme p > 0 sur J sans racine
multiple tel que p = 0 sur 0.J et une suite (dy),.y C R tels que
1

pkz—-ak(p-pk) pour tout k € N .
dk'p
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(iii) Equation différentielle de type hypergéométrique
Le poids p est continiment dérivable, il existe un polynéme p > 0 sur J de degré < 2 sans
racine multiple tel que p = 0 sur 0J et une suite (), tels que, pour tout k € N, on ait

1
Lpy = —;-3(,0-29-3%) = Mk - Dk

ou bien
p-p+q-Opr+ A -pr=0,
ou
d(p-
g (p-p)
p

Dans ce cas q est un polynome de degré 1 et
E—1

Ao = —k - {&HT-a?p]

et les constantes sont données dans la table qui précéde et la suivante :

Jacobi J,ga’ﬁ) Laguerre Lff) Hermite Hy,
p 1—id® id 1
di (—=1)F- 2~ . k! k! (—1)*
Ak E-(a+p+Ek+1) k 2k
q |f—a—(a+0+2)-id| a+1-id —2-id

Démonstration

(i) = (ii) Il nous suffit de démontrer que la formule de Rodrigues définit un systéme de

polynémes orthogonaux associé au poinds p . L’unicité & une constante multiplicative pres

montre alors qu’en choisissant dj convenablement on obtient les polynomes classiques.
Remarquons tout d’abord que, étant donné k£ € N | pour tout j € N tels que j < k£, on a

& (p-p*)=p-p*7-P; pourunP;€P;.

Cette formule est trivialement vraie pour 7 = 0 avec P9 = 1 . D’autre part degp < 2
et on vérifie explicitement que ¢ := @ € Py (voir la table ci-dessus et remarquer qu’une
transformation affine ne modifie pas le degré). L’assertion en découle par récurrence sur j

puisque, en supposant que j+1 < k, on a
aj+1 (p . pk) — a (p . p . pk_j_l . Pk,]) —

=0(p-p) P Pjtpp(k—j—1)-p" 72 0p - Pej+p-pt 0P =
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=p-p* (g Py + (k—j—1)-0p- Py +p-0Psy)
et par suite
Pk,j+1=[Q+(k‘—j—1)'3p “Prj+p-0P:; € Pjt1 . (%)

1

Il est alors clair que p, = T

constate dans chaque cas que
p-p-PeC’(J) pourtout j € N*ettout PP .

En intégrant successivement par parties, pour tout f € P,_; , on obtient

dk-(pklf)pz/Ja’“ (p-p") - f=1[0"" (p-pk)-f}J—/]ak‘l (p-p*) - 0f =

Py . € Py, et il nous reste a montrer que p, L Pr_; . Mais on

=---=(—1)k-/p-p'“-3’“f=0,
J
puisque
F(p-p") - O f=p-p Py &' feC(J),
ce qu’il fallait démontrer.

(ii) = (iii)  Montrons tout d’abord que 'on a nécessairement degp < 2 . En effet

d(p-
q = 7('0 P =dy - p1

P
est un polynoéme de degré 1 et

dy-p-p2=0°(p-p°) =0[3(p-p)-p+p-p-8p} 23[p-p-(q+8p) =
=p-q-(q+0p)+p-p-0(q+0p),
donc

:d2'p2_(12_a(€7'p) .
Mais si degp > 2, alors

deg (p-@Qp) =degp+degp—2>degp=degd(q-p) =

=deg (d2-po—¢* —p- 0p) =deg (p- 0%p) ,
puisque deg (dy - p; — ¢*) < 2 et deg (p - 0*p) > degp > 2, ce qui est absurde.

Montrons maintenant que py satisfait & I’équation différentielle. Remarquons tout d’abord
que

p-q=0(p-p)=0p-p+p-0p,

donc
p-0
—'qu—ap.
P
Pour tout k£ € N | on a alors
_dk.p.ka:

:a(p.p.dk.apk):a(p.p.a{%.ak(p.pk)]) —
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:a(_p-pap_ak (p_pk)_l_p_akﬂ (p_pk)) _

= —0lg—ap]- 0" (p-p*) — g —p]- 0" (p-p")
+0p - O (p-pF) +p- 02 (- pt) =

= [0*p—0q] - 0" (p-1*) +[20p —q] - """ (p-p") +p- 0" (p-p") .
D’autre part comme

p-0(p-p*)=p-0p-p"+k-p-p*-0p=(p-0p+k-p-0p)-p=

=g+ (k—=1)-0p]-p-p",
on peut appliquer la formule de Leibniz & chacun des membres de
0" p-0(p-p)] =0"" (lg+ (k—1)-0p| - p-p") .
Puisque degp < 2 et deg[q+ (kK — 1) - 9p] < 1, on obtient

1 1
p_ak+2(p_pk)_|_(k‘41- )_ap_ak+1(p_pk)+(k—l2- )_an_ak(p_pk):

=g+ (k—=1)-9p]- 0" (p-p") + (kirl) g+ (k=1)-8%] 0" (p-p") |
Cest-a-dire
p- 0" (p-p*) +[20p— ] - 9" (p-p") =
=(k+1)- {aq+ (g —1) -an} 0 (p-p*) .
Ainsi

_dk.p.ka:

= [#p=00] -0 (o-1) + (4 1) [0+ (§ 1) -] -0 (p-1F) =

k(k—1)

:{k.acﬁ_ .a2p].ak(p.pk)

et finalement

k—1
Lp,, = —k- {aCH-T'aQP} "Dk -

(iii) = (i) A l'aide d’un changement affine de variable on peut supposer, en modifiant les
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Ak si nécessaire, que J et p sont comme dans la situation classique :

degp 2 1 0
J ]—1,1[ | ]0,00[ | ]—00, 0|
p 1—id*| id 1

Puisque degp; = 1, I’équation différentielle pour £ = 1 montre que

Op-p) _ M-m

P op
est un polynoéme de degré 1 et que
dp 1 a-id+b
X a—op) -
P p p
On obtient
p 1 —id? id 1
atb  b-a
o b A bt | a-id+b

Pl (1—id)7 - (14+id) 7" | id? enid | it +oid

la constante d’intégration e disparaissant en renormalisant, i.e. en multipliant p par une
constante > 0 .

Rappelons que p est A j-intégrable. Dans le premier cas on a nécessairement

o= ath >—1 et f[:= b—a
2 2
Dans le deuxieme cas a < 0 et en faisant une homothétie, on peut supposer que a = —1 . 1l
suffit donc de poser a := b > —1 . Dans le troisiéme cas, on nécessairement a > 0 et a 'aide
d’une transformation affine on se ramene au cas p = e id® , ce qui finit la démonstration des
équivalences.

>—1.

Détermination des constantes  Elles dépendent évidemment de la normalisation choisie.
Nous utiliserons évidemment la formule de Rodrigues et celle de Leibniz.

Comme dans la démonstration (i)=-(ii) en intégrant k fois par parties on obtient

Ipxll3, = (prlow), = (g - id*| pr) , = Z_: ' /Jidk 0 (p-pF) =

:...:(—1)k-3—z-k!-/p-pk.
J
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D’autre part soit
Prj € gy -id’ +gi; - 1d ™ 4P .
Rappelons que Pyg =1, donc ggo =1 et ggo=0.

Onagqg= @ = Qf -p+ Op et soit q := Qf -p € P1 . La relation de récurrence (x) s’écrit
alors

Pk,j+1 = [€7+ (k‘ —j) : 8p} 'Pk,j "’p'apk,j S PJ’+1 :
et montre que

Py € [7(0) + 97 -id + (k = 5) - (9p (0) + &°p - id)]

Nory 1 4Gy 10T P

.. 0, . i . ~ e
+ (p (0)+9p(0) -id —I—Tp -1d2) : [j gy T (5= 1) gy i +73j—3:| =

2

- . .0 .
= {394'(7{7—]) '32P+J'Tp} Gry i

+ { [zj(o) +(k—3j)-9p(0)+3-0p (0)} g

- . ) 0? ) .
tlor o=y e (1) BF| g biad
donc que g ; et gi; satisfont aux relations de récurrence suivantes :

gk,OZl et %:0

- L 02
Gkj1 = {&1 +(2k —j)- Tp} “ G (%)
et
. ~ , Ppl
rjrr = 1@ (0) + k- Op (0)] - gy + |94+ (2k —j = 1) - —~| - guj - (o %)
On a alors
_ i t = i o
gk = dr gkk €L gr = dr gk.k 5
ainsi que la table
p 1 —id? id 1

=
I

>
S

B—a—(a+pP)-id|a—id | —2-id
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Polyn6émes de Jacobi

On a
a —id)™ id)~” k . 1\Btk
("3 ) = e = SB[ it )] ) -
o . \—B k
_ (1—id) d:”‘d) [ (I;)aj(l—id)a+’“-a’“—j(1+id)ﬁ+’“] (1) =
:dik.(a+k)---(a+1)-(—1)’“-2’“,
donc
gy = (-1t LR b D) e (g

k!

D’autre part si j+1 <k, on a
Grjr1=—(a+B+2k—7) gr;

donc
+ 3+ 2k)!
—(—1) . (c
g = (1) (a+ B+ 2k —j)!
par récurrence, et par suite
1 v (a+ B+ 2k)
- . _1 LA TP A
1 fa+B+2k
= o B '
Ainsi
()| A Gaan) ! y N
a, = (=1 . 2k N k) . | . 1— « (1 _
a+B+2k
()

1
STamE / (26)*F (2 — 2)°tF 24t =
0

= Qoth+L. (O‘J“ﬁkJr%) ‘Bla+k+1,0+k+1)=

et (a+ﬁ+2k:)_r(a+k+1)-r(ﬁ+k:+1)
B k F'(a+B+2k+2)

_ ga+B+1 (a+B8+2k)! (a+k)!-(B+k)!
- Ho(a+B+k)! (a+p+2k+1)

_ 2048 (k) - (B + k)
C(a+B+2k+1) -k (a+ B+
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en ayant fait le changement de variable x =1 — 2 - t et utilisé la fonction béta d’Euler :
! [(z)-T
B (z,w) = / (1 - gt g = LB TW)
0

our tout z,w > —1.
I'(z+w) P
Il vient alors

o G B 2(k+1)(a+ B+ k+1)

ap = - =
g - (T T (a4 342k +1) (a+ B+ 2k +2)

et

20HBHL (atk)!-(B+F)!
Cp = (a+B+2k+1)-k!-(ad-B+k)! ) 2k (04 + 08+ k’)
T 20484 (atk—1)1(B+k—1)! _
ot BT (T A EoT] (a+0B+2k—1)(a+ [+ 2k)

_(a+B+2k—1)(at+k)(B+Fk) 2k (a4 B + k)

(a+B+2k+Dk(a+0+k) (a+0+2k—1)(a+3+2k)

2(a+k)(B+Ek)
(a+B+2k)(a+B+2k+1) "

En outre

o~

Grjri=0B—a) gy +[—(a+8)—2k—j—1)]-gr; =

i (a4 B +2k)
=(B—a)-(-1) ot At 2k— )

i (a+B+2%k—— 1) ge;

donc
N Py B V]

par récurrence, puisque

. (v + B+ 2k)!
Ger = (0 =) (=) o

(a+B+2k—1)!

—@A A2k =i =) ()T (B ) =

B (ﬁ—a)-(—l)j-(a—l—ﬁ—l—%‘—l)!

= T At 2R ) N+ B+2k)+ (a+B+2k—j—1)-j] =

B (B—a)-(—1Y - (a+ B+ 2k —1)!
B (a+ B+ 2k — j)!

D (a+B+2k—j) =

Ainsi
~ _ 1 gkl oy g (et B2k —1)1
gk_(—l)k-2’f-k:! (FU7 (B =)k (a+B+k)!

. (B-a) (a+p+2k-1)
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et par suite
_ (=)  (etft+2k-1)! (B-a)  (at+B+2k+1)!
2k (k—1)!  (atf+R) T 2FFLEL " (atfrktD)!

b, = 1 (a+i+2k) Iy (a+ﬁki21k+2)

(k + 1) k -
= (B -a) (a+ﬁ+2k;+2_a+ﬁ+2k) B

B -
T (a+B+2k) (a+pB+2%k+2)"

Les 5 premiers polyndémes de Jacobi :

T (2) =1
(o) 1 1
J; (z):§(a+ﬁ+2)z+§(a—ﬁ)
I (x) =
= (a4 B+ @+ A+ 7+ @+ fH3)(a— Bzt (o < (@+h)
I (@) =
:é(a+ﬁ+6)(a+ﬁ+5)(a+ﬁ—|—4)x3+l—16(a+ﬁ+5)(a+ﬁ+4)(a—ﬁ)x2
+1i6(a+ﬁ+4)((a—ﬁ)Q—(a+ﬁ)—6):B+4—18(04—ﬁ)((a—ﬁ)2—3(a+ﬁ)—16)
T (a) =
1 4
:@(a+ﬁ+8)(a+ﬁ+7)(a+ﬁ+6)(a+ﬁ+5)x
+9—16(a+ﬁ+7)(a+ﬁ+6)(a+ﬁ+5)(a—ﬁ)x3
+6—14(o<+ﬁ+6)(o<+ﬁ+5)((04—6)2—(Oé+ﬁ)—8)f'32
o (at B45) (= B) ((a— B~ 3(a+B)—2)a
1 4 1 2 37 2 7 3
togg @ =B — g latB)la=F)" — oo (a=f)" +6af+ o (a+h)+ 2

Polynémes de Laguerre

Ici on a

a+k N id™® -eld etk i
( . ):Lé)(o):7dk 0" 1k e (0) =
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ided [ L kN L o 1
- = . JiJotk . gk—i,—id - .
a LE:O (j)a id*™.9" e ] (0) a (a+k) () ,

3.5

donc

_(atk) () _
di = (atk)~(a) Kt

!
D’autre part

Gkjt1 = (—1) - gk »

donc
k
(=1
puis
() 2 k (_kl')k | > s ya+k _—id (Oé + k‘i)'
HLk 2,id® .e— id (=1 k! a ./0 et = k! ’
(=n*
ar = (_1I;!k+1 - (k: + 1)
(k+1)!
et
(a+k)!
!
Cr = (a+'Z'_1)! (=k) = —(a+k) .
(k—1)!
En outre
Grgm = (=17 - (a+k) — gy,
donc

par récurrence, puisque

—~—

G = (=1 - (a+k) = (=1 j(a+k) = (-1 - (j+1)- (a+k) .
Ainsi
B S ) et k)
et par suite
(—=1)*L.(a+k) (=1)*-(a+k+1)
= —&= kL g )+ (k4 1) - k1) =
k= (=1)* G (a+k)+(k+1) - (a+k+1)=
K! (k+1)!

=a+2k+1.
Les 5 premiers polyndémes de Laguerre :
L (z) =1
—r+a+1
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Léa)(:n):;xQ—(a+2)x+;(a+2)(a+l)

L) (5) =~ + 5 (a+3) 2% — 5 (a4 3) (a+ D a+ < (a+3) (a+2) (a+ 1)

LY () =

1, 1 1
- _ = 4 3 - 4 2
51" 6(a—l— )x —|-4(a+ )(a+3)x

—é(a—|—4)(a—|—3)(a—|—2)a:—l—2—14(a+4)(a—|—3)(a—|—2)(a—|—1)

Polynémes d’Hermite

Finalement on a

id?
e . 1
2*id* +Pyy > Hy = —— 0" (e—mﬂ) € (-2 id)* + Py
k k
donc
di = (—1)° et g =2",
puis
2 k 2 * id? k
Hy sz = (=1 skl e’ :\/%'2-]{5!,
(-f
B 2k 1
%= g T g
et
2k k! 1
Ck = . —_ = k‘ .
Ve 2kl (BE=1)0 2
En outre
g/_k,;_—fl =2 g//;/,] )
donc
~ 1 — _
9 = 7% Gk =Y,
(—1)
et par suite
bp=0.
Les 5 premiers polynémes d’Hermite :
HO (ZL’) =1
H1 (ZL’) =2z

Hy (z) = 42° — 2

H; (z) = 8z° — 12z
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Hy(x) = 162" — 4827 4 12

Le théoréeme est enfin complétement démontré. O

Polynoémes de Jacobi spéciaux

Legendre :

P = J%

Les 5 premiers polynomes de Legendre :

PO (ZL’) =1
P (z)==x
3 1
PQ (I’) = 51’2 - 5
) 3
P;(z) = 5:53 — 3%
35 15 3
P4 (I’) §I’4 — ZCEQ g
Tchebycheff :
1° espece
_ L)
= (—%—&-k) L
k
2°¢ espece
kE+1 11
Uk = l+k Jk(z 2)
(55

On a les relations
sin [(k:+1) -t}

sint

Ty (cost) =cos(k-t) et Up(cost) =

En effet, pour tout =z € |—1,1] , soit t := arccosz € |0, 7[; puisque sint > 0 , il vient

sin (arccosz) = v/1 — 22 | donc
, . k
cos (k - arccosx) = Re (e’“'amo“) = Re (el'ar“"”) —

k
= Re (cos (arccos ) + i - sin (arccos:n))k = Rez (l) xRl (1 $2)é _

=0

Il
VO
[
N——
8
T
I
|
=
—
}—\
|
8
(3]
SN—
m
Ay
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3.5
Mais comme
cos(k-t)-cos(l-t)dt =

1 q i
/_ cos (k - arccos x) - cos (I - arccos ) ii_B;g? = /0

1
T k=1=0
_ [icosk:tsink:t—l—é]g:% si k=1#0 :
[k-sm(k-t)-cos(lZZ):ﬁ-zcos(k-t)-sm(l-t):|0 —0 L 7£ I

grace au changement de variable ¢t = arccos z , et puisque cos (k - arccos 1) = 1, 'unicité montre

que Ty = cos (k - arccos) , ce qu’il fallait démontrer.

Un calcul analogue montre que
sin [(k: + 1) - arccos l} 1 _
_ Im (e(k+1)z-arccosz) —

B \/1—:52.

sin (arccos x)

5]

[MES

1 k k—21—1 l 2\l+3
- : : (=) 1—a) e
puis que
1 sin [(k: + 1) - arccos a:} - sin [(l + 1) - arccos a:}
“V1—a2dx =

/_1 1—a?

/Wsm[(kﬁ)-t} -sm[(z+1)-t} dt

|:_lcos[(k+1)t]~sin[(k+1)t]—(k+1)t:|7r _ k=1
2 k+1 0 2
= si ,
(k+1) cos[(k+1)-t]-sin[(I4+1)-t] = (I+1) sin[(k+1) 4] cos[(l+1)~t]:|7r —0 kA1
0

[ —(k+1)24(1+1)?

et finalement que
sin [(k + 1) - arccos] , sin[(k+1)-t ¢t
1) = 1) - lim,_, . = 1.
(1) = (k+1)- lime—o- (k+1)-t  sint bt
U

sin (arccos)

Grace a 'unicité on obtient Uy = Smgf;;lr)cfgg o]
Les 5 premiers polynomes de Tchebycheff de 1¢ espéce et 2° espeéce :
TO (ZL’) =1
T (x)==x
Ty (x) =22° — 1
Ty (z) = 42° — 3z
Ty (v) = 8z* — 82° + 1
Uo (CL’) =1
Claude Portenier
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Uy (z) =2z
Uy (1) = 42 — 1
Us (z) = 82° — 4x

Uy (x) = 162* — 1222 + 1

Gegenbauer (ou ultrasphériques) :

2y+k—1 1 1
) _ M ~,(=37-3) 1
G, = (7_%+k) i pour 0 # v > 5 -
k
et
1
G = 1lim,_o— -GV .
Y
Les 5 premiers polynomes de Gegenbauer lorsque v # 0 :
G () =1
G (z) = 2y
Gy (2) =2y (v +1)2* =
() 4 3
G" (@) =gy(v+ ) (v+2)2” = 2y(v+ 1
2
G (@) =57+ D (1 +2) (1 +3)#" =2 (7 + D) (1 +2) 2" +2(7+ 1)
etsiy=0
Gy (z) =1
Gﬁ‘” (x) =2x

1
Gflo) (z) = 4a* — 42* + 5

Les valeurs des différentes constantes sont données dans la table suivante :
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P, Ty U, G\
2\~ 3 2\3 2\7—3
p 1 (1—id®*) 2 (1—id*)® (1—id*)"®
Norma-
lisation 1 1 k+1 (27+kk_1)
en 1
w212V (2v+k)
2 T k=0 (Y+k)-kLT(7)? 770
el : | . .
2%+ 7 2 2 sik=0
s ka > 0 S1 = _ 0
2 27 : 7
75 sinon
k+1 1 1 k+1
i 261 3 3 ey
k 1 1 2y+k—1
Cr et 2 2 204+8)
by, 0 0 0 0
Cveok g (P2 (k+3) | (D220 (k+]) (—D)F 2% kD@9 (y+h+1)
i ( 1) 2" - k! Nz (k+1)-/ F(2'y+k)F(’y+%)
Ak k-(k+1) k2 k(k+2) k(2v+ k)
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3.6 Les équations différentielles associées aux polynémes
classiques

Voici tout d’abord un théoréme de transformation d’une équation différentielle du second
ordre sur un intervalle J de R . Si p : J — R, est une fonction ) j-mesurable, nous désignerons
par Ll (J,p) I'ensemble des classes de fonction \;-mesurables f telles que p- f € Li_(J) .

loc loc
Attention si p n’appartient pas a Ll _(J) , on ne peut pas définir une intégrale de Radon p- A ;!

THEOREME Considérons des fonctions p : J — R, \j-mesurable, p : J — C tel que
p-peAC(J) et q:J— C telle que p-q € LL_(J) , Uapplication linéaire

loc

L:.AC(Q)(J)—>L110C(J,,0):f»—>—%'3(,0'p'af)+9'f

(on dit que c’est un opérateur) et I un intervalle de R , w, s € AC? (I) tels que w > 0 sur I
et > : I — J soit une bijection.

La transformation
P:fr—gi=w-fox: K —K!
est bijective et 'application réciproque est donnée par

—1 _
bg="03;
w

elle induit une isométrie de L2 (J, p) sur L? (J,p) et transforme 'opérateur L en [’opérateur

~ I~ = ~
LAC(2)(I)—>L110c(I7p)gﬁ_za(ppag)‘l'qg)

L
AC(2) (J) — L]iloc (J7 p)

> | @

'AC(2) (I) T> Llloc (Ia ;5)
L

__pox-|d  __pox  __ 3(p-p-w)
p_ ’ b= 2 ’ q= ~ —I—QO%
|05| w-p

w?

Vérifions que ® est une bijection entre les espaces considérés : Si f € AC? (J) , alors
Of =w- fosxe ACP (I) grace a la proposition 1.5, (i) et (iii); de méme si g € AC? (1),

-1 _
alors g = £ o 2% € AC® (J) en ayant utilisé 'exemple 1.5.3 & la place de (i). D’autre part
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~ ~ (p-

(I) et

-~ ~ (0(p 0 O0(p-p- 0w -q)o - |0x
R e SR LT, B N LR

grace & la proposition 1.5.ii. De méme si f € L{
ainsi que

(J,p) ,onap- of ==l e 1l (1)

loc

-1 g -1 w-(p-g -1
p-®g=p- —O%—(%)O%GLECU)

si g € Lloc (17’5) .
C’est une isométrie de L? (J, p) sur L? (J,p) car

St pars =[50 posejoul iri= [l gosft 202220, -
~ [10f1Fax .
D’autre part
Eg:w-L(go;ﬁl)O%:— “ -a(p-p-a[go_%l})O}H—qo%-g,
w pox w
mais
_ 1 -1
poa[Lo] =pnfo(2) o] o
_|lp-plox (p-plox -1
_{ w - O %9 w? - 0x dw-g| oz
donc
Tg— Y (p-pox o (p-p)osx gl 03 ) ot qos. g=
pox w - Ox w? - Ox
W (p-p)os _(prp)ox 1 _
- pox {uﬂ-@% 99w 2. 85 7 O 8%+q0%g_
_ w’ (p-p)os 1 (p-p)os _
—‘W'[a(m'ag)‘;'a( 205 'a“)'g]ﬂ”'g—

1 - J(p-p- 0w
=—=-0(p-p-99)+ {%er%] g

EXEMPLE Sil’on veut éliminer la densité p , il suffit de considérer la transformation

Q:fr—/p-f
qui induit une isométrie de L? (J, p) sur L2 (J) et transforme L en
9 (p-9p)

L:gr— —8(p-dg) + +q

Nz
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REMARQUE 1 Rappelons que si I’on connait une solution de ’équation différentielle L f =
0 , on peut déterminer une seconde solution linéairement indépendante de la premiére en utili-
sant la méthode de réduction de d’Alembert (cf. cours d’Analyse [9], proposition 12.13).

L’équation différentielle de Jacobi
Le polynéme de Jacobi J,ia’ﬁ ) satisfait sur ]—1,1[ a 'équation différentielle
(1—id)—a-(1+id)—ﬁ-a[(1—id)a+l-(1+id)5+1-af k- (a+B+k+1)-f=0,
c’est-a-dire a
(1-id*) - f+[B—a—(a+B+2)-id-0f +k-(a+B+k+1)- f=0.

Considérons la transformation

<I>:f»—>g::2a_+‘23i1-f(1—2-id):K]_l’l[—>K]0’1[;
puisque
p=1—-id)*-1+id)’ , p=1-id®> e g¢g=—-k-(a+8+k+1),
il vient
_2-(2-id)* - (2-2-1d)° , _ 1-(1-2-id)?* . ,
pP= 9a+B+1 =id (1_ld)ﬁ , P= 92 :ld(l—ld)
et

G=—k-(a+B+k+1) .
On obtient donc I’équation différentielle
id—a-(l—id)—ﬁ-a[ida“-(l—id)ﬁ“-ag +k-(a+B+k+1)-g=0
ou bien
id-(1—id)-Pg+[a+1—(a+B+2)-id-dg+k-(a+B+k+1)-g=0.
Mise sous la forme
id-(1—id)-*g+[c—(a+b+1)-id]-0g—ab-g=0,

en posant a ;= —k ,b:=a+0+k+1et c:=a+ 1, on dit que c’est I’équation différentielle
hypergéométrique . Une solution de cette équation est donnée par la série hypergéométrique ou
de Gaufs

F (a,b;c;2) :=9F (a,b,¢; z) :==

- I'(c+k) kL

N~ (@ (0 2F I'(c) ZT'(a+k)-T(b+k) 2
'_; () 'k;!_r(a)-r(b)'z

k=0

dont le rayon de convergence est 1 pour tout a,b € C et ¢ € C \Z_ . Cette fonction peut étre
prolongée analytiquement dans C \ [1, 0o grace a la représentatrion intégrale

I (c) l-b—l_ ) (1 — 2 id) e
F(a)-l“(c—b)./old (1 —id) (1 )™,

pour autant que 'on ait Rec > Reb > 0. Si ¢,c —a —b,a —b ¢ Z , une seconde solution
linéairement indépendante est

id'"™ Fa—c+1,b—c+1;2—cid) .

F(a,b;c;2) :=

Claude Portenier BASES HILBERTIENNES 75



3.6 Les équations différentielles associées aux polynoémes classiques

Les polyndémes de Jacobi sont donnés par

o k 1-—
J,g ’B)(z):(az )-F(—k,a—l—ﬁ—l—k‘—l—l;a—l—l; 2:5) )

Soient p,q € R tels que 0 < ¢ < p+ 1 . Les polynomes hypergéométriques fo D sont ceux
qui sont orthogonaux sur I'intervalle ]0, 1[ par rapport au poids id? ' - (1 —id)"? et tels que
G (1) =1.

Grace a la transformation ci-dessus ils correspondent aux polyndémes de Jacobi J,ia’ﬁ ) pour
a,f€]-1,00[ telsqueg=a+1letp=a+F+1.1lvient

qwo _ 1

) Jéq—Lp—Q) (1 —9. id) =F (—k:,p + k; q; id) :

Citons en plus quelques formules remarquables :
In(l—2)=—2-F(1,1;2;2)

1 1
In +Z:2z-F(— 1;§;z2)

1—=z2 2’

1 3
t =z -F=,1;,-;-2°
arctanz = z (2, 15 z)

113 1 3
1 = 'F —, — .. 2 — . 1— 2 2'F 11.7. 2
arcsinz = 2 (2,2,2,2) z ( Z) ( ) ,2a2’)

L’équation différentielle de Laguerre

Le polynéme de Laguerre Lff) satisfait sur |0, oo[ & I’équation différentielle

id=.eid. 9 [ida“ -e—id-af} Yk-f=0,
c’est-a-dire a
id-0?f+[a+1—id]-0f +k-f=0.
Mise sous la forme
il g [idb -e—id-af} —a-f=0,
en posant a := —k et b:= a + 1, ou bien
id-0°f +[b—id]-0f —a-f=0

on dit que c’est 1’équation différentielle hypergéométrique confluente . Une solution de cette
équation est donnée par la série hypergéométrique confluente de Kummer

M (a,b;z) :=1Fy (a;b; z) :==

_Ooa_)k z_’“_F(b) if(a+k) z_’“
pae (b), k! Tf(a) — ro+k) kK’
dont le rayon de convergence est oo pour tout a € C et b € C . Z_ . Cette fonction peut étre

mise sous forme intégrale

M (a,b; z) ==
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pour autant que 'on ait Reb > Rea > 0 . Une seconde solution linéairement indépendante est
T M (a,b,id) gt M(a—b+1,2—10,id)
F(a—b+1)-T(b) ['(a)-T'(2-0)

Les polynémes de Laguerre sont donnés par

Lﬁwo::(“+k).M(—ha+¢ﬂg.

U (a,b;id) :=

sin (7id)

k
Citons en plus quelques formules remarquables :
e =M (a,a; z)
sinz =z-e"- M (1,2;-2i - 2)
sinhz =z-e*-M(1,2;2z)

2t 11
f = — ——‘—2
ert (¢) ¢wl”(r2’t)

Considérons la transformation
D : f — g = id_g -6_% . f . K]O’OO[ N K]O’OO[;

puisque
p=id""1 |, p=id et g¢g=a,
il vient
1
D = — n pu— 'd

et, utilisant la formule de Leibniz,

~ b i 1 b i b i b i
q= id=2 -e% -id-0 {Tﬂ -id -0 (idg -e_g)] ta=id"3 €% . 92 (idg -e_g) +a=
i
i 1 1 i
:idL%-e§-{g- (g-1)1d3—2+2-g- (—2)-id§_1+4id§}-e‘§<+czz
b b2 .
I Tl ) O R
id 2 4
On obtient donc I’équation différentielle
1 1 _ b2 .
» |i=(G—3) b id
. Z_g—= -0
id-0%g + d + 5 @ 4] g
Mise sous la forme
1 2
1M k1
82 4 ~ _Z|l.a9=0
g+[i& T i 4]9 !
en posant K := g —aetp:= é’ — % , on dit que c’est I'équation différentielle de Whittaker dont

un systéme fondamental de solutions est formé par les fonctions de Whittaker

1
aM(p—K+§ﬂu+LM)

Sl

RS S
M,, =id""z e

Claude Portenier BASES HILBERTIENNES 77



3.6 Les équations différentielles associées aux polynoémes classiques

et de
1 :
-U (u—/{+§,2,u—|—1,1d) =
(-2 (2
_ 1( 1) N Ap— )
F(—r—n) F(3—r+n)
La fonction de Kummer est aussi liée aux fonctions de Bessel par la transformation

fr—g:= id"z et f(2-id) : CO B C5EB-

Ky2—p

Mais attention cette transformation n’est pas du type décrit dans le théoréme puisque le chan-
gement de variable se fait dans le domaine complexe :

10,00 — i -]0,00[: s+ 2i-s.

Son image n’est pas I’ensemble de définition |0, co[ de 'équation différentielle de Kummer, mais
i-]0, oo[ surlequel on peut considérer une nouvelle équation différentielle obtenue par restriction
de I’équation différentielle de Kummer considérée dans le domaine complexe. Considérons tout
d’abord la transformation

fr—h:=f(2i-id):O(C~Ni-Ry) — O(C~\R_) ,

on obtient

2
(23 -id)" 0 - e2id . (23) ¥ [(2i-id)b-e—2i'id-ah} —a-h=0,
1

ie.
id' " -e?4. 9 [id"-e . 9h] —2i-a-h=0.

Remarquons que le poids n’est plus réel ; on ne peut donc pas lui associer un espace de Hilbert.
Faisons maintenant la transformation

h— g i=id'T e . p . 0l ol
Puisque
p=id""1 e p—id et ¢=2-a,
il vient
p=1 , p=id
et

1-0b

G—id's €. g [id-a (id% .e—iddﬂ +2.q=

1d_ iid 8{(1)—21—2 1d) df1 _Zld]+2z a =

1 b—1 b—1 b—1
—E-{—z ld+T (T—z 1d)—z id - (T—z 1d)}

1 b—1 U
—E-I(T—z 1d) —z-1d+2z-a-1d]
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En choisissant a := v + % et b:=2v + 1, on obtient I’équation différentielle
: 1 L2 . :
8(1d-8g)—7i Jv—i-id)*+2i-v-id]-g=0,
i
ie.
id®-0%g +id-0g + (id> —1*) - g =0 .

C’est I’équation différentielle de Bessel . La fonction de Bessel (ou fonction cylindrique ) d’ordre
v € C est définie par

1 S\Y i 1 .
JV(S) —m(i) e M(V—|—2,2V‘|—1,2Z S)

en est une solution. Les fonctions J, et J_, forment un systéme fondamental de solutions.si
v & 7 . Quel que soit v € C il en est de méme de la fonction de Bessel J, et de la fonction de
Weber

1
Y, :=

BTG B

L’équation différentielle d’Hermite
Le polynéme de d’Hermite Hj, satisfait sur R & I’équation différentielle

eidZ-a[e—idz-af} Yo% f=0,

c’est-a-dire &

O*f —2id-0f +2k-f=0.

Considérons la transformation

1 id?
@:ng::w-e_i-f(%):KR—ﬁKR.

Puisque
p=ce id? , p=1 et q=-2k,
il vient
. 2
% . e_<\l/_d§)
p= 1 w2 I, p=2
S 6_7
V2
et

N

- a2 1 id2 a2 id2
i V2. .3(2.34_&.6—1)_%:2.61 P

2

— % .a(id.e—%)_2k;:—1+%-id2—2k:.

Ainsi ® est une isométrie de L? (R, e‘idz) sur L? (R) et on obtient 1’équation différentielle
.d2
g — (lz%—a) -g=10
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en ayant posé a := —k — % . Un systéme fondamental de solutions de cette équation sont les
fonctions dites paraboliques cylindriques :
ia? a 11 id° ia? a 31 id°
T M=+, =, — t ide aM[|[=-+-,= .
‘ (2+4’2’2) oo (2+4’2’ )
On peut aussi considérer la transformation
id?

P:fr—gi=e 7 - f:KF — K.

Dans ce cas il vient évidemment

et
qg= e P T — 2% =—e7 -0 (id-e_%> — 2k =

=—1+id* -2k .
Ainsi ® est aussi une isométrie de L2 (R, e idz) sur L? (R) et on obtient 1'équation différentielle
Og—id®> g+ (2k+1)-g=0.
Puisque les polynomes d’Hermite (H}), . forment une base hilbertienne de L? (R, e idz) (théo-
réme 1.15 ci-dessous), il en est de méme de I’ensemble des fonctions d’Hermite
_1 :
hk = (—1)k . (\/7_'(' . 2k . k") 2. 6_%%12 . Hk
dans L? (R) . Nous verrons plus tard que l'opérateur auto-adjoint non-borné
E:g»—> —0%g+1id? g ,

décrivant 1’oscillateur harmonique, est diagonalisable dans cette base. Les valeurs propres sont
évidemment 2k + 1 . Remarquons que

_1 , :
he = (V- 2k . k) Le3id L gk (e_1d2>
par la formule de Rodrigues. On peut montrer que

1 1
E-(id—a)h,F VE+1-he et 75-(id+8)hk: VEk - b

- . (id —0) est Vopérateur de création et % - (id 4-0) l'opérateur d’annihilation .

et on dit que 7
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3.7 Les bases hilbertiennes de polynémes classiques

Voici maintenant le résultat fondamental pour les applications :

THEOREME Chaque systéme de polynomes orthonormés classiques est une base hilber-
tienne de ’espace L? correspondant. Plus précisément :

TP Ly y Hy
| 23 Ly

2,(1-id)* (1+id)? / pen 2,id*-e=id / Loy

sont respectivement des bases hilbertiennes de

L2(]—1,1[,(1—id)“-(1+id)5) L2 (RY,id e ) et LQ(R,e—idz).

Démonstration de (i) Cela découle de la proposition 1.11.
Démonstration de (ii) La démonstration détailée est laissée en exercice. Il suffit de
remarquer tout d’abord que la transformation
r—e " :RL —10,1]

définit une isométrie surjective

L?(J0,1[, (= In)*) — L? (Ri,ida -e_id) gr—g (e_id) )
' rey dans L7 (J0, 1[, (= 1n)®)
(proposition 1.11) est totale dans L2 (Ri, id® -e_ld) . Utilisant le théoréme 1.9, on montre que

e—n-id — Z (Eff)

keN

Par suite 'image (e‘k'id)k y de la suite totale des monomes (idk)

e_"'id) L'® dans L (R%,id*-e™ ')

grace a 'égalité de Parseval, qui est une conséquence de la formule du binéme! Ceci finit de
prouver que (Lff)) est totale.
keN

Démonstration de (iii) En désignant par L’ (R, e‘idz) et L? (R, e‘idz) les sous-espaces
vectoriels fermés de L2 (R, e‘idz) formés des fonctions paires et respectivement impaires, on a
L2 (R, e—idz) — I (R, e—idz) /B L2 (R, e idz) .

La transformation
r— 2R — R,
définit, en posant g (z) = g (z?) , des isométries surjectives
L2 (Ri,id_% -e_id) — Lf) (]R7 e—id2) gr—g
et
L2 (R, idd e ) — L2 (R ) 1 gr—id g .
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On en déduit que les images des polyndémes de Laguerre L( 3) et L( ) , qui sont des polynoémes
de degré 2k et 2k + 1 respectivement, forment un systéme de polynomes orthogonaux total dans

L? (R, e_idz) . On a donc
(=2) (; g2 o (3) g
Hop ~ L, (1d ) et Hopy1 ~id-Ly (1d ) .
La totalité des polynémes d’Hermite découle alors de celle de polynémes de Laguerre. - [

En comparant les coefficients de la plus haute puissance, on voit que

Hy = (—1)- 2% k1. 107 (id®) et o = (—1)F - 2241 k1 - id L2 (id*) .

On peut aussi prouver la totalité des polynémes de Laguerre en considérant

Les fonctions génératrices

Il est souvent utile de connaitre la fonction génératrice associée a un systéme de polynoémes
orthogonaux (p),cy €t une suite (p;),cn convenable, que I'on introduit pour renormaliser les
polynoémes. Elle est définie par

) =Y - i ()

pour tout z € Jet 2| < R .

Le calcul de @ se fait en utilisant la théorie des fonctions. Si v est un lacet dans C ~ R_
n’entourant qu’une fois le point x € R , la formule de Rodrigues et celle de Cauchy montrent
que

1

e dc

pi(x) = ! .i’./w

- p(zx) 2mi J, (¢ — )

@(z,z):zﬁ 27” L /C_m-( _(i))kdg.

Faisons le calcul dans le cas des polyn@mes de Laguerre. Si In désigne la branche principale
du logarithme définie dans C~R_ , on a

—a | T aln¢—¢ . sk
(@) x%-e e e
L _ - d
k (l’) 21 /y (C — ;L’)k—H C ’

0 (p-p") (2) =

donc

donc

a aln ¢ dg
ZLé)( P 27” Z/ n¢—C (Z z) R

k>0 k>0

Si |z] < 1, en prenant pour 7y le cercle d’équation

VIl Kl =1¢—a] |

2

dont le centre est ||et le rayon = |Z|)2—1_”’|Z|,pourtoutCE'y,ona
z-C
=2 <1,
c—x' i
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k
ce qui montre que la série 2,90 (CL—%) converge uniformément sur v . Par permutation de la
somme et de I'intégrale, on obtient

«

— ,ez. aln¢—¢ | ZC k dC B
2m1 /76 Z(C—a:) (—x

k>0

o x
PR ZSNCORETE

k>0

B 7. et ea.lng_g dC B . e / ea.lnC—C dC _
- 2mi 71-5’—_‘%(—:5_ 27 s (1=2)-C—x N
oo p exin¢=¢ T et " T
= e - ReSyq— = = - ex - 11 - -
CTE(1-2) (- 1—2 P l—2z 1—=z2

ez—1

grace au théoréme des résidus, car 7= est a 'intérieur du cercle v .

Ceci fournit, par exemple, une autre maniére de prouver la totalité de (Lff)) , car pour
keN

n

i1 » on obtient

Zz =

: iL@(m)'(n)k:( o)

— =e
(n+ 1)CWrl F n+1 n -+ 1)a+1 ( _ L)a—&-l

k=0 n—+1

pour tout x € R, . Mais comme

o0 2k oo 2k
+ k)! n
AT R L R o ) <
DI e () =X () <

k=0

par le critére du quotient, le théoréme 1.9 montre que

1 > n k (@)
- . . L
(n+1)*" Z(Hl) ¢

k=0

converge dans L2 (Ri, id® -e‘id) vers & . Puisqu’une sous-suite des sommes partielles converge
ponctuellement presque partout vers ¢ , la formule () montre que ¢ = e~™1d A0,00[-P-P- - Ainsi

. 1 > n k :

—n-id __ (o) 2 * 1o _—id

e _7(71—#1)&“ E (n—l—l) -L,” dans L (R+,1d -e ) ,
k=0

comme nous 'avons démontré dans le théoréme ci-dessus.
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On a la table suivante :

Pr. P (z,2) R

o 1—2+4++v/1—2x2+22 T (142 V1—2z2z+22 —#
Tacobi JO#) | ot | (Umties®) (heiaeses)

(a) ezzjl
Laguerre Lk 1 m 1
. 1 2wz — 2
Hermite Hj T e rETE 00
1
Legendre P 1 1
V1—2xz+ 22
(1 —zz)
Tchebycheff T, 1 _ 1
chebycheth Sk 1—2xz + 22
Tchebycheff U, 1 1 1
chebyche _
Y F 1—2xz + 22
1
0
(1—2zz+ 22)” the

Gegenbauer G\ 1 si 1

—In(1— 2wz + 2?) v=0
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