Chapitre 6

LE PROBLEME DE DIRICHLET

Dans ce chapitre nous allons étudier
une sous-variété fermée avec bord M de R"
de classe CV et de dimension n .

Son bord est la frontiére de M et
M° = M <~ OM est un ouvert de R"

Version du 18 février 2005
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6.1 Le théoréeme de prolongement

6.1 Le théoréme de prolongement

DEFINITION 1 Nous dirons qu'un ouvert avec bord U de R™ (cf. cours d’Analyse [9], §

13.4) est cylindrique s’il est de la forme |—a,0] x V', ou V est un ouvert de R" ™! et a € Ri .
Soient

U°:=]-a,0[xV et U:=]|—a,a[xV

I'intérieur et le symétrisé de U .
Pour toute fonction f sur U (ou mieux une classe de fonction) définie Ay-p.p. , on définit

f(t,v) t<0
Poir f (t,0) := si
f(=t,v) t>0
le prolongement pair et

f(t,v) t<0
Pimpai'r.f (t7,U) = si
_.f (_t7'U) t>0

le prolongement impair de f sur U.

LEMME (Prolongement par réflexion) Si¢& € H"Y (U) , alors P& € HW ((7 ) ,

aleairﬁ = Pimpai,,alﬁ 5 aijcmf = Ppai,ﬁjﬁ pour tout j = 2, e,
et
HPpairgHQ = \/5 ||€H2 ) HPpairgHZ(l) = \/5 ||€H2,(1) :

Nous aurons besoin d’'une fonction x € C(*) (R) telle que 0 < x < 1 et
0 t>—3
1 t<—1

et soit x; == x (k-90) .
Pour tout ¢ € D ((7) ,on a

(¢l 31Ppairf>p(g) = — (01| Ppair@D(ﬁ) _

132 LE PROBLEME DE DIRICHLET Claude Portenier



Le théoréeme de prolongement

:_/V(/O [algp(t,v)—l—algp(—t,v)} L€ (tv) dt) dv = — UOW-S,

—a

en ayant définivy € D ((7) par ¢ (t,v) := @ (t,v)—p (-t
par compacité il existe donc ¢ € R tel que [¢| (¢,v) < ¢ |¢| . En outre
Xk®1¢ GD(UO) )

Ih(xp®1l-)=k-0x(k-id)®1-9+x; 019
et, en posant K := Pr; (suppv)) € R(V) , ou Pr; désigne la projection
(t,v) — v :Rx R — R"! |

on obtient

'/k-ax<k-id>®1-w-g'<c-r|axuoo-k-/ @1 <

]—%,O[XK

<celoxle: [ -0
|—3.0[xK

si k — oo . Puisque limy x;,, = 1g_ , en utilisant le théoreme de Lebesgue il vient alors

(P10 P oy = ~tim | XS T 006 = ~tim, [ B0 @10 -€ -

U<

= —limy, (01 (X3, ® 1+ ¥)[ &) pproy = limy (X @ 1 - 99| 018) p(1y0) =
0
zlimk/U Xe®@1-1-0§ = /V (/_ [gp(t,v) —gp(—t,v)} - 0h€ (t,v) dt) dv =

:/V(/_OSO(t,v)-alﬁ(t,v) dt_/oam.alg(_w) dt) .

= / / 2 (t7 'U) : Pimpair81€ = <<)0 |Pimpai'r81€>'p(fj’) .
VJ—-a

Pour j7 = 2,...,n la démonstration est analogue & un signe prés! Finalement

0 a
HPpm-rsHiz/v(/_ € (t,0)]° dt+/0 € (—t,v)|? dt) dv =
0
:2-/V(/_a|g(t,v)|2 dt) dv =2- €3

et de méme pour la derniére formule.

6.1

,v) . Pourtoutv € V jona (0,v) =0;

0

REMARQUE 1 Puisque M ~. OM = M?° est un ouvert de R™ | c’est une sous-variété sans
bord de classe C(®) paramétrée par v, := id : M° — R" . Nous pouvons donc utiliser la
théorie des distributions sur M° . Par contre sur M , qui n’est que de classe C™) | nous ne
pouvons considérer que des application continiiment dérivable, notion définie en 17.4 (voir
aussi la définition 13.4.2 et le théoréme du méme paragraphe) du cours d’Analyse [9]. Nous

utiliserons

D (R")
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6.1 Le théoréeme de prolongement

comme ersatz de I’espace des fonctions indéfiniment dérivable sur M .

D’autre part comme OM est une partie \j;-négligeable, pour simplifier nous désignerons
par HM (M) et HMO (M) les espaces de Sobolev H(M (M°) et HMO (M®) . Mais attention
HO (M), HOO (M) — D (M°)* .

Nous supposerons que M satisfait en outre a la propriété suivante :
il existe une suite de difféomorphismes a dérivées bornées
L:]—aj,a;[xV; — R" ,jeJCN* et V; un ouvert de R" !,
telle que (I'; (J—aj, a;[ x V})),, soit localement finie,

Iy (J—a;,0] x Vj) = M N T (J—aj,a;[ x V;) et OM =,c;7; ({0} x Vj)

i—toyus © C(>) (R") telle que
supppy, C M° , suppp; C L' (]—a;,a;[ x V;) pour j € J et
=1sur M .

et une suite (pj)
je{oyuJ Pj

REMARQUE 2 Si OM est compact, grace au théoréme 13.5.ii du cours d’Analyse [9] il
existe un nombre fini de tels difféomorphismes. Si € > 0 est le nombre de Lebesgue associé au
recouvrement (I'; (]—a;, a;[ x V;)),., de OM (ibidem, lemme 17.4), alors la partition de I'unité

(p€7z)zezn associée est telle que, pour tout 2 € Z" satisfaisant a suppp, , N IM # (), on ait
supp p. . C Iy, (]—a;,,a;.[ x V},) pour un j, € J , il suffit alors de poser

Po = Z pe,z et pj = Z pe,z .

Suppfs,zCMO Jz=J

On a supp p, = Usupp c. .o SUPD p. . C M® car la famille (suppe. z), ;. est localement finie.

THEOREME Alors
(i) 1l existe une application linéaire continue
P:HWY (M) — HD (R
telle que P&y = & pour tout & € HY (M) .
(i) Le sous-espace vectoriel D (R™),,, est dense dans HO (M) .

Démonstration de (i) Pour j € J , soit 7, := [jj_q; gxv; le paramétrage de M défini
par I'; . La définition de A, (ibidem, théoréme 17.2) montre que

2 N
/ €% dAs =/ [€0,]" (979)% dN—ay 00w <
75 (1—a;,0]xVj) |—a;,01xV;

2
<cste [ fon,f dhuan;
]—a;,0]xV;
donc que {oy; € HD (]—a;,0[ x V;) et utilisant le lemme de prolongement par réflexion soit

—1
Zj = Bparr (£ 0;) 0Ty € HO (T (J—ay, 05 x 1)) -
Il suffit alors de poser

Pg::po-f—l—ij-EjGH(l)(R")

jed
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Le théoréeme de prolongement 6.1

(cf. lemme 5.7). Pour tout x € M , on a évidemment

PE(2) = o £ (@) + 3y (1) - Prair (€0,) o T () =

jel
= > p@)&(@)=¢E(x) Au-pp..
je{oruJ
Démonstration de (ii) Si ¢ € HM (M) , par la densité de D (R") dans H") (R?) (cf.

proposition 5.5.i), il existe ¢ € D (R") proche de P¢ . Il est alors évident que ¢, € D (R”)| o
est proche £ = P¢,, , puisque la dérivée d’une restriction est la restriction de la dérivée (cf.
remarque 4.6). O

REMARQUE 3 Pour étre complet il faudrait, si X est un ouvert de R" et p € [1,00] ,
introduire les espaces de Sobolev

W(m),p(X) — {,UED(X)* |aa,u€Lp(X) s1 |Oé|1 <m} .

On définit comme ci-dessus W2 (M) := W2 (M°) . Le théoréme du prolongement est
aussi valable dans ce cas, tandis que le théoréme de densité ne I'est que si p < oo .

On peut démontrer le théoréme de régularité suivant :

THEOREME (de régularité) Soient M une sous-variété compacte avec bord de R™ de
dimensionn , p € [1,00[ et m € N* . Définissons p* par
1 1 m

T p
(i) Sim <%, alorsp*>p et

WP (M) Cc L™ (M) pour tout v € [p, p*] .
(i) Sim =2, alors p* = oo et

WP (M) c L' (M) pour tout r € [p, 00| .
(i) Sim> 2, alors

WP (M) c L= (M) .
En outre soient k = {m — %J ,o:=m-—2 — {m - %J et o € N . Il existe alors une

p
constante C' € Ry (dépendant de M , n , p et m ) telle que
(a)
WP (M) c ¢ (M) .
() Silal, <k
10%plloe < C - 1IEllp my -

(c) Silal, <k
10°1(z) = 0%k (Yl < C - [I€llmy |z =yl pour tout z,y € M .
(d) Silal, =k

[0% (2) = "1 (Yoo < C - €l my - 12 —y|”  pour Axr-presque tous les x,y € M .
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6.1 Le théoréeme de prolongement

(iv) Dans les trois cas (i) - (iii) les injections canoniques sont compactes.

REMARQUE 4 Pour une démonstration voir Brezis [3], IX.3, p. 162 - 170. La notion d’opé-
rateur compact intervient en théorie spectrale.

On pourrait en outre introduire les espaces de Sobolev fractionnaires sur un ouvert X de
R™ ou plus généralement une sous-variété (sans bord) de R™ : pour s € R* soient m := |s]| ,
o:=s—|s] et

0% 0 pr; —0% 1 o pry

n
|pr; — pr,y |7

W(s),p(X): {,uEW(m)’p(X) ' eL? (X x X) si |af <k:} .

On peut méme montrer que les fonctions px de WP (X) sont Ax-p.p. dérivables lorsque
p > n : il existe une partie Ay-négligeable N C X telle que
1
limy, o e | (z+h) — p(z) — (grady | h)| =0 pour tout z € X \ N
(cf. Stein [12], theorem 1, p. 242.).
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Le théoréme de trace

6.2 Le théoréme de trace

6.2

LEMME (Inégalité de trace) Soit U =|—a,0] x V un owvert avec bord cylindrique. Pour

toutngD(ﬁ)| , 0N a
U

/V 00,0 dv <2 ¢l - [Drell, < I0l2

Pour tout v € V', on a

4,02(0,11):/ 81(4,02)(15,11) dt:2-/ o (t,v) - O (t,v) dt ,

—a —a

donc

0 (0,0) < /|¢tv>| Bhep (¢, )] dt .

Grace au théoreme de Fubini et & 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

/V 0 (0,0)]2 dv < 2- / ol 18l < 2+ llgll, - [Bul, <

< ell; + l10vells = llelsq)

J=1

PROPOSITION (Regle du produit) Pour tout p € D (R"),, et
0= (0))jm, € HY (M) = HY (MLRY)

on a
div(p-v) =9 -dive + (grad ¢|v) .

Pour tout ¢ € D (M°) et j =1,...,n , par la proposition 4.3 on a
0; (Y- 9) =05 - o+ 40
dans D (M°)" , donc dans L? (M) , puisque le membre de droite y appartient. Ainsi

n

(W ldiv (@ 0)) = — 3 (07 - ;) Z/a]w - vy sy =

J=1

n

:_Z/ — 0 05) v ddar = 3 [(0 -6l 00) — (¥ [T+ vy)] =

j=1
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6.2 Le théoréme de trace

= (plp - divyy v — (gradg|v)) ,
puisque ) - p € D (M°) . O

REMARQUE 1 En introduisant 'espace W1 (M)" | on peut par densité et continuité
montrer que cette proposition est encore vraie en remplacant ¢ € D (R")| y bar § € HWO (M) .

On prouve en outre que & -v € WL (M) .

THEOREME Soit M une sous-variété satisfaisant aux hypothéses du paragraphe précédent.
Alors

(i) Théoréme de trace Il existe une unique application linéaire continue
0% HW (M) — L2 (0M)
telle que ©° = Plom pour tout o € D(R"),, .

(ii) Théoréme de la divergence Pour tout champ de vecteur v € HV (M,R"™) , on a

/divad)\M = / (0| n) dXon -

(iti) Intégration par parties Pour tout p € D (R"),, etv € HDY (M, R™) , on a

/G-divv d\y = / ((go-v)a)n) d)\aM—/(gradgow) dAy
(iv) Soit n € HW (M) . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) neHDO(M).
(b) 7n°=0.
(c) myeHY (R et d; (ny) = (9m), pour tout j =1,...,n .

Démonstration de (i) Etant donné ¢ € D (R"),, , avec les mémes notations et mé-
thodes que dans le paragraphe précédent et en posant ¢ := ©lom 5 O &

Z/’j"ﬂa

jeJ

1?1, =

<D Mo @lly <est- Y Ml elly 0y <
5 jeJ jeJd

<c el

pour une certaine constante ¢ € R, , d’ou le résultat d’apres le théoréeme de densité 6.1.ii.

Démonstration de (ii) D’aprés le théoréeme de la divergence 17.7 du cours d’Analyse
[9], ce théoréme est vrai pour tout v € D (R",R”)| 1 » Aot le résultat par densité (théoréme
6.1.i1) et continuiteé.

Démonstration de (iii) La démonstration est identique & celle du cours d’Analyse [9],
proposition 17.7, en utilisant la régle du produit démontrée dans la proposition ci-dessus.

Démonstration de (iv)
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Le théoréme de trace 6.2

(a) = (b)  Par hypothése il existe une suite (¢})cy C D (M°) C D(R"),, telle que
n = limy, ¢, dans H™M (M) , donc

778 = limy, (‘Pk)a = limy, Prlom = 0.
(b) = (¢) Siv:=mn-e;,onadivyv=0;n.Pourtout ¢ € D(R"), on obtient alors

(@ 10; (1)) = —/@-ndm _ _/<grad¢|v> Doy —

:/@-divv d)\M—/((go-v)a)n) d)\aMZ/S_D'(ajﬂ)o dAzr = (2 |(0m),)

donc 0; (ny) = (0;m),, -
(c) = (a) A nouveau a l'aide d’une partition de l'unité on se raméne a |—a, 0] x V (cf.
Brezis [3], proposition IX.18, p. 172, ou Willem [13], proposition 18.5, p. 87). O

REMARQUE 2 Le théoréme de trace est valable plus généralement : pour tout p € [1, 00] ,
il existe une unique application linéaire continue

o7 WO (M) — WE)? (aM)
telle que ¢° = ®|gm Pour tout o € D (R”)| i - Cette application est surjective et son noyau est
W(1)7p70 (M) — D (MO)W(I)’p(M) )

En outre dans la formule d’intégration par partie on peut remplacer ¢ € D (R”)| \ bar

£ e HW (M) .
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6.3 Formulation variationnelle du probléme de Dirichlet

6.3 Formulation variationnelle du probléme de Dirichlet

Nous allons généraliser les résultats sur un intervalle compact du paragraphe 2.5 au cas
d’une variété M compacte avec bord de classe CV de R de dimension n .

Considérons tout d’abord le probléme de Dirichlet homogeéne : étant donné une fonction
g € L2(M) et A € R, , on cherche une fonction f sur M solution du probléme inhomogene
avec condition aux limites homogéne

Af+X-f=g sur M°
et (*)
f=0 sur OM .

DEFINITION Une solution . classique du probléme de Dirichlet homogéne est une fonction
f € C? (M) satisfaisant a () . Une solution faible est une fonction 6 € H™M0 (M) vérifiant

/(grgﬁdy)graﬁd@) d)\M—I—)\-/W-Qd)\M:/W-gd)\M pour tout v € HMO (M) . (x%)

THEOREME

(i)  Toute solution classique est une solution faible.

(ii) Pour tout g € L2 (M) et A € R, , il existe une unique solution faible § € HMO (M) . En
outre elle s’obtient en minimisant

1
T / (lgrddy|* + A~ [y[*) dAn — Re/ﬁ ~gdhy s HOO (M) — R .

(i) On a0 € H® (M) , 6 est solution de
Af+X-f=g ausens des distributions sur M° , f2=0 sur OM
et lapplication
A+A)" i g—0: L2 (M) — HD (M)

est continue.
Si M est de classe C'™+?) et g € H™ (M) , alors § € H™ 2 (M) et

()\—I-A)_l cg— 0 H™ (M) — H™2 (M)

est continue.
En particulier si M est de classe C(>) et g € C©) (M) , alors 6 € C'™) (M) .

(iv) Plus généralement, pour tout u € H=Y (M) , il existe une unique solution 6 € HM° (M)
de

Af+X-f=p ausens des distributions sur M° , f2=0 sur OM .

En outre elle s’obtient en minimisant

1
T / (|gra£d’y|2 +A- |’Y|2) dy — Re (v p) : HOO (M) — R .
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Formulation variationnelle du probléme de Dirichlet 6.3

En particulier
(14 4) : HOO (M) — HEY (M)

est l'application de Riesz.
Démonstration de (i) Pour tout ¢ € D (M°) , on a

/E-gdAM:/S_D'(Af-I-)\-f) d)\MZ/g_D-(divgrgfdf—l-)\-f) dA\y =

:/(grg{T(p graﬁdf) d)\M—I—)\-/g_D-fd)\M

par la formule d’intégration par partie (théoréme 6.2.iii).

Démonstration de (ii) 11 suffit dans HM° (M) d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram
2.4 a la forme hermitienne bornée

5: (16— [ (D] ede) d + A+ [7- €
et a la forme semi-linéaire continue
Ig>:v~>/7-gdAM ,
puisque (kx) s’écrit sous la forme

5(7,0) = (1lg) -
Remarquons que s est coercitive car

s(7) = [ledr? a3 [ i > el
pour une constante ¢ > 0 en utilisant I'inégalité de Poincaré comme nous ’avons fait en 2.5.
Démonstration de (iii) Voir Brezis [3], théoréme IX.25, p. 181 - 189.

Démonstration de (iv) C’est immédiat en utilisant la formule d’intégration par partie
(cf. remarque 6.2.2). Pour tout ¢ € D (M°) et v € HP? (M) , on a

(Pl +A)7) = (¢l7) + (grade| gridy) = ([ 7)q)
ce qui montre que I'application de Riesz est (1 + A) . O
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6.4 L’équation des ondes

6.4 L’équation des ondes

On se propose de résoudre une équation d’évolution, celle des ondes :

Pu=Au sur R, x M° (%)
avec la condition au bord : condition de Dirichlet
u(t,o) =0 sur M pour tout ¢t € R’ (xx)
et les conditions initiales : données de Cauchy
u(0,0)=fy , Owu(0,0)=f; sur M° (% % %)
Si M = [0,1] c’est I’équation de la corde vibrante, une approximation valable pour de

petites oscillations. Si M est une sous-variété compacte avec bord de R? de dimension 2 cette
équation modélise les petites vibrations d’une membrane élastique.

Il est préférable de ne pas interpréter () comme une équation aux dérivées partielles sur
R% x M° , mais au contraire comme une équation différentielle ordinaire & valeurs vectorielles.
Plus précisément soient

f@t):=u(to)
et
R, —G—=H:t— f(t),

ou G et 'H sont des espaces de Hilbert que nous allons préciser. Nous dirons que f : R} — G
est dérivable dans H de dérivée

Of Ry — H:t+—0f (1)
si, pour tout ¢t € RY ,

1
f (t) = limy_,g 7 [f(t+h)—f(t)] existedans H .
Puisque A s est un opérateur de H™ (M) dans HY (M) , il est naturel de considérer
fiRL — HOO(M) it — f (1),

puisque la condition de Dirichlet signifie que f (t) € HM:? (M) . La premiére dérivée de f se
calculera dans L2 (M) , tandis que la seconde sera prise dans H(Y (M) = HOO (M) .
Nous supposerons que M est compacte et remarquons que 1’opérateur

A HDO (M) — HEY (M)

est continu et strictement positif : tout d’abord pour tout ¢ € D (M°) , on a
2 2
(plap) => (e|Be)=> (@i0|ip) = lerddollss gy =< - ol
j=1 j=1

pour un € > 0 grace a l'inégalité de Poincaré (cf. théoréme 5.7.iv). Par continuité et densité on
en déduit

(E|Ay) = e |5 pour tout y € HMW (M) .
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L’équation des ondes 6.4

Utilisant le théoréme de régularité 6.1.iv et la théorie spectrale des operateur compact, on
peut montrer qu’il existe une base hilbertienne (), de H0 (M) dans laquelle A est dia-
gonalisable, i.e. il existe (A;),cy C RY (puisque A est strictement positif) tel que, pour tout
v € HMO (M) , on ait

Ay = N (el ) en -

keN

En particulier Aep = g€, et le théoréme de régularité 6.3.iii avec A := 0 et g := A\g-€x € L2 (M)
montre que ¢, € H® (M) . En outre en intégrant par partie (cf. théoréme 6.2.iii) on obtient

(x| 7)1y = (exl7) + (erddex| grddy) = (ex [7) +/div gridey, -y =

= (e|7) + (Aer|v) = (L4 Ap) - (e|7) -
En particulier pour tout k,/ € N |
(L+ M) - (e |e) = (exler) ) = Ok -

Nous avons donc montré que (\/1 + Mg - ek) rey €St une base hilbertienne de L? (M) . D’autre
part I'application de Riesz

(14 4) : HOO (M) — HEY (M)
est un isomorphisme d’espace hilbertien, donc
(L4 A) - (e A+ A)y) oy = (A+ Q)& A+ A)7) gy =

= (|7 = 1+ Xe) - (ex]7)
et (14 A)ex)pey = ((1+ M) - €x) ey st une base hilbertienne de H(~Y (M) .
Pour tout £ € L2 (M) , si ¢ = (1 + A)~ pour un v € HMO (M) , il vient alors

(142 (@] )y = (L + A el ) = [TH K ey =

=/a-(1+4&)v=(ek|€)

en ayant intégré deux fois par parties, les termes sur le bord étant nuls puisque €,y €
HOO (M) .

Sif:RY — HWO(M):t+—— f(t) est deux fois continiment dérivable, la premiére fois
dans L2 (M) , la seconde dans H(~Y (M) , pour tout t € R* , il vient

D (el ) (0) =iy o5 (| F (04 1)~ £ (1)) =

2me

o (71— 7)) ) = (@107 ()

donc

P (exl £y = L+ ) - (el @F (1))
et

i 1
D (el D) 2y () =i 5 (a7 (£ 1) =05 1)) | =

2me 1)
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6.4 L’équation des ondes

donc

P (el ay =1+ M) - Pl @) = 1L+ M) P (el )y = L+ M) (e [F°F)
Puisque @f (t) € L2 (M) et @*f (t) € H=Y (M) , on obtient alors
of ()= (VI+h-alaf ) - Vit h e =

keN

= dal o ek—zm P (el Niw) O VI e

keN

gy (00 —970) ) = @IPIO)

et

PLO=3 (0420 FF0) - 0+M) =37 (al Ny () o=

keN keN

—Zm P (el Dy () (14 1) -

D’autre part, puisque A : HMO (M) — HY (M) est continu, on a

M@:A(Zuku(t»m-ek)—le’; (el S (D) (14 M) -«

keN keN

Dans ce cas f est solution de

Pf=Af dans HY (M)

si, et seulement si,

Zm P (el Hay - (L+ M) e = Pf =

A
:Af(t)zzl_l_k)\k'(€k|f)(1)'(1+)\k)'€k:
keN

ce qui est équivalent &
7 (e Fay =2~ (€| f)q) pour tout k € N.

La solution générale est évidemment de la forme

i1+ N

(€xl f) 1y = Ax - cos (27r )\k-o)+3k. e

- sin (27r AL - <>) .

Les conditions initiales

Do Av-a = (el ) (0) e =

keN keN
= £(0) = fo=_ (exl fo) ) - e € HWO (M)
keN

et

1
> VIR =30 e 0 (6 ) 0 VT =

keN
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L’équation des ondes 6.4

:@f(o):f122(\/1+)\k'€k f1)'\/1—|-)\k-6kEL2(M)

keN

montrent alors que

(x| £)y = (exl fo)y - cos (27r /\k-<>) + (\/1+)\k'€k

donc que
f= Z{eﬂfc cos( )\k-<>)—|-(\/1—|—)\k-ek fl)-i.l\/)\_:)\k-sin(%r )\k-o)]-ek.

Ceci prouve 'unicité. Pour ’existence il suffit de montrer que f définie par cette formule est deux
fois contintiment dérivable. Remarquons que la suite des coefficients est de carré sommable!
Soit,

f1)'i.1+)\k-sin(27r )\k-o) ,

Wow
F ::%ZN{(E’“”O)G \;m sm(27r )\k-o)

+(\/1+)\k-ek

fl) -cos(27r )\k-o)} V14 M-, € L2 (M)

et
F, = Z {(ek| fo)ay - N ik)\k - COS (27r )\k-o)
keN
— (vl—l—)\k-ek)fl) . Zl\_/‘_)\?\k sin (27r Ak )} (14 M) e e HEY (M) .
Mais
1 2
| (feen-r0)-Ro)| -

(€l fo)(1)

=2 i VIt

keN

cos(27r\/7 t—l—h)—cos(27r\/)\7k-t)_l_\/)\:.sin(zﬂ\/)\:.t)_

2w - h

(\/1 + N - ek} fl) sin (27r\/_ (t+ h)) — sin (27r\/)\_k . t) ]
+ i [ or T —m-cos(2ﬂm-t)

tend vers 0 par le théoréme de Lebesgue dans ¢* (N) = L2 (N, #) , puisque par exemple en
utilisant la formule des accroissements finis, il existe un ¢ entre ¢t et ¢t + h tel que

1
\/1+)\k

con (e (01 10) Zcos mVe 1) | (2 1) | =

2w - h

\/% sin (27r\/7 tx h) + sin (27r\/7 ) )

On démontre de la méme maniére que

' : (F1 (t+h)— F (t)) — By (t)
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6.4 L’équation des ondes

-3

N 1+ )\k 2w - h

(exl fo) oy - V% . [sm (27 Ak - (t+ ) — sin (2my/ Ay, - £) — /A - cos (27”/); . t)]

2

(Vl—l—)\k-ek}fl) cos(27r\/_ (t—l—h))—cos(27r\/)\_k-t) )
LY, e [ o h _\/r’“'sm(%\/r’“'t)]

tend vers O .

Nous avons donc démontré le

THEOREME  Si (e;),cy st une base hilbertienne de HW® (M) dans laquelle A est diago-
nalisable et (Ai),cy C RY sont les valeurs propres correspondantes, alors ’équation des ondes

Pf=Af
posséde une unique solution dans
HDO (M) — L2 (M) — HEY (M)

satisfaisant auxr conditions initiales

f(0) = fo € HOO (M)
et

Pf(0) = fr e L* (M) .
Elle est de la forme

f= Z[ €k|f0 cos(27r )\k-o)

keN

+ (m-ek)ﬁ) -%-sin (27T )\k'o)} cer, € HOO (M)
k

et

If = Z{Eﬂfo \/L)\k - sin (27T )\k-o)

_I_(m.ek)fl)-cos(%r )\k-o)} A1+ Mg e L2 (M)

Pf = Z { (ex| fo)u )\ o8 (27r )\k-o)

keN

—(\/1—|—)\k-€k

p) A

EXEMPLE (La corde vibrante)
La suite (sin (k7)) € H10([0,1]) est formées de fonctions propres de A := @? de valeurs

propres (%)k . D’autre part nous savons que (\/5 - sin (k‘?T-))k>1 et (1)U (\/5 - COS (k‘?T-))k>1
c = =
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L’équation des ondes 6.4

sont des bases hilbertiennes de L? ([0, 1]) . Pour tout v € HM ([0,1]) et tout £ > 1, on a
(sin (k7-)[ ) gy = (sin (k)| ) + (@ sin (k7-)| Py) =

:(sin(kﬂ-)w)—l—i-g-/o cos(knr-)-g?’y:(sin(k:7r-)|'y)—|—i-§-/0 @cos (km) -y =

= (i )| 9) + &+ s (k) ) = (1477 ) - (s G )

Si 7 est orthogonal & (sin (k7)),., dans HMDO([0,1]) , on en déduit que vy = 0 , puisque
(sin (k7)) est total dans L2 ([0, 1]) . Ceci montre que (sin (k7-)),; est total dans H®0 ([0, 1]) .
D’autre part

2

(sin (km-)[sin (I7-)) 4y = (1 + k:z) - (sin (k)| sin (I7-)) =

1 k?
()

donc ( \/% - sin (k:7r)) est une base hilbertienne de H)-° ([0, 1]) diagonalisant
1+ E>1

A HDO([0,1]) — HEY ([0,1]) .

En outre (\ /1+ %2 V2 -sin (k:7r)) est une base hilbertienne de H ([0, 1])
k

>1

Sur [0, 1] considérons les fonctions initiales

. (id 1—id
fo:=b-min | —, et f1=0.
a 1l—a
Pour a =b = ;11 , on a le graphe suivant :
0.257]
_ N
0.2 NS
0.157 \\\\\
0.1 = e
0.05 1 ~
0 02 04 06 08 |
min (id, (1 —id)) : en noir
8 5 sin &% .
3.5 2 pe1 g - sin (k7x) : en rouge

s kw
10 sin~f~ .
3% ke1 —z— -sin (krz) : en bleu

Calculons les coefficients de Fourier de f; : il vient

1 :
1-— 1 k
/ sin (krz) - min (E, ig) dr =  Hnarm )
0 a 1

—a a(l—a) k22
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6.4 L’équation des ondes

donc

V2 sin (k)| b - min (a” ﬂ) —

1—a
1)

—p. (1+%2) % : (sin(knr-) 'mln (i” %)) _

4

@/1—|—
! . b V2 - sinakn

™ a(l—a) k2

et par suite

14 &
f(t):i' b 'Z\/7-\/i-sinakm-cos(km-t)-L-sin(k:7r-):

2
k>1 k l—l—‘%2

— 3 . L . Z sin akm - COoS (kj’]‘(’ . t) - sin (k‘?T) e HWO ([0, 1])

2 _ 2
w2 a(l—a) Pt k
La deuxiéme dérivée (par rapport au temps) est

Priy=—L. °

3 m Zsmakm cos (km - t) - sin (km) € HY ([0,1]) .

k>1

Sous cette forme la série converge dans D (]0,1[)* , mais aussi dans H~Y ([0,1]) en Iécrivant
sous la forme

9 V2 b sin akm
@f(t)Z—T-m.Z\/: cos (km-t)-4/1 \[smknr ,

puisque ( 1+£ .2 sin (k:7r)) est une base hilbertienne de H(= ([0, 1]) et

k>1

sinakm cos (km - t) € *(N) .

k2
V1+4 E>1
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