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5.1 Intégrales de Fourier

5.1 Intégrales de Fourier

DEFINITION 1 Pour toute fonction f sur R™ | on pose

VooV
fF=r=r.
ainsi que
ey R" — C: \ — 2m(A2)
et

ey i R" — C: g — 2™ (A7)

Bien que la situation soit symétrique, il est préférable dans les applications de faire une
distinction entre I’espace-position R™ de variable x et 1’espace-fréquence R™ de variable \ ,
groupe dual de R™ . Le cadre naturel de la transformation de Fourier générale est celui des
groupes localement compacts abéliens. Par exemple le groupe T := R /Z = [0, 1] est associé a
la théorie des séries de Fourier des fonctions 1-périodiques f; le groupe dual de T est Z , la
transformation de Fourier s’écrivant dans ce cas

1
FfA) = / e 2T £ () de pour tout \ € Z .
0

L’application f —— f* est une involution, i.e. f** = f et (a- f)" =a- f* pour tout o € C .

DEFINITION 2 Soit f € L' (R") . Pour tout A € R” | on définit I’ intégrale de Fourier de
f en X par

Ff(A):= / e~ 2o £ (2) da
On dit que
Ff:R"—C: A— Ff(N
est la transformée de Fourier de f et que 'application
F:L'(R") — C*"

est la transformation de Fourier .

PROPOSITION La transformation de Fourier est une application linéaire continue de
norme < 1 de L' (R™) dans C* (R™) , i.e.

1F flloe < £ -
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Intégrales de Fourier 5.1

En outre
— \
Ffr=Ff , Ff=(FfN"
et, pour tout y € R" , v € R et h e R~ {0} , on a
FI,=M,_,F . T,F=FM, et FD,=D\F.

D’apreés le théoréme de continuité d’une intégrale dépendant d’un parameétre (cf. cours
d’Analyse [9].15.5), il est clair que F f est une fonction continue et, pour tout A € R" | on a

FF V) </}e‘2”“'z)-f(ﬂf)} d </|f(93)| dz = | £, -

D’autre part

Ffr() = / 5N F () da — / e-2mON) - f (z) dz = FF (A) ,

vV

FFO) = / O f () dr = / 2N f (0) dr = Ff (<A) = (Ff)” () |
FIE() = [ 00 fo—y) da= [0 (@) da = 00 FF ()

TFf(A) = /6_2”“_”'” f (2) dp(z) = /6_2”“'” PR f (2) do = F (e, f) (V)

et
2 —2mi-(A|z) x ERTAL —2mi-h(A|z) _
FDuf (V) = |h| 2-/6 1(5) da;_|h|z-/e f(x) da =
= b - Ff (hA) = D1 Ff (A)
ce qui prouve les formules. O

DEFINITION 3 Nous utiliserons les dérivées partielles modifiées

leely
@j::;,-aj et @a::(1> o

) 21

ainsi que 'opérateur de Laplace modifié A défini par

& 1
j=1

Nous poserons
(z) :=1+|z]*> pour tout z € R" .

Nous dirons qu’une fonction f sur R™ est a décroissance rapide , si

(id)* - f” — sup, g ()" - |f ()| < 0o pour tout k € N .
Soit S (R™) I’ensemble des fonctions ¢ € C(*) (R") telles que, pour tout k € N , on ait

k 1)
Pi (@) = SUPjj<hacrn (1) - [P0 (z)] <00,
i.e. si toutes les dérivées de cette fonction sont & décroissance rapide .
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5.1 Intégrales de Fourier

LEMME Pour tout k € N, py est une norme sur S (R") et

45 (0,4) — Sbyer g i i (9 — ), 1) S (BY) x S (B) — R,

est une métrique invariante par translation pour laquelle S (R™) est complet. Pour qu’une suite
(©1)ien € S (R™) converge vers ¢ € S (R™) , il faut et il suffit que limypy, (¢, — @) = 0 pour tout
keN.

La démonstration est laissée en exercice. O

THEOREME Soitk e N .
(i) SifeC® (R et si, pour tout a € N* tel que |a|, <k , on a 3°f € L' (R™) , alors
Frs) =i Ff

En particulier si f € C%) (R™) et si, pour tout « € N® tel que |, < 2k , on a 0°f € L* (R") ,
alors

F ([ &t r) = Gar-#r.
(ii)  Pour toute fonction f sur R™ telle que (id>l_§ -fELY(R") , on a Ff € CH(R") et
PFf=F(—id]*- f) pour tout a € N" tel que |a|, <k
En particulier si (id)* - f € L' (R™) , alors Ff € C@R) (R") et
1+ A Ff=F () f)

(iii) On a

F(SR") CSRY) .
et (lemme de Riemann-Lebesgue)

F (L' (R™) c C°(R") .

Démonstration de (i) En utilisant le théoréme de Fubini et en intégrant par partie,
grace au théoréme 1.5.i les termes intégrés s’annulent et on obtient

F@HN) = / 2OV g f (1) dir = (~1)° - / e O L f (1) de = A Fp(A) .

On en déduit successivement les formules

=Y F(#e) = (Z pr?) - Fo=[id]* Fe
=1 =1

et
Fi+ale) = (i ) i i - Fo = (id)* - Fop

Démonstration de (ii) Le théoréeme de dérivabilité d’une intégrale dépendant d’un pa-
rameétre (cf. cours d’Analyse [9] 15.5) montre immédiatement que F f est k-fois dérivable et que
I’on peut dériver sous le signe intégral : en effet

Fre 2O L f ()] = [2® - e 2 OR) ()] < (a)

[MIES

- |f ()]
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Intégrales de Fourier 5.1

et
PFfA) = /@36_2”1'“'” S (x) do = / [—]® - e f (2) de = F ([-1d)" - f) ()
La formule est alors immédiate comme en (i).
Démonstration de (iii) Pour tout ¢ € S (R") , il vient alors
(i) - 9 Fp = (i) F([=id)" - ) = F ([L+ AP (-] - ) ) € C" (RY)

puisque [1+ A]* ([—id]* - ) € S (R") , ce qui montre que Fyp € S (R") .
Ainsi F (S (R")) € S (R*) C C°(R™) ; mais comme F : L' (R") — C®(R"™) est continue et
S (R") est dense dans L (R") , il vient

Cb R™ Cb
( )C (

FE®) =F(S®)) cFEE) ™ S ceor)

puisque C° (R") est un sous-espace vectoriel fermé de C° (R") .

EXERCICE Prouver que pour tout a > 0 , on a Fe id* = \/% cemaid?

—ma-id?

Grace au théoréme ci-dessus on peut montrer que Fe satisfait & une équation diffé-

rentielle que 'on peut résoudre.
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5.2 Formule d’inversion

5.2 Formule d’inversion

EXEMPLE Pour tout € > 0, la fonction e~2™lidh ¢ L (R") et

: "1 pri\ -t
f‘e—27re.|1d|1 — H . <_J> )
1 ET e

=

En outre J7_, + - <p1"j>_1 eL'(R") et [T 5 <p1"j>_1 d\ = 1 . Elle définit donc une suite
de Dirac au sens de 'exercice 4.7.1.

Par le théoréme de Fubini, on a

n
f.e_gﬂ—g.hdh ()\) _ /6—27rz~(>\|1') X e—27r<€.|z|1 dr = H/G—QWZ~>\j~$j . e—27re-|1‘j| d$j —
j=1

n

n -1
Comidimi , 1 by
:H/e QWZA]z]_62W6|z]|d$j:H__ A ’
. ET 9
J=1

j=1

car en intégrant deux fois par parties on obtient

/ e 2N g2mell gy — 9. / cos (2m - Ax) - e 2T dx =
_ 0

(o)

1 22 ™
=———" / cos (27 - Ax) - e 2
TE 9 0
donc
-1
/6—27ri->\-1' i e—27|’6~|1‘| dr = i . 1 — i . é
em 142 em \e¢ ’
d’ot le résultat. O

THEOREME (Formule d’inversion)
(i) SifeL'®")NC’(R") et Ff € L1(R") , alors
f(x)= /627”“'1) - Ff(A) d\ pour tout x € R" .

(ii) L’application F est un isomorphisme de S (R™) sur S (R™) , dont lapplication réciproque
est donnée par

—1 )
Fry = / 2™ (710 () dA

Démonstration de (i) Remarquons que
/627ri.()\|1') f-f ()\) A\ = /627rz()\|z) . (/ e—27ri.(>\|y) i f(y) dy) d\
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Formule d’inversion 5.2

est une intégration successive, mais que 1’on ne peut pas utiliser directement le théoréme de
Fubini! Pour pouvoir le faire nous allons introduire un facteur de convergence, en ’occurence
la fonction e~2"='lidh par rapport & la variable A qui fait difficulte.

Comme Ff € L' (R") et

e melidh <1 et lim,_ge 2™ =1 ponctuellement,

le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, puis le théoréme de Fubini et 'exemple
ci-dessus montrent que

/ AT D FF(A) d = lim. g / PN 2P FF(A) dX =

= lim. ¢ / 2 (M) | g=2me Al ( / e 2O f (y) dy) d\ =
= lim6—>0/ (/ e—27ri~(>\|y—.l‘) . 6_27"5'|>‘|1 d)\) . f (y) dy =

~timeo [ Fe I (g~ 0) - £ (9) dy = lim.a [ Hm < '>_1-f<y> dy =

:hmﬁo/}j?@yl.f@ﬂ) dy = f ()

en utilisant 'exercice 4.7.1 sur les suites de Dirac.

Démonstration de (ii) On peut évidemment appliquer (i) & S (R™) et en définissant

‘7—7 ::/627ri~(’7|<>)_,y()\) d)\:/ —27i-(y]o) . ( )d)\

EH

_ _ -1
on a FoF =1Id, mais aussi FoF = Id . Ainsi F est bijective et F = F . Il nous reste a

—1
montrer que F est continue, puisqu’alors F l’est aussi. Remarquons que

ol < ([ 6l an) ppy o)

F (A (i 9)|| <

donc

()" 9°F || = maxia) <

pr (Fp) = maxa| <k

<
1

L+ A1 (-id" - )

< MaX|q|,<k

< ( [ dA) maxia,<ip| ) 1 ([1+ AL (=id)*-9)) |

d’out notre assertion, puisque les dérivations partielles et la multiplication par un polynéme sont
manifestement continues dans S (R") . O]

COROLLAIRE Soient f € L' (R") et R € R .
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5.2 Formule d’inversion

(i) Sisupp f C Bg , alors pour tout A € C" , en posant

(A, ) Z)\ ~x; pour tout x € R™
7=1

la fonction e=27Nid) . f € L1 (R™) et
Ff:C"—C:A— Ff(N) = /6—27”*“> - f(2) dz

est une fonction holomorphe telle que
[Ff V)] < mmAL gl

(ii) Théoréme de Paley-Wiener Pour que f € D(R™) et supp f C Bg, il faut et il suffit

que, pour tout k € N , il existe Crp € Ry tel que l'on ait

Cj - 2mRlmA

ovs

Démonstration de (i) On a évidemment
}6—27ri~(>\,id> i f} < 627r~R~|Im>\| i |f| c Ll (Rn)

et F f est une fonction holomorphe puisqu’il est possible de dériver sous le signe intégral grace
au théoreme de Lebesgue : en effet on a

| Dage 2N I < fpry o f| <R - |f| € LN (RY)

|IFf(A)] < pour tout A € C™ . (%)

Finalement

RO [[emsmoin . gl < aemmm g,
Démonstration de (ii) La condition est nécessaire puisque

() - 7| = |7 [+ 40 o] < i | [ a1 ||

par le théoréeme 5.1.1.

Réciproquement puisque F f est holomorphe la formule de Cauchy permet de montrer que
les dérivées de F f satisfont aussi a une inégalité du méme type que (%) . On a donc Ff € S (R™)
et par suite f € S (R") . Par les théorémes de Fubini et Cauchy, quel que soit § € R" | il vient
alors

f(z)zf(ff)(x)z/nem o) FF(N) d z/nem AFi0.2) . F £ (N +140) dX ,

donc

dA
Fa) <C 7k.e2w~[R~|e|—<e|z>1./_
|f ()] < Cf o
en choisissant £ € N tel que f WF < oo Pour tout z € R™ tel que |z| > R , en posant

0:=t- |$| , on obtient

R-10] = (0] 2) = (R — |x]) - t

et pour t — 0o , on en déduit que f(z) =0 . O
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Distributions tempérées 5.3

5.3 Distributions tempérées

DEFINITION Nous dirons qu’une forme linéaire continue
p:SRY) — C:or—pul(p),
est une distribution tempérée . Nous désignerons par S (R")’ I'espace vectoriel des distributions

tempérées.

Comme pour les distributions algébrique nous utiliserons la notation de Dirac (¢|p) =
f () - Nous écrirons (| p) sgny » 871l faut préciser.

EXEMPLE 1 Soit f € LllnOd (R™) une fonction a croissance modérée , i.e. telle que
LI
(z)
pour un certain k € N .

Il est clair que, pour tout ¢ € S (R") , on a ¢f € L' (R") et
1f) wH/w-f

est une distribution tempérée. L’application
fr—=1f) : Lyoa R") — S (R")

mod

est injective comme dans le cas des distributions.

Remarquons que ™M) ¢ L1 (R") si, et seulement si, ona A € R . On a
L7 (R") , P (R") C Lyoq (R")

mod

oup € [1,00] et P (R™) désigne 'espace vectoriel des polynomes sur R™ .

EXEMPLE 2 Pour tout x € R” | soit
Oz pr— () .

C’est une distribution tempérée.

REMARQUE 1 Les opérations introduites pour les distributions peuvent étre adaptées aux
distributions tempérées, mais avec quelques modifications.

Par exemple si g € C(*) (R") et n € S (R™)", on ne peut définir gy« que sil'on a g-p € S (R)
pour tout ¢ € S (R™) . On peut montrer qu’il est équivalent que g , ainsi que toutes ses dérivées,
soient au plus & croissance polynomiale, i.e. pour tout o € N" | il existe k € N et c € R, , tels
que

|0%g| < c- (id>k .

On dit que g est tempérée . On désigne par Ct(g;)p (R™) Pespace vectoriel de ces fonctions.
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5.3 Distributions tempérées

THEOREME Dans S (R") comme dans D (R")" , on a
(1)

1
0T, =T,0" et 0°Dy=-—Dyd" .
1

hl
(1)
M,T, =T,M, , et M,Dy=|h|> DyMp,, .
h
(iii)
T,D = DiTs .
Il suffit de démontrer ces formules dans S (R") avec g € Ct(;);)p (R™) , ce qui les prouvent

également dans D (R") , ici il suffit que g € C(*) (R") , puis de les étendre & S (R") et D (R™)*
comme nous 'avons déja fait pour la premiére formule dans 4.3. O

PROPOSITION
(i) D(R™) est dense dans l’espace métrique S (R") .
(ii)  L’application linéaire
SR — D(R") :pr— Hip(rm)

est injective.

Démonstration de (i) Considérons tout d’abord la fonction y € D (R, ) définie par
0 0<z<1
X (x) = 64-€Xp(—m) sil<z<?2
0 2<

1
038
0.6
0.4
02

00 05 1 15 2 25 3

X

/1264-exp (_(a:—l)%@—x)) dr ~ .38382

112 TRANSFORMATION DE FOURIER Claude Portenier

On a




Distributions tempérées 5.3

Définissons alors la fonction p € D (R,) par

1 xT
) =1— ——"- dA .
o () T /Ox

0

On a
=1 0<z<1
p(x)¢ €1]0,1] si 1<z<?2
=0 2<z

Cette fonction nous permet alors de définir les fonctions p, € D (R™) pour | € N* par

_ (el
Pl(iﬁ)-—P(T) .

Pour tout ¢ € S (R") , on peut alors montrer que ¢ = lim, p, - ¢ dans S (R™) .

Démonstration de (ii) C’est immédiat par (i). O

REMARQUE 2 Nous identifierons évidemment S (R")" & un sous-espace vectoriel de D (R™)*
et nous dirons qu'une distribution v € D (R™)" appartient & S (R?)’ §'il existe u € S (R")" (né-
cessairement unique) telle que ppgny = v -
Remarquons que sans topologie sur S (R") , nous n’aurions pas pu obtenir ce résultat,
puisqu’il dépend de la densité de D (R™) dans S (R™) ! De maniére générale on a une application
SR — DR")": pr— Hp®ny s

mais elle n’est pas injective!
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5.4 Transformation de Fourier dans S (R")’

5.4 Transformation de Fourier dans S (R”)/

LEMME Pour tout f,g € L' (R") , on a
[0 Fon = [Fri) g do .
En particulier, on a
(7] Fg) = <3-lv

En outre pour tout f € LL_,(R") et p € S(R") , on a

mod

g> pour tout v € S (R") .

(ol f7) = (e[ ) -

Grace au théoréme de Fubini on obtient

[ro-Fomin= [ ( [emm o g dm) i =
z/(/e—%i“'@-f@) d)\) g (z) dxz/ff(x)-g(x) dz .

(v|f9>=/7-fg=/f7-gdu=<f7}g>=<3-lv'g> :

On a alors

Finalement

<so|f*>=/m-f<—y>dy=/so<—y>-f<y> dy =17 -
]

Puisque F et ¢* sont des applications continues (théoréme 5.2.ii), ce lemme nous conduit a
poser la

DEFINITION 1 Si z € S(R") est une distribution tempérée, on définit une distribution
tempérée

-1
| Fp) = |p)o F €S (R,

ce qui revient & poser

(V[ Fu) = <3-17

On dit que c’est la transformée de Fourier de p .
De méme définissons les distributions tempérées 1 et p* par

,u> pour tout v € S (R") .

(olm) = (Pl )
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Transformation de Fourier dans S (R™)’ 5.4

et

(el ) = (el
pour tout ¢ € S (R") .

L’application y — p* est une involution sur S (R”)" . On a

N Y,
==

REMARQUE 1 Le calcul ci-dessus montre que la transformée de Fourier de f au sens des
distributions est la méme que celle calculée ponctuellement. En particulier

F(f-A)=Ff-A.

THEOREME La transformation de Fourier F est un isomorphisme de S (R")" sur S (R")",
dont 'application réciproque est donnée par
._7-1,u = Fli= (Fu)”  pour tout p € S (R™)
En outre, on a les formules
FP* = MigaF et @*F = FM|_iqe
donc aussi
Fll+ 4" = Mg F et [1+ AP F = F Mgy
ainsi que
FIy=M._,F , TDF =FM., et FDy=D1F,
pour tout y € R" , X € R" et h € R\ {0} et
Fu*=Fu .

C’est immédiat en utilisant les résultats de 5.1 a 5.3 qui précedent. O

EXEMPLE 1 Pour tout z € R® ;A€ R" et « € N*, on a
F(§76,) = id* -e7> e et F (id* (D) = (—1)lh . gos,
En particulier sur R on a
TG, = e 2miidle) gt f( i >\|1d) — 5,
et encore plus particulierement

Fob=1 et Fl=6.

Utilisant le théoréme 5.1.i, on a
f(@aéz) — id® f6 —id® e —2mi-(id|z) ,

5$> = </62m“|1d () dX

_ /6—27ri-(>\|1' T d\ = <’Y}€_2ﬂ—l 1d|1')> ,

car

(178 = (7

)
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5.4 Transformation de Fourier dans S (R")’

puis

F (ida _e2m'.,\.id) = FF(§*6_y) = .7:._7'1D—1 (@76_,) = (_1)|a|1 G°D_16_5 = (_1)|a|1 76 .
O

REMARQUE 2 Si € D(R")" est a support compact et si u est continue pour la topo-
logie de D (R™) , i.e. p € D(R™) , alors u € S (R™)" . Clest ce type de résultats qui montre
I'importance d’une topologie sur D (R™) et plus généralement sur D (X) .

En effet si x € D (R™), 0 < x < 1 et x =1 sur un voisinage de supp p (cf. proposition 4.6),
pour tout ¢ € D (R™) , puisque
p—x-¢=(1—-x)-p€DR" \supppu) ,
ona (p—x-¢lp =0,donc
(plp) = (x-elp -

Mais si (¢, ) ey € P (R™) tend vers 0 pour la topologie induite par S (R™) , alors (X - ¢,)xen tend

vers 0 pour la topologie de D (R") (cf. remarque 4.1). Ceci montre évidemment que p € S (R")" .
U

COROLLAIRE (Théoréme de Paley-Wiener-Schwartz) Soient u € S(R") et R €
R% . Pour que p ait un support compact contenu dans Bg , il faut et il suffit que Fp posséde
un prolongement analytique a C™ et que pour certaines constantes C € R, et k € N, on ait

[ Fr(N)| <C- ()\>§ 2 BImAL pour tout A € C .

Si suppp C Bg , soit x € D(R™) tel que 0 < x < 1, x = 1 sur un voisinage de supp p et
supp X C Bgry1 (cf. proposition 4.6). On peut montrer que, pour tout v € S (R™) , on a

-1 o . .
X-Fry= /X LNy (0) dX = Timginiay-0 D x - €Dy () - (A1 = )

JjEN
comme limite de sommes de Riemann dans S(R") , ot A = (};),; est une partition n-
dimensionnelle d’une cube contenant supp x . Comme dans la remarque ci-dessus on a alors

(| Fu) = <3-17 u> = <x-3'17 N> =

= limfm(A)—>O Z <X : GQWZ-'(Aj'id)} N> m : ()\j+1 - )‘j)n =

JjEN

= [ A0V (- e ) an,

R’ﬂ

ce qui montre que Fpu est égale & la restriction & R™ de la fonction
C" —C:\— <X i 627ri~()\,id>}ﬂ> )

En montrant que, pour A € C" , on a

limh_,o ~x- (627rz-(>\+h-ej,1d> _ 627rz-(>\,1d>) =X DI _627rz-(>\,1d> dans S (Rn) ,

h

on voit que que Fu est holomorphe.
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Transformation de Fourier dans S (R™)’ 5.4

Finalement puisque p est continue sur S (R") | il existe £ € N et Cst € R tels que pour
tout ¢ € S(R") , on ait [(@|p)| < Cst-pi (¢) . Il nous suffit de démontrer I'inégalité lorsque
|A] > 1; choisissons x de telle maniere que supp x C By, 4 On obtient alors les estimations

}<X ) 627ri~(>\|id)},u>} < Cst -y (X ) 627ri~(>\,id>) _

=(Cst- maxX|a|, <k

()t g (x| <

< Cist- Z H@aezm'%mHoo,Bm; — C'st - Z H)\a . e2m'.(A,id>HOQBR+L

laf; <k AT lal, <k Y

N

< COst- (A2 2 (IR ImA o35 2 Reftml

Pour plus de détails et une démonstration de la réciproque on peut consulter Reed and
Simon [11], II, theorem IX.12, p. 17. O

EXERCICE Montrer que

Z e?mikid — Z 6 dans S(R)" .
keZ kEZ
En déduire la formule sommatoire de Poisson
2.7:4,0 (k) = Zg@(k‘) pour tout ¢ € S (R) .
keZ kEZ
Cf. exercice 4.7.3.
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5.5 Espaces de Sobolev

5.5 Espaces de Sobolev

THEOREME (de Plancherel) La transformation de Fourier F : S (R*)" — S (R")" in-
duit une application unitaire

F:L2(R") — L2 (R") .

Pour tout ¢ € S (R") , le lemme 5.4 montre que

. —1
HﬂOHEZ/fso-fsoz/w-fsoz/?o-wzH90H§ :

donc que F : (S(R™),||]l,) — (S (R™),||]|,) est une isométrie surjective. Puisque S (R") est
dense dans L* (R") , elle se prolonge en une application unitaire 7 : L* (R") — L*(R") . 1l

nous suffit de montrer que F est la restriction a L2 (R*) de F : S (R*) — S (R")" . Mais pour
tout v € S (R") et £ € L2 (R") , il vient

)= e ()74 7) - (1) -
Z/v-f€=<v)f€>-

(| FE) = <3-lv

0

REMARQUE 1 Classiquement le calcul de F¢ se fait de la maniére suivante : si (§;),cy C
L! (R") N L2 (R") converge vers ¢ dans L? (R™) , alors

FE& = limy, FE,
et F¢,, se calcul ponctuellement & ’aide d’une intégrale de Fourier. Par exemple si (Ay),cy est
une suite de parties intégrable de R™ telle que  J, .\ Ax soit égale 4 R™ a un ensemble négligeable
pres, alors 14, - € € L' (R") NL2 (R") et £ = limy, £, dans L? (R") par le théoréme de Lebesgue.
On peut prendre [—k, k]" ou B (0, k) .

DEFINITION 1 Nous désignerons par L2 _, (R™) Pensemble des fonctions f € L (R")
telles que

/ |f|2 d)\ < oo
(id)*

pour un certain £ € N . On dit qu’elles sont & croissance quadratique modérée .

Rappelons que les fonctions a croissance modérées ont été définies dans ’exemple 5.3.1.
LEMME Ona

L* (R") € L2, (R") = | JL? (R”, (id>_k)

mod
keN
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et
f g € Lllnod (Rn) pour tout f7 g€ Lmod (Rn) .

En particulier
L2

mod

(Rn) - Lmod (Rn) :

La premiere partie est évidente. Quant a la derniere assertion, on a

£ gl 2N (e
R (/ (id>kd)\> (/ o dA) < 00

si k est assez grand. O

DEFINITION 2 Pour tout s € R, on dit que ’espace de Hilbert

—1

HE (R™) .= F (L2 (R", (id)")) ,
muni du produit scalaire transporté, est I’espace de Sobolev d’ordre s sur R™ . La norme associée
est donc

HNHQ,(S) = HfNHs,(idf :

=(HWR") et HC = [JH"(

seR sER

On pose

Puisque la famille (L? (R", (id)*)), . est décroissante, il en est de méme de la famille
(H® (R"))S . de sous-espaces vectoriels de S (R*)". On a

HO (R") = L* (R")
par le théoreme de Plancherel, et

H (R") = (ﬂ L’ (R", (id)® )) :

seR
ainsi que

HE) (RY) = F (L2, (RY))

par le lemme.

PROPOSITION Soientse R, me N eta e N .
(i) D (R") est dense dans H'® (R") .
(ii)  Pour tout p € H®) (R™) , on a 0% € (5= lol) (R™) .
(i) Si (14 A)p € HE (R™) | alors p € HE+D (R") et
14 A : HEP) (R™) — HE) (R™)
est unitaire.

(iv) Sim € N, alors H™ (R") est 'ensemble des & € L?(R™) tels que, pour tout o € N™
satisfaisant o o), < m , la dérivée 0 au sens des distributions appartienne o L? (R™) | i.e.

H™(R") = {£ e L (R") | 0°¢ € L*(R") si |af, <m} .
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En outre

€12y = D o 19°13

|a|1<m
pour certaines constantes c, € R7 .

(v) Si f e C®P (R, lespace des fonctions indéfiniment dérivables o dérivées bornées, et
¢ € H™ (R) , alors f-& € H™ (R) .

(vi) Lemme de Sobolev Pour tout { € H® (R") et | € N tel quel < s—2 , on a
£eCO (R .
En particulier

H) (R™) = {¢e C(*) (R™) } 0°¢ € L* (R™) pour tout oo € N" }

Démonstration de (i) Comme (id)* € LL _(R™) , (id)* - A est une intégrale de Radon,

loc

donc K (R") est dense dans L? (R", {(id)*) puisque c’est un espace-test (cf. exemple 1.4.2). 1l en
est de méme de D (R") (cf. exemple 1.4.3) et ainsi que de S (R™) D D (R") . Ceci montre que
S (R") est dense dans H®) (R") , donc aussi D (R") par la proposition 5.3.1.

Démonstration de (ii) Par récurrence il nous suffit de montrer que pour tout j =
1,...,n,onad;juecHY (R, mais Fu € L? (R, (id)*) , donc

F (Psn) = pr; - Fp € L? (R™, (i) )

puisque }prj}Q < (id) et

[lor Ful -y < [ 17u -y
Démonstration de (iii) Ona (id) - Fu=F ((14+ A)p) € L2 (R, (id)") , i.e

[0 Ful -y = [ Ful 6 <o

c’est-a-dire Fpu € L2 (R", (id>5+2) , donc p € HE2 (R™) . Cette formule montre également que

Mgy : L? (R", (id)**?) — L* (R™, (id)*)
est unitaire, d’ou le résultat puisque 1 + A = ._7-1M Gy F -

Démonstration de (iv) Remarquons tout d’abord que pour tout a € N" tel que |a; <
m , on a [id®|* < [id|?*" < (id)™ et que

o £6) () 5

=0 leef; <m

our certaines constantes c, € R* ; ainsi
49

/ [id* - Fe| dX < / FEP (@)™ dh =Y ca / fid® - F¢[* dA

ooy <m

Ceci montre que & € H™ (R") , i.e. F€ € L2 (R", (id)™) , est équivalent &

PE = 3—1 (id*-F¢) € 3—1 (L* (R™)) = L*(R")
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pour tous ces « . Dans ce cas on obtient

€12 0y = / FEL G A= Y e / A FER A= Y e [9°€)2

|CV|1<m lal;<m
Démonstration de (v) C’est immédiat en utilisant la régle de Leibniz : on a
a
0 (f€) =Z( ) (Of 0 Pg e L2 (RY)
B<a ﬁ
pour tout o € N™ tel que |a|, <m .
Démonstration de (vi) Remarquons tout d’abord que (id) ™47 € L? (R") , car

/ (id) "2 7% = ¢st - / (1+ 7‘2)_%_26 " hdr < o0,
n 0

puisque —n — 2 +n—1=— (26 +1) < —1 . Mais (id)? - F¢ € L2(R") , donc
(id)2~17°. F€ e L' (R") .

Nous pouvons choisir € > 0 suffisamment petit de telle maniere que I’on ait encore | < s—3—2¢;
pour tout |a|; <!, on en déduit que

S S

id°] < (id)= - (i) F7HC ()2 < R
et par suite id*-F¢ € L' (R") . Grace au lemme de Riemann-Lebesgue (théoréme 5.1.iii), on
voit que

—1
E=F(FE el (RY) .

Sil >0, on atout d’abord

-1

fi=F (27rz' - pr; -.7:5) € C’(R™) pourtout j=1,...,n
Mais en considérant la fonction continue f := (fj)j:L...,n R" — R" ,sizxeR"etj=1,...,n
sont donnés, le quotient différentiel
(@th-e)—&(x) —fi(x)-h
h

_ /% _ (ezm.(x|z+h) — 2 ) (2. ) - (Al h)) - FE(N) dA

tend vers 0 par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, puisque
aj627ri-(>\| id) _ — i - )\ 27rz (Alid)

et
'E i (627rz-(1d|1‘+h) o 627rz-(1d|z) — 9 - prj _627rz-(1d|1') i h) i f’&-' <
<21 SUP|s/<h }prj . (627ri-(id|z+s-ej) . e27rz (id|z) ) f-&-} 47 - }pr f&} e Ll Rn)

par la seconde inégalité de la moyenne (cf. cours d’Analyse [9], proposition 11.2.ii) Nous avons
donc montré que ¢ € CV (R™) , d’ott notre assertion par récurrence. O
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Soit X un ouvert de R" .

DEFINITION 1 Pour tout p € D (X)* et x € C) (R") telle que supp x C X , on définit
X -1 € D(R")" par

(plx-pm):==(X-vlp) pourtout p € D(R") .
Pour tout s € R on définit I’ espace de Sobolev local d’ordre s par

H) (X) ={peDX) X -1 € H® (R™) pour tout x € D(X)} .

loc

Remarquons que x € D (X) peut étre considérée comme un élément de D (R™) en la pro-
longeant par 0 hors de X!

THEOREME

(i)  La famille (HIOZ (X )) de sous-espaces vectoriels de D (X)* est décroissante et
seR

H(O)

loc

(X) = L2

loc

(X) -

(ii) Pour tout « € N" et p1 € HIOC( ), onadue Hl(osc_|a|1) (X) .
(iii) Sip, Aupe HIOC (X) , alors p € HET) ( ) .

loc

(iv) Sim € N, alors H (X) est l'ensemble des & € L2 _(X) tels que, pour tout o € N"
satisfaisant & ||, <m la derwee 9°¢ au sens des distributions appartienne o L _(X) , i.e.

HW(X) = {€e Ly (X)| o€ e L2 (X) si|al, <m} .

loc

En outre

Hf“;,(m) = Z Ca - ||@QH§

laf;<m
pour certaines constantes ¢, € R
(v)  SipeH™ R, alors Wx € Hloc (X) .
(vi) Lemme de Sobolev Pour tout & € Hl(:Z) (X) etl € Ntel quel < m—1%, ona
¢ec(X).

Démonstration de (i) La premiére partie est évidente puisque (H) (R™)), cp €st dé-
croissante. Il en est de méme de la seconde puisque pour tout y € D(X) , on a x - pu €

F (12 (RY) = L2 (R") .

Démonstration de (ii) Par récurrence il nous suffit de montrer que pour tout j =
1,...,n,onad;ju GHIOC ( ) . Mais pour tout x € D(X) , ona x - u,0;x - € H® (R") |
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donc 9; (x - p) € H*™Y (R") par la proposition 5.5.ii, puis
X0 =0;(x - p) = 9x-pe HE"V (R (%)

Démonstration de (iii) Pour tout y € D(X) ,ona x-pu, x - Apc H® (R, donc

Alx-p)=8x-pn+2-> 0x-Ou+x-ApeHTIRY, (%)
=1
mais alors y - ,u € HEY (R™) par la proposition 5.5.iii, donc x - 9;u € H® (R™) par (x) , puis
A (x-p) € H® (R™) par (x*) et finalement - p € H( (+2) ) (R™) par la proposition 5.5.iii.

Démonstration de (iv) On a¢ € HIOC (X) si, et seulement si, pour tout x € D (X)
et @ € N™ tel que ||, < m, ona 8 (x-§) € L?(R"); mais comme dans (ii) on voit par
récurrence, en utilisant la formule de Leibniz

0 (x-§) =) (g) %0
B<a

que ceci est équivalent & y - 9*¢ € L? (R™) pour tout y € D (X) et o € N" tel que |a|, < m ,
donc & 0*¢ € L. (X) pour tout o € N tel que |a|, < m .

Démonstration de (v) En effet pour tout x e D(X) ,onax- Wx =X 1 E H™) (R™)
par la proposition 5.4.v, donc jupx) € HM (X)) .

Démonstration de (vi) Etant donné xz € X , soit U un voisinage relativement compact
de z tel que U C X et x;, X, € D (X) telles que x; = X, = 1 sur U . Comme X; € € H™ (R
le lemme de Sobolev sur R™ (proposition 5.5.vi) montre que x; - § € CWE")  Mais pour tout
peD(U),ona
(Plxi-€) =1 ¢l& =(el&) = (X2 ¢l = (elx2-§)

ce qui montre que x; - &pwy = X2 - §jp(v) » 1-e- les fonction x; - § et x, -  coincident sur U .
Il est donc possible de définir une fonction f € C¥ (X) telle f (z) := (x - &) (z) quel que soit
X € D (X) égale a 1 sur un voisinage relativement compact de = . Pour tout ¢ € D (X) , soit

X € D(X) est égale a 1 sur un voisinage relativement compact de supp ¢ (cf. proposition 4.6).
Il vient alors

(016 = (X-¢l&) = (plx-&) = (ol ),

ce qu’il fallait démontrer. O

REMARQUE Au contraire du cas R™ l'opérateur différentiel 1 + A n’est en général pas

une bijection de H*H (X) sur H (X) .

Dans le résultat qui suit nous aurons besoin des distributions ”continues” !
COROLLAIRE (Lemme de Weyl) Soit v € D(X) . Sip € D(X)' est une solution de

’équation différentielle Ap = v , si U est une partie ouverte de X telle que v|y € C™ (U) et
sil €N esttel quel <m+2—7, alors py eCY(U) .

En particulier si vy € C) (U) , alors W € C>)(U) .

Puisque le probleme est local, nous pouvons supposer que U est une partie relativement
compacte de X et soient p € D (X) telle que p = 1 sur un voisinage de U , ainsi que R € R’
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tel que U C Bpg . La distribution continue p - u est a support compact C Bg; le théoréme de
Paley-Wiener-Schwartz (cf. Corollaire 5.4) montre alors que pour un certain kK € N | on a

| Fp-p)N)|<C- ()\>% pour tout A € R" |

donc
/ Flo- w52 < 2. / (id) 5 < oo .

Cela signifie que p - p € H®) (R™) pour un certain s € R . Mais alors, pour tout x € D (U) , on
a
X o =xX-p=x-p-pneH (R
par la proposition 5.5.v, ce qui montre que
o € Higd (U) -
Comme ¥ - vy € D™ (R") € H™ (R") , on a aussi
Ay = v € 1 (U) S 1 (U)

loc

(s+2)
loc

on obtient i ;; € HIm) (U) , donc pyp; € CW (U) par le lemme de Sobolev. ———— [

pour autant que I'on ait s < m , donc p;; € H (U) le théoreme (iii) ci-dessus. Par récurrence

loc
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5.7 Espaces de Sobolev sur un ouvert de R"

Soit X un ouvert de R" .

D’apreés (iv) des théorémes 5.5 et 5.6 il est naturel pour simplifier de poser la définition
suivante :

DEFINITION 1 Soient m € N et
H™ (X) = {£eL?(X)| 0% € L*(X) si |a], <m}

I’ espace de Sobolev sur X , muni de la norme

Hf“z,(m) = Z H@ang

o]y <m

Nous désignerons en outre par H (™) (X) I’adhérence de D (X) dans H™ (X) , ainsi que

HEm (X) = pe DY) [ p= 30 976 00 (€),cn CT2(X) 5

ooy <m

muni de la norme

=

Il iy =inf ¢ (D0 NFENG ) [ = D] #%€a 00 (€0) o), cm © L (X)

|a|1<m |a|1<m

Puisque dans la définition de la norme de H™ (R") on a ¢, € R* , cette norme est
équivalente a celle que nous venons de définir.

On a évidemment H™ (X) ¢ H™ (X) .

DEFINITION 2 Si f est une fonction définie sur une partie de R™ , nous désignerons par
fo son prolongement par 0 sur R” .

LEMME
(i) SifeCl(X)etéeH™ (X), alors f-&€H™ (X) .
(ii) Six € ClP(R™) , suppx C X et & € H™ (X)), alors x - & € H™ (R") .

Démonstration de (i) C’est immédiate par la régle de Leibniz.

Démonstration de (ii) La distribution y - £ a été définie en 5.6.1. La démonstration est
alors analogue & celle du théoréme 5.6.iv. Le cas m = 1 est simple puisqu’on a y - £ € L? (R")
et, pour tout o e D(R") et j=1,...,n,

(@lo;(x-€)) = —(X-050l&) =—(0; (X ¢) — X 0l§) =
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=(plx 9§+ 0x-§) ,
donc 9; (x - €) = x - 0;6 + 9;x - £ € L* (R™) . O

Dans le chapitre qui suit nous aurons besoin de la notion de sous-variété (cf. cours d’Analyse
[9], chap. 13 et 17) pour pouvoir traiter certains questions liées au bord d’un ouvert de R™ . Il
sera nécessaire de considérer des paramétrages ou bien des cartes d’un certain type.

DEFINITION 3 Si X et Y sont des ouverts de R™ , nous dirons qu’'un difféomorphisme
® .Y — X est a dérivées bornées si

-1
Do, | HD<I>H < oo
’ 00,X
REMARQUE 1 On a
-1
|det D®|| .y detD@' < 00,
00,X
grace a l'inégalité d’Hadamard
i I e
2 akvl)k,len
det (ar1)y 1en| < H <Z |ak,z|2> <
ken len L n% . (maxklen |a’k,l|)n

pour toute matrice (ax;) € C**™ .

REMARQUE 2 Si
[D®|| .y < 00
et

H(det D<I>)_1H ,i.e. det D® > ¢ sur Y pour un certain € > 0,

00,Y
alors ® est & dérivées bornées.

En effet la formule de Cramer montre que

-1
Do

= (Do) .y = H(det Do)t EEHOOY <

’oo,X

< ||(det DB, - H/DEHMY < Ost - ||(det DB) Y|, - 1D®]| .y -

O
Rappelons que Ay ; est la matrice déduite de A en supprimant la k-iéme ligne et la [-iéme

colonne et que A= (@k)g e désigne la matrice complémentaire, i.e. la transposée de celle des
cofacteurs de A :

ElkJ = (—1)k+l - det A“g .
On a
AA=detA-1d ;
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en particulier le développement du déterminant de A suivant la colonne d’indice [ est

det A = Z&'M c Ak -

ken

THEOREME

(i)  H™ (X) est un espace de Hilbert, donc aussi H"™° (X) .
(ii)) On a

HMO (R = H™ (R .
(iii) L’application de restriction

[18)pgm0x) = 1) py : K™ (X)T — D (X

est injective et son image est H™™ (X) .
() Inégalité de Poincaré On suppose qu’il existe une partie ouverte Y C J x R"™1 | ou
J est un intervalle borné de R , et un difféomorphisme ® : Y — X a dérivées bornées. Posons

M i=max (| D@y , [det DO,y , || (det DO) | ) < o0 .

Pour tout £ € HW (X) , on a alors

M2\ ()

<
lell, < =5

- [lgrad €’|L2(X,<cn) ‘

Démonstration de (i) I’application
b:E— (@a€)|a|l<m : ’H(m) (X) B (X){|<>|1<m}

est une isométrie et nous allons montré que son image Im ® est un sous-espace vectoriel fermé

de L? (X ){|°|1<m} ; puisque ce dernier est un espace de Hilbert comme produit fini d’espaces de
Hilbert, on en déduit que H™ (X) est un espace de Hilbert et il en est de méme de H™ 0 (X) .

Soit donc (@%k)lall <, une suite de Cauchy dans Im® . Puisque L* (X) est complet, il
existe 1, € L% (X) tels que 7, = limy @*¢, et posons £ := 7, . Puisque l'injection canonique
L?(X) — D(X)" est continue, on a limg &, = & et lim, #*¢, = 7, dans D (X)"; pour tout
p € D(X), on en déduit

(p]@°€) = (°€p| §) = (€| limy ) = limy (F*Ep| €;) =

= limy, (0 |§°§,) = (@ [lim §*€;) = (@ [n,)

ce qui finit de prouver que (¢*¢) €elmo .

oy <m
Démonstration de (ii) C’est immédiat par la proposition 5.5.ii.

Démonstration de (iii) Par définition D (X) est dense dans H™ (X) , d’ot l'injecti-
vité. Montrons que 17image est contenue dans H—™ (X) . Si p € H™0 (X)" | le théoreme de
Hahn-Banach 2.2 montre que p posséde un prolongement continu

v:H™ (X)) =H™O(X)BH™O (X)) — K
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égal & p sur H™0 (X) et a4 0 sur H™0 (X)* . Par le théoreme de Riesz, il existe & € H™ (X))
tel que

0l 0)emiy = (M) my = D (0] §7€)

oy <m

et posons &, := @*¢ € L2 (X) . Pour tout ¢ € D(X) , on a alors
(@l iy = (O V)pemy = D (30l&,) =

|a|1<m

S @elednm = Y (ol < S e >

||, <m ||y <m ||, <m

ce qui finit de prouver que pu = Z|a|1<m Jeg, = Z|a|1<m @**¢ . Tl nous reste a montrer que

I'image contient H(~™ (X) . Si (€a)jaf,<m C L? (X) , la forme semi-linéaire

H<90 >, @a€a>= Y. (P9lé):D(X) —K

laly<m laf; <m

est continue pour la topologie induite par H™)° (X) | puisque

D (@0lE)| < D 1@ ele)l < D el - Eall, <

loef; <m leely <m o]y <m

<[ X weelr) | S Nk —H atsem]], * 12lz.my -

|a|1<m |a|1<m

Elle se pronlonge donc de maniére unique en forme semi-linéaire continue sur H)° (X) , donc
définit un élément de H™0 (X))

Démonstration de (iv) Pour tout v € D (J) , I'inégalité de Poincaré & une dimension
(corollaire 1.6) montre que

2D o,

Pour tout ¢ € D (X) , en écrivant y = (u,t) €Y C R"! xR, la formule de changement de
variable montre tout d’abord que

HsoHiz/ Wz/ oo ®[2 - |det DB| <
X Y

_ M. /RM(/W@ (t,u)? dt) du < M-/{Rn1H81(<,00<I>)(<>,u)]|§du<

M- X\(J)’

I7ll, <

M- X\(J)?

<
4

- / lerad (9 0 ) (o, w)|12 du = Jlerad (0 0 ®)]2 .
Rnfl

Puisque
|grad (p o @)| = [D (¢ 0 @) = [(Dp o @) DP| = |DPT (grad ¢ o )| <
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< [|[DPT| - [gradp 0 @] = [ DP|[ - [gradp o @] < M - [grad p o | ,

on obtient d’autre part

ngadgoHiz(X’Cn) :/ grad ¢|* = / lgrad p o ®|* - |det DP| >
X y

1 2 1 2
>W/Y|grad((poq))| ZﬁHgl"ad(@O(b)Hz .

Finalement
M-X(J)? MY X(J)
2 2
ol < 25 farad (oo )2 < M farad ol ey
donc ||¢|, = M 2'3“ ) . |grad ¢|| . (x,cn) - Cette inégalité se prolonge par densité et continuité a
HO (X)) . O
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