Chapitre 1

ESPACES DE HILBERT

Dans tout ce qui suit F' est un espace vectoriel
sur le corps K des nombres réels ou complexes.

Version du 14 janvier 2005
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1.1 Formes sesquilinéaires et produits scalaires

1.1 Formes sesquilinéaires et produits scalaires

DEFINITION 1 Soient F, G, H des espaces vectoriels. Une application T : F' — G est dite
linéaire , respectivement semi-linéaire , si pour tout o € K et ¢, € F', on a

T(a-p)=a-Te ,respectivement T (a-p)=a- Ty
et
T(e+vY)=Te+Ty .

On dit qu’une une application s : F' X G — H est bilinéaire si elle est séparément linéaire,
et sesquilinéaire ( & gauche , respectivement o droite s'il faut préciser) si elle est semi-linéaire
en la premiére variable, respectivement en la seconde, et linéaire en 'autre.

Une application bilinéaire ou sesquilinéaire (& gauche) & valeur dans K est dite une forme
bilinéaire ou sesquilinéaire.

Soit s : F' X F' — K une forme sesquilinéaire. On dit qu’elle est

(a)  hermitienne si

s5(p,1) =s (¢, ) pour tout p, 9 € F,
(b)  positive si
s5(p,p) 20 pour tout p € F
et
(c) mon-dégénérée si
5(p, ) =0 pourtoutyp € F — =0
et

5(p, ) =0 pourtout p € F — =0.

Une forme hermitienne positive non-dégénérée s’appelle un produit scalaire .

On a tout d’abord la

PROPOSITION (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Sis est une forme hermitienne posi-
tive sur F', alors

s (0, )* <5 (0, 0) -5 (1, 0)  pour tout p,9 € F .

Pour tout v, € Fet a € K, on a

0<s(p+a-v,p+a ¥)=s(pp)+a s(pv)+a- s, +af® sw,p) .
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Formes sesquilinéaires et produits scalaires 1.1
Si s (p, ) = s(,¥) = 0, alors en prenant o := —s (¢, 1)) , on obtient —2 - |s (o, ¥)[> > 0,

=
donc s (p,%) = 0 . En échangeant au besoin ¢ et 9 , nous pouvons supposer que s (¢,1) # 0 .
On prend alors

1 C2X)
o s(hy)
et il vient
|5 (¢7¢)|2 5(¢7¢) 5(¢,@) |5 (¢7¢)|2 _ |5 (¢7¢)|2
020w T ) s ST @)
d’ou l'inégalité. O

DEFINITION 2 Une fonctionnelle p : F — R est dite

(a)  positivement homogéne si
pla-¢)=a-p(p) pourtout « € Ry et p € F
(b)  absolument homogéne si
pla-¢)=|al-p(p) pourtout a € Ket p € F,
et
(c)  sous-additive si
plp+¢) <plp)+p(p) pourtout p,¢ € F .

On dit que p est une semi-norme si p est & valeur dans R, , absolument homogéne et
sous-additive ; on dit que c’est une norme si en plus elle est

(d)  séparante

plp) =0 <= =0 pourtoutpecF .
Dans ce cas on dit que F' est un espace semi-normé , respectivement normé .

Pour les propriétés élémentaires des espaces normés le lecteur est prié de consulter le cours
d’Analyse [9], § 10.1 & 10.7. La continuité d'une application linéaire entre espaces normés est
caractérisée dans le paragraphe 11.8 du méme cours. Nous généraliserons ces notions plus tard
(cf. 2.1-2.2et 3.1-3.2).

PROPOSITION (Inégalité de Minkowsky) Sis est une forme hermitienne positive sur
F |, alors

N[

pr—s(p,p)2: F— R,

est une semi-norme sur I .

Il nous suffit de prouver la sous-additivité. Pour tout p,v € F' |, on a

s(p+v,p+1)=5(p,p) +5(p,0) +5 W, 0) +5(,¢¥) =
=5(p,9) +2-Res(p, ) +5(1,¢) <s(p,0) +2-|s(p,¥)| +5(¢,9) <

<o(p ) +2- [5(6.0) s (W VN +5(0.0) = [s (0.0} +s(w.0)]

ce qu'il fallait démontrer. O
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1.1 Formes sesquilinéaires et produits scalaires

REMARQUE 1 L’égalité
s(p+v,o+v)=5(p,0) +2-Res (p,9) +5 (¥, 9)

nous sera souvent utile par la suite.

THEOREME Soit s une forme hermitienne positive sur F . Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) s est non-dégénérée, i.e. un produit scalaire.
(ii) s (p,p) >0 pour tout p € F . {0} .

(iii) o +— 5(4,0,4,0)% : F' — R est une norme sur F .

Les conditions (ii) et (iii) sont évidemment équivalentes et (ii) entraine (i). Réciproquement
si s (¢, ) =0, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

s (0, ¥)]> <5 (p,0) 8 (1h,90) =0,

donc ¢ = 0 , puisque s est non-dégénérée. O

REMARQUE 2 Un produit scalaire est en général noté (-|-) . Si ||| désigne la norme
associée, i.e.

2
lell” == (ele)
I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit

(el )| <l - [l pour tout ¢, ¢ € F'.

En adaptant la démonstration de la continuité de la multiplication dans K (cours d’Analyse
[9], théoreme 5.5.iii), on montre facilement que le produit scalaire

(1) FxF—K:(p,9) — (¢l9)

est (globalement) continu (cf. exemple 2.4). La proposition 2.4 généralise ce résultat.

REMARQUE 3 Pour qu’on ait égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il faut et il suffit
que @ et ¢ soient linéairement dépendants.

Nous redémontrons en méme temps 1'inégalité. Nous pouvons supposer que |[¢|| = 1 en
remplacant au besoin ¢ par m%” . On a alors
2 2 2
0< |l = (el®) - ol = (v = (el ¥) -l b = (@l ) - o) = 1¥lI” = (el )"
donc l'inégalité. On a ’égalité si, et seulement si, ¥ = (| ) - ¢ . O

EXEMPLE 1 Si F, F,G, H sont des espaces vectoriels sur K , s : ' Xx G — H une appli-
cation sesquilinéaire et S : E — G une application linéaire, alors

(p,e) —5(p,S€¢): FxXE— H

est une application sesquilinéaire.

La vérification est immeédiate. O
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Formes sesquilinéaires et produits scalaires 1.1

EXEMPLE 2 Soient n € Net A= (ax;) € M, (K) . Alors

(z,y) — (2| Ay) := Z ap Ty K x K — K
kl=1

est une forme sesquilinéaire. Elle est hermitienne si, et seulement si, la matrice A est hermi-
tienne, i.e. A = A* . Elle est positive si, et seulement si, A est positive , i.e. (z| Az) > 0 pour
tout z € K" . C’est un produit scalaire si, et seulement si, la matrice A est hermitienne et
strictement positive , i.e. (z| Az) > 0 pour tout x € K" ~ {0} .

Attention dans la litérature, on utilise souvent pour une matrice les expressions semi-définie
positive pour positive et définie positive pour strictement positive.

Si A est hermitienne et strictement positive, la norme associée au produit scalaire qu’elle
définit est

1
n 2
LL’I—><E am-a:_k-:nl) .

k=1

Nous montrerons (théoréme 2.7) que cette norme est équivalente & la norme euclidienne ||, .

EXEMPLE 3 Soient X un espace topologique et p une intégrale de Radon sur X . Alors

(€m) — (€]n), = /5-ndu:L2<u>xL2<u>~K

est évidemment une forme sesquilinéaire hermitienne positive. C’est un produit scalaire. La
1 . o
norme associ¢e sera désignée par ||-||, , := (:[)? . Nous écrirons souvent |-, pour simplifier.

En effet (£[¢), = i €]* dpp = 0 entraine € = 0 p-p.p. ,ie. E=0dans L2 (p) . —— O

DEFINITION 3 Une section commencante de N est une partie I telle que, pour tout n € J
et m € N, on ait m € I si m < n . Ce sont les ensembles de la forme

n=A{0,...,n—1} et N.

Une énumeération d’un ensemble dénombrable (fini ou infini dénombrable) A est une bijec-
tion o : I — A, ou I est une section commencante de N .

LEMME Soient X un ensemble et (ay),.x C R une famille de nombres réels telle que

SUPkegr(X) Z || < oo .
zeK
Alors {x € X | oy # 0} est dénombrable.
Si D est une partie dénombrable contenant {x € X |a, #0} et si o : I — D une énu-

o o I Yy
mération de D , alors la série Y ;"0 a1y est convergente et sa somme est indépendante de D

et o . On écrit
sup I

Z Ay 1= Z Ozg(l)
=0

zeX

et on dit que c’est la somme de la famille (0g),cx -
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1.1 Formes sesquilinéaires et produits scalaires

Pour tout k € N* | ’ensemble

1
{:B €X ||ag = p }
est fini, donc
1
{reX ||a] >0} = U{a:EX |04$|ZE}
k>1

est dénombrable. La série Z?i%l Qo) est alors absolument convergente et le lemme découle du
théoréme de réarrangement 6.14 du cours d’Analyse [9]. O

On dit que (), x est sommable, notion que nous introduirons dans le cadre des espaces
localement convexes en 2.6. Les interrelations seront explicitées dans le corollaire 2.11.

EXEMPLE 4 Soit X un ensemble et # l'intégrale de comptage. Alors
(&m) — (Elm)y =D &) -n(x): £ (X) x £ (X) —K
zeX
est un produit scalaire.

Remarquons que, pour tout &,1 € £2(X) , il existe une partie dénombrable D C X telle
que £ (z) = n(z) = 0 pour tout = ¢ D . Si o0 : [ — D est une énumération de D , alors
la série Z?i%l (6 (1)) -m(o(l)) est absolument convergente, puisque en utilisant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz dans K" on a

sup I

2

=0

E(@(l)-nlo (l))) = supye; ) € (o ()] - [0 (o (1)] <

k 3/ k 3
< SUPges (Z § (o (l))l2> : (Z n (o (l))l2> = [1€lly - lInlly < oo
1=0 1=0
On pose alors
sup I

D @ )= &) n)

zeX 1=0
le membre de droite ne dépendant évidemment pas de D et o . Les vérifications sont alors
immédiates. o

EXERCICE Montrer qu’une forme hermitienne positive s induit naturellement un produit
scalaire sur le quotient de F' par le sous-espace vectoriel des ¢ € F' tels que s (¢, ) =0 .
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Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert 1.2

1.2 Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert

DEFINITION 1 Un espace vectoriel F' muni d’un produit scalaire s’appelle un espace pré-
hilbertien . On le considére comme un espace normé en le munissant de la norme associée. Si
F' est complet pour cette norme, on dit que c’est un espace de Hilbert .

EXEMPLE 1 Les exemples 2 & 4 du numéro précédent sont des espaces de Hilbert.

EXEMPLE 2 Soient X un espace localement compact et px un intégrale de Radon sur X .
La forme hermitienne positive sur K (X)

(0,9) — (0l ) r=/¢-wdu:K(X)xﬁ(X)—>K

est non-dégénérée si, et seulement si, pour tout ouvert O # () de X , on a (O) > 0 . Dans ce
cas K (X) est un espace préhilbertien, en général non-complet.

En effet, pour tout ¢ € K (X)~ {0}, il existe z € X tel que | (z)> > 0, donc un voisinage
ouvert O de x tel que l'on ait

2
x
[ (y)|2 = 2 (2 | pour tout y € O .
Le théoreme 1.1 montre alors que la condition est suffisante, puisque

(¢|¢)=/|¢|2du?/()@d;@@-u(())>0.

Réciproquement X étant complétement régulier, il existe ¢ € K (X) tel que 0 < p < 1 et
@ =0 hors de O , donc

u(0)>/lwl2du=(s@|¢)>0-

REMARQUE 1 La condition ci-dessus signifie que 'application canonique
o lp] : K(X) — L*(p)
est injective. On dit que le support de p est X .

REMARQUE 2 Dans le cas général on consideére 'image [K (X)] de K (X) dans L? (1) for-
mée des classes modulo les fonctions p-négligeables contenant au moins une fonctions continues
a support compact.

Rappelons que

L2 (u) = L% () / N ()
NN () = {f € L2 (1) | f =0 ppp.} = {£ € L2 (1) | [|f]l, = O} (cf. exercice 1.1).
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1.2 Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert

DEFINITION 2 On dit que I'ensemble fermé complément du plus grand ouvert qui est
p-négligeable est le support de p . On le désigne par supp p .

Cette définition est consistante. Soit O la réunion de tous les ouverts U de X tels que
w(U) = p(ly) =0 . La famille de tous ces ouverts est filtrante croissante, puisque pour deux
tels ouverts U,V , on a

pUUV)<pU)+p(V)=0.
Mais comme

lo = SUPy ouvert, u(U)=0 1y,

la propriété de Bourbaki (cours d’Analyse [9], théoréme 14.5) montre que

K (O) =K (SupU ouvert, u(U)=0 1U) = SUDPy ouvert, u(U)=0 M (1U) =0,

ce qu’il fallait démontrer. O

REMARQUE 3 Dans beaucoup de situation, si ’espace de base X ne joue pas un tres grand
role, on peut supposer que le support de i est X en remplagant X par supp p et i par 'intégrale
de Radon induite fig,,,,, - Si j : supp u <= X est U'injection canonique, on a

j (:usupp,u) = 1SUPPH s
(cf. cours d’Analyse [9], proposition 16.10).

EXEMPLE 3 Soient X un espace topologique et x4 une intégrale de Radon sur X . Rappelons
que M () désigne ’espace vectoriel des classes, modulo les fonctions p-négligeables, de fonctions
p-mesurables sur X (cf. cours d’Analyse [9], remarque 15.14.2) . Si

p: X — R,

est une fonction p-mesurable, il est clair que la fonctionnelle

f%—»Wﬂh%p:=(/ uf-pdﬂ) KX R,

est sous-linéaire. L’ensemble £2 (1, p) des fonctions f : X — K qui sont pu-mesurables et telles
que || f[l5,, , < oo est donc un sous-espace vectoriel de KX : on a

1fl,,,=0 <= f=0 ppp. sur {p>0}
et
f=0 pp.p. sur {p=o0} .
Nous désignerons par

L2 (1, ) = £ (1,p) /{lla,.,, = 0}

I’espace quotient muni de la norme définie par

12y = 12 -

Nous ne ferons en général pas de distintinction entre une classe de fonctions et I'un de ses
représentants. L’application

f— Lpzoy - L2 (1, p) — M (p)
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Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert 1.2

est évidemment injective. Il est immédiat de vérifier que

fr—f-vp:L*(n,p) — L*(n)
est une isométrie sur le sous-espace vectoriel fermé de L? () formé des f tels que f = 0 pu-p.p.

sur {p = 0} U{p = oo} . Ceci montre en particulier que L? (11, p) est un espace de Hilbert, dont
le produit scalaire est

(f19),.. /f g-pdu.

Si 2 est une tribu d’ensembles p-mesurables, on peut également considérer le sous-espace
vectoriel L2 (i, p,A) de L? (u, p) formé des classes de fonctions contenant un représentant 2A-
mesurable. On vérifie facilement qu’il est fermé.

REMARQUE 4 OnalL?(u,p) =L*(p-u)sipe Ll (u).Sans cette hypothese on ne peut
pas définir une intégrale de Radon p - i .

EXEMPLE 4 Si H et G sont des espaces de Hilbert, alors H x G , muni du produit scalaire
((€1:m1) 5 (€a5m9)) = (&4 52)71 + (4] 772)9 )

est un espace de Hilbert.

EXEMPLE 5 Si H est un espace de Hilbert et G un sous-espace vectoriel fermé de ‘H , on
écrit G C 'H , alors G est un espace de Hilbert.
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1.3 Formules de polarisation

1.3 Formules de polarisation

PROPOSITION  Soit s une forme sesquilinéaire sur F' . Pour tout p,v € F', on a
(i)
2-[s (0, 0) +5(1h, Q) =) e-s(pte-hp+e-v) .
e2=1
(ii) SiK =R et sis est hermitienne, alors

s (p, 1) = Ze s(pte-hpt+e-y) .

e2=1

(iii) Si K= C , alors

5 (p,9) = Zs s(p+E-p,p+2-9) .

=1

En particulier si s (p,p) € R pour tout ¢ € F', alors s est hermitienne.
En effet
des(pte g otey)=
g

:Zg-s(go,go)+5-é-s(g0,w)+€'€'5(¢>¢)+5'5'5'5(¢7¢) )

d’ou les formules de polarisation en remarquant que €-¢ =1,
Seco, Yi-Yeor YeoYeoo a Y-
e2=1 e2=1 e2=1 et=1 et=1 et=1

Finalement si K = C et s (p, ¢) € R pour tout ¢ € F', on a

5(s0,¢)Z%l-ZS-5(8-8-30+8-¢,8-8-s0+8-¢)=

et=1

Z (e-p+te-p+¢) = Ze s(+E- 9 +E-¢) =5(1,9) ,

=1

»-l>|»—t

donc s est hermitienne. O

COROLLAIRE (Egalité du parallélogramme ou identité de la médiane)

Soit (F,p) un espace semi-normé. Il existe une unique forme hermitienne positive s sur F'
imdwisant la semi-norme p si, et seulement si, pour tout ¢,y € F', on a

plo+v)+ple—v)’ =2-[ple)’+p)’] .
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La nécessité se démontre immédiatement en développant le membre de gauche. L’unicité
découle des formules ci-dessus, que ’on peut écrire sous la forme

se)=7- 3 e lleteyl’ ()

g2-dimg K_q

Réciproquement, cette formule permettent de définir une application continue
5 (4107¢) '—)5(§07¢)F><F—)K

On vérifie immédiatement que s (v, 1) = s (¢, p) si K=R et s (p, ) = s(¢,p) si K=C ,
donc que s est hermitienne. L’égalité du parallélogramme montre alors que cette application
est additive en les deux variables, i.e. Z-bilinéaire. On en déduit qu’elle est Q-bilinéaire, puis
par continuité qu’elle est R-bilinéaire. Si K = C , on montre facilement que

(eli-y) =i (ely),
ce qui finit de prouver la sesquilinéarité. Finalement les formules de polarisation montrent que
s induit bien la semi-norme p , et en particulier que s est positive. O

REMARQUE Une isométrie d'un espace préhilbertien dans un autre conserve le produit
scalaire, puisque celui-ci s’exprime a l'aide de la norme grace a la formule de polarisation (x) .

EXERCICE Si (goj)j ., est une suite finie dans un espace préhilbertien F', alors

- z ol -

=1,..,

1
o 2

ee{£+1}"

n

Zg(j)'%'

J=1

Claude Portenier ESPACES DE HILBERT 11



14 La notion d’espace-test

1.4 La notion d’espace-test

Soit ;1 une intégrale de Radon sur un espace topologique séparé X telle que

pr(A) = SUPkeg(x),kKcA M (K)

pour toute partie py-mesurable de X .

DEFINITION 1 Soit F est un espace vectoriel de (classes par rapport a p de) fonctions sur
X . Si toute fonction f sur X telle que ¢ - f € L' (1) quel que soit ¢ € F, , est u-mesurable
et si en plus

/<,o-fd,u>Opourtoutgoeﬂr = [ =20 upp.,

nous dirons que F est un espace-test (de fonctions) par rapport & p et que p est 'intégrale de
Radon pivot .

LEMME Si F' est un espace-test par rapport a p , alors
/go-fduzOpourtoutgoeF+ =  f=0pu-pp..
En effet il vient tout d’abord [¢-Re fdu =0et [¢-Im fdu = 0 pour tout ¢ € Fy et

nous pouvons supposer que f est réelle. On a alors [ ¢ - (£f) du > 0 pour tout ¢ € F; , donc
+f > 0 pu-p.p. et par suite f =0 p-p.p. . O

PROPOSITION  Si F est un ensemble de (classes par rapport & p de) fonctions sur X
satisfaisant & la propriété suivante : pour tout K € R(X) , il ewiste une suite (p,),cy de F
telle que

Yr <@y pour tout k € N
et
1 =limg ¢, ponctuellement p-p.p.

Alors F est un espace-test.

En effet, pour tout K € K(X) , on a

o - I <o - fl € L (p)
et
1l - f =limg o, - f ponctuellement p-p.p. ,

donc 1k - f est p-intégrable par le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue. Par suite
f est p-mesurable (cours d’Analyse [9], théoréme 15.9.iii) et si

/1K-<Ref+z'-1mf> duz/lK-fduznmk/sok-fdwo,
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La notion d’espace-test 1.4

on a

/1K-Refd,u>0 et /1K-Imfd,u:0.

Pour tout compact K C {Ref <0} ,onalg-Ref <0, donc [1g-Refdy =0, puis
1k -Re f = 0 p-p.p. et par suite 1x = 0 p-p.p. , i.e. u(K) =0 . Ceci montre que {Re f < 0}
est un ensemble p-négligeable. On prouve de méme que {Im f < 0} et {Im f > 0} sont u-
négligeables. Ceci finit de prouver que f > 0 p-p.p. 0J

COROLLAIRE S@ F est un espace vectoriel réticulé involutif de fonctions sur X tel que

(i) F soit dense dans LY (u) pour un certain p € [1,00] .
(ii) Pour tout K € R(X) , il existe p € F tel que p > 1f .

Alors F est un espace-test.

En effet, on a 1x = limy ¢, dans L” (u) pour une suite (¢;),., C F par I'’hypothese de
densité (i). En extrayant au besoin une sous-suite, grace au théoréme de Riesz-Fischer (cf. cours
d’Analyse [9], 15.14), nous pouvons supposer que l’'on a

1x = limg v, ponctuellement p-p.p. .

Nous pouvons supposer, puisque F' est involutif, que 1), est réelle en séparant les parties réelle
et imaginaire. Utilisant (ii), il suffit alors de définir

@y, 1= max [min (¢, ) ,0] et @y =¢p.

EXEMPLE 1 Silg € F pour tout K € R(X) , alors F' est un espace-test.

C’est évident par la proposition. O

EXEMPLE 2 L’espace K (X) , lorsque X est un espace localement compact, ainsi que € (J) ,
lorsque J est un intervalle de R , sont des espaces test.

Cela découle du corollaire et du cours d’Analyse [9], corollaires 15.15. ————————— O

EXEMPLE 3 Soit X un ouvert de R™ | ou plus généralement une sous-variété avec bord
de R™ . Rappelons que D (X) désigne l'espace vectoriel des fonctions complexes indéfiniment
dérivables & support compact dans X . C’est un espace-test.

En effet, soit (¢;,),-, une suite de K (X) telle que 0 < 1), < 1, et 1x = limy 9, ponctuelle-
ment (-p.p. , construite comme la suite (@), .y dans le corollaire ci-dessus. Or D ([supp 1,]°)
est une sous-algébre involutive séparant fortement les points de X , donc est dense dans
C° ([supp ¢)°) par le théoréme de Stone-WeierstraB, et ¢, € C% ([suppt,]°); il existe donc,
pour tout k > 1, un ¢, € Dg ([suppt)’) tel que [|¢, — |l < 4 . Choisissons encore
vy € D1 (X) tel que ¢, = 1, + 1 sur supp ), ; ceci possible par compacité car la fonction

1
_ ) e =P & |z2] <1
z) = X
p(z) { 0 sinon
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appartient D (R™) et supp p C B (0,1) (cf. cours d’Analyse [9], § 17.4). On a alors
1 1
_ong_d}k_% <§0k<¢k+% SYo+1< ¢, sur suppdy ,
donc ;| < g , et
limy ), = limy, (), — ¢¥,) + limg ¢, = 1 ponctuellement p-p.p. .

Il suffit finalement de remplacer ¢, par @7 pour pouvoir appliquer la proposition. —— [
Pk Pk
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Les fonctions localement absolument continues 1.5

1.5 Les fonctions localement absolument continues

Dans ce paragraphe J désigne un intervalle de R .

Rappelons la notion de fonction (localement) absolument continue et les résultats impor-
tants qui ont été démontrés dans le cours d’Analyse [9] : 15.19, 16.4 et 16.10.

DEFINITION 1 Pour tout a,b € R , soit

{ 1[a,b[ S a § b

lap = —1[1,7@[ b<a

)

la fonction caractéristique signée .

LEMME Soit J un intervalle de R .

(i)  Pour tout a,b,c € J , on a
1a,b + 1b,c = 1a,c .

(ii)  Une fonction f sur J est localement \;j-intégrable si, et seulement si, pour tout intervalle
compact [a,b] C J , la fonction 1,y - f est Aj-intégrable.

(iti) Si f € L (J) et [¢- fdr; =0 pour tout p € E, (J) , respectivement p € K, (J) ou

loc

pw €D, (J°), alors f =0 Aj-p.p. .

FEtant donné f € L _(J) , 7 € J et c € C, on consideére la fonction

loc

t
F:J—>K:t»—>c—|—/ f(s)ds::c—l—/lm-fd)g.

Alors

(iv) F est continue.

(v) F est croissante, si, et seulement si, f > 0 Aj-p.p. . En particulier pour que F soit
constante, il faut et il suffit que que f =0 \;-p.p. .

(vi) La classe de f est univoguement déterminée par F .
(vii) Si f est continue ent , alors F' est dérivable ent et F' (t) = f(t) .

Bien que la démonstration ait été faite en 15.19 du cours d’Analyse [9], donnons quelques
indications.

Démonstration de (i) C’est immeédiat.

Démonstration de (ii) La nécessité découle de la compacité d’un intervalle fermé, la
suffisance du fait que J est localement compact.

Démonstration de (iii) Cela découle du fait que € (J) , K (J) et D (J°) sont des espaces-
test (cf. exemple 1.4.2 et 1.4.3).
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1.5 Les fonctions localement absolument continues

Démonstration de (iv) I1 suffit d’appliquer le théoréme de Lebesgue : si (1), converge
vers t dans J , on a

limg 1,4, - f =1, - f ponctuellement et |1, - f| <1y - |f| € L'(\)) ,

ou [a, b] est un intervalle de J contenant (tx),.y - Il vient alors

limkF (tk) =c+ limk / 17'7151@ . fd)\J =c+ /hmk (17'7151@ . f) d)\J =

:C+/1T7t'fd)\J =F(t) .
Démonstration de (v) Si F' est croissante, pour tout s,t € J tels que s <t , on a

0< F(t)— F(s) :/1S,t-fdA=/1[s¢]-fdAJ.

Par linéarité on obtient [¢- fdA; > 0 pour toute fonction en escalier ¢ € £, (J) , donc f >0
As-p.p. par (iii). La réciproque et le reste sont immédiats.

Démonstration de (vi) Si, pour tout t € J , on a

t
F<t>=d+/g ot geLl, (J)

[r=r@r-Fe)= [

donc [1,;-f = f; (f —g) = 0 pour tout s,t € J , donc f = g par (iii).

alors

Démonstration de (vii) 11 suffit d’estimer en utilisant la continuité en ¢ :
F(s)— F(t) 1 / /
R O A : [
P f (@) s—t |/ f— f( |f=F(t
puisque | f (u) — f (t)| < € si u est suffisamment proche de ¢ . O

DEFINITION 2 Nous dirons qu’'une fonction F' du type

F=F(r /f pour un f € L, (J)

est (localement) absolument continue . L’ensemble de ces fonctions est désigné par AC (J) .
Nous dirons que f est la dérivée (en un sens généralisé) de F'; on la note OF .

Cette définition est bien posée puisque la fonction f est univoquement déterminée par F
a égalité )\ j-presque partout. C’est une généralisation, puisque toute fonction g contintiment
dérivable est localement absolument continue :

g<t>=g<r>+/g'<s>ds,

par le théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral (cf. cours d’Analyse [9], théoréme
9.9). On a donc dg = ¢’ . Ainsi CW (J) C AC (J) c C(J) .

EXEMPLE 1 Ona [id| , id" = max (0,id) € AC (R) et 9 ]id| = signum , 9id" = 1, .
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Les fonctions localement absolument continues 1.5

PROPOSITION  Soient J un intervalle de R , F,G € AC (J) et a,b € J . Alors

(i) Intégration par parties

b b b
/aF-G: [FG}—/ F.0G .

En particulier F -G € A(J) et
IO(F-G)=0F-G+F-0G .

(ii) Reégle de substitution Soient I un intervalle de R , ® : I — J une fonction locale-
ment absolument continue, I (a,b) l'intervalle compact d’extrémités a,b € I et

(:®(I(a,b)) — K.

51 ® est réelle croissante, alors 'image de OP - Aj(qp) par @ est Ap(r(ap)) €t ¢ €5t Ao(1(ap))-
intégrable si, et seulement si, (o ® - 0D est A\j(qp)-intégrable. Dans ce cas on a

3(b) b
/ (= / Cod-00 .
®(a) a

Plus généralement si (o ®-0P est Ap(qp)-intégrable, alors ¢ est 1o(q) o) - Ao (ja,b) -Intégrable
(ou bien \j(a(a),a@m))-intégrable) et on a la méme formule.
(iii) Soient I et J des intervalles deR et & : I — J , G : J — R des fonctions localement

absolument continues. Si ® est monotone, plus généralement si OG o ® - P est localement
Ar-intégrable, alors G o @ est localement absolument continue et on a

0(Go®)=0God b .

Démonstration de (i) En exprimant F' et G a l'aide de OF et respectivement 0G on
obtient des intégrales doubles. L’égalité découle alors du théoréme de Fubini comme nous ’avons
fait dans le cours d’Analyse [9], théoréme 16.4.

Démonstration de (ii) Cf. cours d’Analyse [9], théoréme 16.10.

Démonstration de (iii) C’est immediat par (ii) (cours d’Analyse [9], corollaire 16.10!).
U

EXEMPLE 2 SiF € AC(J),alors F € AC(J) et 8 (F) = OF . En particulier |F|* € AC (J)
et

O(|F|*) =0F-F +F-0F =2Re (OF - F) .

C’est immédiat puisque

f:;6:27sz+[ﬁ.

EXEMPLE 3 Si F,G € AC(J) et G>0sur J , alors £ € AC (J) et

oF _OF-G-F.9G
G- G2 '
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1.5 Les fonctions localement absolument continues

En effet il suffit de montrer que é € AC(J) et 8% = —g—%’ , donc, pour tout t € J , que

1 1 t oG

Gt G(r) J &

Mais 2§ € Ll (J) et grace a la régle de substitution on obtient
/taG_/G“) 1 _{ 1]6’(“_ 1 1
-G o i | g, G G

DEFINITION 3 Soient AC© (J) := Li.(J),df := f et, pour tout m € N,

ACT™HD (]) = {f e ACt™ (1) ) I f € AC (J)}

et
am+1f =0 (0™f)

ACTHY () c ¢™ (J) ¢ AC™ (J) .

THEOREME Ona :
(i) SiFeAC(J) et OF € L' (J) , alors
lim, ey F(a) et limy g5 F (D)

existent, i.e. F' posséde un prolongement continu o JU{inf J,sup J} , que nous noterons encore
par F' .
Pour tout 7,t € JU {inf J;sup J} , on a

F(t):F(T)+/t8F,

Si en plus F € L' (J) et 7 € {inf J,sup J} N {£o0} , alors F (1) =0, i.e. F € C°(J) ,

(ii) Généralisation de l’intégration par parties Si F,G € AC(J) et OF -G , F-0G €
L' (J) , alors

lim, ines (F-G)(a) et lim, gps (F-G)(b)

existent et on a

/ OF - G d) + / F-0G d)\ = limy gy s (F - G) (b) — lima_imey (F - G) (a) =
J J

sup J
= [F . G} .
inf J

Démonstration de (i) C’est immédiat en utilisant le théoreme de Lebesgue : étant
donné t € J et (t),oy une suite convergente vers 7 € {inf J,sup J} , on a

tg
t J

:F(t)+/limk1t7tk-8F:F(t)+/1t77-8F:F(t)+/ oF |
J J t
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Les fonctions localement absolument continues 1.5
puisque limg 14, = 1, Aj-p.p. et |14, - OF| < |0F| € L' (J) . Ainsi

F(t):F(T)+/t8F;

en passant a la limite cette formule est encore vraie pour ¢ € {inf J,sup J} .
Puisque F posséde une limite F' (1) en 7 € {£oo} , celle-ci ne peut étre que 0 , puisque
Fel'(J).

Démonstration de (ii) On a
O(F-G)Y=0F -G+ F-0GeL'(J) ,

d’ou Pexistence des limites par (i), donc
b
/OFG d)\+/F8G d\ = lima_,infjlimb_,supj/ 8(FG) =
J J a

= limg it 7 1My sup s ((F- G) (b) = (F- G) (a)) =
= limb_,supj (F . G) (b) — lima_,mfj (F . G) ((I) .
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1.6 Les espaces de Sobolev sur un intervalle

DEFINITION 1 Soient m € N et
H™ () = {5 e AC™ () } &¢ € L*(J) pour tout j = 0,...,m}

I’espace de Sobolev d’ordre m . Nous munirons cet espace vectoriel du produit scalaire

m

(1) = 3 (26| %) .

dont la norme est
€113 6y = D ll07€ 5 -
=0

OnaHO (J)=L2(J) et HY (J):={¢ € AC(J) | £,06 € L2 (J)} .

REMARQUE 1 Pour tout a,b € R, , on a
(a+b)? <2(a®+0%) ,
en particulier

€11, + (191, < V2. ||€||2,(1) pour tout § € HW (J) -

En effet 'inégalité est équivalente a (a —b)> > 0! O

THEOREME

(i)  H™ (J) est un espace de Hilbert.

(i) Si & € HW (J) , alors & posséde un prolongement continu o J U {inf J,supJ} . Si T €
{inf J;sup J} N {Zo0} , on a (1) =0, i.e.

HW (1) cc®(J) .
(iii) Inégalité de Sobolev Pour tout e > 0 et tout ¢ € HM (J) , on a
1 1
<K|l—+—-]" +e-||0¢|l,
el ( — ) el + < 2],

en particulier

1
el < V2 (1+ . (J)) el -

En outre l’injection canonique
HW (1) — C° (J)
et, pour tout t € J U {inf J,sup J} , la forme semi-linéaire

) 1 € — (Ele) =€) : HW (J) — K
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Les espaces de Sobolev sur un intervalle 1.6

sont continues.
(iv) L’injection canonique
HOWD () < €0 () 61— €
ou
CmO(J):={fec™ ()| ofec’(J)}

est muni de la norme f — HfHOO’(m) = max;—o,..,m Ha]fHoo , ainsi que la dérivation

9 HY () — HM™ (J) @ € — O€

sont continues.

Démonstration de (i) Montrons que H™ (.J) est complet par récurrence. Le cas m = 0
est clair, puisque H® (J) = L2 (J) est complet (cours d’Analyse [9], théoréme de Riesz-Fischer
15.14). Supposons donc que H™ (.J) est complet et soit (&) ey ©st une suite de Cauchy par
rapport a HHQ( ; cela signifie que

m+1
m—+1 . . )
1€ — €ll|§7(m+1) = Z Hajﬁk — 8%,“2 — 0 lorsque k,l — oo .
=0

(€1) ey €st donc une suite de Cauchy dans H™ (.J) qui converge vers £ € H™ (J) et il en est
de méme de (0™11,), .y dans L? (J) qui converge vers n € L*(J) . Comme 9™¢, € AC (J) ,
pour tout ¢, 7€ J , on a

0" (t) — 0"E (1) = / amHﬁk = (1r,t| amHﬁk) — (14|n) = / n,

la suite (0™&;, — 0™&,, (T)) ey converge ponctuellement vers la fonction localement absolument
continue ff n . Mais puisque (0™&},),cy converge vers 9™¢ dans L? (J) par Phypothese de récur-
rence, le théoréeme de Riesz-Fischer montre qu’il existe une sous-suite « telle que (amga(,)) e
qui converge ponctuellement A ;-p.p. vers 0™¢ . Si 7 est un tel point, pour A -presque tous les
teJ,ona

/Ttn = lim,, [8’”& (t) — 9™&, (T)} = lim, [8m§a(,) () — 0™ (T)} _

= limy amﬁa(l) (t) — limy amga(l) (7-) = am&- (t) - am&- (7-) )

par modification de 9™ sur un ensemble \;-négligeable, la formule ci-dessus est valable pour
tout ¢ € J (donc aussi pour tout 7 € J!) et on obtient 0™¢ € AC (J) , 0™ =n e L2(J) .
Ceci montre que & € H™ Y (J) et

m—+1 m
; 2 ; 2 m 2
1€k = €115 miny = D 1076 = %€ll, = Y1107, — €]l + [|0™ € = nll; — 0,
=0 =0
donc (&},),ey converge vers £ dans H™ ) () .
Démonstration de (ii) Si J est borné, on a L? (J) C L' (J) par I'inégalité de Cauchy-

Schwarz, puisque pour n € L?(J) , on a
3 )\ ?
J=frms ([0 ([uF) <o
J J J J
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d’ou le résultat par le théoréme 1.5.1.
Etant donné & € HM (J) , on a &,0¢6 € L2 (J) , donc
o()=0(6-¢)=0¢-€+€- 0L (J) ,

et si 7 € {inf J sup.J} N {£oo} , alors |¢|* possede une limite |£]* (7) en 7 qui ne peut étre que
0, puisque |¢]* € L! (J) . Mais ceci montre que & (1) =0 .

Démonstration de (iii) Soit € € HMW (J) . Pour tout a,b € J , nous pouvons supposer
que a < b, il existe 7 € ]a, b] tel que

o 1 [T
EOF =52 [ K
donc
O < el
Puisque [£]° = €-6 € AC(J) et O ( 5) — 06 - £+ €-0¢ € L' (J) , le théoréme 1.5.i montre

que pour tout t € J U {mf J, sup J} , on peut écrire

@ag+g«%ﬂ<

|5<t>|2=|s<r>|2+/ 9(E-€) < e +

<lEMPEr2. / €] 106 < —— - €l2 + 2 [IEll, - 19€]l, <

1 1 ’
<([= +5] el +e-lloel )

donc que

1 1
HgHoo,JU{ian,supJ} < {ﬁ + g} ’ H€H2 +e- HafHQ :

En passant & la limite on obtient

1 1
HgHoo,JU{ian,supJ} < (W + g) ’ H€H2 +e- HafHQ :

En particulier, pour e =1,

1 1
HgHoo,JU{ian,supJ} < (1 + \ (J)) ' (HgHQ + HagHQ) < \/é ' (1 + )\ (J)) ' H€H2,(1)

par la remarque 1 ci-dessus. Ceci montre que l'injection canonique H™ (J) — C° C] ) et |eq)
sont, continues, puisque

|<€|€t>| < HgHoo,JU{ian,SupJ} :

Démonstration de (iv) Pour tout &€ € H™ (J) et j =0,...,m , (iii) montre que

€I, <5 1€l ) = 5 (1€l + 1077 6) < 5 Belinen
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donc ||€]] o my < €5 - H§H2 (m11) - Finalement on a évidemment

m+1

|3§H2 Z Haﬁlfﬂz Z Ha]6H2 H€H2 (m+1)

0

REMARQUE 2 Est-ce que la constante \/ﬁ + % dans l'inégalité de Sobolev est la plus
petite constante C. possible, donc telle que
€]l < Ce - lI€lly + - 18], 7
Considérons sur l'intervalle J la fonction constante 1 . On a ||1|| =1, |[|1]|, = \/A(J) et
|101]|, = 0 . Ceci montre que C. > —— .
AJ)
DEFINITION 2 On pose
HWO () ={£eHW (J) | £(inf J) = £ (sup J) = 0} .

COROLLAIRE HWO (J) est un sous-espace de Hilbert de HM (J) .
Si J est borné, on a l'inégalité de Poincaré

lell, < 22 jogl,  pour tout & € 100 ()

En effet
H(1)70 (J) = Ker |gian> N Ker |€sup J>

est un sous-espace vectoriel fermé, donc complet.
Pour tout t € J , on a

€)=

1 t sup J
<3 ([ 1o+ [ w0e) =3 [ 1061 <5 VAT - 10l

1 1
613 < 5 - A()- 1€l [ 1= 32 logl;

(1€ (t) = & (inf J)[ + [ (sup J) — £ (t)]) <

N | =

donc
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