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Hilbertraum-Methoden und Anwendungen

Loésungsblatt 5

Aufgabe 1
(a) Da ¢ und ¢ orthogonormiert sind, folgt mit dem Satz von Pythagoras
lp £ 9* =2
und
(p+|o—¥)=1-0+0—1=0"!
Da

e+ =1
RV IR,

folgt die Behauptung.

(b) Nach Blatt 4, Aufgabe 3 sind alle Abbildungen im folgenden Diagramm surjektive Iso-
metrien :

L7 ([-11]) — L*([0,1])
L2([0,1])) — L2([-1,1]) — H
L3 ([-1,1]) — L*([0,1])
£ Z-fo () gl — V2
Da nach Analysis III
(er) ez = (exp (2mikid)), .,

eine hilbertsche Basis von L? ([0, 1]) ist, ist dann

1 2 kld_+1) ( 1 kd>
— e , also auch | — - ™"
<\/§ keZ V2 keZ

eine hilbertsche Basis von L% ([—1,1]) . Nach (a) ist
1 pmikid 4 1 pmikid

o) /2 B SN :
NG = (cos (rkid) , sin (7kid))

fiir alle £ € N* ein orthonormiertes Paar und

(ﬁi%-ﬁm“E(ﬂi%-e”Md:C-aswkﬁ)EC-wﬂwMQ.
Damit gilt
L*([-1,1]) = EC-L . gmikid :(C-L = ( g [(Ci .e“’f'idaa(c.i .e—m'kddD _
kEZ /2 V2 LEN* V2 NG
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Hilbertraum-Methoden und Anwendungen Losungsblatt 5

keN*

—C-—m ( i [(C-cos(wkid)aacc.sm(wkid)D -

=C.—=H ( H (C~cos(7rk:id)) H < H (C~sin(7rkid)> ,
keN keN
also

2 = i - cos (ki
L2([-1,1) =C ﬁaa(kg%*c (kd))

und
L2 ([-1,1]) = B C-sin (mkid) .
e
Schliefllich sind
(\/5 - cos (mk id))

hilbertsche Basen in L? ([0, 1]) .

(c) Zuniichst beachte man, da8, da 0 glatt ist, jede Losung f € AC® ([0,1]) automatisch in
C@ ([0,1]) liegt.
Falls A > 0, liefert Analysis, 12.14 folgendes Fundamentalsystem von Lésungen:

Cos (\/X : id) und sin (\/X : id) :
Die allgemeine Losung f ist in diesem Fall also gegeben durch

f(t) =acos <\/Xt> + bsin (\/Xt>

bzw. <\/§ -sin (7k id))

keN keN*

mit
a:f(O):O:f(l):bsin(\/X) .

Es folgt fir b # 0 , daB v A = 7k mit £ € N* . Das heifit, die allgemeine Losung des
Randwertproblems ist « - sin (7kid) , wobei v/A = mk . Ansonsten gibt es keine nicht-triviale
Losung. Hauptsatz 2.5 ist hier nicht anwendbar, da ¢ = —\ < 0 wiire.

Ist nun A = 0, so ist trivialerweise

1 und id
ein Fundamentalsystem von Losungen. Falls nun eine Losung f durch
ft)=a+0t

gegeben ist, folgt

also ist f = 0 die einzige Losung.
Ist schliefllich A < 0, so ist

ot V/IAd
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Hilbertraum-Methoden und Anwendungen Losungsblatt 5

ein Fundamentalsystem von Losungen. Falls nun eine Losung f durch
f(t) = aeVPid 4 pe—V/MHid
gegeben ist, folgt
a+b=f(0)=0=f(1) = aeVP 4 pe= VIV :

also b = —a und somit 0 = a - (e\/W — e’\/m> ; daraus folgt a = 0 = b , Die einzige Losung
ist f=0.
Man hiitte auch wenn A < 0 auch Hauptsatz 2.5 mit p=p=1,9g=0und ¢g=—-A >0
anwenden. Das Randwertproblem ist somit eindeutig 16sbar und die einzige Losung ist f = 0 !
Man kann nun sagen, daB man den auf H\” (]0,1[) € L2([0,1]) definierten Operator 0
in der in H[()Q) (0,1[) enthaltenen hilbertschen Basis (sin (7kid)),,von L* ([0, 1]) diagonalisiert
hat. Der Eigenwert des Eigenvektors sin (rkid) ist m2k? .

Aufgabe 2
(a) Es gilt
B,1(z) = (Z) at(l-a)" =l o) =1
k=0
Weiterhin
~ k-n! e
B,id(z) = 2 T I H R (1— )" =
n—1 n 1
= ( ! ) Q- =+ 1-2)" =2
k=0
(b) Es gilt
n—1
k-(n—k)-n! e
B, [id (1 —-1id)] (z) = 22 ((n — k‘))! o (1 —z)"F =
n—1
_ (7’L — 1)' k n—k
B SR Iy
n—1 <2 /n-2 1
_ o Lkt n—k-1 _ 4t -
L) (s
Insbesondere gilt
1 1
— = _. — < —
F @) = Buf @) == Je (1 =) < - — 0,

also die Behauptung.
(¢) Da B, linear ist, folgt mit

fy(m):(y—x)2:y2—2yx+x2:y2—2yx+x—x(1—x) ,
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Hilbertraum-Methoden und Anwendungen Losungsblatt 5

daf3
B.f, (z) = y* — 2yB,id (z) + B,id (z) — B,id (1 —id) (z) =
9 1
=y —2yr+zx—(1——=)-z(1—2),
n
also
0< x——1 - 2t (1—2)"" =B,f. (x) =
n k
k=0
1 1 1
= 2?2 — 272 —(1==) - z2(1=2)== —-1)<—
x + < n> z(1l—x) - z(x—1) ym
Aufgabe 3

(a) Sei C =|f]l,, - Dann gilt

‘f(x)—f(ﬁ>‘<20<

n

2C
i
(b) Seie > 0. Wihle 6 > 0 derart, daf3

1\ 2
(:U - ﬁ) fir alle k€ B, (9) .

|f(u)—f(v)|<E wann immer |u —v| <6 .

2
Dies ist moglich, da f auf [0, 1] gleichmifig stetig ist. Sei ng € N* | so daf§
c 1

2_(52710

€
5 -
Nehme z € [0,1] . Es gilt fiir alle n > ng , wobei A4, (6) und B, (§) fiir z wie in der Aufgabe

definiert sind,
r-1(2)] (1) 0o <

X

n

|f (2) = Buf ()] <

k=0
9 n k n—k 2C k 2 n k n—k
<§- Z <k>m (1—1x) +?- Z (x—ﬁ) iy 2t (1—x)"" <
k€A, (5) k€By(5)
€ C
<-=-B,1 <Le.
R Bnl @)+ o5, S €

Da x € |0, 1] beliebig war, folgt die Behauptung.
(¢) Die Abbildung

r—a

v :la,b] — [0,1] s 2 — —

ist offenbar eine affine Bijektion, also ein Homéomorphismus. Damit ist

C([0,1]) — C(la,b]) : fr—fony
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Hilbertraum-Methoden und Anwendungen Losungsblatt 5

auch eine Bijektion und
If 07||oo,[a,b] = ||f||oo,[o,1] :
Da
P([0,1]) oy =P ([a, b])
und P ([0,1]) dicht in C ([0, 1)) , ist P ([a, b]) dicht in C ([a, b]) .
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Losungsblatt 6

Aufgabe 1
(a) Das Polynom

d(p-p)
p

q = =di-p
hat Grad 1 und

dy - p-ps =0 (p-p2)=3[3(p-p)-p+p-p-3p] =3[p-p-(q+8p)] =

=p-q-(q+0p)+p-p-0(q+9p) ,

also
p-Pp=dy-pr—q*—0(q-p) -
(b) Ist aber degp > 2, so folgt

deg (p- 0°p) = degp + degp — 2 > degp = degd (¢ - p) =

:deg(dg-pg—qz—p-a%) :deg(p-32p) 5
da deg (dy - p» — ¢*) < 2. Dies ist ein Widerspruch.

Aufgabe 2
(a) Es gilt
k+1 (. k [ 0P k(&
O (pp*) =0 p-?? (pp") =7-5 (pp*) + p - diOp
und wegen
0
P20 — dipy —op
p
folgt
— . — . = _@ .ok K . ak+1 k _
dp - Lpr, = O (pp - dxOpr) = 0 p O (op*) +p- 0" (pp*) ) =
_ (32]7 _ dlapl) .ok (ppk) +(20p — dipy) - gk+1 (ppk) Tp. 9t (ppk) .
(b) Es gilt
pd (p- ") = (pOp + kpdp) - p* = [dipy + (k — 1) Op] - pp* .
Insbesondere

0" (00 (pp*)) = 0" [(dips + (k = 1) Op) - pp*] . (+)

21



Hilbertraum-Methoden und Anwendungen Losungsblatt 6

Nach Aufgabe 1 (ii) ist degp < 2 und folglich deg [d1p; + (kK — 1) dp] < 1 Durch Anwendung
der Leibnizformel auf beiden Seiten der Gleichung (x) folgt

k(k+1)

p- 02 (pp") + (k+1) - 9p- 0" (pp") + —=;

-0p - OF (ppk) —

= (dip1 + (k—1)8p) - 0" (pp*) + (k+ 1) - (diOp1 + (k — 1) &°p) - 0" (pp*) .
Damit

k
Durch Einsetzen in die Gleichung aus (i) folgt

1 kE(k+1 k—1
Lpy = _I [kdlalh (% - k) 5213] -0 (Ppk) =—k- [dlapl + 7824 “Pr s

also die Behauptung.

Aufgabe 3
(a) Die Abbildung

®:L2(]0,1[, (—In)*) — L* (R}, p) : f+—> foe ™
ist eine Isometrie, da

e~ id [(_1n)a . A[O,l}} —ide - ’detae—id} ')‘ﬂh _ p’AR+ .

1 o0
/ (—In)® d)\:/ id* e 4 dX .
0 0
Fir -1 <a<0ist

0o ) 1 00 $a+1 1 o 1 1
0 </ id* e dA é/ xadac—k/ e dr = — [e—x] = <00,
0 0 1 a+1], 4 1 a+l e

Fiir > 0 gibt es ein x¢ , so daB (1 + z?) 2% * < 1 fiir alle z > =z , also

o id A 0 T (:i.l‘ T

Damit ist das Ma8l (—1In)® - A 1| beschréinkt. Das Intervall ]0, 1] ist beschréinkt, also ist P in
L?(]0,1[, (—1n)®) dicht, die Folge (id"), .y also total. Deren Bild (e"’“d)neN unter ¢ ist somit
in L? (R, p) total.

(b) Es gilt

Insbesondere gilt

( ) [J_l a+k—l)] SdRT L (—1)F
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Hilbertraum-Methoden und Anwendungen Losungsblatt
Wegen den Orthogonalitétsrelationen L,(f) 1L Pp_; folgt
1k k
(@) 7 (@) id*- (-1)"| ()
(1)) - (2 ) -

1)k oo ik ‘ 1 [ o* (id* _
_ ( k') / lki' . ak: (idcx-f—k .efld) A\ = g E; ) . ida+k .efld A\ =
. O . . 0 .

1 * otk —id 5y _ @+ )
—H~/0 id*™.e7 N dA = ]

und somit die Behauptung.
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Aufgabe 1

(a) Nach Hauptsatz 3.2 geniigt es, die Parseval-Gleichung zu zeigen. Die Behauptung folgt,
indem man
6—n-id>
1 a!

—nid||2 > a —(2n+1)-z . /OO « —y .
e = xr -e de = - € d = .
I H2,p /0 (2n+ 1) Jo Y Y (2n +1)**!

—n-id

C — (E](Ca)

setzt. Fir alle n € N gilt

Der k-te Fourier-Koeflizient von e ergibt sich zu

T(@)| _—nid) _ k! X > (@) P _
(Lk e >_1/(a—|—k)! /o L7 (x)-e p(x) de =
k! L [ e/ atk - e
— - .. (0% . xr . nmd —
Va+r /0 OF (a7 ) e da
—1)F o0
_ ( ) / T -‘rk.e—x.ak (e—n-x) dr =
VE - (a+ k) Jo
:n—k/oox _Hc.e_(n"'l)'xda’;:
VE - (a+ k) Jo
n* * otk
s . @ -e_yd g
(@t B) (n+1)° /0 Y Y
n* (a+k)! _ et k) 1 ( n )k
K- (a+ k)l (n+ 1)°HFH Ko (n+1) \n+1)
Es gilt aber mltt—(?) € [0,1]
(n+1)*" Cet]) | o ( a—l) R - a+k:) ( n )2k
L A —1)F 2k = :
(2n +1)*™ (- kz_; ) a; ! n+ 1
da
<a+k)_ﬁa+k—j+1_(_1)k.ﬁ—(a+1)—(l€—j+1)+1
e ) TUT 1 j
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Hilbertraum-Methoden und Anwendungen Losungsblatt 7

= (—1)"-

k

_(a+1)—z'+1:<_1)k_(—(a+1)) ’

1 p k

(2

wobei die Substitution ¢ = k — j + 1 angewandt wurde. Dies zeigt die Parsevalrelation und
damit die Behauptung.

(b)  Offenbar bilden die Z,(f) ein Orthonormalsystem. Es reicht also Totalitdt zu zeigen. Da
(e7™), o In L2 (R3, p) total (Blatt6, Aufgabe 3.a) und e~ im Abschluss des Aufspanns der

Ll(f‘) nach (a) liegt, folgt die Behauptung.

Aufgabe 2
(a)  Definiere
S¢ =& firalle €e L2 (]R, e_id2> .
Es gilt S? = 1 und
IS€l* = [ ¢ (=)l e da = [ fe @) e dz = el
R R
Damit gilt fir P, =1(1+S5),daB P, + P =1,

1
P2 = (115)2:1(2123):&: und P,P.=(1+8)(1-9)=1-58*=0,

| =

sowie
1
1Pell < 5 XS <1

also sind Py orthogonale Projektionen, deren Bilder L2 bzw. Lg orthogonal aufeinander stehen

und deren Summe ganz L2 (]R, e idz) ist.

(b) Esgilt (0id?) o/ =¢ auf R* fiir alle £ € L? (]Ri, id~2 'e_id> , also ist die Abbildung
surjektiv. Isometrie gilt wegen

Lle@)f e de=2 [Tle@)f e [l ot a.

(c) Es gilt % - (id-€ 0id?) o /- = Lauf R fiir alle £ € L2 (Ri,id% -e_id> , also ist die

Abbildung surjektiv. Isometre gilt wegen

/R|x-§(:v2)‘2 e dz = 2/Ooox2 ‘5 (x2)‘2 e dr = /OO 1€ (2)]? ror e dy .

0
~11
(d) Bezeichne die Isometrien aus (i) und (iii) mit I . (L,j?) sind hilbertsche Basen von

(sl
L2 (Ri, idTs e id) nach Aufgabe 1, also sind Iingiz) hilbertsche Basen von Lf] Ju - Dies ist
die Behauptung.
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Hilbertraum-Methoden und Anwendungen Losungsblatt 7

(e) Setze

7D P

pak = 1 Ly, und  pory1 =1Ly,
Die (py) sind eine Familie von Orthogonalpolynomen in L? (]R, e~ id® , ebenso die Hermitepo-
lynome (Hj) . Daher gilt Hy, € K- p, und die (Hj) sind total.
1 1
(f)  Der Leitkoeffizient von Hj ist 2% , der von L,giz) ist ( . Da Hy, € K- I+L( ) und

1
Hoyp iy €eK- 1T _L£+2) , reciht es, die Leitkoeffizienten zu Verglelchen. Es folgt

Hyp, = (—1)F - k! - 4% L,E‘E) 0id?
und

Hopyy = (—1)F - k- 22841 1 4q .L,EW) oid? .

Aufgabe 3
(a) Gibees f € Lj, (X) mit |0,) = |f) , fiir alle p € D (X \ {z}) wiirde gelten
(ol f) = (plbz) = (x) =0 .

Da D (X ~\ {z}) ein Test-Raum bzgl. Ay ist, folgt f = 0 in Li (X \ {z}). Dies gilt aber
immer noch in L

loe (X) und ist widerspriichlich, da einy € D (X) existiert , so daf3 (x| 6,) # 0
(b) Es gilt

0'signum = Agignum = 200

folgt die Behauptung aus (a). Elementar gilt fiir alle ¢ € D (R)

(| Osignum) = — (| signum) / / = (| 260) .

(c) Gabees f € L. (R), so daB |9?signum) = |f) , sei F' € AC (R) mit OF = f . Es folgt

0 (0signum —F') = 0 und somit ist Jsignum —F' eine konstante Funktion nach Satz 4.4, d.h.
dsignum € Li  (R) und die Behauptung folgt aus (b).

Aufgabe 4 Fiir alle € € R gilt
lg (e -id) - f] < llgllo - [f]

so dafi sich der Satz von Lebesgue in folgender Rechnung anwenden 1483t :

limg_)o/g-fE A\ = 1im8_>0/g(5-m) - f(z) de =

~ [tinalg(eo) f @) do= [9(0)- far,

Dies liefert das Verlangte.
Funktionen g € D (R") erfiillen die Voraussetzungen an ¢ im ersten Teil und dieser zeigt

lim, o (g] fe) = 9(0) = (g| o) -
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Losungsblatt 8

Aufgabe 1 Es geniigt zu zeigen, dafl die Differentialgleichung O = v eine Losung besitzt.
Dies ist gleichbedeutend, da8 fiir alle ¢ € D (J) gilt

(Ylv) = (¥]0p) = = (9| )
d.h. p ist auf 0 (D (J)) durch
O — — (Y[ v)
festgelegt. Es gilt aber
D(J)=KerA;&C-x

<o

o= o= Tel) o] +TelA x=0 | o =Telh) x| +TelA) x

fiir ein x € D (J) mit (x| As) = 1 und somit ist fiir jedes a € K

urD(ef)—>K:90~>—</i<> [@-W'x}

nf J

1/>+<90|—)\J)-0z

eine Distribution in D (J)* , die die Differentialgleichung erfiillt. Es ist nicht nétig nachzuprii-

fen ! Aber zum Geniessen
[ Joe-TaeT53 4

< nf J

da (8p|As) =0und [, 0p=¢ .

(plOp) = — (Op| ) =

> BT = (elv)

Aufgabe 2 Sei 0 < g — 0 und ¢ € S (R) . Dann gilt mit Lebesgue

eiomtl) =~ [Tt =t ([ 5 i+ [T ) -

:—limk<[m-ln(—t)}sk —/_akgp(t)@+ P@ mi]” _/:m‘“) _

0o t t=cg

: _ ek ——dt
= limy, [g@-lnH] + et)—| .
€k RN]—¢ep ekl 13

Nun gilt fiir alle K € N

[¢'1n|"]5_kak N 90(5’6)5;90( ) “epIneg + ('0<_€k_)5;90<0)

'€k1n6k .
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Hilbertraum-Methoden und Anwendungen Losungsblatt 8

Es gilt

lim, 7 (iﬁ?ig; p(0) _ 35 0)

sowie mit der Regel von de ’'Hospital

limk (8k In Ek) =

also folgt die Behauptung.

Aufgabe 3 Durch Induktion geniigt es zu zeigen, dafi fiir j = 1,...,n und (1d>%
die Funktion Ff partiell differenzierbar bzgl. x; ist. Da Ff = [ 6’27” (diz) . f (z) dw

19, (2049 £ ()] = |z - e 20D L f ()| < |y - |f ()] < <x>% f ()]

-|f| € L* (R") folgt die Behauptung aus Analysis, Hauptsatz 15.5.

(SIS

und (id)

Aufgabe 4

(a) Die Abbildung d hat sicherlich positive Werte, ist symmetrisch und translationsinvariant.
Sind ¢ # 1, so ist

d () Z min (po (o —¢),1) = min ([l — ¢[[,,1) > 0.
Sind ¢, 1,y € F , so gilt fiir alle k € N
pe(p—=v) <pr(e—7)+pm(vy—¢) .
Falls also py, (¢ —7),pk (¥ —7) < 1, folgt
min (pi (¢ — ), 1) = pr (¢ —¥) <pr (e —7) +px (v —¥)

= min (px (¢ —7),1) +min (px (v —¢), 1) .
Falls (E px (¢ — ) > 1, so gilt
min (px (¢ — %), 1) <1 <14 min (pr (y — %), 1) = min (px (¢ — ), 1) + min (px (v — %), 1) .

In jedem Fall

i (9~ 4),1) Sd(p0) +dre)  furalle beN.

Die Dreiecksungleichung fiir d folgt sofort.
(b) Sei0<e<1. Istk fest, so ist

{¢€F‘M%w<—£T}C&A%d-

k+
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Umgekehrt sei n € N mit —= < e, dann ist

+1
() By, (p6) C{e € F | d(p,¢) <e} .
k<n

Ist jetzt (¢;),ey € S (R™) und gilt ¢ = lim; ¢, bzgl. d , so existiert fiir alle £ € N und

e>0ein N € Nmit d(g,p) < mm(sl fir allel > N ; daraus folgt pr (¢, — @) < € fiir alle
[ > N ,dh ¢ =Ilim;p, bzgl. py . Umgekehrt gilt dies fur alle k£ € N und ist € > 0 gegeben,
wihle n € N | so daf3 %ﬂ < e . Es existiert dann N € N | so daBl py (¢, — ) < ¢ fiir alle k < n
und [ > N ; somit folgt d (¢}, ¢) < e, d.h. ¢ =lim; ¢, bzgl. d .

(c)  Seien (¢;),cy eine d-Cauchy-Folge, e > 0 und k € N gegeben. Es gibt ein N € N mit

1 €
- < d ) <
L (o1 = ¢m) < d (o, 0,) 1

fir alle [,m > N , also gilt

1001 = ¢ lloe < [0 0% (01 = )| <1 = o) <&

fiir alle @ € N mit |a|, < k . Damit ist ¢ := lim; ¢, € C(*) (R") |

Pr (@) < pr(on) + e (oy — ) < 00

und

() - 0% (o= )| = limmsv

o0

()t 07 (o= )| <
d.h. ¢ € S(R™) und lim,; pg, (p; — ¢) = 0 . Damit gilt ¢ = lim; ¢, bzgl. d nach (b).
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