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2.1 Grenzwerte

2.1 Grenzwerte

Dies ist der zentrale Begriff der Analysis.

BEISPIEL 1 Seif::%:Ri—ﬂR:xH%.

57

Gr f

0 1 2 3 4 5

Ist = "nahe bei 0 7, so ist f (x) "nahe bei oo ” und ist = "nahe bei 0o 7, so ist f () "nahe
bei 0 7. Wie sollen wir diesen Begriff "nahe bei” prizisieren 7

DEFINITION 1 Es sei r € RY gegeben. Fiir x € R definiert man
Ur(x) =[x —r,x+7]

und

(a) Wir sagen, da8 y € R liegt r-nahe bei x € R , falls gilt
y e U, (x) ,
d.h. fiir

(i) zeR, falls
r—r<y<s<c+r,
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Grenzwerte 2.1
(i) =z = o0, falls
<y,

(i) == —o0, falls
Yy —r.

(b) Eine Menge V C R heit Umgebung von z € R , falls r € R existiert, so daf
VoUuU (z) .

(c) Ist ACR,sosei Ader Abschluff von A die Menge aller z € R, so daB fiir jede Umgebung
V von zx gilt

ANV £
oder fiir alle » € R gilt
ANU, () #0 .

BEMERKUNG 1 Wichtig sind kleine Umgebungen. Wenn man in R arbeitet, benutzt man
e statt r . In diesem Fall sind die e-Umgebungen klein fiir kleine ¢ > 0 . Fiir o0 sind die
r-Umgebungen klein fiir grofie r .

BEMERKUNG 2 Es gilt immer

ACA.

BEISPIEL 2 Sind V; und V5, Umgebungen von € R , so ist V; NV, eine Umgebung von z .

Seien fiir j = 1,2 reelle Zahlen 7; > 0, so daB U,, () C V; . Ist z € R, so definiere
r:=min (ryre) . Dann gilt

[z —rx+r]=[z—r,z+1Nx—ry,z4+r] CVINV;.

Ist © = 00 , so definiere 7 := max (r1,73) . Dann gilt

[, 00] = [r1,00] N [rg,00] CVINV; .
Analog fiir x = —c0 . 0
BEISPIEL 3 Es ist
10,1[=[0,1] .
Denn : Ist z > 1, so ist U, (z) = [1,2x — 1] disjunkt von ]0,1[ , also = ¢ ]T_l[ Analog
iﬁi g < 0. Schlieflich fiir alle r € R ist U, (1)N]0,1[ 5> 1 —min (r,3) , also 1 € |0, 1] Analog

DEFINITION 2 Sei D C R, f: D — R eine Funktion und a € R mit a € D . Dann heifit
b € R Grenzwert oder Limes von f fiir x gegen a , wenn gilt :
Zu jeder Umgebung V' von b existiert eine Umgebung U von a mit

reDNU = f(x)eV,

Claude Portenier
Wolfgang Gromes KONVERGENZ 39



2.1 Grenzwerte

d.h.
f(Onu)cVv,
oder fiir jedes r > 0 existiert ein s > 0 mit
reDNUs;(a) = f(z)eU.(b),
d.h.
f(DNUs(a)) C U (b) .
Man schreibt dann

b=limps, .o f () =lim, ., f(z) oder f(z)—bfirx—a(xeD).

BEMERKUNG 3 Die erste Formulierung hat eher geometrischen Charakter, wihrend die
zweite eine analytische Interpretation liefert.

BEISPIEL 4 Fiir die Funktion 1+ Sii—dn r— 14 % : Ry — R konvergiert 1+ % gegen
1 fiir x gegen oo :

0 20 40 0 20 40

e=0,1Tund r > 10 e=0,05und r > 20

1.19

N A a
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099 100 200

€=20,01 und r > 100
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Grenzwerte 2.1
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500 1000

€ =0,001 und r > 1000

BEISPIEL 5 Seien D C ]0, 00| mit 0,00 € D und
—:D—R:zx+—— l .
id x
Es gilt

) 1 ) 1 ) 1 ) 1
lim, o0 g (x) = limg o0 — = 0 und lim, g () = lim,_g — = 0 .

Fiir die erste Aussage sei € > 0 gegeben. Gesucht ist ein 7 > 0 mit

T E€DNU(00) — = (2)eU.(0) .

id
Da % 0 fiir alle x € D , sind folgende Aussagen sukzessiv dquivalent :
~ (@) € V.0
id
1
“<e¢
x
1
T = — .
€

Fiir r = L folgt aus x € DNU, (00) , d.h. z > 1, daB = (x) € U. (0) . Man beachte, daf r von
¢ abhéngt.

Fiir die zweite Aussage sei jetzt r > 0 gegeben. Gesucht ist ein £ > 0 mit

1EDAU.(0) — ~(2)el(c0) .

id
Da % 0 fiir alle z € D , sind folgende Aussagen sukzessiv dquivalent :
1
—(2) € Uy ()
1
x
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2.1

r abhéngt.

42

Grenzwerte

0

1
r<—.
r
Fiir e = 1 folgt aus x € DNU.(0) , dh. 2 < 1, daB % (z) € U, (c0) . Man beachte, daf e von
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Rechenregeln fiir Grenzwerte 2.2

2.2 Rechenregeln fiir Grenzwerte

DEFINITION 1 (Rechenregeln in R ) Fiir ¢ € R sei

c+oo=o00 fallsc# -0,
c—oo=—o0 fallsc# o0,
c-oo=o00 fallse>0,

c-oo=—o00 fallsc<O,

£ 0 falls ¢ # 400 .
+o0
Die Fille
©—00=00+(-00) , £oo-0 , = , —
sind nicht definiert.

Man beachte, daB R kein Korper ist !

HAUPTSATZ Seien DCR, f,g: D — K,a € Kunda € D; . Ezistieren lim, ., f (z)
und lim,_, g (z) und ist die rechte Seite in R oder C definiert, so gilt :

(i)  Faktorregel
limg o (- f (2)) = a-limg o f (z)
(i1) Summentregel
limg—q (f (2) + g (2)) = lime—q f (2) + limza g (z) -
(i1i) Produktregel
limg o (f (2) - g (2)) = limgq f (2) - limy—a g ()
(iv) Quotientenregel

f@) limaf (@)
g(z) lim,_,g(x)

lim,_.,,

, falls  lim, ., g(x) #0 .

Falls lim,_, g (z) =0, aber g > 0 in einer Umgebung von a , bzw. g < 0 in einer Umgebung
V won a , so gilt

f(x)
g9 (z)

(v) Einsetzungsregel Seien C CR , h:C — R undc € C , so dafi h(C) C D , d.h.
f o h ist definiert. Falls

lim,_,,

= do0-lim, ., f(z) , falls lim, ., f(z)#0.

lim, ..h(u) =a,
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2.2 Rechenregeln fiir Grenzwerte

so gilt
lim, . f (h(u)) =lim, ., f (z) .
Man sagt auch, daff man die Variablendnderung x = h (u) durchgefiihrt hat.
Exemplarisch werden die Beweise fiir (ii) und (iii) in manchen Fille durchgefiihrt.
Beweis von (ii) fiir b :=lim, ., f () € R und lim,_,, g (z) = o0

In diesem Fall ist lim, ., f (z) +lim,_, g (x) = 0o definiert. Sei V' eine Umgebung von oo ,
z.B. V = [r,00] , gegeben. Gesucht ist eine Umgebung U von a , so dafl

rel = f(x)+g(x)eV.

Da f (x) gegen b := lim,_., f (z) fiir z gegen a konvergiert, existiert (zu € = 1 ) eine Umgebung
Uy von a , so daf3

rely; = b—1<f(x)<b+1.

Da g (z) gegen oo fiir x gegen a konvergiert, existiert (zu max (r,7 — b+ 1) > 0 ) eine Umgebung
U, von a , so dafl

rely,, = g(z)>max(r,r—>b+1).

Sei jetzt U := Us1 NU,, . Diese Menge ist eine Umgebung von a nach Beispiel 2.1.2 und es
folgt

relU = f(r)+g(@)=2b—-14+max(r,r—>b+1)=>7r.

Beweis von (iii) fiir b:=1lim, ., f () und ¢:=lim, ,,¢(z) in R
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung Satz 1.4 gilt :
[f(@)-g (@) =b-c|=|f(x)-g(x) = f(z)-ct+ f(z)-c=b-c| <

SUf(@)-glae) = fa)-c+[f(x)-c=b-c| <

<|f @) -1g (@) — el + | f (x) = 0f - [e] -

Dab-ceR ,seiec>0gegebenund V =1[b-c—e¢,b-c+e] . Gesucht wird eine Umgebung U
von a , so daf

relU = f(x)-gx)eb-c—¢eb-c+e].
Zuerst existiert eine Ungebung Uy, von a mit
relUpy; = b—1<f(x)<b+1.

Fiir diese z gilt dann |f (z)| < |b| + 1 . Definiere d := max (|b| + 1,|c|) . Dann existieren
Umgebungen Uy, 4 und U, . 4 von a mit

15
2€Usea = |f(2)=bl< 55
und
g
reUps = lg(0)—d <.
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Rechenregeln fiir Grenzwerte 2.2

Firz e U :=Up1 NUseqaNUgeq gilt dann

€ €
. —b-c < el <e
[f(2) - g(2) =b-ef <Pl + 155+ o5 el <e

BEISPIEL 1 Seien D C R, a € D und ¢ € R . Fiir konstante Funktionen
fixr——c:D—R
gilt
lim, ., f(z) =lim, ,c=c.
Diese Funktion wird auch mit ¢ bezeichnet.

Man kann hier zu der gegebene Umgebung V' von ¢ die Umgebung U beliebig wihlen !

(|
BEISPIEL 2 Scien D C R und a € D . Fiir die identische Funktion
id:D—R:zx+—=x
gilt
lim, .,id (z) =lim, .,z =a .

Hier braucht man nur zu der gegebene Umgebung V' von a die Umgebung U := V zu
wiéihlen. 0
BEISPIEL 3 Beispiel 2.1.5 kann man wieder nachrechnen : Nach Hauptsatz (iv) gilt

, 1 limy...1 1
lim, o — = 2 2
z  lim, .z 0
und
lim, jg—=————=0-1=00.
r lim, oz
BEISPIEL 4 Nach vorigem Beispiel und Hauptsatz (ii) gilt
1 1
lim, o % —lim, o 41 =0+1=1.
x
Die Rechnung
1 lim,_.. (1 ,
lim, oo tr_ lmgf (1+2) =2 undefiniert
T lim, oo x 00
geht nicht auf !
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2.2 Rechenregeln fiir Grenzwerte

BEISPIEL 5 Sei
At + 322 — 22 + 1
(x-|—2)2-(m—2)2 '

Wie im vorigen Beispiel soll man durch die hochste Potenz dividieren :

fiRN{2} —R:z+—

At + 322 - 22 +1 4432 -2 3274
lim, = lim, =

(14+2z71)%- (1 —2z71)°

Climg oo 4+ 3 (limg—oo :13*1)2 — 2 (limg oo x*1)3 + (lim, o x*1)4

(14 2limy oo z71)? - (1 — 2lim, oo z71)°

443-0—-2-0+40

(1+2-07%-(1—2-07

BEISPIEL 6 Seien D C R, mit 0,00 € D und
\/iH:ml—>\/5:D—>R.

Es gilt
lim, oo /T =00 und lim, oz =0.

Denn : Fiir eine gegebene Umgebung V' = [r, oo] von oo sei U := [r?, 00| . Ausx € DNU
folgt = > r? | also /T > r aus Bemerkung 1.4.6, d.h. \/z € V . Analog ist V = [—¢,¢] eine
Umgebung von 0 so definiert man U := [—%¢?] . Ausz € DNU folgt x < &? , also /T < ¢
aus Bemerkung 1.4.6, d.h. \/z € V . Man hétte auch rechnen kénnen

1 1 1 1
1my_,q \/E 1m,_,g Tt 1my, \/?j hmyﬂoo \/?j =
da lim,_.o % = 0o nach Beispiel 2.1.5. O

BEISPIEL 7 Sei
2 +1
x

xr —

Ry, — R.

Um lim, o0 4/ % zu berechnen fiithrt man die Variablenénderung y = 2241 ynd rechnet zuerst

x

. ?+1 1 . . 1
lim, o =lim, .o 2+ — ) =lim, ooz +1lim, ,.(oc— =00+0=0c0.
x x x

Mit Satz (v) und dem vorigen Beispiel folgt

. x24+1
lim, o0 = limy .00 /Yy =00 .
xr
]
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Rechenregeln fiir Grenzwerte 2.2

DEFINITION 2 Sei f : Dy — C eine komplexwertige Funktion mit Definitionsbereich
D; C R . Man betrachte die reellwertigen Funktionen

Ref:Dy — R:z+— Ref(x)
und
Imf:Df —R:z+—Imf(z) .

Man sagt, daf8 f einen Grenzwert oder ein Limes fiir x gegen a € Dy in C hat, falls Re f
und Im f Grenzwerte in R haben. Dieser Grenzwert ist

lim, ., f (z) :=lim,_, Re f () + i - lim,_, Im f (x) .

Die Rechenregeln sind noch giiltig fiir Funktionen f,g: D — C und a € C , so lange die
rechte einen Sinn in C hat.

Claude Portenier KONVERGENZ A7
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2.3 Folgen

2.3 Folgen

DEFINITION 1 Eine Folge in K = R oder C ist eine Abbildung
N—K:k+r—a(k)=:a .

Ublicherweise schreibt man (ax),cy = (@0, a1, . ..) . Der erste Index kann auch 1 oder eine
beliebige ganze Zahl sein.

BEMERKUNG 1 Achtung : Die Folge (ax),cy ist eine Abbildung und ist verschieden von
{ar |k e N} =a(N) .
7.B. gilt fiir dic Folge ((—1)‘“)]c s das {(—1)’“ ‘ ke N} — (41} .
€

BEISPIEL 1 Die Folge der Primzahlen (py),.y fingt an mit (py),oy = (2,3,5,7,11,13,...) ,
aber es gibt keine explizite Formel fiir die k-te Primzahl py !

BEMERKUNG 2 Oft werden Folgen rekursiv definiert in der folgenden Form. Seien gege-
ben a € K , eine Teilmenge Dy C K und eine Abbildung ® : Dy — Dg . Man definiert
dann :

ap:=a und ag.1:=P(ay) .
BEISPIEL 2 Eine wichtige Folge ist
()= ()
k) ens k)it

1
14 ay

Sie ist rekursiv definierbar durch

a;:=1 und ap 1 =ay- ,

BEISPIEL 3 Seien a,b € K. Die Folgen in arithmetischer und geometrischer Progression
sind definiert durch

ap:=a , Qpi1:=ap+b
und
ap:=a , Qgi1:=ag-b.
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Folgen 2.3

Die erste ist

(a+k'b)keN )

die zweite

(a-bk)ﬁcGN .

Z.B. ist die arithmetische Progression fiir a = 0 und b = 1 die Folge id = (k), .y der natiirlichen
Zahlen und die geometrische Progression fiir ¢ = 1 die Folge der Potenzen von b .

BEISPIEL 4 Seien z,a € R*. gegeben. Durch

1 x
ap:=a und agsq = 5 (ak + —)
ist eine Folge (ay),cy C RY definiert.

Dies folgt durch Induktion, da aus a; > 0 folgt ax; = % (ak + %) >0.

DEFINITION 2 Fiir alle x € R sei
|z] :==max{z€Z|z <z} .

Diese ganze Zahl nennt man die (untere) Gaufklammer von x . Die obere Gaufklammer ist
[z] :=min{z € Z |z >z} .

Diese Zahlen existieren nach Beispiel 1.5.2.

LEMMA FEs gilt N=NU {oo} .

Fiir jedes x € R \ N ist das Intervall [%, %} eine Umgebung von x und

lx—k[x] z+1+ |z

5 5 ]mNzw.

Das Intervall [—o0, 1] ist eine Umgebung von —oo und [—o00, 1] NN = () . Dagegen fiir jedes
r>0gilt [r,oo] NN3 [r] +1. O

DEFINITION 3 Eine Folge a = (ax),cy C R heiit konvergent wenn
limy o0 ar = limy_, a (k)
existiert und in R liegt, d.h. fiir jedes € > 0 existiert ein N, € N mit
lag — limg_oo ax| < e fiir alle k € Nmit £ > N, .

Falls lim_. ay = Fo00 , so sagt man, dafl (ag),.y bestimmt divergent ist, ansonsten daf
sie divergent ist.

Eine Folge (z),cy C C heifit konvergent , wenn die Folgen (Re zj),cy » (Im2i)iey in R
konvergent sind und man schreibt

limy o0 25 := limyg_,oo Re 2, + 7 - limg_, oo Im 2, .
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2.3 Folgen

Gilt limy o0 2x = 0, 50 heifit (z5),cy eine Nullfolge .

BEMERKUNG 3 Genau dann konvergiert (ax) wen C R gegen ay := limg o ag , wenn
limy o0 |agr — aoo| =0,

d.h. wenn (|ar, — Gool) ey €ine Nullfolge ist.
Ist (21),ey C C konvergent, so gilt

Re (limy o0 2x) = limg_oo Rezi, und  Im (limg_, o0 2x) = limg 0o Im 2y, .

BEMERKUNG 4 Da eine Folge eine spezielle Funktion ist (sie ist auf N C R definiert),
gelten die Rechenregeln aus Hauptsatz 2.1. Zusétzlich gilt

LEMMA  Sei (2),ey eine Folge in K .

(i)  Ist (ap),cy eine Nullfolge in Ry und (by),cy €ine Folge in Ry mit by < ay fiir allek € N,
50 ist (by),en €ine Nullfolge.

(ii)  Genau dann konvergiert (2x),cy gegen ze € K, wenn (|2p — Zoo|) ey €ine Nullfolge ist.
In diesem Fall gilt

im0 26| = |200| = limy oo |2k] -

(iii) Ist (zk),ey eine Nullfolge in K und (wy),oy eine Folge in K, so daf$ |wy| < |z fiir alle
ke N, soist (wy),cy eine Nullfolge.

Beweis von (i). Ist € > 0 gegeben, so existiert N, € N mit a; < ¢ fiir alle £ > N, . Fiir alle
diese n gilt nach Voraussetzung trivialerweise b, < € ; damit ist bewiesen, dafl limy ., by = 0
gilt.

Beweis von (ii). (=) Nach Definition gilt Re z, = limg_.o, Re zx und Im z, = limg_o, Im 2, ,
also

limny o0 |2 — 20| = limy—oo [(Re [z — 2o0])” + (Im 21 — 200])°] =

= (limg_oo Rezx — Re 200)2 + (limg 0o Im 2z, — Im 200)2 =0.
Man betrachte jetzt die Variablenéinderung y = |z, — zoo|2 oder préziser
f:N—>D::{]zk—zoo|2‘ kGN}:kr—>]zk—zoo|2 :

Wir haben eben bewiesen, daf8 limy_.., f (k) = 0 ist, also 0 € D . Mit Hauptsatz 2.2.v folgt
dann

limy oo |2k — Zoo] = limg—oo \/ |26 — zoo|2 =limg_oo /[ (k) = : limpsy—o/y =0

y=f(k
(<) Da fiir alle k € N gilt
|[Re zi, — Re 2o, [Im 2 — Im 20| < |2k — 200

Claude Portenier
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Folgen 2.3

folgt mit (i), daB (|Rezp — Re 2oo|) ey tnd (|Im 2, — Im 2|) oy Nullfolgen sind. Mit der Be-
merkung 3 folgt, dafl Re zo, = limy_o, Re 2z und Im 2z, = limy_, oo Im 25, , d.h. 2z = limg_,o 2 .

Die Vierecksungleichung zeigt, daf3

28] — |zoo|‘ <ok — 20| firalle k€N .

Konvergiert (zx),cn gegen 2o zeigt die Implikation (=) , daBl (|2 — 2oo|) gy €ine Nullfolge ist.

Aus (i) folgt somit, dafl <‘ |2k — 200l Dk . auch eine ist. Mit Hilfe der Implikation (<) ergibt
€
sich die Behauptung.

Beweis von (iii). Dies ergibt sich sofort aus (i) und (ii). O

BEISPIEL 5 Es gilt lim; .., k = co und limkﬂoo% =0, dh. (%) ist eine Nullfolge.

k>1

Die erste Aussage folgt aus Beispiel 2.2.2. Fiir die zweite wendet man Hauptsatz 2.2.iv an.
O

BEISPIEL 6 Fiir z € C wollen wir das Konvergenzverhalten von (z"’) pey untersuchen.

Fall 2 =0  Die Folge ist konstant 0 , also konvergiert gegen 0 .
Fall 0 < |2| <1  Esgilt limy ., 2*=0.

Es ist |—i‘ > 1, also ‘—i| = 1+ fiir ein € R} . Mit Hilfe der Bernoulli-Ungleichung 1.4
folgt

1
— =142 >14+k x>k 2
El

und somit
1 1
k k
—0| = <—-—.
-0l = k<21
Nach Beispiel 5, Hauptsatz 2.1.i und Lemma (i) ist (|2* — O’)keN eine Nullfolge, d.h.
limg o0 28 =0

nach dem Lemma (ii). Die Konvergenz dieser Folge gegen 0 ist sehr schnell.
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2.3 Folgen

0.8
0.61
0.4

0.2

0 1 2 3 4 5 7 8
Die Folge (3r)

—.
e d
-

O -¢

10

keN
Fall z=1  Die Folge ist konstant 1 , also konvergiert gegen 1 .

Fall z=—1  Die Folge ((—l)k) ist divergent.
keN
Da

L1¢ [—%ﬂ — U, (0)

kann 0 nicht Limes sein. Fiir z € R* ist
—signum (z) -1 ¢ [z — 1L, o+ 1] =U; (x) ,

also kann auch x nicht Limes sein.
Fall z € |]1,00]  Die Folge ist bestimmt divergent (gegen oo ).
sonst  Die Folge ist divergent.

DEFINITION 4 Eine Folge (ax),cy C R heit monoton wachsend bzw. monoton fallend ,
wenn fiir alle k € N

ap < agqr bzw.  ap = apqr

Sie heif}t beschrinkt , wenn sie nach oben wie nach unten beschrénkt ist, d.h. wenn esm, M € R
gibt mit

m<a, <M firallekeN.

Eine komplexe Folge (zj),cny C C heiflt beschrénkt, wenn (|2|),cy beschréinkt, d.h. nach oben
beschrankt.

SATZ

(i)  Ist (zi),eny C C konvergent, so ist sie beschrinkt.
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Folgen 2.3

(ii)  Ist (ag),eny C R konvergent und beschrinkt nach unten durch m und nach oben durch M ,
so gilt

m < limy_a, <M .

Beweis von (i). Sei 2o := limy_,o0 2 . Nach dem Lemma (ii) ist |zeo| = limy_. |2k| . Es gibt
Nl € N mit

12k] € Ut (|200]) = [|200] — 1, |200| + 1]  fiir alle &k > Ny ,
d.h.
0< |2k € |20 + 1 fiir alle & > Ny .
Die Menge {|z| | K € N, k < N1} U {|200| + 1} ist endlich, also existiert
M :=max{|z| | keN, k<N }U{|20| +1} €R.
Dies beweist man sofort durch Induktion. Somit ist bewiesen :
0< |z, <M fiir alle k > Ny,

d.h. (|zk]) ey ist beschrankt.

Beweis von (ii). Wére ay := limy o ap > M | so wiirde ein N1 (as—M) € N existieren, so dafl
2

1 1
iy € Ut (00) = | 5 - = M) 5= M)
insbesondere hitte man
1 1 1
M}aN%.(aoo_M) 2am—§-(aoo—M):§-aoo+§-M>M,
ein Widerspruch. Die andere Ungleichung beweist man analog. U

BEMERKUNG 5 Die Umkehrung ist falsch, wie das Beispiel 6 : ((—1)"“)]c  zeigt.
(S

Es gilt aber

HAUPTSATZ  Jede monotone und beschrinkte Folge (ax),cy C R ist konvergent.
Ist (ay)en monoton wachsend, so gilt

limy o ar, =sup{ax | kK € N} .
Sei (ax)geny monoton wachsend. Nach dem Satz von Dedekind 1.5.ii existiert
(e :=sup{ax | k€ N} eR.

Fiir jedes € > 0 gibt es nach der Approximationseigenschaft 1.5.i ein k. € N | so dafl a;, >
Uoo — € . Aber (ay) en 18t monoton wachsend, also gilt

Ooo + € 2 Qoo 2 A 2 Q. = G — € fiiralle k > k.

und somit

ar € U, (zo) fiir alle k > k. .
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2.3 Folgen

Dies zeigt, da8 (ax),cy gegen oo, konvergiert. O

BEISPIEL 7 Wir kehren zum Beispiel 4 zuriick. Die Folge (ax),cy € RY ist fiir z,a € RY
rekursiv definiert durch

()
ap:=a und agi1:==-|ax+— ] .
2 Qg

Fiir alle k € N gilt

2
2ay 2a;
also
2\ 2 2 2\ 2
T —a T —a T—a
2 2 k 2 k k
a =a;- |1+ =a;- |1+
k+1 k < 2 ) k 2 2 =
2a; ay, 2ay,
2
T —a
> al <1+ k):x
2
ag,
und somit
2
T —a
k
A1 — Qf = <0,
ZCLk

d.h. (ax),ey ist monoton fallend und durch 0 nach unten beschréinkt, also beschréinkt. Damit
ist (ar),ey konvergent. Sei ao, := limy_ar = inf{a; | k € N} € Ry . Es gilt auch a, :=
limg_, o a1 und aus dem Hauptsatz 2.2 ergibt sich
x
. (a/k —|— —> =
ag

1 I N T 1 n T
=— (im0 a — | ==-la — .
2 hoo Tk limy_ oo ag 2 7 G

Ooo = hmkaoo Qg1 = hmk:ﬂoo

N —

ein Widerspruch. Also ist a,, > 0 und es folgt
2-a2,=a’, +x ,dh. z=a

oder a., = /T .

BEMERKUNG 6 Die Konvergenz dieses Verfahrens um eine Wurzel zu berechnen ist sehr
schnell.
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Folgen 2.3

BEMERKUNG 7 Ahnlich folgt : Ist p € Nmit p > 2, z,a € R} und (ag),y rekursiv
definiert durch

1 T
apg = a und akH::—-((p—l)-ak—l—ﬁ),
p al

so konvergiert (ay),cy gegen ¥/ .
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24 Reihen

2.4 Reihen

Aus Folgen durch Summation enstehen Reihen.

DEFINITION 1 Sei (%), eine Folge C K . Fiir alle £ € N definiert man die k-te Partial-
summe

k-1
Sk i — E 2] = E Zl .
lek =0

Statt der Folge (sj),cy Schreibt man "%z, und ist die Folge (sj),cy konvergent, so heifit die
Reihe Y 72 zx konvergent . Man schreibt dann

o0
E 2k = limy oo S = im0 g 2z
k=0 lek

und nennt diese Zahle die Summe der Reihe . Ist (si),y divergent, so heiit die Reihe .7 2,
divergent .

Das Symbol > 77, z; hat also bei Konvergenz zwei Bedeutungen : die Reihe selbst und die
Summe dieser Reihe.

BEISPIEL 1 (Die geometrische Reihe Y 7 2*) Fiir z € C mit |2| < 1 ist die geometri-
sche Reihe konvergent und ihre Summe ist

> 1
;Zk:1_z'

Fiir |z] > 1, z # 1 ist diese Reihe divergent. Fiir z = 1 ist sie bestimmt divergent.

Fiir z € C \ {1} sind die Partialsumme dieser Reihe gegeben durch

1— 2k
_§ I _
ok = Z_l—z

lek

(vgl. Beispiel 1.3.1). Nach Beispiel 2.3.6 gilt

limy o0 2" =0 fiir [2| <1,

also folgt aus Hauptsatz 2.2, daf§ die Folge (si),.y konvergent ist, d.h. die Reihe Y, z* ist
konvergent und ihre Summe ist

o0 k : k
sz — limy sy = limy 1—2z _ 1 —limg_, 2 _ 1 '
— 1—=z 1—=z 1—=z

Fir |z| > 1, 2 # 1 ist (2),y divergent, also auch (s;), .y : wiirde diese letzte Folge
konvergieren, dann aus

F=14+(1-2) 5
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Reihen 2.4

wiirde man schlieBen, daf (z;),.y konvergent ist.

Fir z = 1 ist s = k und (k) divergiert bestimmt gegen oo .

BEMERKUNG 1 Formales rechnen kann zu Fehlern fithren : Man darf z.B. nicht schreiben

(—1)f=1-141-1+...=
k=0
=1-1)+(1-1)4...=0+0+...=0
—14(—14+1)+(-14+1)...=14040+...=1
Nur die Betrachtung der Partialsummen
0 k gerade 1
S = Z(—l)l = falls =— (1 — (—1)k>
2
lek 1 k ungerade

macht Sinn.

BEISPIEL 2 Es gilt

Sy

Die Berechnung der Partialsummen liefert eine Teleskopsumme

Daraus folgt

Z;—lim sp = lim 1oL ) ol =1
kzlk.(k+1)_ foo kT o k+1) et T
U
BEISPIEL 3 (Die harmonische Reihe > ;7 = ) Diese Reihe ist bestimmt divergent.
Fir alle m € N ist
s —§1—1+1+ D) (E ) (o)
Tl T2 \3 A 5 7 8) o \emlyr T 2m
1 1 1
>1+2° 2L 2422 ol — =
+20 s +2h 2ot o
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24 Reihen
1+ L
= m-— .
2

Daraus folgt die bestimmte Divergenz gegen oo von (sy) pe1 : Zur € RY existiert eine m € N
mit 1+ % -m = r . Definiert man N, := 2™ | so gilt fiir alle k > N,

O

BEMERKUNG 2 Ist (2),.y eine Nullfolge, so folgt i.a. nicht, dafl Y, 2. konvergiert,
wie das Beispiel der harmonischen Reihe zeigt.

Die Umkehrung gilt aber :

SATZ Seien ) ooz und Y oo, wy konvergente Rethen und o € K . Dann gilt

(i) (2k)rey it eine Nullfolge.
(i) > pog (- zi) und > 7o, (2 +wk) sind konvergent und

Z Q- zk = - sz , Z zk—l—wk sz—i—Zwk.
k=0

Beweis von (i). Ist z:=> 7, zk , so folgt mlt der Dre1ecksungle1chung
|2k = [Ske1 — skl = [sk11 — 2+ 2 — si| <[spy1 — 2| + |2 — s¢
und da limy o (|Sk1 — 2| + |2 — sg|) = [limg_oo Sk11 — 2| + |2 — limg o0 Sk| = 0 nach Lemma

2.3.ii, ist die rechte Seite eine Nullfolge, also auch (2), .y nach Lemma 2.3.iii.

Beweis von (ii). Aus den Korper-Gesetze fiir die Partialsummen und Haupsatz 2.2, (i) und
(i), folgt

[e.9]

o
a~§ 2 = Q- hmkﬂoog zk—hmkﬂoog a-z) = g Q- zy)
=0

k=0 lek lek k

Z 2L+ Z wi, = limy_, o Z 21+ limg_ oo Z w; =

lek lek

= limy_, o0 <Z 21+ Zwl) = limy_.o Z (Zl + wl Z 2r + 'LUk
k=0

lek lek lek

BEMERKUNG 3 Fiir Produkte siehe § 2.5.

DEFINITION 2 Die Reihe 7z heifit absolut konvergent , wenn .- |zx| konvergent
ist.
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Reihen 2.4

LEMMA  Ist )2 2z absolut konvergent, so ist Y .-z, auch konvergent.

Durch Ubergang zum Reell- und Imaginir-Teil der 2 , kann man annehmen, daf (%) gen C
R . Ist (sg),ey die Folge der Partialsummen, so gilt

Zzl <Z!Zz| <

lek lek k

|sk| = 21| = R,

=0
d.h. (sp)rey C [-R, R] . Fiir alle m € N existiert also

Iy, = infi>o Sk
nach dem Satz von Dedekind 1.5.ii und (1,,,),,,cy C [~ R, R] . Wiederum existiert

5 = SUP,en Im -
Nach der Approximationseigenschaft Satz 1.5.i existiert zu jedem ¢ > 0 ein M. € N mit

s> Iy >s—¢,
d.h.

sp =1y, >s—e firallek > M, .
Analog folgt durch Vertauchung von inf und sup die Existenz eines V. € N mit
s, < s+e firallek> N, .
Fiir alle k£ > max (M., N.) gilt somit
sk Els—e,s+¢],

dh. s =lmy oo Sk = D pop 2k - O

BEMERKUNG 4 Es gibt Reihen die konvergent sind, aber nicht absolut konvergent, wie
k
z.B. die alternierende harmonische Reihe Y -, (;)1 . Die Konvergenz dieser Reihe folgt mit

Hilfe des sogennanten Konvergenzkriterium von Leibniz , das wir nicht betrachten werden. Man

kann zeigen, dafl > 77, % =In2.

BEMERKUNG 5 Aus dem Lemma erhalten wir zentrale Konvergenzkriterien, die unab-
hiingig von der Berechnung des Grenzwertes sind ! Dies sind also reine Existenzaussagen.

HAUPTSATZ Die Reihe -, 21 ist absolut konvergent, also auch konvergent, wenn einen
der folgenden Kriterien gilt :

(i) Majoranten-Kriterium Es gibt eine konvergente Reihe Yy -, mit positiven Ter-
men und kg € N, so dafs

|zi] <ap  firallek > ko .

In diesem Fall gilt

0o ko—1 0o
DA< lal+) o
k=0 =0 l=ko
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24 Reihen

(i1) Quotienten-Kriterium Es gibt g € [0,1] und ko € N, so daff

Zk41
2k

< q fir alle k > ko

Zk+1
2k

(i1i) Limes-Quotienten-Kriterium Die Folge ( > 1st konvergent und
keN

limy_o | 2L <1 .
2k
Beweis von (i). Fiir alle k& > kg gilt
ko—1 ko—1 ko—1
2 lal= 3 la SN 2l Yas lal +3
lek I=ko I=ko 1= I=ko

und die Behauptung folgt aus dem Hauptsatz 2.3 und dem Satz 2.3.ii.

Beweis von (ii). Fiir alle k£ > ko gilt

_ z
2k] < g lzea] <@ lzal <o <Rz Z%wf

Da nach Beispiel 2.4.1 die geometrische Relhe
mit (i).

0l S o 4" konvergent ist folgt die Behauptung

+e < 1. Esgibt also ky := N, € N mit

Beweis von (iii). Seie >0, so daf ¢ := limy_, Z’;—“

il € llimkﬂoo Phtl| _ g, limy 00 il + 6] =[q—2e,q] fiirallek >k,
2k 2k 2k
d.h. Z’““ < ¢ fiir alle k > ko , und die Behauptung folgt aus (ii). O

2

BEISPIEL 4 Die Reihe Y ;7| 75 ist konvergent. Man kann zeigen, da8 Y7, 2 = = .

Da fiir alle £ > 1 gilt
e 2
k2 S k- (k+1)
(dies ist dquivalent zu k + 1 < 2k !), schlieBt man mit Beispiel 2.4.2 und Hauptsatz (i). O

BEMERKUNG 6 Das Quotienten-Kriterium liefert keine Entscheidung, da

1
[CEETE K2 : 1

= limy_, o0 =limg oo —— =1,

@ (k+1)° (1+4)°

limk_,oo

1
d.h. es gibt kein ¢ € [0, 1] mit &2 < g fiir alle & > ko und dies unabhiingig von ko € N .

k2
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Reihen 2.4

BEISPIEL 5 Fiir jedes z € Cist ) -, zk—’f absolut konvergent. Im Kapitel 4 werden wir die

Exponential- und die trigonometrischen Funktionen mit Hilfe dieser Reihe definieren.

Wir konnen annehmen, dafl z # 0 . So ist

zk:+l 1
limg oo |[—=| = limg oo [ —— - =0
1My oo % Mg 00 (/{:+1 |Z|)
und die Behauptung folgt aus dem Hauptsatz (iii). O
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2.5 Cauchy-Produkt von zwei Reihen

2.5 Cauchy-Produkt von zwei Reihen

Sind > 7 2z, und Y o wy zwei konvergente Reihen, so kann man mit Hauptsatz 2.2.iii
nur folgendes rechnen :

() (E)- () )

iy (Z z,,) : (Z wq> =limpoe Y 2wy =

pEk q€k (p,q)€kxk

k—1
= limy_,o E Zp Wy .

p,q=0

Man summiert nach dem folgenden Schemata :

Z0 * Wo Z0 * W1 20 * Wa 20 * W3

Z1 + Wo 21 - W 21 - Wa z21 - Ws
Z9 - Wo Z9 W1 Z9 *+ Wo Z9 * W3
z3 + Wo z3 - W z3 - Wy z3 W3

Diese Resultat ist aber nicht hilfreich. Man zieht vor diagonalweise zu summieren :

z.B. um bei Potenzreihen die Termen gleicher Potenz zusammenfassen zu kénnen.
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Cauchy-Produkt von zwei Reihen

Es gilt folgender

HAUPTSATZ Seien ) oz, und Y _po o Wi 2wei absolut konvergente Reihen
Reihe Y72, <Z§:o 2y - wj> absolut konvergent und es gilt

£ (E) £E )

k=0 k=0 \j=0

Es gilt

l
< ZZ|Zl*j'wj| < Z |2p] - [w,] =

lek j=0 (p,g) €k Xk

(59 ()< (24) (£7)

l
E Zl—j - Wy

3=0

2

lek

2.5

. Dann ist die

Die absolute Konvergenz von Y »- (E?:o Zh—j - wj> folgt somit aus Hauptsatz 2.3. Trivialer-

< Z |2p] - |wg| <

weise ist die Reihe > 77, (E?:o |2k - ]wﬂ) auch (absolut) konvergent.
(p,g)€kxk

Weiter gilt
l
lek lek lek \j=0
p+q=k

2k—2 l o) l
< (Z 2151 - |wj|> < (Z 2151 - !%’!) =
1=k

1=k \j=0 §=0

- °° (Z B |wj|> - (Z 2151 le')

lck \j=0

und da limg_e0 Y ey Zé:o |z - |wil ) = D e Z?:o | 21— - |wj|> ist die rechte Seite eine

Nullfolge, also auch die linke nach Lemma 2.3.iii. SchliefSlich folgt

l
hmkﬂoo Z <Z Rl—j * ’U)j) =

lek \j=0

e () ()] e () ()2 ()

o) ) (£ (59)

und somit die Behauptung.
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2.5 Cauchy-Produkt von zwei Reihen

BEMERKUNG  Dieser Satz ist Konsequenz des Umordnungssatzes : Ist Y -z eine abso-
lut konvergente Reihe, so kann man diese in beliebiger Odnung summieren, d.h. ist 0 : N — N
eine Bijektion, so gilt

Z k= Z Zo(j) -
k=0 j=0

Er ist z.B. auf der alternierende harmonische Reihe nicht anwendbar. Man kann sogar
zeigen, daf} fiir jedes x € R eine Bijektion ¢ : N — N mit

oo _la(j)
!

250

existiert.
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2.6 Potenzreihen

DEFINITION 1 Ist (cg),.y eine Folge in C , so heiBt > 5o cx - id* eine Potenzreihe und

R :=sup {]w[

w € C und ch wP ist konvergent} c R,
k=0

der Konvergenzradius dieser Potenzreihe.

SATZ Sei ZZO:O ¢ - 1d* eine Potenzreihe. Existiert limg_ o

genzradius R durch

€ R, , so ist der Konver-

Ck+1
Ck

1
R:

. c
limy, o |2

Ck

gegeben (hier mit § = oo ).

Die Voraussetzung beinhalte, dafl fiir alle £ grofl genug gilt ¢, # 0 . Sei z € C . Falls
0<|z| < —2 | , so folgt

limg o0

Ck41
ck

k+1
Ck+1'2jL

cp - 2k

Ck+1

limy_, o = limy_, o Szl <1

und das Limes-Quotienten-Kriterium Hauptsatz 2.4.iii zeigt, daBl >, cx - 2* konvergent ist.
Damit ist

1
R >
- 1 Ck+1
Mg 00 ch
1
Falls |z| > e L] so folgt
Ck
. Chk+1 * 2+t . Chk+1
iMoo |— | = liMgoo |[—— Szl >1
C 2
und es existiert ein N € N mit
k+1
Cry1 - 2"

>1 fiurallek>N.

cp - 2k

Fiir alle £ > N gilt also ‘ckﬂ . z"’“} > |ck . zk‘ und durch Induktion ‘ck . zk‘ > }CN . zN‘ .
Damit ist (ck : zk)keN kein Nullfolge, also konvergiert > -, ¢ - 2 nicht nach Satz 2.4. Damit
ist

1
R<
. C,
limy_, o0 ’Z:l
O
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2.6 Potenzreihen

Wir haben schon folgende Beispiele untersucht.

BEISPIEL 1 Die geometrische Reihe S 30 id* (vgl. Beispiel 2.4.1) und die Exponential-

Reihe > 77, % (vgl. Beispiel 2.4.5) haben Konvergenzradien 1 bzw. oo .

Dies folgt aus der Definition, da die erste fiir |z| < 1 konvergiert und fiir |z| > 1 divergiert,
die zweite fiir alle z € C konvergiert. Den Satz kann man auch anwenden : es ist

1
limyoo | L = limy = = 1
Cr 1
bzw.
1 1
limy oo | =22 = limy_oo EE — fim,  ——— =0
k o k % k ]

BEISPIEL 2 Sein € Z . Die Reihe 3752 | k" - id* hat Konvergenzradius 1 .
Es gilt

. Ck41
limy oo |—
Ck

ki k
li 4] ' 1
= |limp_ — =1.
k k

LEMMA  Fiir jedes n € Z und p € [0, 1[ st (k™ - p¥)

" 1\"

ren €ine Nullfolge.

Die Aussage folgt fiir n < 0 aus Beispiel 2.3.6, da k" - p¥ < p* . Es ist % >1,alsox e R}
mit % =1+ z . Mit Hilfe der binomischen Formel (Beispiel 1.3.3) folgt fiir £ > n + 1

k
1 i k , k
— —(1 — sl > L pntl
o (1+z) Z(]> v (n+1) T

7=0
also
kn . ,Ok g - — ) = . ~ —
(n—f—l)'anrl m (k_n)(l{?—l)k,‘ i
_ (n+1)! 1 1
gt (1= (1—g) K
Da die rechte Seite eine Nullfolge ist, ergibt sich die Behauptung aus Lemma 2.3.iii. — O

HAUPTSATZ Seien Y o, ci - id* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € R, und
n € Z . Dann gilt

1 Fiir alle z € C mit |z| < R ist die Reihe > 5o ¢ - k™ - 2* absolut konvergent.
k=1 )
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(i) Fir alle z € C mit |z| > R ist die Reihe Y oo ¢k - k™ - 2% divergent.
Insbesondere hat die Reihe S 5 ci, - k™ - id" auch den Konvergenzradius R .

Beweis von (i). Da |z| < R existiert nach der Definition des Konvergenzradius und die Ap-
proximationseigenschaft Hauptsatz 1.5.i ein w € C , so da$ |z| < |w| < R und > ;2 ¢ - w*
konvergent ist. Nach Satz 2.4.i ist (ck . w’“)k oy €ine Nullfolge. Wir wihlen noch ein p € Ry

mit |z| < p < |w| und nach dem Lemma ist | ™ -

k
i ) auch eine Nullfolge. Diese Folgen
keN*

sind also nach Satz 2.3.i durch ein M € R, beschrinkt. ]%s folgt

o - k™ - K| = ey - w| - k" ‘p‘ <M2-)5‘k mit | 2] <1

und die Behauptung ergibt sich aus dem Majoranten—Kriterium Hauptsatz 2.4.i, da die geome-
trische Reihe konvergent ist (Beispiel 2.4.1).

Beweis von (ii). Wire 3 52, ¢, - k" - 2 konvergent, so hiitte > 2>, ¢4 - k™ -id* einen Kovergenz-
radius > |z| , also wiirde fiir p € Ry mit R < p < |z| die Reihe > 2 ¢, - k™ - p* nach (i) auch
konvergent sein. Durch das Majoranten-Kriterium wére dann auch > 7, ¢ - p* konvergent.
Dies ist ein Widerspruch zur Definition des Konvergenzradius R von Y .- ¢ - id*. O

BEMERKUNG 1 Fiir |z|] = R sind keine allgemeine Aussagen moglich : Die Reihen

S idt S T und Y 12, f—; haben alle den Konvergenzradius 1 nach obigem Beispiel
2. Aber

Z 2% divergiert fiir z = +1
k=0
(vgl. Beispiel 2.4.1),
Z % divergiert fiir z = 1 und konvergiert fiir z = —1
k=0
(vgl. Beispiel 2.4.3 und Bemerkung 2.4.4),

ok
Z % konvergiert fiir z = +1

(vgl. Beispiel 2.4.4).
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