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3.1 Stetigkeit

3.1 Stetigkeit

Die Untersuchung von stetigen Funktionen (Abbildungen) in der Analysis entspricht der
von linearen Abbildungen in der linearen Algebra.

DEFINITION 1 Seien D C R und a € D . Eine Funktion f : D — K heif}t stetig in a ,
wenn

lim, ., f(z) = f(a) .

Sie heifit stetig auf D , wenn dies fiir alle a € D gilt.

BEMERKUNG Nach Definition 2.1.2 ist f genau dann stetig in a , wenn fiir jedes € > 0
ein 6 > 0 existiert, so dafl

fiir alle z € D aus |x —a| < 6 folgt |f(z) — f(a)] < e,
d.h. "kleine” Anderungen des Arguments bewirken ”kleine” Anderungen des Funktionswertes.

Nach Hauptsatz 2.2 gilt

HAUPTSATZ Seien DCR ,a€eD, f,g:D—KundaekK.
(1)  Sind f,g stetig in a , so sind

O[‘f ) f+g ) fg

und

, falls g (x) #0 fir allex € D ,

stetige Funktionen in a .

(ii)) IstC CR,ceC undh:C — R stetig in ¢ , so daf h (C) C D und h(c) =a , so ist
foh stetig in c .

(iii) Global formuliert : Summen, Produkten, Quotienten, Verkettungen und Finchrinkungen
von stetigen Funktionen sind stetig.

Beweis von (i)  Z.B. schreibt man

lim, ., (f + g) (z) = lim,_, [f (x)+g (x)] = lim, o f (z) 4+ lim, ., g (z) =
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Stetigkeit 3.1

=fla)+g(a)=(f+9)(a) .

Beweis von (ii)  Esist
lin, o f o b (u) = limy o f ( () =l o f (2) = f (0) = £ (h(c)) = Foh(c) |
mit der Variablenéinderung x = h (u) , da lim,_.. h (u) = h (c) = a gilt. O

DEFINITION 2 Seien D CR,a € D und f: D — K . Man schreibt
lim, ., f(z):=limgsy o f(z) und lim, o f(2) :=limecyq f (2)
und nennt diese linksseitigen Grenzwert bzw. rechtsseitigen Grenzwert .

7.B. ist

lim, .o~ — =—-00 und lim, .o, — =o00.
x x

SATZ (Kriterien fiir Stetigkeit) Seien D CR, f: D — K unda € D . Die folgenden
FEigenschaften sind dquivalent :

(i) f ist stetig in a .
(i1) FEs gilt
lim, .. f(x)=f(a) =limy_q f(z) .
(i) f ist in a folgenstetig , d.h. fiir alle Folgen (xy),cy C D mit limy,_.oo 2 = a gilt

limg oo f (zx) = f (a) .

(i) = (ii) Ist V eine Umgebung von f (a) , so existiert nach (i) eine Umgebung U von a
mit f (DNU) CV . Es gilt also trivialerweise

f(DN]=cc,alNU)CV und f(DN]a,c0[NU)CV
und somit (ii).
(ii) = (iii)  Zu e > 0 existieren nach (ii) Umgebungen U, von a mit
f(DN]=o0,a[NU-) CU:(f(a)) und f(DN]a,00[NUy) CUs(f(a)) -

Da U := U_ NU, auch eine Umgebung von a ist (Beispiel 2.1.2) und limy_,, 2y = a , existiert
ein N. € N | so daf} fiir alle k € N mit £ > N, gilt

e U= [Dﬁ]—oo,a[ﬂU} U{a} U [Dﬂ]a,oo[ﬁU] :
also f (z1) € U (f (a)) .

(iii) = (i)  Wir beweisen die Kontraposition — (i) = = (i4i) : Ist f in a unstetig, so existiert
ein € > 0 ohne passendes 6 > 0 , d.h. fiir jedes k € N* gilt

(PNU: (@) 2 V(7 (a)) .

und somit gibt es ein z, € D mit |z —a| < ¢ und |f (zx) — f (a)| > e . Daraus folgt aber

limy oo 2 = @ und (f (2x)),cy konvergiert nicht gegen f (a) , d.h. = (id) . ————— O
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3.1 Stetigkeit
BEISPIEL 1 Jedes Polynom
p:Zaj~idj:D—>R::r»—>Zaj‘xj
=0 =0
ist auf jeder Teilmenge D C R stetig.

Nach den Beispielen 1 und 2 aus 2.2 sind die konstanten und die identischen Funktionen
stetig. Die Behauptung folgt somit aus dem Hauptsatz. U

BEISPIEL 2 Die Funktion 1z, : R — R ist in 0 unstetig.
Dies folgt aus Satz (ii), da trivialerweise gilt

limy o 1, () =0 und limg, o4 1g, () =1,
sowohl auch aus (iii) mit Hilfe der Folge (%) , die gegen 0 konvergiert, aber
keN*

1 k gerade
—1)* g
Ir, <(—)> = falls

k 0 k ungerade
divergiert. 0

BEISPIEL 3 Die Betragsfunktion [id| : R — R ist stetig.

Konvergiert (xx),.y gegen a € R, so konvergiert (|zx|),oy gegen |a| mit Hilfe des Lemmas
2.3, da nach der Vierecksungleichung (Satz 1.4) gilt

[ zil = lal| < |ox ] -

O

BEISPIEL 4 Sind f,g : D — R stetig, so sind |f| , max(f,g) und min(f,g) stetige
Funktionen.

Als Verkettung | f| = |id| o f ist diese Funktion stetig. Da

max (f,9) =5 - (F +9+1f ~ o)

und
) 1
min (f,9) = 5+ (£ +9-1f — g])
(Bemerkung 1.7.2) sind diese Funktionen auch stetig. O
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Stetige Funktionen auf einem Intervall 3.2

3.2 Stetige Funktionen auf einem Intervall

SATZ (Zwischenwertsatz) Seien J ein Intervall in R und f : J — R eine stetige Funk-
tion.

(1) Ist a,b € J , a < b und vy zwischen f(a) und f(b) , so existiert ein & € [a,b] mit
f&) =
(i)  f(J) ist ein Intervall.

Beweis von (i)  Ohne Eischréinkung kann mann f (a) < v < f(b) annehmen. Durch In-
duktion und Intervallhalbierung konstruiert man

lag, bx] C |a, b]
mit
laobo) := [a,b] |, bp—ar= b;Ca und  f (ag) <y < f(bg) - (%)
Es geniigt beim Induktionsschritt
[ax, 257 ] f(55%) =9
(g1, bpr1] := falls
[, bn] F(#g%) <o

zu withlen. Die Folgen (ax), oy und (b ), sind monoton wachsend bzw. fallend und beschréinkt,
also nach Hauptsatz 2.3 konvergent. Es folgt

b—a
=

hmk_m bk - hmk_m ap = limk_m (bk - ak) = hmk_,oo
und wir definieren
f = 1imk_>oo ap = llmk_,oo bk .

Da f stetig ist folgt aus (x)

S(&) =limpoo f (ar) <v und  f (&) = limyoo f (br) =¥

mit Hilfe des Satzes 2.3.ii, d.h. f(§) =~ .

Beweis von (ii)  Nach (i) enthilt f(J) mit je zwei Punkten auch alle Zwischenpunkte, ist
also nach Definition 1.4.2 ein Intervall. O

BEMERKUNG Der Beweis aus (i) ist konstruktiv, liefert somit ein Berechnungsverfahren.

BEISPIEL 1 Sei p € N mit p > 2 . Die Funktion
idp . R+ — R+
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3.2 Stetige Funktionen auf einem Intervall

ist streng monoton wachsend, da aus 0 < x < y folgt durch Induktion
P =g gt <y-xp_1 <y-yp_1 =y’ .

Sie ist stetig nach Hauptsatz 3.1.i, also ist id” (R) ein Intervall in R, . Da aber lim, . 2? =
(lim, 00 )’ = 00 , ist id? (R;) nach oben unbeschrinkt, also ist id” (R ) = R, und somit id?
bijektiv. Die Umkehrfunktion ist die p-te Wurzelfunktion

1
Vid :=id? : R, — R, .
Dies ist die dritte und natiirliche Methode zur Definition dieser Funktion.

Ist ¢/id stetig ? Dazu

HAUPTSATZ (iiber die Umkehrfunktion) Seien J ein Intervall in R und f : J — R
eine stetig streng monoton wachsende bzw. fallende Funktion. Dann ist f (J) ein Intervall mit
Endpunkten

limg infss f(z)  wnd lim, s f(2) ,

und die Umkehrfunktion

-1
f:f(J)—JCR
st ebenfalls stetig und streng monoton wachsend bzw. fallend.

-1
Sei f streng monoton wachsend. Um zu zeigen, dafl f auch streng monoton wachsend ist,

seien u,v € f(J) . Es gibt eindeutig bestimmte z,y € J , so dal u = f () und v = f (y) . Da
rzy = u=f(2)=2f(y =v,

durch Kontraposition bekommt man

u<v = _fl(u):x<y:_f1(v) .

-1
Um die Stetigkeit von f in b = f(a) zu zeigen, sei ¢ > 0 gegeben. Das folgende Bild
verdeutlicht den Sachverhalt.

b+6=f(a+e)
b=f(a)
b6

fla—e)
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Stetige Funktionen auf einem Intervall 3.2

Da f(a—e¢)< f(a) =u< f(a+e¢), existiert ein § > 0 mit
fla—e)<b—6<fla)=b<b+6< fla+te)

und somit gilt

-1

f([b—5ab+5])C_fl([f(a—a),f(av%)]):[a—€7a+6] :

was zu beweisen war. O

BEISPIEL 2 Die p-te Wurzelfunktion ist stetig und streng monoton wachsend.

BEISPIEL 3 Die Funktion
id°+id: R — R
ist stetig, streng monoton wachsend und surjektiv, da
lim, o (905 + x) =o0 und lim, ., _ (905 + m) =—00.

Ihre Umkehrfunktion ist also auch stetig und streng monoton wachsend. Sie kann nicht mit
Hilfe von elementaren Funktionen ausgedriickt werden. Z.B. kann man nachweisen, dafl gilt

-1
(id° +id) (2) =1
—1
und die einzige reelle Losung (id”+id) (1) von (22 —2z + 1) (2 +2? — 1) =2° + 2 — 1 = 0 ist
die einzige reelle Losung von 2° + 22 —1 =0, daid* —id+1 > O iiberall (c— £ =1-1=2),
Nach der Cardano-Formel bekommt man

-1 1 5 2 1
id® +1d) (1) = = - 1/100 4 12v/69 + -=.
( ) 6 3.3/100+ 1269 3

-1
Aber die einzige reelle Losung (id”+id) (3) von 2° + 2 — 3 = 0 kann man explizit berechnen.
Mit Hilfe des Newton-Verfahrens (siehe §4.6) bekommt man

~1
(id5 + id) (3) = 1.132997 565 885 065 266 721 141 634 288 532 379 816 526 027 727 .

Der dritte wichtige Satz ist

HAUPTSATZ (Annahme von Maximum und Minimum) Seien a,b € R mit a < b
und f :[a,b] — R stetig. Dann gilt

(i)  f ist beschrinkt.
(i)  Es existieren &,n € [a,b] mit
FE)<f(z)<fm) firalexzelab] .
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3.2 Stetige Funktionen auf einem Intervall

Beweis von (i). Wir zeigen zuerst, daf§ f nach oben beschrénkt ist. Ist dies nicht der Fall, so
ist fiir jedes k € N die Menge

My :={z €a,b] | f(z) =k} C [a,b]

nicht leer, also existiert nach dem Satz von Dedekind (Hauptsatz 1.5.ii) sup Mj, € [a,b] . Da
M1 C My, gilt a < sup Mg, 1 < sup M}, und somit ist die monoton fallende Folge (sup M) kN
in [a, b] (Satz 2.3.ii) konvergent (Hauptsatz 2.3). Da f stetig ist bekommt man

00 > f (limg_oo sup My) = limy_, f (sup M) = limg oo k = 00 ,
ein Widerspruch. Analog beweist man, dafl f nach unten beschrankt ist.
Beweis von (ii). Mit (i) und dem Satz von Dedekind existiert s := sup f ([a,b]) . Ist f(z) < s
fiir alle z € [a,b] , so ist nach Hauptsatz 3.1.i die Funktion

1 1
S_f:[a,b]—>]R:m|—>s_—f(x)

stetig. Nach (i) ist sie beschrinkt, d.h. es gibt M € R, mit #@) < M fiir alle x € [a,b] , d.h.
f(z) < s— 5, ein Widerspruch zur Approximationseigenschaft (Hauptsatz 1.5.i). Dies zeigt,
daf ein 1 € [a, b] existiert mit f (n) = s > f (x) fir alle z € [a,b] , also nimmt f ihr Maximum

an. Analog beweist man, daf§ f ihr Minimum annimmt. O

BEMERKUNG 1 Wir haben sehr viel benutzt : die Vollstéindigkeit von R , die Stetigkeit
von f , die Beschréinktheit und die Abgeschlossenheit von [a, b] .

BEMERKUNG 2 Mit Hilfe der Differentialrechnung (siehe § 4.3) kann man diese Stellen in

vielen Situationen bestimmen.

BEMERKUNG 3 Einen anderen Beweis mit Intervallhalbierung : Es gilt

sup f ([a,b]) = max (supf(la,aTMD ,f([a;b,bD) eR.

Durch Induktion bekommt man eine fallende Folge ([ax, bk])ycp- » s0 daB

sup f ([a,b]) = sup f (Jax, bx|) fiir alle &k € N* .

Nach der Approximationseigenschaft (Hauptsatz 1.5.1) existiert xy € [ay, b] mit

sup f ([a,0]) — sup f ([a,0]) € R
f(zg) > falls
k sup f ([a,b]) = oo

Wie beim Beweis des Zwischenwertsatzes existiert & € [a, b] mit limy o ar = & = limg_, by, -
Da ay <z < by fiir alle £ € N* gilt auch limy_. xx = £ und es folgt

Supf([a, b]) 2 f(g) = hmk—wOf(l‘k) 2 Supf([a, b]) )
d.h. sup f ([a,0]) = f(§) eR . O
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Stetige Funktionen auf einem Intervall 3.2

BEISPIEL 4 Ein Polynom

p=>) c-id*:R—R
k=0

vom Grade n := gradp , d.h. ¢, # 0, ist stetig nach Hauptsatz 3.1.i und
(a)
lim, 40op () =cp - (£1)" - 00 .

(b) Ist n ungerade, so ist p(R) = R , insbesondere besitzt jedes Polynom mit ungeradem
Grads eine reelle Nullstelle.

(c) Ist n gerade und ¢, > 0, so existiert minp (R) , d.h. p(R) = [minp (R), oo .
Beweis von (a)  Es gilt

lim, 4o p(x) = limy 400 (m" . Z Ccr - idk"> = (limg_ 400 ™) - Z Cp - limy g0 id¥ " =
k=0 k=0
=c,- (£1)" 0.

Beweis von (b) Ist ¢, > 0, so ist lim, 1o p(z) = +oo , also p(R) = R nach dem
Zwischenwertsatz, also wird jeder Wert, insbesondere 0 , angenommen.

Beweis von (¢) Dalim, .. p(x) = 00, existiert R € Ry mit p(x) > p(0) fiir alle z € R
mit |z| > R . Nach obigem Hauptsatz nimmt die stetige Funktion pj_g ) ihr Minimum in §
an und es gilt

p(§) =minp([-R,R]) <p(0) <p(x) falls [z|>R,
d.h.
p(§) = minp (R) .

Die Behauptung folgt aus dem Zwischenwertsatz. U

Ist p=a-id*4b-id+cmita >0,

b? — dac > 0 b?> —4ac =0 b? —4dac <0

so gibt es bzw. zwei, eine doppelte und keine Nullstelle.
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3.2 Stetige Funktionen auf einem Intervall

Ist gradp = 3,

|

so gibt es maximal drei Nullstellen bzw. drei, zwei mit einer doppelten und eine Nullstelle.
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Stetige Funktionen auf Teilmengen von C 3.3

3.3 Stetige Funktionen auf Teilmengen von C

Genau so wie in R definiert man Umgebungen und Grenzwerte in C (vgl. 2.1, Definitionen
1 und 2).

DEFINITION 1 Firw € C und € > 0 sei
Us(w):={2€C| |z—w| <e} .

Eine Menge V' C C heifit Umgebung von w , falls ein ¢ > 0 existiert, so da3 V D U, (w) .

SmdDCC,weD,f:D— Cund~ € C, so heifit v Grenzwerte von f fiir z gegen w
und man schreibt lim,_,,, f (2) = 7 , falls fiir jede Umgebung V' von v eine Umgebung U von
w existiert mit

f(DNU)CV.

BEMERKUNG 1 Analog zur Definition 2.3.3 der Konvergenz von reellen Folgen kann man
die Konvergenz einer Folge (2;),cy in C gegen limj_.o 2 definieren : Fiir jedes € > 0 existiert
ein N; € N mit

|2k — limg oo 2| < e fiir alle k € Nmit £ > N, .

Diese stimmt nach Lemma 2.3.ii mit der in Definition 2.3.3, die mit Hilfe des reellen und
imaginéren Teil formuliert wurde.

Die Stetigkeit von Funktionen wird wie in 3.1 definiert.

DEFINITION 2 Die Funktion f: D — C heifit in w stetig, falls

BEMERKUNG 2 Wie in 3.1 gelten entspechend folgende Resultate :

Die Bemerkung iiber die e-6-Charakterisierung der Stetigkeit,
der Hauptsatz iiber die Stabilitéitseigenschaften von stetigen Funktionen

und

der Satz ”Kriterien fiir Stetigkeit”.

BEISPIEL 1 Die folgenden Funktionen

c:C—C:z+——¢ fireinceC,

id:C—C:z+ 2z,
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3.3 Stetige Funktionen auf Teilmengen von C

id:C—C:2+—7,
Re:C— R:z+— Rez,

Im:C—R:2z+——1Imz
und

lid|: C — Ry : 2z +— 2]
sind stetig.

Fiir die ersten zwei ist es einfach. Fiir die letzten drei folgt es z.B. fiir w € C aus den
Ungleichungen

|Z—w| , |[Rez —Rew| , [Imz — Imw| , ‘|z|—\w[‘ < |z — v

und die e-6-Charakterisierung der Stetigkeit. O]

BEMERKUNG 3 Die Stetigkeit von Re und Im bedeutet fiir eine konvergente Folge (21 ),y
daf3

Re (limg_o0 2x) = limg oo Rezx  und  Im (limy_ o 25) = limg_ oo Im 2, ;
dies ist die Definition 2.3.3 der Konvergenz von (zj),cy ! Man beachte die obige Bemerkung 1 !
Ist insbesondere > 7, z; eine konvergente Reihe, so gilt

Re (izk> = iRezk und Im (izk) = iImzk .
k=0

k=0 k=0 k=0

BEISPIEL 2 Polynome
p:ch-idk:C—>C:z»—>ch'zk
k=0 k=0

und allgemeiner rationale Funktionen

p(2)

q(z)’

g:{q%O}—>C:z»—>

wobei p und g Polynome sind, sind stetig.
Als niichstes Beispiel untersuchen wir Funktionen, die mit Potenzreihen definiert sind. Sei
Dr:={2€C]| |z2| <R}

die offene Kreisscheiben in C mit Radius R und Zentrum O .

SATZ

(i) Istd pooCr- id* eine Potenzreihe mit Koeffizienten in C und Konvergenzradius R , so ist
die Funktion

f:DR—>K:x|—>ch~zk
k=0
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Stetige Funktionen auf Teilmengen von C 3.3

stetig.

(i1) Identititssatz fiir Potenzreihen Stimmen zwei Potenzreihen

D o-id" und Y dy-id*
k=0 k=0
auf einer gegen 0 konvergente Folge (), C C* diberein, so gilt ¢ = dy, fiir alle k € N .

Beweis von (i). Fiir jedes w € Dpg existiert p € Ry mit |w| < p < R und fiir jedes z €
Up,|a‘ (CL) C Dpg gilt

durch Ausmultiplizieren, also

|27 —w| = |z—w\-Z\z|k7j-]w]j <k-pb|z—wl
=0

und somit

| (2) =

o0
Z|ck| |2* —w*| <

k=1

ch z —ch w
k=0
<(Z|ck|~k~pk>~|z—w|.

k=1

Nach Hauptsatz 2.6.i ist > o, |cx| - k - p* konvergent, also konvergiert die rechte Seite gegen 0
und somit f (z) gegen f (w) falls z gegen w konvergiert, was zu beweisen war.

Beweis von (ii). Durch Substraktion sei ohne Einschrinkung > 27 c; - 2f = 0 fiir alle | € N
und kg das kleinste £ € N mit ¢, # 0 . Da

[e.9] [e.9]

g Cp - 27 = k0. g Cho+j * 2’

k=0 §=0

und f 1z 337 croyj - 2/ mach (i) stetig mit f(0) = c, # 0 ist, existiert 6 > 0, so daB
f(z) #0 fiir alle z € Us (0) . Daraus folgt > oo ¢ - 2F # 0 fiir alle z € U (0) \ {0} . Dies ist
ein Widerspruch, da ein [ € N mit z; € U, (0) \ {0} existiert. O
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3.4 Die Exponentialfunktion

3.4 Die Exponentialfunktion

Nach Beispiel 2.6.1 wissen wir, dafl der Konvergenzradius der Exponentialreihe oo ist.

DEFINITION Die Funktion

© _k
exp:C—>C:zn—>Z%
k=0 "

heifit die Exponentialfunktion (oder e-Funktion ).

1
e::eXp(l):ZE
k=0

heif3t die Fulersche Zahl .

Sie ist die wichtigste Funktion der Mathematik und der Naturwissenschaften. Thre wichtig-
ste Eigenschaft ist

HAUPTSATZ (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion) Die Ezponentialfunk-
tion st stetig und fiir alle z,w € C gilt

exp (z +w) = exp(z) - exp (w) .

Die Stetigkeit von exp folgt aus dem Satz 3.3.i., und da die Exponentialreihe absolut kon-
vergent ist (vgl. Beispiel 2.6.1 und Hauptsatz 2.6), gilt nach dem Cauchy-Produktsatz 2.5 und
der binomischen Formel (Beispiel 1.3.3) :

exp (2) - exp (w) = ( y) - (Z%) =

k=0 k=0
0o k k—j j 0o 1 k l{?
_ Z w _ k—j Jl —
= = — y4 w
;(; (k—j)! ]') ;(k' ;(J)
oo k
=> (Z;,w) =exp (2 +w) ,
k=0 ’
k !
da (5) = 5 - U

Die weiteren Eigenschaften folgen im Wesentlichen aus der Funktionalgleichung :
KOROLLAR Die reelle Exponentialfunktion
ok
eXp:R—>R*+:$l—>ZH
k=0
18t eine stetige, bijektive, streng monoton wachsende Funktion.
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Die Exponentialfunktion

Praziser gilt
lim, ,cexp(z) =00 wund lim, , exp(z)=0

sowie

1
exp (—x) = o (@) und exp(q-x)=exp(x)? firalexeR undqeQ .

Diese Funktion ist stetig nach dem Satz. Es gilt

exp(x)zzgzl+z—‘>l
k| !

k=1

fir alle z € R% , und aus der Funktionalgleichung folgt
1 =exp(0) =exp(x —x) =exp () exp(—2x) ,

d.h. exp(—z) = Wl(m) ;
mit x < y bekommt man

exp (y) — exp (@) = exp (a) - (exp (y) - exp (=2) = 1) = exp(2) - (exp(y —a) = 1) >0,

d.h. exp ist streng monoton wachsend und somit injektiv.
Fiir alle x € Ry gilt

exp(x)zzg:1+x+2y>x,
k=0 k=2

also folgt lim, . exp (z) = oo , und durch die Variablenéinderung y = —z auch
1 1

lim, . exp(x)=Ilim, ,cexp(—y)=Ilim, (o ——=—=0;
() = iy exp (1) = limy o s =

insbesondere ist das Intervall exp (R) = R% , d.h. exp ist bijektiv.
Schlieflich liefert fiir m € N wiederum die Funktionalgleichung

exp(m-z)=exp(z+...+xz)=exp(z)-... -exp(x) =exp(z)" ,
m—‘I;al m—‘I;al
also
1 1 .
exp (—m-z) = op(m 7)) ep@)” exp (z) " ;

fiir alle m € Z und n € N* erhilt man

m

exp <% x>n =exp(m-z)=-exp(z)" ,

313

d.h. exp (Z-z) = Yexp (2)" = exp ()

BEMERKUNG 1 Dem raschen Anwachsen von exp (z) fiir grofie « entspricht wegen

1
exp (z)

exp (—z) =
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3.4 Die Exponentialfunktion

die schnelle Annéherung an 0 fiir kleine, d.h. betragsméflig grole und negative z .
20

15

10

S

-3 -2 -1 0 1 2 3
Exponentialfunktion
el 3| 10| 1] 3] 10
e [0.049 | 0.36 | 1| 271 | 20.08 | 2.20 - 10*
x 22 29 63
exp (x) 3.58- 107 3.93 - 102 2.29 - 1077
exp (z) - 10cm | fast zum Mond | weiter als die Sonne | doppelten Durchmesser des Universums

Nimmt man 10cm als Einheit, so entspricht exp (22) ungefihr 3.58 - 108m . Die Distanz
Erde-Mond ist 3.65 - 10°m bzw. 4.07 - 108m , die Distanz Erde-Sonne 1.47 - 10'' m bzw.
1.52 - 10" m . Das Durchmesser des Universums, der ungefihr 10'° Lichtjahre betrigt, 1
Lichtjahr ist 9.46 - 102 km ~ 10'® m , ist also ungefihr 10%m .
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Der Logarithmus und allgemeine Potenzen 3.5

3.5 Der Logarithmus und allgemeine Potenzen
Da nach Korollar 3.3

exp: R— R} :2+——¢€"

eine stetige bijektive streng monoton wachsende Funktion ist, erlaubt der Hauptsatz iiber die
Umkehrfunktion 3.2 folgende

DEFINITION 1 Die Funktion
ln::egc]p:Ri—ﬁR:y»—ﬂny

heifit der (natiirliche) Logarithmus .

exp: R — RY
In: R} — R

SATZ Der Logarithmus In ist eine stetige bijektive streng monoton wachsende Funktion mit
limy . Iny =00 wund lim, ,o4Iny=—o00.
FEs erfiillt die folgende Funktionalgleichung : Fiir alle u,v € R gilt
In(u-v)=lnu+Inv .
Die ersten Aussagen folgen aus dem Korollar 3.3 und die Aquivalenz
y=exp(x) <= hy==x.
Fiir die Funktionalgleichung geniigt es zu bemerken, dafl
exp (Inu+Inv) =exp (lnu) -exp (Inv) =u- v,
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3.5 Der Logarithmus und allgemeine Potenzen

woraus folgt

Inu+Inv=1In (exp(lnu+lnv)> =In(u-v) .

0

BEMERKUNG 1 Da exp sehr schnell wichst, wichst In sehr langsam. Es ist In1 =
In (exp (0)) = 0 und

In (2.20 - 10*) ~ In (exp (10)) =10 , In(2.29-10*") ~ In(exp (63)) = 63 .

BEMERKUNG 2 Nach Korollar 3.4 gilt fiir a € R} und ¢ € Q
a? = (exp (Ina))?! =exp(¢-Ina) .
Da fiir jedes x € R eine Folge (qi),cy € Q mit = = limy_.o g5 existiert und exp stetig ist, folgt
exp (z - Ina) = exp (limg o0 Gk - Ina) = limg_o exp (gx - Ina) = limg_o, a% .

Deshalb folgende

DEFINITION 2 Fir alle a € R und z € R definiert man

a®:=exp(x-lna) firallezreR.

Insbesondere ist
e’ = exp (z)
und man nennt die Funktion
aid:]R—>]Ri:ml—>am:e“n“

die Exponentialfunktion zur Basis a .

BEMERKUNG 3 Fiir jedes p € N mit p > 2 gilt
1 1
Ya =ar = exp (E-lna) ,

die vierte Moglichkeit ¥/id zu definieren !

BEMERKUNG 4 Die Exponentialfunktion a'¢ zur Basis a € R erfiillt die gleiche Funk-
tionalgleichung wie exp : Fiir alle z,y € R gilt

a*™ =a® - a¥

und sie ist stetige bijektive, streng monoton, falls a # 1 , wachsend, falls @ > 1 | fallend, falls
a<l.

In der Tat a*t¥ = el@ty)na — grlatylnae — celna , gylna — go . 0y Fiir die Monotonie
beachtet man, dafl Ina > 0, fallsa>1und Ina <0, fallsa < 1. 0
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Der Logarithmus und allgemeine Potenzen

3.5

DEFINITION 3 Die Logarithmusfunktion zur Basis a € R7, ist definiert durch

-1
log, := a' .

Man schreibt iiblicherweise

log := logy ,

die Logarithmusfunktion zur Basis 10 . Fiir Informatiker (Komplexitétstheorie) ist auch log,

von Bedeutung.

Fiir alle z € R und y € R, ist log, y = x &quivalent zu

_ x _ _xlIna
y—CL =€ 9

also zu lny = In (ex'ln“) =z-lna, dh.

1
log,y =2 = Y
Ina

Frither waren die Logarithmen Grundlage fiir numerisches Rechnen :

und Rechenstéibe.
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3.6 Die trigonometrischen Funktionen

3.6 Die trigonometrischen Funktionen

DEFINITION 1 Sei
U:={ueC]| |u =1}

die Kreislinie in C .

LEMMA FEs gilt

ez =¢ firalezeC und e*'cU firaleteR,

sowie N
et — 1

t

=1 .

limt—>0

Mit Hilfe des Beispiels 3.3.1 folgt

und somit
|ei-t}2 i bt it it it 0
dh. |eft]=1.
Fiir alle ¢ € [0, 1] bekommt man
[ele} . k [ele} k [e’e) k [oe}
it . _ (i-t) A t 2 1 2
DL S o

k=2 k=2 k=0 k=0

also
et—1 .
—<e-t

und somit lim,_,q ei'ttfl =1i. d

DEFINITION 2 Eine stetige Funktion 7 : [a,b] — C heif}t parametrisierte Kurve in C .
Sie heifit rektifizierbar , falls der Grenzwert

L(y):= lim (t1)j=0....m Z Iy (t g+1 )|

existiert, wobei (t;) die Unterteilung (¢;),_, , von [a,b] , d.h.

7=0,...,n
a=ty<t1 <...<th,1<t,=b,

durchlduft, deren Feinheit max;—q__,—1|tj+1 — t;| gegen O strebt. L () heiit dann die Bogen-
lange von 7y .
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Die trigonometrischen Funktionen 3.6

HAUPTSATZ Fiir alle b € R, ist die Bogenlinge von
v:[0,0] — U:t— et
gleich b .

Wir beweisen nicht die Rektifizierbarkeit von 7 , da der obige Grenzwertbegriff nicht explizit
definiert ist. Fiir jedes k& € N* betrachten wir die gleichmiiflige Unterteilung (j 7

[0,b] und berechnen lediglich den folgenden Grenzwert mit Hilfe des Lemmas :

k-1 k—1
b b » .
L(y):=limp o Y |7 ((j +1)- E) —y (j . E)‘ — limy_ o Z GG ik
! b b b ei'% —1
—limye > ||| % - 1‘ — limyo k- | — 1‘ = b limy g | —— | =
§=0 k
b
1
= b [limp oo —r— | =b- i =b,
k
da limj,_0o 2 =0 . O
DEFINITION 3 Es sei

cos: R — R :t — Re (&) (Cosinus-Funktion)
und

sin: R — R: ¢ — Im (¢") | (Sinus-Funktion)
d.h.

et =cost +i-sint (Eulersche Formel)

sint exp (i -t)
exp (i -21)
axp (i-3t)

0 cost 1

BEMERKUNG Obiger Hauptsatz gibt den Zusammenhang mit der ” geometrischen” Defi-
nition aus der Schule. Wir werden im néchsten Satz sehen, dal das Rechnen in C viel einfacher
ist !
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3.6 Die trigonometrischen Funktionen

SATZ Die Funktionen cos und sin sind stetig und fiir alle s,t € R gilt

(i)

[ e - 1 it _ it
cost:§-(e +e ) und smt:2—i-(e —e ) .
(1) cos und sin sind eine gerade bzw. eine ungerade Funktion :

cos (—t) =cost wund sin(—t) = —sint .
cos’t +sin’t =1

und
|cost|,|sint] <1 .

(iv) Additionssdtze
cos(s+t) =coss-cost —sins - sint

und
sin (s +t) = cos s -sint +sins - cost .

(v) Summen als Produkt

s+t s—t s+t . o s—t
Cos s + cost = 2 - cos - COS und coss — cost = —2-sin - sin
2 2 2 2
und
t —t t —t
sins+sint:2-sinsg -c:oss2 und sins—sint:2-coss—; -sins2 .

(vi) Reihenentwicklung

0 t2k t2 t4 tﬁ

f— —_— k . f— —_—— —_— e —
cost—Z( 1) (21{:)!_1 2—}—4! G!i”'
k=0
0 t2k+l t3 t5 t7
1 p— —_— k . —_— —_— — — s —
Smt_kZ< Vg~ fatsat
=0

Die Stetigkeit von cos und sin folgt aus dem Hauptsatz 3.4 und dem Beispiel 3.3.1.
Beweis von (i). Nach Satz 1.4 gilt
: (e” + ﬁ) =

-(et—el't):Z.(et—e H .

cost = Re (e“) — ) (ei~t n efi.t)

N —
N —

und

sint = Im (e“) = %

Beweis von (ii). Dies folgt sofort aus (i).
Beweis von (iii). Es ist
1= |e”}2 = (Re e”)2 + (Im e”)2 = cos®t +sin® ¢

und somit |cost| , [sint] < 1.
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Die trigonometrischen Funktionen

Beweis von (iv). Es gilt

cos(s+1)+i-sin(s+1t) =) =i gt = [coss—l—z’-sins} : [cost—f-i-sint} =
= [coss-cost—sins-sint] +1- [coss-sint—l—sins-cost] .

Beweis von (v). Da s =2t + 2L und ¢t = £ — 2L folgt

[coss%—cost}%—i-[sins—l—sint}:e”—l—e“:e2 e 2 +e2 e 2z =

2
9 s+t S_t—l—' 9 . S+t s—t
= 2-cos - COS 7-|2-sin - Cos .
2 2 2 2
und
[coss—cost]+z-[sms—smt} s _oit — o* Lg% o e T =

st st st s+t . . s+t .. s—t
—e2 '|:€2 —e 2]: CoS + 7 - sin 5 - 27 -sin 5 =

) . ) s+t . s—t
= —2-sin - sin +z-[2-cos 5 - sin 5 ]

Beweis von (vi). Dies ergibt sich aus folgenden Formeln :

costRe(i(ié—f)k)iRe[ ] ZRe

k=0 k=0
und
. = (- t)F > Im [( ]
smt:Im< i :Z ZIm k' ,
k=0 k=0
sowie
1 k =0mod4
ke 1 k=1mod4
F=q g falls o 0ae
—1 k =3mod4
dai*=1,dh.
(—1)5 = (=1) k = 2j gerade
Re (zk) = fiir
0 k ungerade
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3.6 Die trigonometrischen Funktionen

und
0 k gerade
(-1) = =(-1Y k = 2j + 1 ungerade
Beweis von (vii). O
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Die Zahl 7

3.7 Die Zahl 7

3.7

Diese Zahl wird geometrisch als das Verhiltnis des Kreisumfang zur Kreisdurchmesser de-
finiert. Also ist der Umfang des Einheitskreises, dessen Durchmesser 2 ist, gleich 27 . Wegen
Symmetrien ist also die Lénge des Kreisbogen von 1 bis 4 gleich 7 und ist gleichzeitig die erste

Nullstelle von cos in R, . Deshalb

SATZ

(1) Es gilt sin0 =0 und sin > 0 auf ]0,2] .
(11) cos0 =1 und cos ist auf [0,2] streng monoton fallend.
(ii1) Es gibt genau eine Nullstelle von cos in ]0,2] .
Beweis von (i). Es gilt
sin0=Ime’ =Im1=0.
Fiir alle t € ]0,2] und alle k£ € N* gilt
(2k+1 421

< ,
2k +1) @2k — 1)

da t? <4 < (2k+1) - 2k , also folgt

td t7 $21-1 2141
241 (5-%)+ -+ (&~ o)

MN

B
||

2

[ ungerade

(=1 k+1) (

und somit

B L {2k 2 !

2
da%:§<1.

Beweis von (ii). Es gilt
cos0=Ree’ =Rel=1.
Fiir alle s,t € [0, 2] mit s > ¢ ist nach Satz 3.6.v und (i)

t —t
coss—costz—?-sins—; -sins2 <0,

da =t | =L €10,2] , also coss < cost .
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3.7 Die Zahl 7

Beweis von (iii). Fiir alle £k € N mit k& > 2 gilt
22l~c 22k—2
< ;
(2k)! ~ (2k —2)!

da 4 <2k-(2k—1) , also folgt

6 8 21—2 21
! L2 (_%"‘%) +..F <—m+ﬁ) | gerade
—1)*. _ <0
; =D a5 o pra e |
_E—’—g ++ _—(21_4)! —f-m —(2—1)' ungera e
und somit
cos 5 - o + limy, ’;3( ) o 5 + o + . <

Da cos0 =1, existiert nach dem Zwischenwertsatz 3.2 eine Nullstelle von cos in ]0,2[ . Sie ist
eindeutig weil cos streng monoton fillt. 0

DEFINITION 1 Die einzige Nullstelle von cos in |0, 2[ wird mit £ bezeichnet.

KOROLLAR

™

(i)  Es gilt cos > 0 auf [0, g[ und sin ist auf [O, 5] streng monoton wachsend.
(i1)  Einfachste Werte

t O3 | 37” 2m

et | 1| i | =1 =i 1

cost| 1[0 |—-1]0 |1

sint | 0| 1[0 |-=1]0
msbesondere gilt

1T
e’ =—1.
(iii) Die Funktionen ¢"'9 | cos und sin sind 2w-periodisch, d.h. fiir allet € R und k € Z gilt
et = " UHR2m - cost =cos(t+k-2m) und sint =sin(t+ k- 27) .

(iv) Fir allet € R gilt
™ .
cos (t—§> =sint , cos(t—m) = —cost

und

. ™ . .
sin (t_§) = —cost , sin(t—m)= —sint.
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Die Zahl 7 3.7

Beweis von (i). Fiir alle s,t € [0,%] mit s < ¢ ist nach Satz 3.6.v

s+t s—t s+t t—s
i —sint=2- - 8l = -2 - sl <0,
sin s — sin Ccos 5 sin 5 Ccos 5 sin 5

da £t | 552 €10, 2] und somit cos £ | sint52 > 0 .

Beweis von (ii). Die erste Spalte folgt aus dem Satz, (i) und (ii). Aus cosZ = 0, cos®>Z +

2

sin®f = 1 und sin§ > 0, bekommt man sin§ = 1 und somit die zweite Spalte. Fiir die

néichsten geniigt es zu bemerken, dafl

1 k = 0mod4
kX g ogaNk 1 k =1mod4
etr=(e) =it =0y fals o inods
—1 k= 3mod4
Beweis von (iii). Aus (ii) folgt
o (tHR2m) _ it | ike2m it (ei-27r)k _ it
Beweis von (iv). Dies folgt sofort aus den Additionsséitze 3.6.ii. O

BEMERKUNG 1 Im néchsten Paragraph werden wir sehen (Hauptsatz 3.8), daf3

400,27 — U : t — €'

eine Bijektion ist. Wenn ¢ das Intervall [0, 27| durchléuft, so wird U mit e’ im positiven
(mathematischen) Umlaufsinn (negativer Uhrzeigersinn) durchgelaufen.

e’z = —4

Ui={ueC]| |u=1}={€]| z€[0,2n]}

Die Koordinatenfunktion dieser Punkt sind cos und sin :

cos sin
T 0 T T 3 2T
2 2 2
-1
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3.7 Die Zahl 7

BEMERKUNG 2 Archimedes hat mit reguléiren ein- und ausgeschriebenen Polygonen mit
96 Ecken gezeigt, daf3

223 10 22
W_3+ﬁ<ﬂ'<3+?:7,
wobei
223
= 3.140845 070422 535211 267 605 633 802 816 90
und

z = 3.142 857 .
7
Heute ist es leicht, viele Dezimalstellen von 7 zu bekommen :

m = 3.141 592653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 1971693993751 . ..

BEMERKUNG Als Eselsbriicke kann man folgender Satz benutzen :

wie, o dies 7 macht ernstlich so vielen viele Miih
3, 1 4 1 ) 9 2 6 5 3

DEFINITION 2 Sei

T sint
tan : R ~ (——Hr-Z) — R:{t+——tant := —
2 cost
die Tangensfunktion .
/ 3
24
1
20 a1 4 |5
11
2
31
Es gilt
limtﬂ,%Jr tant = —oo und limtﬂg, tant = oo
und tan ist auf } —%, % [ streng monoton wachsend.
Claude Portenier
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3.8 Polarkoordinaten

Mit Hilfe des Satzes und des Korollars 3.7 sieht man, dafl die Funktionen

T T
23
stetig und streng monoton fallend bzw. wachsend sind. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunk-
tion 3.2 ergibt sich die

COSHOJV] : [077‘-] — [_17 1] und Sin‘[,ﬁ’ﬂ] . |: i| — [—1; 1]

DEFINITION 1 Die stetigen Funktionen

arccos = cos][lo,ﬂ [-1L,1] — [0,7] CR
und
-1
arcsin := Sin|[*%,%] [—1,1] — [_g, g] CR

heiflen Arcus-Cosinus- und Arcus-Sinus-Funktionen .

HAUPTSATZ Die Funktion
e 0,27 — U :t — et

st bygektiv, und thre Umkehrfunktion

-1
arg := e U — [0, 27

st firu=a+1i-04 €U mita,B €R durch

arccos o 6>0
argu = falls
2T — arccos « 6<0

gegeben.
Seiu=a+i-0€Umita,feR. Die Gleichung
cost+i-sint=e¢'=u=a+i-3,
d.h. das System

cost =«
sint = (3

ist in [0, 27 eindeutig losbar : Aus o + % = 1, folgt o € [~1,1] , und man sieht aus der
Symmetrie und den Periodizitéitseigenschaften von cos , daf alle Losungen von cost = o der
Gestalt

+arccosa+k-2r firein k € Z
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sind. Da arccosa € [0, 7] , kommen nur arccos o und 2w — arccos « in Frage. Wegen
sint = signum (sint) - V1 — cos? ¢

und sin (arccos ) > 0 folgt

sin (arccos o) = /1 — cos? (arccos a) = |3

und

sin (27 — arccos o) = — sin (arccos a) = —1/1 — cos? (arccos o) = — | 3|

und somit die Behauptung. 0

DEFINITION 2 Die Funktion

arg : C* — [0,27] : z — arg z := arg|—z|

nennt man Argumentfunktion .

KOROLLAR Jedes z € C* hat eine eindeutige Darstellung in Polarkoordinaten :
z=r-€% mit reR: und € 0,27 ;
es gilt
r=|z| und p=argz.
Man schreibt auch
i-arg z

z = |z| - signum z = |z| - e

Die Existenz ergibt sich aus dem Hauptsatz und obiger Zeile, da

2
sighumz ;== — € U .
2|
Ist z=r-€"% ,s0ist r = |r-e"?| = |z] und somit €"¥ = signum z = ¢"*8* | also ¢ = argz ,
d.h. es folgt die Eindeutigkeit. O]

DEFINITION 3 Fiir z € C* heifit arg z der Winkel zu z im Bogenmaf . Die Zahl % -arg z
heiit Winkel zu z im Gradmafs .

Damit entsprechen die Winkel im Bogenmafl 7 , 7 und 37” bzw. die Winkel im Gradmaf}
90° , 180° und 270° .

BEMERKUNG 1 Statt [0,27] fiir die Werte der Argumentfunktion kann man z.B. auch

]—m, 7] oder |—%, 2] wihlen. Dann gilt
arccos o 6=>0 arcsin (3 a=>0
argu = si bzw. argu = si
— arccos o 6<0 m — arcsin 3 a<0
Claude Portenier
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Polarkoordinaten 3.8

BEMERKUNG 2 Schreibt man
x+i-y:z:r-e“",
SO ist

T =T"-CoSp
Yy=r-sine

Man spricht von den Polarkoordinaten in R? \ {0} .

Interpretation der Multiplikation in C
Fiir alle z,w € C* gilt

i-arg z i-arg w eiA(arg ztargw)

zow = |z[ - e"EE - ] - Y = 2] - fwl - :

d.h die Multiplikation komplexer Zahlen entspricht der Multiplikation der Betrige und der
Addition der Argumente.

Aber es gilt nur

arg (z -w) = arg z + argw mod 27 !

SATZ Fiir alle w € C sind die komplexen Zahlen

. (arg wt2m-k) .
|w|%'ez'argwn7r firk=0,....n—1

die Losungen von 2™ = w .
Insbesondere sind

wobet

die Losungen von z°> = w .

Der Beweis wird dem Leser iiberlassen. O

Ob man [0, 27| oder |—m, 7] benutzt, so gilt v—1 =1 .

BEMERKUNG 3 Achtung ! mit der Benutzung von +/- . Fiir alle a,b € R, gilt
Va-o= \/a ' \/5 )

aber nicht

A= =V-1-V=1=/(-1)’=V1=1.

Der Fehler hingt an folgende Tatsache :
arg ((—1)2) =arg (1) =0# 27 = arg(—1) +arg(—1) ,

d.h.
V=1-vV=1#1/(-1)?.
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