Kapitel 4

DIFFERENTIATION

Fassung vom 1. Juli 2005

Claude Portenier .
Wolfgang Gromes Mathematik II 101



4.1 Grundbegriffe

4.1 Grundbegriffe

Wir werden, neben Grenzwerten, grundlegende Techniken zur Untersuchung von Funktio-
nen bereitstellen.

DEFINITION Seien D C R und x € D . Eine Funktion f : D — K heiflt in z differen-
zierbar , wenn x € D \ {z} und

) =S @) o fath) @)

f(z) = limg sy p — 5

in K existiert. Diese Zahl nennt man dann die Ableitung von f in a .
f heidt differenzierbar , wenn f in allen Punkte x € D differenzierbar ist. Die Funktion

"D —K:x+— f'(2)
nennt man die Ableitung von f .

Zur Vereinfachung schreibt man lim,_,, statt limg,, ., und lim, o statt limgz,—o -

BEISPIEL 1 Fiir alle a,b € K ist die Funktion
a-idd+b:R—K:z+——a-x2+b
differenzierbar, und ihre Ableitung ist die konstante Funktion a .

Fiir alle y # x gilt

fW-f@) _ay+tb-aa-b
y—x B y—x B

und somit die Behauptung. ]

BEISPIEL 2 Die reelle Exponentialfunktion exp : R — R ist differenzierbar und
exp’ = exp .
Insbesondere gilt exp’ (0) =1 .
Fiir alle y # 0 gilt

y*?
k;l

-2
’

eV —1 1 XyF
—1=-- ——1l=y-
y y ;k!

oo

k=2
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Grundbegriffe
also
v_1
c — 1‘ <e-y
)
falls |y| < 1. Daraus folgt
v_1
lim, o < —1,

d.h. exp: R — R ist in 0 differenzierbar und exp’ (0) = 1 . Fiir alle x € R folgt dann

. eTth _ e ) ev - (eh — 1) -
limy, g ——— = limj, o ———= = €% - limy,_

h h
und damit die Behauptung.

eh—l_

4.1

|

SATZ (Quotientenfreie Definition der Ableitung) Genau dann ist f : D — K in
z € D differenzierbar, wenn ein ¢ € K und eine Funktion ¢ : D — K mit lim,_,, ¢ (y) =0

existieren, so daf gilt

fy)=f@)+e-y—z)+ol) - (y—=) .
In diesem Fall ist f' (x) = c und f stetig in = .

(i) = (ii)  Definiert man

fy—flx) f’ (m)
y—x
o:D—K:yr—¢(y) = falls

0

so gilt (%) mit ¢ := f’ (z) und nach Definition der Ableitung auch lim,_,, ¢ (y) =0 .

(ii)) = (i)  Aus (x) folgt fir z £y — x
fy) = f (=)
y—x
d.h f ist in z differenzierbar und f’(z) = c .

=ct+o(y) —c,

Die Stetigkeit ist leicht nachzupriifen :

y#x

Y

(%)

lim, ., f (y) = lim,_., [f(x)+c-(y—w)+so(y)-(y—w)] =f(x)+c-0+0-0=f(x) .

BEMERKUNG 1 Auch wenn die Funktion f stetig ist, ist sie i.a. nicht differenzierbar.

Z.B. ist |id| : R — R stetig und in 0 nicht differenzierbar, da

2] 0] _
X

lim,_,o_ —1 und lim, o4

Man kann zeigen, daf die stetige Funktion
>, sin (3% - z)

9%k
k=0
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4.1 Grundbegriffe

nirgends differenzierbar ist.

BEMERKUNG 2 Sei f: D — R in z differenzierbar. Das Differentialquotient %
ist die Sekantensteigung und f’ (z) die Tangentensteigung . Nach (k) ist

y— f@)+f(2)-(y—2):D—R

die beste lineare Approximation von f in der Nihe von x .

f

Stei f(ui:i(r)

Steigung 1’ (z)
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Rechenregeln 4.2

4.2 Rechenregeln

HAUPTSATZ Seiena € K, D CR ,x € D und f,g: D — K in z differenzierbare
Funktionen. Dann gilt :

(i) Faktorregel «- f istin x differenzierbar und
(@ f) (@) =a-f(z) .
(ii)) Summenregel [+ g ist in x differenzierbar und
(f+9) (z)=f(2) +4 (2) .
(i1i) Produktregel f - g ist in z differenzierbar und
fr9)(@)=f(z)-g@)+f(z) g (2) .
st in x differenzierbar und

([)'(x) _f@)-g(@) = f(z)- g ()

g g(z)*

(
. . i
(iv) Quotientenregel -

falls g # 0 auf D .

(v) Kettenregel Seien C C R, u € C und h : C — R differenzierbar in v , so daf
h(C)C D, d.h. foh istdefiniert, und h (u) = x . Dann ist f o h in u differenzierbar und

(foh) (u) = f" (h(u) - (u) .
(vi) Ableitung der Umkehrfunktion Seien D ein Intervall, [ stetig streng monoton und
f'(z) #0 . Dann ist die Umkehrfunktion }1 in f (z) differenzierbar und
() v =7 wter (1) =—
xr)) = TIRY oaer Y) = ——7F 77—~ -
Jre) (o)

Alles folgt aus Hauptsatz 2.2 bis auf (iv).
Beweis von (i). Fiir y — x konvergiert

(- Ny —(a-Hlz) _  fl)-f)

y—x y—z
gegen « - f' (x) nach Definition und Hauptsatz 2.2.i.

Beweis von (ii). Nach Hauptsatz 2.2.ii gilt

f+9) )=+ @ fW=F@ 90 =9@) oy
Yy—x Yy—x Yy—x

firy — x .
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4.2 Rechenregeln

Beweis von (iii). Es gilt

F9)W)—(f9) @) (f(y)—f($)>~g(y)+f($)‘(g(y)—g(m)>
y—T y—x y—T ’

und mit Hauptsatz 2.2.iii konvergiert fiir y — z die rechte Seite gegen f’ (z)-g (z)+f (x)-¢' (x) .

Beweis von (iv). Ist zuerst f =1, so gilt

W@ 1 gw-g@)  d@

y—x 9@ g y-= g(z)*

fir y — x . Aus (iii) folgt damit

D @=(r1)@=-r@iorrw (3)e-

file) f(2)-g(z) _ f(z)-g()—fl)-g()
g(x) g(z)” g(z)”

Beweis von (v). Mit Hilfe von Satz 4.1 sei

f=f@+f(r)-y—2)+ey) (y—2z) firaleye D

und
h(v)=hu)+h (u):-(v—u)+¢(v) - (v—u) firalleveC,
wobei
limy, ., p(y) =0 und lim, ., ¢ (v)=0.
Da

Pv) =2 =h(v) = h(w) =R () (0= w) + 9 (0) - (0 —u) = [F (@) + 0 0)] - (0 -u) |
kann man schreiben

f(h@) = f @)+ f (@) (h () =2) + 0 () - (h () =) =
= (B @)+ £ (b (@) [W () + % )] - (0= w) + ¢ (b (©) - [ )+ ©)] - (0 =) =

= F () + f (h(w) - (0 =w) + (¥ 0) + 9 (1 W) - W (W) +¥ ()] ) - (0 =)
und

hm%m¢@o+¢uum)[M@o+¢wm}:0+0~m%m+n):0.

-1
Beweis von (vi). Wegen der Stetigkeit von f (Hauptsatz 3.2) gilt

-1 -1
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Rechenregeln 4.2

und es folgt

-1 —1
. f ) — f(f() 1 _ 1
B R U= E R &
-1
mit der Variablenéinderung y = f (v) (Hauptsatz 2.2.v). O

BEMERKUNG 1 Schreibt man
f(h(v) = f(h(u)  f(h(v)) = f(h(u) h(v)—h(u)

v—u h(v) — h(u) v—u

so bekommt man einen korrekten Beweis der Kettenregel nur, wenn A stetig und strikt monoton
ist. Sonst existieren v # u mit h (v) = h (u) , und man kann nicht weiter argumentieren !

BEISPIEL 1 Fiir n € N* gilt
(id") =n-id" " .
Der Fall n = 1 folgt aus Beispiel 4.1.1 : id’ = 1 . Durch Induktion kann man schlieflen :
(id™™) = (id"*-id)’ = (id") - id +id" -id' = n - id" " -id +id" 1 = (n 4+ 1) - id" .

BEISPIEL 2 Fir A € R gilt
(e)vid)’ — ). eNid

Dies folgt aus der Kettenregel und Beispiel 4.1.2 : exp’ = exp und man kann schreiben
eMd = exp (A -id) = expo (A -id) , also folgt

(e’\'id), =exp/ (A-id) - (A-id) = exp (A -id) - A = X - M9,

BEISPIEL 3 Es gilt
<12 / 132
(ec'ld ) =2¢-id "1 |

Dies folgt wiederum aus der Kettenregel und Beispiel 4.1.2 : exp’ = exp und man kann
schreiben e¢14* = exp (c . id2) = expo (c . id2) , also folgt

<ec'id2)/ = exp’ (c . id2) . (c . id2), = exp (c . id2) - 2¢-id = 2¢ - id €= |

BEISPIEL 4 Fiir a € R}, gilt

(aid)’ =Ina-a.
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4.2 Rechenregeln

Nach Definition der allgemeinen Potenzfunktion gilt
(aid)’ _ (elna~id)’ —Ing- e —pg- ¢

nach der Kettenregel oder obigem Beispiel 2. 0

BEMERKUNG 2 Man sieht, dafl genau dann (aid), = @' gilt, wenn Ina = 1 ist, d.h.
a = e . Dies ist die Besonderheit der Basis e !

BEMERKUNG 3 Ist f eine streng monotone Funktion und in x differenzierbar, so folgt
nicht f’ (z) # 0 , wie das Beispiel id® in 0 zeigt :

(id*) (0) = 3-id*(0) = 0!

BEISPIEL 5 Der Logarithmus ist differenzierbar und

Lo
In = ¥ R —R.
Mit (v) folgt
, —1\’ 1 1 1
ln:<eXp> - 1 1 iq
/ id
exp’ oexp  exp oexp
O]
BEISPIEL 6 Fiir alle a € R ist die Funktion
id*: R} — R:z+— 2
differenzierbar und
(id*) = a-id*" .
In der Tat
1
(id*)" = (ea'ln), =M. In' = - id® g id*!
mit Hilfe der Kettenregel und vorigem Beispiel. U

BEISPIEL 7 Die trigonometrischen Funktionen cos und sin sind differenzierbar, und es gilt

cos’ = —sin , sin’ = cos .
Es gilt
cosy —cosz siny —sinz _ ety — et _ e, et 1 |
y—x y—x y—x y—
und mit Lemma 3.6 konvergiert fiir y — x die rechte Seite gegen
e .i=1-(cosz+i-sinx)=—sinz+i-cosx .
Vergleicht man Reell- und Imaginérteil, folgt die Behauptung. 0
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Rechenregeln 4.2

Man hétte auch folgender Satz benutzen kénnen :

SATZ Ist R > 0 der Konvergenzradius einer Potenzreihe S 5o ¢y, -id™ | so ist die Funktion

ch-idk:]—R,R[—>C:x»—>ch-xk
k=0 k=0

differenzierbar und

(ick . idk> = ik oo, - idEL
k=0 k=1

Daf} die differenzierte Potenzreihe konvergiert, wurde in Hauptsatz 2.6.i bewiesen, daf} sie
mit der Ableitung der Funktion > %° ¢y - id* iibereinstimmt verliuft dhnlich wie der Beweis
der Stetigkeit dieser Funktion (Satz 3.3.i) :

Fiir jedes # € |—R, R| existiert p € Ry mit |z| < p < R und fiir jedes y € U,_|; (x) C
|—R, R] gilt |z|, |y| < p und somit

Zﬁock'yk_zziock'x Zk c - ot

Yy—x
k—1
k=1 j=0

N-1
<D o - Z kel - p

Nach Hauptsatz 2.6.1 ist Y oo |cx| - & - p* konvergent, also fiir jedes € > 0 existiert ein N € N
mit Y o2 k- |ex| - P71 < 5. Da ein Polynom stetig ist folgt

??‘

-1

N-1 k—1
hmmﬂy Z (& ( ykilij . l'j — k- l'k1> = Z Ck - (Z l'kil*j . .Cljj — k- xk1> =0

J

I
o

und es existiert ein 6 € |0, p — |z|] > 0, so daB fiir alle y € Us (x) gilt

N-1 k—1

k=1 3=0

<

~

oM™

Daraus ergibt sich

0o k 0o k >
cr Yt — Cr+ T N
Ek_O Zk_O E k- Cp - ZL'k 1

<e firaleye Us(z) ,

y—x k=1
oo koo .k
d.h. lim,_, ZEmet¥ —lizott _ §700 kg ghl O
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4.3 Monotonie und die Wachstumsprozesse

4.3 Monotonie und die Wachstumsprozesse

Wir behandeln jetzt, die sogennante ” Kurvendiskussion”. Der Ausgangspunkt ist der

SATZ (Mittelwertsatz) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die auf |a,b| differen-
zierbar ist. Dann existiert ein & € |a, b mit

f(b) — f(a)
b—a
Man betrachtet die stetige Funktion

hilah] —Rize— [f0) = f@)] - @=-a)=[f@)-f@)] 6-a)

die in a und b verschwindet. Nach Hauptsatz 3.2 nimmt sie ihr Maximum oder Minumum an
einer Stelle ¢ € |a, b[ an. Ohne Einschriinkung kann man annehmen, daf es ein Maximum ist.
Fiir alle z € [a,b] \ {{} gilt dann

= /) -

Da h in ¢ differenzierbar ist, folgt

0 <t NI g i, 2 g
und somit
0=1 =[O ~T@]-f @) b-a),
woraus die Behauptung folgt. O

DEFINITION Fiir ein Intervall J in R sei
J° := J ~ {Randpunkte von J} .

Als Folgerung erhalten wir

KOROLLAR (Monotoniekriterien) Seien J ein Intervall und f : J — R eine stetige,
auf J° differenzierbare Funktion. Dann gilt

(i)
(i)

f(x) =20 bzw. <0 fir allex € J° < f ist auf J monoton wachsend bzw. fallend.
(iii)

f (z) >0 bzw. <O fiir allex € J° = f ist auf J streng monoton wachsend bzw. fallend.

f'(z) =0 fir allex € J° <= f ist auf J konstant.

Claude Portenier
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Monotonie und die Wachstumsprozesse 4.3

Fiir alle z,y € J mit = < y existiert nach dem Mittelwertsatz ein £ € |z, y| mit
F)=f@) =10 (y—=) . (%)
Beweis von (i). Die Implikation = folgt aus (x) , die Umkehrung aus Beispiel 4.1.1.

Beweis von (ii). Die Implikation = folgt auch aus (x) . Fiir die Umkehrung beachtet man,
falls f monoton wachsend ist, dafl

W =1@ 4
y—x
also
f/ (:C) — limy*ﬂb%* M > 0.
y—x
Beweis von (iii). Dies folgt auch aus (x) . O

BEMERKUNG Die Umkehrung in (iii) ist falsch, wie das Beispiel id* zeigt. Dies Funktion
ist streng monoton wachsend, aber (id3)/ (0)=0.

BEISPIEL 1 Mit (iii) und die Tatsachen exp > 0 auf R , sin > 0 auf |0, 7| folgert man, daf3
exp auf R und cos auf [0, 7] streng monoton wachsend bzw. fallend sind.

Es gilt

exp'=exp >0auf R und cos’ = —sin <0 auf |0, 7] .

BEISPIEL 2 Fiir o € R ist
id* =e*™: Ry — R

streng monoton wachsend, falls o > 0 und fallend, falls & < 0 . Fiir « > 0 kann man id® in 0
stetig fortsetzen :

0° =1limg 0. 2°=1 und 0% =lim, o 2*=0, falls @ > 0.
Dies ergibt sich aus (iii), da

(id*) = a-id*' und id*' >0 auf R* .

O
HAUPTSATZ Seien A\,a € R . Dann hat das Anfangswertproblem :
Differentialgleichung auf R
F=a-f
und Anfangswert
f (0) =a,
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4.3 Monotonie und die Wachstumsprozesse

genau eine Losung f : R — R, ndmlich
a- e R—R:t—a-eM
Insbesondere ist exp die einzige Losung von
ff=f und f(0)=

Die Funktion a - eM? ist trivialerweise eine Losung. Ist ¢ : R — R eine weitere Losung,
d.h. ¢ =X-gund ¢g(0) = a, so betrachtet man die Funktion

hi=e?.g:R—R:t——e ™. g(t) .
Es folgt
R T LRI L Wy o
d.h. h ist eine konstante Funktion und
h(0)=e*-g(0)=a,
also h = a und somit
Md g Aid

9= =a-e -,

was zu beweisen war. O

BEMERKUNG Bei Zerfall- und Wachstumprozessen mit konstanten Auflenbedingungen
(z.B. radioaktiver Zerfall, Wachstum von Organismen) in kleinen Zeitintervallen, die durch
eine Funktion f : J — R auf einem Intervall / C R in Abhingigkeit der Zeit modelliert
werden, gilt : Der Zuwachs von f zur Zeit t ist proportional zu f () und dem Zeitzuwachs At
fiir kleine At , also

f+A)—f) =X f(t) At
Im mathematischen Modell heifit das, da8 fiir At — 0 gilt

d.h.
ff=X-f.
Fiir 7 € J , eine Zeit wo dieser Prozess bekannt ist : f (7) ist die einzige Losung durch
F=F(r) T — Rt f(r) M

gegeben.
Fiir grofle Zeitintervallen gelten i.a. diese Voraussetzungen nicht, da Séttigungsphéinomene
auftreten : das logistisches Wachstum ist sinnvoller.

BEISPIEL 3 Eine Volkswirtschaft, gemessen an ihrem BSP f , entwickelt sich jahrlich mit
einem Wachstumsrate r , d.h. von r - 100 % . Es gilt also

f) =) +r-f0)=1+r)-f(0),
F@)=1+r)f(1)=1+r)* f(0)

Claude Portenier
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Monotonie und die Wachstumsprozesse 4.3

und somit
FR) = (140 £(0) = £ (0) - 047
Es ist sinnvoll ein kontinuierliches Modell zu benutzen, d.h.
f@)=f(0)-e firt>0,
wobei
A=In(l+r) .

Wir werden spéter sehen (Taylor-Entwicklung), da8 fiir kleine r gilt In (1 + r) ~ r , z.B. fiir 1%
jarhlichem Wachstum ist In (1.01) = 0.009.950. .. ~ 0.01 .

Wann hat sich diese Volkswirtschaft verdoppelt ? Bezeichnet 7 diese Verdoppelungszeit, so
gilt

2-f(0)=f(0)-e* oder e} =2,

d.h.
In2
T=—".
A
Fiir 1% jérhlichem Wachstum ist also die Verdoppelungszeit
In2
~69,6...
In (1.01) ’

BEISPIEL 4 Datierung mit Hilfe des Kohlenstoffes C'*

Die Zerfall eines radioaktiven Materials ist durch das Gesetz

m =—-\-m

beschrieben, wobei m (t) die Masse (oder die Konzentration) dieses Materials zur Zeit ¢ ist und
A die Zerfallskonstante. Bezeichnet mq die Masse zur Zeit tq , so gilt

m(t) = mg - e M)

Ist 7 die Halbwertzeit , z.B. 5730 Jahre fiir C'* , so gilt nach Definition

1
§-m0:m(to—|—7)=m0-e”\'7,
also
(b2
T

Es gilt somit

m(t) = mg - e 7 (t=to)

Das Verhiilniss uq des Kohlenstoffes C'* zu seinem Isotop C'? ist wegen der kosmischen
Strahlen bis 1950 ungefiihr konstant geblieben. Dieses Verhiltnis ist durch die Atmung fiir
jedes Lebewesen das gleiche. Nach dem Tod zerfillt der vorhandene Kohlenstoff C** | und das
Verhéltnis u (T) des C* zur C'? nach T Jahre ist durch
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4.3 Monotonie und die Wachstumsprozesse

gegeben. Misst man u (T") , so bekommt man

T:é'm(u?oﬂ) '
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Lokale Extrema, die de I’Hospital Regel und Konvexitit 4.4

4.4 Lokale Extrema, die de I’Hospital Regel und
Konvexitit

DEFINITION 1 Sei D C R . Die Funktion f: D — R hat in £ € D ein lokales Maximum
bzw. isoliertes lokales Mazimum , wenn gilt : Es gibt ein € > 0 , so dafl

fx) <f (&) baw. f(z) < f(§) furallereDNU(§)~{E} -

¢ heifit absolutes Mazimum , wenn
fx)<f(§ firallexeD.

Analog fiir Minimum . Wenn £ ein Maximum oder ein Minimum ist, so spricht man von
Ezxtremum .

HAUPTSATZ (Kriterium fiir Extremum) Seien J C R ein Intervall, £ € J° und f :
J — R eine auf J° differenzierbare Funktion.

(i) Hat f in & ein lokales Extremum, so ist f'(§) =0 .
(i) Ist f' (&) =0 und existiert ein ¢ > 0 mit

f(x) =20 bzw. f'(x) >0 firalexel§—ef
und

f () <0 bzw. f'(x) <0 firallexel&,&+el,

so hat f ein lokales bzw. isoliertes Maximum in £ .

(111)  Analog fiir Minimum durch Umkehrung der Ungleichungen.

Beweis von (i). Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, da8 f in £ ein lokales Maximum
hat. Mit den Notationen der Definition gilt

f@) - 116 >0 firallez €] —¢,¢]
=&
und
f @) = [ <0 firallex el E+e,
=&
also
0<tim ¢ LEIO _ ey, JDTO
Beweis von (ii). Dies folgt sofort aus Korollar 4.3. O
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4.4 Lokale Extrema, die de I’'Hospital Regel und Konvexitit

BEISPIEL 1 Die Funktion

idld — eld-ln z-lnx

R —R:izr— 2" =e
ist differenzierbar mit
(id) = 4. (id-n)’ = (1 +In) - id" .

Da id > 0 auf RY ist (idid)/ () =0zu 1+ Inz = 0 dquivalent, d.h zu 2 = 1 . Dies ist der
einzige Kandidat fiir ein lokales Extremum. Da exp streng monoton wachsend ist, folgt

i 1
(id9) (2) <0 = hr<-1 < < -

und

: 1
(idld)'(x)>0 — hr>-1 <= z>-,

e
d.h. f hat in % ein isoliertes lokales, sogar absolutes Minimum mit
N
(—) = 0.692200627 ...
e
47
3
21
3
0 1 2
Es gilt
limy oo 2% = lim, o €50% = lim, , €Y =00,

y=zInz
da lim, ooz - Inx = (lim, o x) - (lim, oo Inx) = 00 - 00 = 00 . Weiter gilt
lim, o4 (idid)/ () =lim; 04+ (1 +Inx)-z® = (1 + lim, 04 Inx)-lim, o4 2% = (—00)-00 = —00 .
Wie berechnet man
lim, oy ° oder lim, g, x-lnz?

Dazu
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Lokale Extrema, die de I’Hospital Regel und Konvexitit 4.4
SATZ (Regel von de ’Hospital) Seien J ein Intervall inR , ¢ € R einen Randpunkt von
J und f,g:J — R differenzierbare Funktionen mit g,g' # 0 auf J . Gilt

lim, .. f (z) =lim,.g(z) =0

oder

-

lim, ..g(z) = £o0

f'(x)
g'(z)

in R , so existiert auch lim,_.. g(—g in R und es qgilt

(
f@) )
g(z) g (a)

Fiir einen Beweis verweise ich auf die franzosische Version meiner Vorlesung Analysis, § 8.8.
OJ

und existiert lim,_,.

lim,_..

BEMERKUNG 1 Fallsc € R, f,g auf JU {c} differenzierbar sind, g # 0 auf J , f(c) =
g(c)=0und ¢ (c) # 0, so gilt
/
i, L) _ 7).
g(x) g'()
Der Beweis ist elementar : Wegen der Differnzierbarkeit von f und g gibt es Funktionen
0, JU{c} — R mit

lim, . ¢ (z) =lim, ..¥ (z) =0
und
F@)=F@+F O -0 tp@- - =[f () +p@)] @
9(@)=g(c)+g () =) +v(2)-@=c) =g () +v ()| - (@—0) .
Daraus folgt

lim, f(z) _ —_ [f’ (c) +¢(x)} (x—c) B lim, . [f’ (c) +go(x)} acy
9 (@) g @+v@] @0 tm . [g@+v@)] 9
O
BEISPIEL 2 Es gilt
lim, .oy xz-Inz=0 und lim, o 2"=1,
sowie
lim, o (idid), (x) = —00.
Die Funktion id' ist in 0 stetig fortsetzbar durch 0° =1 !
Da lim, .oy % = o0 , folgt
lim, oy z-Inx =1lim, o, lnTm = lim, oy %1 =—lim, gr2=0,
z a2
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also
hmx—»(H— % = limx_>0+ em-lnx — elimzaojt zlnz _ 60 =1 ,
da exp stetig ist. 0
BEISPIEL 3 Es gilt
sinx
liquo =1.
Dies wurde bereits in Lemma 3.6 berechnet !
Da lim, .gsinx = lim, .oz = 0 , folgt
sin x Ccos T
lim,_, = lim,_,g =cos0=1,
da cos stetig ist. 0

Es ist noch von Interesse weitere geometrischen Eigenschaften wie die Krimmaung von id'
zu untersuchen.

DEFINITION 2 Sei J ein Intervall in R . Eine Funktion f : J — R heif3t konvex , wenn
fir alle x,y,£ € J mit x < £ < y gilt

Yy
fO< = —

Sie heifit konkav , wenn — f konvex ist.

) (%)

HAUPTSATZ (Konvexitiatskriterium) Seif:J — R stetig und auf J° differenzierbar.
Dann sind dquivalent :

(i)  f ist konvex.
(i) f" ist auf J° monoton wachsend.
(111) Fir alle & € J° gilt
f@) =@+ (&) (x=§) firalexelJ.
Man beachte zuerst, daf (x) , wegen ﬁ + i:—z =12zu

FO-F) _ fw) 1O
-z y—¢&

dquivalent ist.
(i) = (i) Firaz,&y,n e J° mit 2 < £ <y < n folgt aus (xx)

FO-F@) _ w1 _ fo) W
-z  y—-¢& -y

also
i §—[fla —f(y
[ (@) =limgo ( 2 (@) < limy, il — ) = f'(y)
)
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4.4
mit Hilfe von Satz 2.3.i.
(ii) = (iii)  Definiert man
g=Ff=fE=f - (&=¢ ,
so ist g (£) = 0 und
>0 T 2>§
g @)= (@)~ F© fall
<0 r<§
Das Kriterium fiir Extremum zeigt, dafl g ein absolutes Minimum in £ hat, also gilt
f@)=f©)—-f () (z-¢§=g(x)29()=0.
(iii) = (i) Firalle z,y,& € J mit x < & < y liefert (iii)
fE—-flx) _ fy) —1©)
Tme TOST T
und somit () . 0

BEISPIEL 4 exp ist konvex, und fiir alle x € R gilt

e*>1+x.

Da exp’ = exp und exp monoton wachsend ist, folgt die erste Behauptung aus (ii) = (i)
Aus (i) = (iii) ergibt sich mit £ = 0 die Ungleichung :

e >e+exp'(0)-(z—-0)=1+x.

BEISPIEL 5 In ist konkav, und fiir alle z € R?, gilt
nhe<z—-1.

Da In' = & und id monoton fallend ist, folgt die erste Behauptung aus (ii) = (i). Aus (i)
= (iii) ergibt sich mit £ = 1 die Ungleichung :

Inz>Inl+W'(1)-(z—1)=z-1.

|

DEFINITION 3 Eine Funktion f : D — K heifit zweimal differenzierbar , wenn f diffe-
renzierbar ist und ihre Ableitung f’ : D — K differenzierbar ist. Man schreibt

f"=():D—K.

KOROLLAR Sei f: J — R stetig und auf J° zweimal differenzierbar.

(1)  Genau dann ist f konvex, wenn f"” >0
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4.4 Lokale Extrema, die de I’'Hospital Regel und Konvexitit

(1) Ist f" auf J° stetig und gelte fir & € J° : f' (&) =0 und f”(§) >0 bzw. f"(§) <0, so
hat f ein lokales isoliertes Minimum bzw. Maximum in & .

Beweis von (i). Nach Korollar 4.3.ii ist genau dann f’ monoton wachsend, wenn f” = (f') >
0.
Beweis von (ii). Da f” stetig ist, existiert fiir € := 1 - f” (£) ein § > 0 mit

@)z € —e =5 f(©)>0 frallezelt—5E+e] .

Damit ist f" auf [§ — €, + €] streng monoton wachsend, und wegen f’ () = 0 ergibt sich
fx)<0< f'(y) firallexelé—6,{ undy €], E+6[ .
Mit dem Kriterium fiir ein Extremum (ii) folgt die Behauptung. O

BEISPIEL 6 Die Funktion id® : R, — R ist konvex.
Auf R? gilt

(id)" = [(1 4 In) -id“]" = % Ad 4 (1 +1n)? - 1d > 0 .

O
BEMERKUNG 2 Qualitative Funktionsuntersuchung :
(a)  Grenzwerte, Randverhalten.
(b) Extrema.
(¢)  Monotonie-Intervalle.
(d) Konvexitiits- und Konkavitéitsintervalle.
Man beachte, dafl man eigentlich nur die Funktion und ihre erste Ableitung benétigt.
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4.5 Hohere Ableitungen und die Taylor-Entwicklung

DEFINITION 1 Sei £ € N . Durch Induktion heift f : D — K k-mal differenzierbar ,
wenn

fO.=f  fiirjedes j =0,...,k—1 die Funktion f) differenzierbar ist und U+ .= (f(j))l .

f heiBt k-mal stetig differenzierbar , wenn f k-mal differenzierbar und f*) stetig ist.
Man bezeichnet mit C*) (D) und C* (D) die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren
bzw. unendlich oft differenzierbaren Funktionen.

BEMERKUNG 1 Die Ableitungen fU fiir j =0,...,k — 1 sind nach Satz 4.1 stetig.

BEISPIEL 1 Fiir ein Polynom ", ¢ - id" gilt

n ! n n " n
(ch.idk) => keg-idt (ch~idk> = ke(k—1)-c-1d*?
k=0 k=1

n (n)
(ch-idk> =nl-¢, .

k=0

UsSw...

BEISPIEL 2 Man verifiziert leicht, dafl die folgenden Funktionen unendlich oft differenzier-
bar sind :

Polynome, exp ,In ,id* : R} — Rfira € R, exp(i-id): R — C, cos , sin .

7.B. gilt

In® = (=) (k—1)- L firalle k > 1.

id”
Diese Formel ist richtig fiir Kk = 1 . Durch die Induktionsvoraussetzung folgt
1y —k 1
Ink+D) = ( —1) (k=1 !~—) = ()" k=1 —— = (=D)F k=,
(D k=l ) = (D = Dl = (D R
was zu zeigen war. O
BEISPIEL 3 Die Funktion
x? x>0
id|-id:R—R:z+—|z| -2 = falls
—x x <0
ist nicht zweimal differenzierbar.
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Es ist
(lid| - id)" = 2 [id|

und |id| ist in 0 nicht differenzierbar (vgl. Bemerkung 4.1). O

Wir suchen jetzt nach besseren Approximationen einer Funktion f : D — K in der Nihe
eines Punktes x € D als die affine Approximation : Ist f differenzierbar, so gilt

fy)=f@)+f (@) -y—2)+e@) - (y—=z) mitlim,_,e(y)=0.

Die affine Approximation ist

T, f (y) = f(x)+ f (2)- (y — o)
und

Tif(z)=f(z) , (Tof) (2)=f(2) .

DEFINITION 2 Ist f: D — K eine n-mal differenzierbare Funktion und € D , so heif3t

n ) (g )
T f () ;:Zf k!( )y a)

das n-te Taylorpolynom von f in x .

BEMERKUNG 2 Es gilt

I
(]
~
=
~—~
8
— |~
<
|
8
S~—
S
d

(T2 ) () :

und insbesondere
(TP )P () = f9) (z) firalle j=0,...,n.
Der Beweis folgt einfach durch Induktion :

. ) (g R R ®) (1 e
(T71)0) (y) = (Z{,;_( ) (y ) ) =Y e e

— (k—1J)

Analog zum Satz 4.1 gilt :

SATZ Ist f: D — K n-mal differenzierbar, so existiert ¢ : D — K mit lim,_,, ¢ (y) =0,
so dafs gilt

f =Ty +el) y—a)" .
Durch (n — 1)-malige Anwendung der de ’'Hospital Regel :

_m
lim, ., ¢ (y) = lim,_,, / (EJy) - x)xn{-fy) =...
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F V() —(
n-...-2-(y—ux)

f () = fO V(@) = (@) (y— ) _

o= limy

= lim,_.,

n! y—z

Ist f: D — K unendlich oft differenzierbar, so schreibt man

nFE) (g X
:Zf /{7!( >'<y_$) +Rn+1(y) .

Falls fiir alle y € D gilt lim,, .o, R,11 (y) =0 , so ist

n k) (o
hmnﬂoozf k,( )‘ (y— )" = f(y) = limy oo Ruy1 () = f (v) ,
k=0 )

d.h.

o bH) (5 .
sz kf ) (y—a)

k=0

DEFINITION 3 Man sagt in diesem Fall, da 32°  £2@ . (id —2)* die Taylorreihe in z

von f ist oder daf

oo

x+1d:Z -ik auf D —z:={y—xz|ye D}
k=

als Potenzreihe darstellbar ist.

BEMERKUNG 3 Ist Y 37, c-id" eine auf D—z konvergierende Potenzreihe mit f (x + h) =
S oo Cr - B fiir alle h € D — z , so folgt

_ W ()
Kl

nach dem Identititssatz 3.3.ii.

HAUPTSATZ (Taylor-Formel) Seien J ein IntervallinR ,n e N, f:J — R, so daf
f™ in J° differentzierbar ist, und x € J .
Fiir alle y € J existiert ein & strikt zwischen x und y mait

[P (2) P SN (3 ntl
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Man schreibt auch

W (), O (z+6-h) 1
f(x+h)= b+ ' Rt
e~ k! (n+1)!
fir ein 6 €10,1] .
Fiir n = 1 ist dies der Mittelwertsatz 4.3. Fiir beliebiges n lduft der Beweis analog. U

BEMERKUNG 4 Das Taylorpolynom von f in x gibt eine gute lokale Approximation von
f, dh. in der Ndhe von x . Falls man f"*1 auf J abschitzen kann, bekommt man sogar
Abschétzungen von f auf J .

KOROLLAR Genau dann ist

~ f ()
R

=

=0
wenn qilt

O =0 auf J° .

BEMERKUNG 5 Ist insbesondere p ein Polynom vom Grad n , so gilt

Numerisch bekommt man diese Entwicklung schneller mit Hilfe der Polynomdivision (Hor-
ner Schema).

BEISPIEL 4 Die Taylorreihe von In in 1 . Es gilt

o (_1)k-1
( ]3 g% fiir alle z € ]—1,1] .

In(l1+z)=
k=1

Insbesondere gilt

00 E—1
In2 = Z ( 1]3 .
k=1

Fiir alle £ € N* gilt nach obigem Beispiel 2

In® (1) = (=1)* ' (k—1)!- % (1) = (-1 (k—1)

und In1 =0 . Somit existiert fiir jedes = € |—1, 00] ein 6 € ]0, 1[ mit

(=D k-1 (D)™ enl o
In(l+2z)= ot 4 . _
e ; k! (n+D! (146-2)""
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=i(_1)kl~xk+(_1)n- z" _
K n+l (1+460-2)""

Fir z € [—1,1] ist % <1, dh.
-1 n n+1
hmn—>oo ( ) : - =0 )

n+l (1460-z2)""

und somit ist In (1 + id) um 0 in Potenzreihe darstellbar :

In(1+2) —i(_l)kl 2% fiir alle z € 1 1
- 51|

Mit einem anderen Zugang koénnen wir diese Darstellung verbessern. Nach Beispiel 2.6 hat

die Reihe Y 77, CDT gk Konvergenzradius 1 , also ist

* (-1 k—1 * (-1 k—1
Z( ]2 -idk:]—l,l[—>]R:x|—>Z( ]3 -k
k=1 k=1

definiert und nach Satz 4.2 differenzierbar mit Ableitung

= (- L k-1 - k 1
k| Y PN
(Z - -1d) =Y (=DM dd = (—id) T
k=1 k=1 k=0
Daraus folgt
%) _ !/
(ln (1+id) — k) =0 auf |-1,1] ,
k=1
d.h.
n(l+id) = Z -id® auf |—-1,1]
k=1
nach Korollar 4.3, dalnl=0=)".", (71,):%1 0k . O

BEISPIEL 5 Die Taylorreihe von arctan in 0 . Es gilt

[e.9]

arctan x = 2t fir alle x € [—1,1] .

Insbesondere gilt

— (
;Qkﬂ

Wir wissen (vgl. Definition 3.7.2), daf§ die Funktion

mw T
tan:}——,—[—ﬁl{
22
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stetig und streng monoton wachsend ist. Thre Ableitung ist

. / .
, sin cos? + sin? 1
tan' = [ — | = 3 = 5 -
Cos Cos cos

Die Hauptsitze iiber die Umkehrfunktion 3.2 und 4.2.vi zeigen, daf3

t fan : R } T W[
arctan .= tan : _— | =, =
279

stetig und differenzierbar ist, und es gilt

tan = cos? (arctan) = —e_ (arctan) = ——— (arctan) = —
arctan’ = cos” (arctan) = arctan) = —— (arctan) = —— .
cos? + sin? 1 + tan? 1 +id?
Da
1 1 - .12\ k - k .12k
— = — :Z(—ld) :Z(—l) -id auf |—1,1]
1+id 1-— (—1d ) — —
und die Reihe Y77, % -1d?*™ nach Beispiel 2.6 Konvergenzradius 1 hat, folgt wie oben
= (1" 1 = (-1* '
arctan — ~ L @) = — — Ad%* ) =0,
( ;2k+1 14 id? ;2k+1

also

o (D"
arctan = E -id auf |—1,1] ,
— 2k +1

da arctan0 =0 = )2 CLY  )2%+1 | U die Formel in 1 zu beweisen, mufl man zeigen, daf

2k+1
k
die Reihe > 7, (2;31 -id**™ auf [1, 1] konvergiert und eine stetige Funktion definiert. Da
arctan stetig ist, folgt die Behauptung.
Die letzte Formel ergibt sich aus tan 7 = 2;2% = COSC(OZS;E) =1,dh. arctanl=7%. - [0
4 4
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4.6 Iterative Losung von Gleichungen
und das Newton-Verfahren

Die drei Gleichungen

Nullstellen

f(z)=0
Wertannahme

g(z)=w
Fixpunkte

S (z)==x

sind dquivalent. Die letzte ist die giinstigste zum Losen.
Die erste kann man in der Form f () +x = x , die zweite in g (z) + + — w = x schreiben.
Es gibt aber auch andere Moglichkeiten :

BEISPIEL Das Newtonverfahren : Falls f differenzierbar ist und f’ # 0 iiberall, so ist
fx)=0zu®(z):=x— J{c,((‘?) = x #quivalent.

Newton argumentiert sinnentsprechend folgendermaflen. Ist xy nahe bei einer Nullstelle
von f , so gilt

f (@) = [ (o) + " (x0) - (& — o) + ¢ (2) - (z = x0) = [ (w0) + [ (x0) - (x — o) -

Da der Term ¢ (z)-(x — x0) klein ist, wird man ”wohl” eine bessere Approximation der Nullstelle
bekommen, wenn man die rechte Seite annuliert :

/ L f (.%'0)
f(xo) + f'(x0)  (x—20) =0 ,dh. z1:=x o)’
Usw...
Damit hat Newton die Methode der sukzessiven Approximationen, um eine Fixpunktglei-
chung ® (z) = z zu losen, fast erfunden. Ist xy gegeben, so definiert man falls moglich die
Iterationsfolge (21),cy durch Induktion

Lhy1 = d (IEk) .

Bleibt zu zeigen, dafl diese Folge gegen einen Fixpunkt konvergiert.

HAUPTSATZ (Newtonverfahren) Sei f : [a,b] — R eine stetige differenzierbare kon-
vexe Funktion mit f (a) < 0 undw?2 f (b) >0 .

(i)  Es gibt genau eine Nullstelle £ € |a,b] von f .
(i) Ist xo € [a,b] mit f (xo) > 0 gegeben, so ist die Iterationsfolge (ry),cp mit

[ (z1)

Tt T )

wohldefiniert und konvergiert monoton fallend gegen £ .
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(111) Ist f zweimal differenzierbar auf [a,b] und ezistieren m, M € R, , so daff f'(§) > m >0
und " < M auf [€,b] , so gilt
M

|zp1 — €] < 3 |Tpy1 — xk|2 fiir alle k € N .

Beweis von (i). Nach dem Zwischenwertsatz 3.2 existiert eine Nullstelle £ € ]a,b] von f . Da
f’ monoton wachsend ist (Hauptsatz 4.4.i1), mufl f'(£) > 0, sonst wire f' < 0 auf [a,¢] , also
f monoton fallend (Korollar 4.3.ii) und somit f(a) > 0, im Widerspruch zu f(a) < 0! Es
folgt wiederum mit Hauptsatz 4.4.ii, da3 f' > f' (£) > 0 auf [£, b] und mit Korollar 4.3.iii, daf
f auf [£, b] streng monoton wachsend ist. Dort gibt es also keine andere Nullstelle. Da & eine
beliebige Nullstelle war, ist sie eindeutig.

Beweis von (ii). Da f(z¢) > 0, folgt 2o > & , sonst wiire wegen f (a) < 0 noch eine Nullstelle
< & . Damit ist f' (z9) > f' (§) > 0 und

[ (@o)

J" (o)

1 :— Ty —

ist wohl definert und < xo . Nach Satz 4.4.iii gilt
f (1) = f(w0) + £ (20) - (11 — 10) =0,
d.h. z; > ¢ , und ebenso folgt
Tp = Ty =& firallek e N.

Nach Satz 2.3 ist (), konvergent gegen zo, > £ . Aber f und f’ sind stetig und es folgt

[, Ste)
Fa)) =T )

Too = limy oo Trr1 = limy, o0 (:Uk -
also f (o) = 0 und somit z, =€ .

Beweis von (iii). Fiir alle & € N folgt aus dem Mittelwertsatz 4.3 die Existenz eines n,, € |€, zx| ,
so daf}
fr) _ f (@) — f(§)

= = f >m,
Tr+1 —f Tr+1 —f (nkﬂ) -

also

J (Trg1) '

|$k+1 - §| <
m

Betrachten wir jetzt die Funktion

= F— () — F (o) - (id —20) — % (i —z3)? .

Esgilt ¢ = f'— f'(xr) = M - (id —z¢) und ¢" = " — M < 0 auf [¢,b] , also ist ¢’ auf diesem
Intervall monoton fallend. Da ¢ (x) = 0 ist ¢ > 0 auf [, zx] , also g dort monoton wachsend.
Wegen g (z5) = 0 und 2441 < x, bekommt man g (zx41) < 0 und somit

M M

> (@ = )’ = > (@ = k),

woraus die Behauptung folgt. O]

[ (wrgn) < f(z) + f (1) - (g0 — 2) +
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BEMERKUNG 1 Die Abschétzung in (iii) bedeutet im Wesentlichen :
Bei jeden Iterationsschritt verdoppelt sich die Anzahl der giiltigen Dezimalen.

BEMERKUNG 2 Der Satz gilt entsprechend fiir f (a) > 0 und f (b) < 0, die Folge (xx),cy
ist monoton wachsend, und konkaven Funktionen mit f (zo) <0 .

BEMERKUNG 3 Die Folge aus Beispiel 2.3.7
1
Thal 1= = - (xk—ki) fir a >0
2 T

ist die Iterationsfolge zu

da

Es gibt einen sehr allgemeinen Satz iiber die Existenz eines Fixpunktes :

HAUPTSATZ (Banachsche Fixpunktsatz) Sei X eine metrischer Raum, d.h. eine Men-
ge versehen mit einer Distanzfunktion

d: X xX —R,
fiir die gilt
d(z,z) <d(z,y) +d(y,2)

d(z,y) =d(y,z)
und
d(z,y) =0 <= z=y
fir alle x,y,z € X , und ® : X — X eine Kontraktion, d.h. es gibt ein q € [0,1[ , so dafs

Ist X wollstindig, dies ersetzt den Satz von Dedekind 1.5.11, so besitzt ® genau einen Fix-
punkt £ € X , d.h. ®(§) =& , und ist xo € X beliebig so konvergiert die Iteratiosfolge (xx),cn
definert durch

Ty = D (z)

gegen £ .
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