Kapitel 5

INTEGRATION

In diesem Kapitel ist
[a,b] ein abgeschlossenes Intervall in R
und
J ein beliebiges Intervall in R .
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Claude Portenier '
Wolfgang Gromes Mathematik II 131



5.1 Integration von Treppenfunktionen

5.1 Integration von Treppenfunktionen

Fiir Funktionen f : [a,b] — R wollen wir das Integral I (f) definieren als die vom Graphen
von f eingeschlossene Fliche, negativ gezihlt falls f negativ ist. Zuerst wird das Integral
von Treppenfunktionen durch die Fliche der eingeschlossenen Rechtecken definiert, dann das
Integral von allgemeinere Funktionen durch Approximation.

DEFINITION 1 Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heifit Treppenfunktion , wenn eine Untertei-

vvvv

a=u <u <...<Up-1 <uU,=0b,
existiert mit

ist konstant fiir k =0,...,p—1.

Plluk,upi

Wir bezeichnen auch mit ¢y, ., ., diese Konstante !
Sei 7 ([a, b]) die Menge aller Treppenfunktion auf [a,b] .

Man beachte, dal ¢ (z;) beliebig in R sein kann und dafl man die Unterteilung zu ¢ verfei-
nern kann. Z.B. sind u = (ug);_y _, und v = (v;),_, , zwei Unterteilungen von [a,b] , so ist

----------

gesey =U,..., =U,...,

LEMMA 7 ([a,b]) ist ein reeller Vektorverband, d.h. fir alle p,¢ € T ([a,b]) und a € R
sind die Funktionen

a-f . e+ und |p|

Treppenfunktionen.

Ist u eine gemeinsame Unterteilung fiir ¢ und v , so ist es sofort ersichtlich, dafl diese
Funktionen konstant auf Juy, ug1[ sind. O

Seien ¢ € 7T ([a,b]) , u,v zwei Unterteilungen von [a,b] zu ¢ und uUv =1 w = (w;),_o . -
ES 186 01y upia[| = Pllwywysq] LT jedes Teilinterval Jw;, w1 von w mit Jwj, wja[ C Juk, 1]
und |uy, uk41[ ist die Vereinigung aller diese |w;, w;41[ , also gilt

p—1 p—1
Z Pllugupia] (U1 — ur) = Pllugeursa] Z (’LU]'+1 o ’LU]') -
k=0 k=0 Jwj wj1 [Cluk,up41]
p—1 r—1
- Z Pllwswja] ° (W1 —wy) = ngl}wwuﬁﬂ[ (Wi —wy)
k=0 ]wj,wj+1[C]uk,uk+1[ j=0
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Integration von Treppenfunktionen 5.1
Analog gilt

Z Pllvrvrgal (Vi1 — 1) Z Pllw;wi1] (Wi —wy)
d.h.

p—1

Z Pl upr] (uk+1 - uk g Pllog il 'U[_H — ’Ul)
k=0

und somit ist die folgende Definition sinnvoll :

DEFINITION 2 Ist ¢ € 7 ([a,b]) und u = (ug),—,, _, eine zugehorige Unterteilung, so heift

.....

b p—1
/ = Z Pllug,urs] * (k1 — )
a k=0

das Integral von ¢ auf [a,b] .

HAUPTSATZ Fir alle p,% € T (Ja,b]) , « € R und ¢ € [a,b] gilt

! /aba-soza-/abso , /ab(so+¢):/abso+/ab¢,

b b
/ 7T ([a,b]) — R:p+— / ¢ st eine Linearform.

b b b b
wéw:/wé/@b, so'é/\sol-
c b c b

/¢=07/90=/90+/<p

Alles folgt direkt aus der Definition; ist z.B. u eine gemeinsame Unterteilung von ¢ und ¢ ,
so folgt

d.h.

(i)

(iii)

—1

b p—1
/ p i) = Z ©+ w [Juk upt1] (kg —ug) = <<’O|]ukvuk+1[ + ¢Huk,uk+1[) (U — ug) =
@ k=0

3

k=0
p—1 p—1 b b
= Pluat (et = 16) Y Uy (ter — up) = / - / v
k=0 k=0 a a
O
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5.2 Das Riemann-Integral

5.2 Das Riemann-Integral

Ist f: [a,b] — R eine (beschrénkte) Funktion, so werden wir ihr Integral durch Approxi-
mation von oben wie von unten durch Treppenfunktionen definieren. Dies wird mit Hilfe von
folgenden beiden Zahlen formuliert.

DEFINITION 1 Fiir alle Funktionen f : [a,b] — R setzt man

bx b
Ji=mfper(amp=r / peR

a

und

b b
/ [ = SuDyer (o) v / peR.

Man nennt diese Zahlen das Darbouzsche Oberintegral bzw. Unterintegral von f .

SATZ Fir jede Funktion f : [a,b] — R ist
b b b
/ <[5 [i=-[ ¢

bx
/ f<oo <= f ist nach oben beschrinkt.

und

Gilt m < f < M fiir bestimmte m, M € R , so ist

m (b—a)é/ajféfab*féM-(b—a) |

Fiir alle ,v € 7 ([a,b]) mit ¥ < f < ¢ folgt ffngffw,also ff*fgfa”*f - O

DEFINITION 2 Eine Funktion f : [a,b] — R heifit (Riemann-) integrierbar , falls gilt

Diese Zahl heifit das (Riemann-) Integral von f und wird mit

b
|1
bezeichnet. Man schreibt auch fab f(x) dz
Sei R ([a,b]) die Menge aller integrierbaren Funktionen.
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Das Riemann-Integral 5.2

BEISPIEL 1 Fiir alle ¢ € 7 ([a,b]) gilt

)
Lo=Le=[

Jede Treppenfunktion ist integrierbar und die beiden Integrale stimmen iiberein.

LEMMA FEine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann integrierbar, wenn fir jedes € > 0
gewisse @, € T ([a,b]) existieren, so dafs

b
b<f<¢ und /(go—w@:.

HAUPTSATZ

(i)  Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

(i1) R ([a,b]) ist ein reeller Vektorverband von beschrinkten Funktionen, d.h. fiir alle inte-
grierbare Funktionen f,g: [a,b] — R , a € R und p € [1,00[ , sind die Funktionen

Oé'f ’ .f+g ’ ‘f|p ’ mln(.f?.g) ’ max(f,g) und fg

auch integrierbar, und

lﬁﬂnmm—eR

st eine Linearform, d.h. es gilt

/aba-fza-/abf , /ab(f+g>:/abf+/abg,

(111) Fir alle f,g € R ([a,b]) gilt
b b
[o< [

/:f:o | /abf:/acf+/cbf-

Beweis von (i). Man zeigt zuerst : Fiir alle ¢ > 0 existieren ¢, € 7 ([a,b]) mit

b b
f<g — /f</gund

(iv) Firc € [a,b] gilt

£
b—a

v f<e ud 9—9 <

Dann folgt fab (p— 1) < fabb%a =c.

Beweis von (ii). Dies ergibt sich durch Approximation im Sinne des obigen Lemmas. Z.B. fiir
jedes € > 0 existieren Treppenfunktionen ¢, 1,~,0 € T ([a, b]) mit

Y< f

/&

b b
o . 0<g<~y und /(w—w),/(v—HK

N ™
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5.2 Das Riemann-Integral

Daraus folgt aber

V+0< f+g< o+

/ab([wv]—[ww])é/a

d.h. f+g€R(a,b]), und aus

/awar/abH:/ab(erH)</O:(f+g)</ab*(f+g)</ab(<p+v)</ab¢+/ab9+g

bekommt man
b b b b b
/f+/g=/f+/g</(f+g)<
bx b b b b
S/ (f+g)</f+/g+5:/f+/g+a,

also fabf + fabg = fab (f +9) . Man verfihrt analog fiir « - f und |f|” . Dann folgt

min (f,g) , max (f,g) € R ([a,0])
mit Hilfe der Formeln aus Beispiel 3.1.4.

und
b

b
(w—¢)+/(7—9)<

Da f2=|f |2 , ergibt sich schliellich die Integrierbarkeit von f - g aus der Formel
1
frg=31+9"=(F -9
Beweis von (iii). Dies folgt sofort aus dem Hauptsatz 5.1.ii.

Beweis von (iv). Dies folgt sofort aus dem Hauptsatz 5.1.iii. O

BEISPIEL 2 Definiert man

1 r€eQ
f:00,1] —mR:z+— falls
0 z¢Q

(Dirichlet-Funktion ), so gilt

1% 1
f=1 und f=0,
0 0%

d.h. diese Funktion ist nicht (Riemann-) integrierbar.

DEFINITION 3 Eine Funktion f : [a,b] — C heit (Riemann-) integrierbar , falls Re f
und Im f integrierbar sind, und das Integral von f ist durch

/abf::/abReijz'~/abImf
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Das Riemann-Integral 5.2

definiert.

BEMERKUNG Man verifiziert leicht, da§ die Menge R ([a,b],C) aller komplexwertigen
integrierbaren Funktionen einen Vektorraum ist und

/(lbo:R([a,b],(C)HC:f%/abf

eine Linearform ist.
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5.3 Die Hauptsitzeder Differential- und Integral-Rechnung

5.3 Die Hauptséitze
der Differential- und Integral-Rechnung

SATZ (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Fiir jede stetige Funktion f : [a,b] — R
existiert ein £ € [a,b] mit

b
/f:f(f)-(b—a) .
€ [a, b] mit
f (Enn) < f(2) < f () fitr alle 2 € [a, 1]

(Hauptsatz 3.2 iiber Annahme von Maximum und Minimum). Aus Hauptsatz 5.2.iii folgt

Seien &, und &

min max

f<smin>-<b—a></ f < () - (b—a)

oder

1 b
ekl VA

und &

f (5min> g

also die Existenz eines £ zwischen & und somit £ € [a,b] mit f (§) = - - fab f mit

Hilfe des Zwischenwertsatzes 3.2.

min max

BEMERKUNG 1 Die Zahl ;- - fab f ist der Mittelwert von f auf [a,b] .

Wir werden jetzt den Zusammenhang von Differential- und Integralrechnung iiber das un-
bestimmte Integral untersuchen. Dies wird die Grundlage zur Berechnungen von Integralen im
néchsten Paragraph sein.

DEFINITION 1 Seien J ein Intervall , f : J — K und x,y € J . Ist f auf dem Intervall
Jz,y mit Endpunkten x und y integrierbar, so schreibt man

y [2f r<y
/ f= falls
g —f, f x>y

SATZ Ist f:J — K auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von J integrierbar und T € J
gegeben, so ist das unbestimmte Integral von f

/Tof:J—>K::):»—>/Txf

eine stetige Funktion, die in T verschwindet.

Claude Portenier
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Die Hauptsitzeder Differential- und Integral-Rechnung 5.3

Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dafl f reell ist. Nach Hauptsatz 7.2.i ist ff f
wohl definiert. Fiir alle x,y € J ist f auf einem groflen abgeschlossenen Intervall, das z,y, 7
enthilt, beschréinkt durch ein M € R, . Falls 7 < 2 < y gilt dann (Hauptsatz 7.2, iii un 1V)

/Tf—/Tf:/TH/mf—/Tf' f'/\f| - 2)

da |f| < M -1, . Analog geht man fiir die anderen Fille vor und bekommt

ﬂ<kfw—xw

Da die rechte Seite gegen 0 fiir y — x konvergiert, ist f: f in x stetig. O

BEISPIEL 1 Im allgemeinen ist I’ nicht differenzierbar, wie z.B. foo signum .

In der Tat gilt

z =0

T T
/ signum = falls = |z| ,
0 —T z <0

dh. [7signum = |id| (vgl. Bemerkung 4.1.1).

HAUPTSATZ (1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist f : J — K stetig und 7 € J , so ist ff f differenzierbar mit

W

Ohne Einschrinkung konnen wir annehmen, dafl f reell ist. Da f stetig ist, ist f nach
Hauptsatz 5.2.i auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von J integrierbar, und fiir alle z,y € J

mit x # y gilt
Yy xr
A A0 N S
et -1
fiir ein §, € I, nach dem obigen Mittelwertsatz der Integralrechnung. Fiir y — z konvergiert
auch {, gegen = , und da f stetig ist, folgt

I N
y—x

lim, .,

d.h. ff f ist in z differenzierbar mit Ableitung f () . OJ

Aufgabe Ist f:[a,b] — R stetig, f > 0 und fabf =0,sofolgt f=0.

DEFINITION 2 Seien f,F : J — K Funktionen. Dann heif3t F' Stammfunktion von f |
falls F' differenzierbar ist mit F’ = f .
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5.3 Die Hauptsitzeder Differential- und Integral-Rechnung

BEISPIEL 2 Fiir jedes ¢ € K ist id +¢ Stammfunktion von 1 und exp +c¢ Stammfunktion
von exp .

BEMERKUNG 2 Der 1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sagt, dafl jede
stetige Funktion eine Stammfunktion besitzt.

HAUPTSATZ (2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Seien f : J — K eine stetige Funktion, F' eine Stammfunktion von f und v € J .

F:/Tof—l—c.

Lw:Fw%JN@:ﬂﬂ

Beweis von (i). Ohne Einschréinkung kénnen wir annehmen, da8 f reell ist. Es ist

([ ([ 510

also F' — [° f = c fiir ein ¢ € R nach Korollar 4.3.1.

(i)  Dann existiert ¢ € K mit

(ii) Fir alle a,b € J gilt
b

a

Beweis von (ii). Fiir 7:= a gilt mit (i) F (a) = [ f 4+ c¢=cund

‘/f:F@—c:F@—me

BEISPIEL 3 Da sin’ = cos und cos stetig ist, ist

s Pis
2 .2 . .
CcoS = [sm] =sin— —sin0=1.
0 0 2

BEISPIEL 4 Ist G € CV (J) , soist G’ € C(J) , und G ist eine Stammfunktion von G’ ,
also gilt

b
G (b) — G (a) :/ G firallea,be J.
Beschreibt v : J — R die Entfernung (Position) eines Objektes lings einer Kurve von

einem Ursprung zur Zeit 7 € J (negativ gezihlt fiir ¢ < 7 ) und ist v € CW (J) |, so ist die
Geschwindigkeit 7' stetig und

0= (7= ([ 7).
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Die Hauptsitzeder Differential- und Integral-Rechnung 5.3

d.h. die Wegstrecke ist das Integral der Geschwindigkeit und das Produkt der Mittlere Ge-
schwindigkeit mit dem Zeitintervall.

BEMERKUNG 3 Hiufig werden Stammfunktionen von f mit [ f (oder sogar [ f (z) dz )
bezeichnet.

BEMERKUNG 4 Es gibt ”elementare Funktionen” die keine ”elementare” Stammfunktio-
nen besitzen, z.B. e~ 19 | Man definiert eine neue Funktion, die Fehler-Funktion erf durch
f(2) = — / —i fir alle 2 € R
erf () .= — - e iir alle x .
VT Jo
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5.4 Berechnung von Integralen

5.4 Berechnung von Integralen

Wir geben jetzt Regeln zur Umformung von Integralen an.

HAUPTSATZ Seiena,be J .
(i)  Partielle Integration Sind F,G € CY (J) , so gilt

/bF’~G: [F~G]Z—/bF~G/.

(ii) Substitutionsregel Ist f € C(J) , I ein Intervall in R , v € CO(I) , a, 8 € I mit

Y (Las) C J , s0 gilt
*r(ﬁ
/ ) dx —/ f(y (y) dy .
v(a)

Man sagt, daff man die Variableninderung x = v (y) durchgefiihrt hat. Man merke sich die
mnemotechnische Regel

dx

i Y (y) oder dr=+"(y)dy

und
y=a — zxz=7(a) und y=p — z=v(0) .
Ist 7y streng monoton, d.h. eine Bijektion von I auf~y (I) , so gilt

/f dx—L (b)f(v(y))~7’(y)dy-

(a)
Beweis von (i). Da =F -G+ F-G € C(J), gilt nach dem 2. Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung 5.3.11

/ab(F’-GJrF-G’):/ab(F-G)’: [F-G]b ,

a

also die Behauptung mit der Linearitét des Integrals.

Beweis von (ii). Ist F' eine Stammfunktion von f (1. Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung 5.3), so ist nach der Kettenregel (Hauptsatz 4.2.v)

(Fon) =Foy-=foy9,
d.h. F o~ ist Stammfunktion von f o~y -+, also folgt

/abfov-v’:/ab(Fov) [Fov}: / f

mit Hilfe des 2. Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung 5.3.ii. ———————— [
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Berechnung von Integralen 5.4

BEISPIEL 1 Fiir alle a,b € R gilt

b
/t~etdt:b~eb—a-ea—(eb—e“) .

Mit Hilfe der partielle Integration folgt

b b b
/t-etdt:[t-et} —/etdt:b-eb—a-e“—(eb—e“).

a

Nach eine solche Rechnung kann man zur Kontrolle eine Probe durchfiihren. Die rechte Seite
als Funktion von b muf} eine Stammfunktion von id -e'¢ sein :

. . o . . .
(id el — et — (eld — e“”)) =l 4id-ed —ed =id-ed !

0
BEISPIEL 2 Fiir alle a,b € R7 gilt
b b
/ In = [id-(ln—l)} .
Insbesondere ist id - (In —1) eine Stammfunktion von In .
Mit Hilfe der partielle Integration folgt
b b b b 1 b
/ In = / 1-In= [id-ln] —/ id-— = [id-(ln—l)] .
a a a a 1 a
OJ
BEISPIEL 3 Fiir alle a,b € R gilt
/ cos? = 5 [sin~cos+id] und / sin? = 3 [id—sin~cos] .
Speziell gilt
™ 9 ™ w 7_[_
cos”® = sin® = — .
et S
Mit Hilfe der partielle Integration folgt
b b b b
/ cos® = / COS - COS = [sin-cos} —/ sin - (—sin) =
b b b b
= [sin-cos} +/ (1 — cos2) = [sin-cos—i—id} —/ cos? |
also die Behauptung. Daraus folgt
b b b1 b1 b
/ sin? :/ (1 — cosQ) = [id} —3 [sin-cos—i—id} =3 [id—sin-cos} .
0
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5.4 Berechnung von Integralen

BEISPIEL 4 Fiir v € CY (o, 8]) mit v > 0 auf [a, 4] gilt

/ﬁl’zmv(ﬁ)
o 7 v(a)

Mit Hilfe der Substitutionsregel ergibt sich

/Bl/_/ﬂio /_/v(ﬁ)i_ [lnr(m _lnfy(m
a 7 «a id T () id v(e) 7(05) .

BEISPIEL 5 Falls [, 3] C |-Z, 2] gilt

A Cos &
/ tan = In .
o cos 3

[ eine Stammfunktion von tan .

Insbesondere ist —In o cos”f

™
2

[NIE]

Nach dem vorigen Beispiel ergibt sich

B B _sin B cos' cos o
tan = — = — =1In .
o o COS o COS cos (3

BEISPIEL 6 Seir >0 . Es gilt

T 2 2
/ Vii—eda=2.(Z. 1—<£) +arcsin 4+~ | .
—r 2 r r ro 2

Insbesondere

/TVTQ—tht: T
. 2
d.h. die Fliche des Kreises mit Radius r ist 7 - r2 .

Mit Hilfe der Substitution

53] =i t=res
Dl—=,=| — [-rr]:s——t=r-sins
,y 2 Y 2 ) 1 )

die streng monoton wachsend ist, bekommt man 7 (f) = arcsin £ 5 (=r) = -2, 7 (x) =

arcsin ¥ , dt =r-cossds . Da cos > 0 auf [—g, %} folgt

T arcsin arcsin £
/ Vr2 —t2dt =r?. \/1—sin2s-cossds:7’2-/ cos® sds =
T

[SIE]

wls

[\

z 2 r 2

1 arcsin £ 2 2 .
=r -5-[3111- 1—sin2+id} - <£~ 1—(£) —i—arcsmz—i-z> .
r r
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Berechnung von Integralen

5.4

BEISPIEL 7 (Partialbruchzerlegung) Diese Methode kann man fiir alle Integrale mit ra-

tionalen Integranden anwenden.
Z.B. sei £1 ¢ [a,b] . Dann gilt

/b L1 [1 lid—1] — nfid +1]]

=—.|Inlid-1| —1Inli .

L d2-1 2 a

Man mochte diese Funktion als Partialbruch zerlegen : Man schreibt
1 1 A B

1 (A (d+D)  d=1 g1

Dies ist dquivalent zu
1=A-(d4+1)+B-(id-1)=(A+ B)-id+A- B,
und gilt nur wenn A+ B=0und A— B=1,d.h. A:%undB:—% . Somit ist

/b 11 /b 11
, id2—1 2 J, \id—1 id+1

und die Behauptung folgt, da In |id| eine Stammfunktion von % auf R* ist.
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5.5 Uneigentliche Integrale

5.5 Uneigentliche Integrale

DEFINITION Seiena € R, ¢ € [a,00] und f : [a,c] — K , so daB f € R ([a, b)) fiir alle

b € la,c| . Existiert
c b
/ f = limbﬂc/ f eR s

so heifit fac f konvergent . Istc € R, fac f konvergent und f ¢ R ([a,c]) , so heifit f uneigentlich
integrierbar .
Analog fiir untere Grenzen.

BEMERKUNG Ist [ f konvergent und f € R ([a,c]) , also |f| < M fiir ein M € Ry , so

gilt
/abf—/:f /bcf </bc|f|<M-/:1=M-<c—b>éo

fiir b — ¢ . Damit stimmt obige Definition des Integrals mit der aus Definition 5.2.2.

BEISPIEL 1 Fiir s € R ist genau dann das Integral floo id% konvergent, wenn s > 1 . In

diesem Fall filt
[
L id® s —1"

Denn fiir s # 1 konvergiert das Integral

/bi: . ~id*5“b: ! -
,id? 1—s ; (I—=s)-b1 1-—s5

fiir b — oo nur wenn s > 1 und in diesem Fall gegen :11 . Bleibt noch der Fall n =1 : Aber

/j%:[m}i:mb

ist nicht konvergent fiir b — oo . O

BEISPIEL 2 Fiir s € R ist genau dann das Integral fol id% konvergent, wenn s < 1 . In
diesem Fall filt

| 1

o id° 1-—s

Denn fiir s # 1 konvergiert das Integral

1 —s
1o ] L
id® 1—s

a e L1—s8 1-—s
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Uneigentliche Integrale 5.5

fiir @ — 0 nur wenn s < 1 und in diesem Fall gegen ﬁ . Bleibt noch der Fall n =1 : Aber

/1% = [ln]i:—lna

ist nicht konvergent fiir a — 0 . O

BEISPIEL 3 Die Funktion

1 1 ﬁ z €]0,1]
fr=lp (1-id) —=+1p; (id 1) 5 : R} — R} 1z falls
Vid id = x €]1,00]
37
2.57
2]
1.5
I
0.57
0 o5 1 15 2 25 3
ist uneigentlich integrierbar und
00 1 00
1 1
/0 d /o Vid /1 id?
BEISPIEL 4 Es gilt
1
/ In=-1.
0
Nach den Beispielen 5.4.2 und 4.4.2 folgt
1 1
/ In = [id-(ln—l)] =—-1l—a-lna+a— -1
und somit die Behauptung. U
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5.6 Doppelintegrale

5.6 Doppelintegrale

Fiir Funktionen von zwei Variablen f : D — K , wobei D eine ”verniinftige” Teilmenge
von R? ist, kann man analog der Begriff Integral von f {iber D definieren : Man schreibt

/f:/ f (@, y) d(z.y) -

Ist f:[a,b] X [¢,d] — K stetig, so gilt der Satz von Fubini

//[abx[cd] (#.9) d(=.y) = /(/fxy dy) dx—/c </abf(x,y)da:) dy .

Ist Br := {(z,y) € R? | 22 +y> < R} und f : Bgp — K stetig, so gilt der Transformati-

onssatz
R 27
J[ s e = [ ([ 16 wsprsing o) -rar
Br 0 0

mit der Variablenéinderung x =7 -cosp , y =17 -singp .

BEISPIEL 1 Wir mochten ffooo e~*" dz berechnen. Es gilt

o ) 2 k ) 2 k ) k ,
(/ e " da:) = (limkﬂoo/ e " da:) = limp_,eo (/ e " da:) . (/ e Y dy) =
—o0 —k —k —k
~tim . [ ) () <t [[ e E ) -
[—k,k] x[—k,k] B
k 27 ) k )
= limk_m/ (/ e " dgo) crdr =2m- limk_,oo/ r-e " dr =
0 0 0

vk VR
= - limk_m/ e tdt =1 limy_ oo [ — e_t] =7 -lim_ (—e_\/E + 1) =7,
t=r2 0 0
also
& 2
/ e dr = /1.
—0o0
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