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Fachbereich Mathematik und Informatik Prof. Dr. C. Portenier
der Philipps-Universitdt Marburg Sommersemester 2005

Mathematik 11
Blatt 1

Abgabe : Freitag, 22.4.2005, 11 Uhr s.t., vor der Vorlesung.

Aufgabe 1 (2 Punkte). Zeigen Sie:
(a)

“ 1 1
S =1 firn>1.
k- (k+1) n+1

(b)

n 2 12
Zk‘?:% firn>1.
k=1

Aufgabe 2 (3 Punkte). Finden Sie fiir das Produkt

(-2 (-3) C-8)-(-3)

eine “kleine” algebraische Formel und beweisen Sie diese durch vollstéindige Induktion.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Zeigen Sie:
(a) Fir alle n € N mit n # 3 gilt
n® < 2" .

(b) Fir alle n € N* gilt

gl <2
5 .
k:lk

Aufgabe 4 (miindlich). Zeigen Sie: ist K ein endlicher Korper, so ldsst sich K nicht
anordnen.

Zum Erwerb des Ubungsscheins der Vorlesung Mathematik II sind die
folgenden Bedingungen zu erfiillen:
e Regelmiflige und aktive Mitarbeit im Tutorium.
e Von den schriftlich zu bearbeitenden Aufgaben sind 50% der Punkte zu erreichen.
e Von den miindlich zu bearbeitenden Aufgaben sind 1/3 vorzubereiten.

e Bestehen einer Klausur.



Fachbereich Mathematik und Informatik Prof. Dr. C. Portenier
der Philipps-Universitdt Marburg Sommersemester 2005

Mathematik 11
Blatt 2

Abgabe : Freitag, 29.4.2005, 11 Uhr s.t., vor der Vorlesung.

Aufgabe 1 (4 Punkte). Stellen Sie fest, welche der folgenden Implikationen iiber reelle
Zahlen x,a,b allgemeingiiltig bzw. i.a. falsch sind. Man beweise die allgemeingiiltigen
Aussagen und gebe fiir die iibrigen Aussagen ein Gegenbeispiel an:

(a)
lt—al<b = a—-b<zr<a+b.

lt—al<b = xz>a-—2b.

"ab>1lunda<1” < b>1.
:B-(:)s—2a2)>0 = !:B—az}>a2.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Untersuchen Sie die folgenden Mengen auf Beschriinktheit nach
oben und bestimmen Sie gegebenenfalls das Supremum. Welche dieser Suprema sind
Maxima 7

(a)

(b)

2

{:BGR (172)2>1und$7£_2}
x

{ x
|z + 3]

Aufgabe 3 (miindlich). Sei X eine Menge, R C X x X eine Ordnung, d.h. mit der
Bezeichnung

()

xeRundxgé—?)}

r <y~ (zr,y) €R

fiir alle z,y, 2z € X gilt



Mathematik II Blatt 2

O1

r<yundy<z = x<z
02

r<yundy<z = x=y
03

R heifit eine Total-Ordnung, wenn zusiitzlich gilt
r<y oder y<x.

Zeigen Sie, daf} die lexikographische Ordnung auf der Menge der Worter eine Total-
Ordnung ist. Dabei gelte fiir zwei Worter

r=(x1,....,%,) und y = (y1,...,Ym) mit z;,y; € {a,b,..., 2}
T < Yy wenn

(a) n<mundz, =y firallek=1,...,n
oder

(b) es existiert £ € {1,...,min (n,m)} , so daf
rj=y; fuir j=1,...,k—=1 und zx <y,

letzteres im Sinne der alphabetischen Ordnung.

Aufgabe 4 (3 Punkte). Berechnen Sie
(a) 114 im Dreiersystem,

114 = (dpdi_y ... dy do), -

1
(b) £ als periodischen dyadischen Bruch,

1
2= (0.dady),



Fachbereich Mathematik und Informatik Prof. Dr. C. Portenier
der Philipps-Universitdt Marburg Sommersemester 2005

Mathematik 11
Blatt 3

Abgabe : Freitag, 6.5.2005, 11 Uhr s.t., vor der Vorlesung.

Aufgabe 1 (3 Punkte). Konstruieren Sie Beispiele dafiir, dass in der Gleitpunktarith-
metik (mit fixer Linge der Mantisse in Normalform) die Assoziativgesetze und das Dis-
tributivgesetz nicht uneingeschriankt gelten. Dabei soll zur Herstellung der Normalform
in {iblicher Weise gerundet werden.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Untersuchen Sie, ob die folgenden Grenzwerte existieren, und
berechnen Sie diese gegebenenfalls:

) 23+ 5x? — 2
lim, oo ———.
323 + 2x 4+ 17
(b) FiraeR
lim,_, o (\/:13 +a— \/5) .
(c) ! r_9
imy, g ——— .
222 3512

lim, .2 — 2] ,

wobei |z] die grofite ganze Zahl unterhalb z ist, [z| € Z mit  — 1 < |z <z . Skizze !

Aufgabe 3 (4 Punkte).
(a) ZeigenSie: Ista>1,n €N, so gilt

al<l+n-e — a% <l+e¢.
(b) Folgern Sie: Fiir alle a € R* gilt

. 1
lim, ,ar =1.

Aufgabe 4 (miindlich). Zeigen Sie : Ist b0’ € R , b # b , so existieren Umgebungen U
von b, V von b mit UNV = . Folgern Sie: Existiert lim,_, f () in R , so ist der
Grenzwert eindeutig.



Fachbereich Mathematik und Informatik Prof. Dr. C. Portenier
der Philipps-Universitdt Marburg Sommersemester 2005

Mathematik 11
Blatt 4

Abgabe : Freitag, 13.5.2005, 11 Uhr s.t., vor der Vorlesung.

Aufgabe 1 (3 Punkte). Sei ap > 0 und agy1 = ap + (a;.c)2 fiir alle n € N . Zeigen Sie
induktiv :

(a) Die Folge (ay),cy ist monoton wachsend.
1
(b) Ist ag < 1% ist die Folge (ax),cy konvergent.

Berechnen Sie in diesem Fall den Grenzwert.

Aufgabe 2 (5 Punkte). Seien z,a € R mit a®> > z und (a),y die Iterationsfolge aus
Beispiel 2.3.7 :

1 T
ap :=a und ak+1:§~ ak+a— ,
k

und 7 der relative Fehler,
g ap — \/E
N7

T =

(a) Zeigen Sie

2k:+1

1
rk+1:—)<§-r;ﬁ<2-(ﬁ) fiir alle k € N .

0
(b) Fﬁra:leunda:?istrg<0,06.

Wieviele Iterationsschritte benttigt man, um /10 mit einem relativen Fehler <
10719 zu berechnen?

Aufgabe 3 (5 Punkte).

(a) Zeigen Sie : Ist z € C, so ist (zk)keN eine Nullfolge im Fall |z| < 1, sowie (2*)
unbeschriéinkt, also divergent, im Fall |z| > 1 .

keN

(b) Fiirr > 0seiz= % . Berechnen Sie 2™ fiir n = 2,3,4,5 und skizzieren Sie z und
diese Punkte fiir r = 2 .

(c) Bestimmen Sie in (b) alle 7 > 0 , fiir die (z*) oy konvergiert.

k



Mathematik II Blatt 4

Aufgabe 4 (miindlich). Zeigen Sie die sogenannte Parallelogrammgleichung ,
lz+wf + |z —w]>=2- (|z|2 + \w\Q)

fiir alle z,w € C , und geben Sie eine geometrische Deutung.



Fachbereich Mathematik und Informatik Prof. Dr. C. Portenier
der Philipps-Universitdt Marburg Sommersemester 2005

Mathematik 11
Blatt 5

Abgabe : Freitag, 20.5.2005, 11 Uhr s.t., vor der Vorlesung.

Aufgabe 1 (4 Punkte). Berechnen Sie :
(a)

(b)

limk_,oo \/9k’2—|—2k‘+ — 3k .
llmkﬁoo\/%<\/k+ —\/%) .

Aufgabe 2 (4 Punkte). Zeigen Sie, daf die folgenden Reihen konvergieren und berech-
nen Sie die Summen.

(a) k

(b)

()

Aufgabe 3 (miindlich). Begriinden oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

(a)

oo o0
Z ap konvergent <= Z aj konvergent .
k=0 k=1

(b)

Zak und Z br konvergent <= Z (ax, + by) konvergent .
k=0 k=0 k=0

()

o0 o
Z aj absolut konvergent — Z a: konvergent .
k=0 k=0

Aufgabe 4 (5 Punkte). Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.



Mathematik II

(a)

(b)

()

(in Abhéngigkeit von z € R ).

(d)

Blatt 5



Fachbereich Mathematik und Informatik Prof. Dr. C. Portenier
der Philipps-Universitdt Marburg Sommersemester 2005

Mathematik 11
Blatt 6

Abgabe : Freitag, 27.5.2005, 11 Uhr s.t., vor der Vorlesung.

Aufgabe 1 (3 Punkte). Sei ) a; absolut konvergent und (cj),oy eine konvergente
k=0

Folge. Zeigen Sie, dafl > ay, - ¢; absolut konvergiert.
k=0

Aufgabe 2 (5 Punkte). Bestimmen Sie den Konvergenzradius von
(a) 0
k=

3 (—;) (2a)F .

1

(b)

| 8

k
7

oo
k=1

a3

() %
Z }2005 .k

k=1
(d) .
Z ka:
k=1
(setze y := 22 ).

(e) o0
Z ¥ firneN.
k=n

Berechnen Sie auch den Grenzwert.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei

f R—R:z+—a%—22%42x.
(a) Begriinden Sie, dafl g := fjj1,00| €ine Umkehrfunktion _gl besitzt.
(b) Woist g definiert ?

(c)  Skizzieren Sie den Graphen von f und fql in einem Diagramm.



Mathematik IT Blatt 6
Aufgabe 4 (miindlich). Seien f,g : R — R stetige Funktionen mit f (z) = ¢ (x) fiir

alle z € Q .
Zeigen Sie : f =g ,dh. f(z) =g (z) fir allex € R.

10



Fachbereich Mathematik und Informatik Prof. Dr. C. Portenier
der Philipps-Universitdt Marburg Sommersemester 2005

Mathematik 11
Blatt 7

Abgabe : Freitag, 3.6.2005, 11 Uhr s.t., vor der Vorlesung.

Aufgabe 1 (3 Punkte). Sei
23+ 512 — 2
(22 +1)°
Zeigen Sie, dass f eine Nullstelle hat. Von welcher Form ist f (R) ?

f T R—R:z+—

Aufgabe 2 (miindlich). Zeigen Sie, daf§ die Funktion

1
- <0

fR—R:2+— falls

8~

I
42 ZL’}O

auf ganz R stetig ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Es sei ap := 1 und a1 = /ax, + % . Zeigen Sie, dass (ax) ey
konvergiert und berechnen Sie den Grenzwert.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei
1
1422

Auf welchen Intervallen besitzt f eine Umkehrfunktion ? Berechnen Sie diese und skiz-
zieren Sie deren Graphen.

f R—R:z+—

11



Fachbereich Mathematik und Informatik Prof. Dr. C. Portenier
der Philipps-Universitdt Marburg Sommersemester 2005

Mathematik 11
Blatt 8

Abgabe : Freitag, 10.6.2005, 11 Uhr s.t., vor der Vorlesung.

Aufgabe 1 (3 Punkte). Zeigen : Ist p ein Polynom vom Grad n > 0 und a eine Nullstelle
von p , so gilt fiir alle x € R
plr)=(r—a)- q(z) ,

wobei ¢ ein Polynom vom Grad n — 1 ist.

1
Aufgabe 2 (4 Punkte). Sein € Nund z € {0, i} :

2

Zeigen Sie k n k—n
1
% < % <§) fiir alle £k > n
und folgern Sie ok "
0<exp(e) =) 5 <2 —

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei

sinh:RHR:x»%%-(ex—ex) ,

der Sinus Hyperbolicus . Zeigen Sie : sinh ist bijektiv und fiir die Umkehrfunktion arsinh ,
Area Sinus Hyperbolicus , gilt:

arsinh (y) = In <y +v1+ y2) fur alley e R .
Hinweis: Auflésen von In <y + /14 yz) =z nach y .

Aufgabe 4 (miindlich). Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln fiir a,b € ]0, 0o[ und
z,y € R:

(a) (a®)! =a™" .
(b) (a®) - (b7) = (a- b)" .
(c) 1

Klausur : Montag, 18. 7. 2005, Horsaal A (Chemie), Lahnberge, 9.30 - 12.00 Uhr.

12



Fachbereich Mathematik und Informatik Prof. Dr. C. Portenier
der Philipps-Universitdt Marburg Sommersemester 2005

Mathematik 11
Blatt 9

Abgabe : Freitag, 17.6.2005, 11 Uhr s.t., vor der Vorlesung.

Aufgabe 1 (miindlich).

(a) Zeigen Sie mit Hilfe der komplexen Darstellung von cos :
1 3
cos’ t = 7 cos (3t) + 1 cost firalleteR.
(b)  Zeigen Sie : Ist z € C* , n € N* | so hat die Gleichung
w" =z

n verschiedene Losungen in C. Skizzieren Sie fiir z = 8 und n = 3 die Losungen.

Aufgabe 2 (5 Punkte). Berechnen Sie die Ableitungen folgender Funktionen:

(a)

eCL‘

1422

f T R—R:z+—
f:]0,00] — R:z+— 2% .

1++v1 2
f:]O,oo[—>R:x»—>ln%—\/l+x2.
f=arsinh: R — R

Benutzen Sie dabei die Formel zur Berechnung der Ableitung von Umkehrfunktionen und
die Darstellung von arsinh aus Blatt 8, Aufgabe 3.

Aufgabe 3 (3 Punkte). Sei

x2~sini x>0

Ry, — R:zx+—— falls
(a) Berechnen Sie f’ (z) fir z > 0.

(b)  Zeigen Sie : f ist in 0 differenzierbar und f'(0) =0 .

(c)  Skizzieren Sie den Graphen von f .

13



Mathematik II Blatt 9

Aufgabe 4 (3 Punkte). Untersuchen Sie die folgenden Grenzwerte auf Existenz und
berechnen Sie diese gegebenenfalls.

(a)
. cosx — 1
lim,_ .o — .
x

(b)

lim, (1 + E>x firaeR.
x

14



Fachbereich Mathematik und Informatik Prof. Dr. C. Portenier
der Philipps-Universitdt Marburg Sommersemester 2005

Mathematik 11
Blatt 10

Abgabe : Freitag, 24.6.2005, 11 Uhr s.t., vor der Vorlesung.

Aufgabe 1 (5 Punkte). Sei
1

X R—R:z+H— e =%z <1
0 sonst

Zeigen Sie, dass y € C? (R) ist. Skizzieren Sie fiir ¢ = 2,1, % die Funktion

1
Xa:R—>R:xt—>—-x(£) .
€ €

Aufgabe 2 (4 Punkte). Brechnen Sie die folgenden Grenzwerte :

Sinxz — & - Ccosx

hmxﬂﬂ .
X -SInx

¥ —zx
l—xz+Inx

3
. sinzx \ 2
hmxﬂo .
T

Aufgabe 3 (miindlich). Essei 0 < a < 1. Zeigen Sie, dafi das Polynom a-2® —3a-z+0b
fiir jeden Wert von b hochstens eine Nullstelle auf dem Intervall [—a, a] besitzt.

hmw_> 1

Aufgabe 4 (4 Punkte). Untersuchen Sie die Funktion
f:Ri—>R:xl—>x-e%

auf Differenzierbarkeit und Extrema und skizzieren Sie den zugehorigen Graphen.

15



Fachbereich Mathematik und Informatik Prof. Dr. C. Portenier
der Philipps-Universitdt Marburg Sommersemester 2005

Mathematik 11
Blatt 11

Abgabe : Freitag, 1.7.2005, 11 Uhr s.t., vor der Vorlesung.

Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei

1
2

f:]-1,00o] — R:z+— (1+x)

Berechnen Sie fiir n = 0, 1, 2, 3 das n-te Taylorpolynom 7§ von f in 0 und zeigen Sie:

Fiir z > 0 existiert ein < 0 mit 0 > (1 + az)% —T3(z) > a-z* . Geben Sie a konkret
an.

Aufgabe 2 (miindlich). Berechnen Sie fiir |z| < 1 die Summe der Reihen

) ) oo ;[;k
E k- Q?kil s E k- Q?k s ? .
k=1 k=1 k=1

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei f:R— R, o+ 23— 2?2 -2z —1.
(a) Bestimmen Sie ein Intervall J auf dem die Voraussetzungen des Newtonverfahrens
gelten.

(b) Berechnen Sie mit einem geeigneten Startwert zy die Iterationswerte x1, x9, r3 aus
dem Newtonverfahren und geben Sie fiir die Nullstelle £ eine Abschétzung von |z3 — |
an.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar mit f ([a,b]) C [a,b]
und |f" (z)| < 1 fiir alle x € [a,b] . Zeigen Sie :

(a)  f besitzt einen Fixpunkt ¢ (Hinweis ZWS).
(b) Der Fixpunkt ist eindeutig (Hinweis MWS).

(c) Ist auBerdem f'(x) > 0 fiir alle x € [a,b] , 20 = a , xx1 = f(x)) , so konvergiert
T, gegen den Fixpunkt.

16



Fachbereich Mathematik und Informatik Prof. Dr. C. Portenier
der Philipps-Universitdt Marburg Sommersemester 2005

Mathematik 11
Blatt 12

Abgabe : Freitag, 8.7.2005, 11 Uhr s.t., vor der Vorlesung.

Aufgabe 1 (6 Punkte). Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(a)
/ i cos® x dx .
0

™
/ex-sinxdx.
0
1
x
5 dz .
0 1+
2sin%d
= dr.
1

Aufgabe 2 (3 Punkte) Sei f : [a,b] — R stetig, f > 0 und fabf (x) de = 0 . Zeigen
Sie, daf} f = 0 gilt.

(b)

Aufgabe 3 (4 Punkte). Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale. — Dazu
gehort die Begriindung der Konvergenz.

(a)
/01 Inzdz

oo
/ zoe * dy .
0

(b)

17



Mathematik II Blatt 12

Aufgabe 4 (miindlich) Es sei f stetig auf [a, b] und ¢, ¢ seien differenzierbar auf [«, (]
mit ¢ ([ev, 5]),9 ([, 5]) C [a,b] . Dann gilt

$() '
(/( ) f) dt) (2) = f(@ (2) -4 (x) = f(p(x) ¢ () .

Hinweis : Kettenregel.

18



