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Introduction

[’étude d’un signal f , défini sur R , se fait en général a 'aide de la transformation de
Fourier, discréte s’il est périodique de période 1 par exemple, ou continue dans le cas général.
On décompose, i.e. on analyse, f en série de Fourier

1

f= ch ¥R avee o = / e 2Rt (1) dt

keZ 0

dans le premier cas, ou en intégrale de Fourier

f _ /Rff ()\) . 627ri)\~<> d\ avec ff ()\) = / 6_27ri>\.t . f (t) dt

R

27Tik-<>)

dans le second. La suite (e des exponentielles 1-périodiques est une base hilbertienne

keZ
de L? ([0, 1]) , tandis que la famille (¢*™*°), . de toutes les exponentielles, qui n’est pas dans
L?(R) , en fournit une décomposition continue, mais nécessite un outil plus élaboré. Ces
ondes élémentaires sont caractérisées par leur fréquence k , respectivement A , bien déterminée.
Toutefois, cette méthode s’est avérée dans les applications pratiques avoir un inconvénient
majeur : les ondes élémentaires ont une extension spatiale compléte. On a essayé d’y remédier
en introduisant la transformation de Fourier a fenétre glissante p dtie & D. Gabor dans les
années 1940

— . _ . L2mIAO
f—//Rprf(A,s) plo—3s)-e d\ds

avec

Fof (\s) = / 2N G (6 — ) f (1) dt |

R

par exemple p (t) = e~™ . Son défaut est la largeur fixe de la fenétre. C’est un géophysicien
J. Morlet qui, pour des problémes de prospection pétroliere, a proposé en 1983 une nouvelle
méthode. Soit ¢ une fonction de base, appelée ondelette-meére. Pour tout s € R et € € R* , on

, app 1+
pose

Gl = 72 ¢ () et (/ FCOVP %>/

+
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Introduction

Si(:éetcc<oo,0na

dsd _
et [[ WG B avee WEGse) = [Towf o)

Morlet a tout d’abord utilisé la fonction ¢ (t) = e */2 . cos 5t , qui malheureusement
ne satisfait pas a la condition ¢, < oo ; par contre on peut prendre la 8¢me dérivée d’une
gaussienne. C’est finalement Y. Meyer qui a pt en 1985 construire une ondelette ¢ € S (R)
telle, qu’en posant

Cn(t) =27 C (Pt —k) |

la suite double ((; ;) soit une base hilbertienne de L? (R) , i.e.

J,kEZ

f= Z CikCjp avec Cjp= /Ra(t) - f(t)dt.

J,kEZL

La mise en oeuvre de ce programme avec un appareil assez proche de notre intuition nous
oblige & introduire les distributions. Voici une maniére de comprendre la nécessité de leur
utilisation, et le role tout & fait naturel qu’elles jouent.

Considérons une boule de billard et le probléme de la réflexion sur une bande au temps
t=0:

Admettons qu'il existe un appareil (idéel) qui mesure la variation de la seconde coordonnée
p de 'impulsion entre deux temps donnés. Nous supposons que p est définie sur R \ {0} . Par
Pexpérience nous savons que, pour s < t avec s,t # 0, on a

a sis<0<t
=4

p(t)—p 10 sinon

pour un certain o > 0 dépendant de la vitesse et de ’angle d’incidence. Si ce phénoméne est
décrit par une fonction force de composante F' , la loi de Newton F' = p entraine

p0-p6)= [ 5= [ F= 10 F.

Si F est continue, voire méme F € Lj_(R) , le théoréeme de la convergence dominée

de Lebesgue montre, en choisissant des suites (si),cy €t (tx),ey telles que s < 0 < #; et
limg s = limg £, = 0, que

/Hsk,tk] -F—0,

ce qui est absurde. Il n’existe donc pas de fonction force. Par quoi faut-il la remplacer ?
En fait ’expérience nous fournit la correspondance

L = a1 (0)

vi ONDELETTES Claude Portenier



Introduction

puis la forme linéaire
pr—a-¢(0):ER) —C,

ou & (R) désigne l'espace vectoriel des fonctions en escalier sur R . Cela signifie qu'une fonc-
tion en escalier (fonction test) correspond a un appareil (idéel), 'addition de deux fonctions
s’exprimant par un certain amalgamme des appareils correspondants. Un appareil réel ne réagis-
sant pas instantanément, il est certainement plus naturel de lui associer une fonction continue,
voire méme indéfiniment dérivable, a supposrt compact.

Remarquons en outre que 'opération de moyenne pondérée de F'

<P+—>/<P-F,

est plus proche de la réalité expérimentale, une fonction n’étant connue ponctuellement que
par certaines limites de telles moyennes.

Ceci montre qu’il est plus général et plus naturel de considérer des formes linéaires que des
fonctions. L’espace vectoriel des fonctions-test peut étre de nature tres différente suivant les
besoins :

€ (R) pour les probabilités (théorie de la mesure)
K (R) pour 'analyse (théorie de 'intégration)

D (R) pour I'analyse fonctionnelle (théorie des distributions).

Nous allons dans la suite concentrer notre attention sur le dernier cas.

Claude Portenier ONDELETTES Vil






Chapitre 1

Distributions
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1.1 La notion de distribution

1.1 La notion de distribution

Soit X un ouvert de R™ , ou plus généralement une sous-variété avec bord de R™ . Rappelons
que D (X)) désigne 'espace vectoriel des fonctions complexes indéfiniment dérivables a support
compact dans X . L’exemple standard d’une telle fonction est

1
) e 5P & |z <1
T) =
p(2) { 0 sinon

DEFINITION 1 Nous dirons qu’une forme linéaire

§:D(X)—C:or—E(p) = (p,§) ,

i.e. un élément du dual algébrique D (X)* de D (X) , est une distibution (algébrique) sur X .
Nous écrirons (p, §) si cela est nécessaire.

La notion de distribution habituelle nécessite encore une condition de continuité, pour
restreindre la classe d’objets considérés et obtenir des théorémes de structure intéressants.
Mais nous n’en n’aurons pas besoin dans la suite.

Rappelons que la structure d’espace vectoriel de D (X)* est donnée, pour tout &,71 €
D(X) ,aeCetpeD(X), par

(p,a-& =a-(p,§) et (p,E+n) =(p,)+(p,m) .

EXEMPLE 1 Soit f € L, (X) . Il est clair que

Nio— [of=[o@ @
est une forme linéaire sur D (X) , donc une distribution sur X . L’application
f L [f] : Llloc(X) - D(X)*

est évidemment linéaire et on peut montrer qu’elle est injective (exercice), ce qui signifie que
la forme linéaire [f] détermine parfaitement la classe f € L] (X) , ou bien la fonction f
a un ensemble de mesure nulle prés. Ceci montre que les distributions sont des “fonctions

généralisées” .

L’exemple le plus simple d’une distribution qui n’est pas de la forme [f] est celle de Dirac
(exercice) :

2 Distributions Claude Portenier



La notion de distribution 1.1

DEFINITION 2 Pour tout x € X , on dit que la forme linéaire d’évaluation en x
bz 1 o ()

est la distribution de Dirac en x . Si X est une partie de R™ et 0 € X , on écrit § a la place de
oo -

EXEMPLE 2 Soit a une fonction croissante sur un intervalle ouvert J de R . Il est clair que

doior— [o(t) da(t)
est une forme linéaire sur D (J) , i.e une distribution sur J .

Par exemple
Ai=Ag: pr— / %

est 'intégrale de Lebesgue. Avec les notations ci-dessus on a

<%»=/¢=wmn,

i.e. 'intégrale de Lebesgue est la fonction généralisée 1 !
La fonction « strictement croissante et continue, dont le graphe est en premiére approxi-
mation

00 02 04 06 0.8 1

définit la mesure de Hausdorff sur ’ensemble de Cantor. Rappelons que cet ensemble a une
mesure de Lebesgue nulle !

DEFINITION 3 Pour tout t € J , on pose h; := 1| o[s et on dit que c’est la fonction de

Heaviside ent . Si 0 € J , on écrit par commodité h a la place de hg .

On a [ ¢ dhy = ¢ (t) , ce qui montre que A, = &; est la distribution de Dirac en ¢ .

Claude Portenier Distributions 3



1.2 Dérivation

1.2 Dérivation

SifecW(X)etje{l,...,n}, pour tout ¢ € D(X),ona

(. 10,1]) =/s0~0jf=—/3jso~f=—<3j<p,f>

en ayant utilisé une partition de I'unité, le théoréme de Fubini et la formule d’intégration par
partie. Ceci nous conduit & poser la

DEFINITION 1 Pour tout £ € D(X)" et j € {1,...,n} , on définit une distribution 9;&
par

(0, 058) == — (950, €)
dite la dérivée de & au sens des distributions . Plus généralement, si & € N | on pose |a| :=
lay| + ... + || et on définit la distribution 0%¢ par

(1p,0°€) := (1)1 (8%, €) .

Le calcul du début montre par récurrence que :

PROPOSITION Si f € C® (X)), alors pour tout o € N™ avec |a| < k , la dérivée au sens

des distributions coincide avec la dérivée classique O“f | i.e.
O [fl=10°f] -

Nous travaillons dans les exemples qui suivent dans I’espace des distributions sur R ou un
intervalle J de R .

EXEMPLE 1 Calculons

(.0 [lid]]) = — (B, [id]) /ago ||ds—/ a¢<s>.sds_/oo°a¢<s>.sds—

—0o0

:_/ ds+/0°°¢ ds_/go<s>-sgn<s> ds = (p,san) .

Ceci montre que

d[id]] = [sgn] .
EXEMPLE 2 De méme, on a
(i, 0 [sgn]) = — (9, [sen]) / 8 (s) ds — / 9 (5) ds = 9 (0) + ¢ (0) = (2,26 .
ce qui montre que
0 [sgn] =26 .

4 Distributions Claude Portenier



Dérivation 1.2

Avec un calcul analogue on obtient

Plus généralement :

EXEMPLE 3 Soit o une fonction croissante sur R . Etant donné ¢ € D (R) et (¢;) une
subdivision de son support, il existe s; € [t;, ;1] avec

Jj+1 J

Grace au théoréme de Lebesgue, il vient alors

(¢, 9a]) = = (9p, ) = - /390 (@) - a(e=) de=—lm) p(s;) - a(tjpn—) - (tj —t;) =
= —lim) [p(tj1) — @ ()] - @ (tj—) = —lim [Z pt)alty=) =Y ety altin-)| =

—lim 3¢ () [a(t-) — a(t-)] = [eda= (o)

car 0 (s5) - 1jt,1,,,[ converge ponctuellement vers Jp et > o (tjy1—) - L ;] vers a(o—) .
Ainsi
da] =N, .
Avant la théorie des distributions, les électrotechniciens et les physiciens ont “résolu” le

probléme du choc d'une boule de billard en introduisant un nouvel objet ¢ , dite fonction de
Dirac , ayant les propriétés suivantes :

5(t)=0pourtout t #0 et 6(0)=o0,

/6(t)dt—1!

mais

On en “déduisait” que

puis que

[ew o0 a=o0 norm - [oew) ne = [ o0 dt=p0) .

Ces calculs sont analogues a ceux que nous avons fait ci-dessus, la seule différence provenant
du fait que les objets avec lesquels nous travaillons sont mathématiquement bien définis.

EXEMPLE 4 Soient F une fonction sur J telle qu'il existe f € L} (J) et 7 € J avec

F:F(T)Jr/of(s)ds.

Claude Portenier Distributions 5



1.2 Dérivation

Alors F' est une fonction continue, on a

f est univoquement déterminée par F' et la formule est vraie pour tout 7 € J .

Il est clair que F' est continue (théoreme de Lebesgue). Pour tout ¢ € D (J) , grace au
théoréme de Fubini on a

(p,0[F]) = — (0p, F /&p cdt—/aw (/th(s) ds) dt =
:/ianJ( me ) ds— " (/SsupJa¢(t) dt) Cf(s) ds =

- [ e ds+/“p" )dS—/¢(8)~f(8)d8—<<p,[f]>-

inf J
Si f € L, (J) est telle que F = F (1) + [* f(s) ds , on a

L loc (']) — D (J)*
est injective (cf. exemple 1.1.1). La formule est également vraie pour 7 € J , puisque

+/:f=F< /f+/fF /f .

DEFINITION 2 On dit qu’une fonction F' sur J est (localement) absolument continue s’il
existe f € Ly, (J) telle que

donc f = ]? (comme classe de fonctions), puisque 1'application f —— [f] : Ll

+/ f(s) ds pour tout 7 € J .

La fonction f est dite la dérivée de F et on écrit f = OF . On désigne par AC (J) ensemble
des fonctions absolument continues sur J .

Il est clair qu'une fonction contintiment dérivable sur J est absolument continue.

REMARQUE Lebesgue a montré que F' est dérivable p.p. et que cette dérivée, définie p.p. ,
est égale p.p. & f . Ce résultat n’est pas utile car on ne peut pas le généraliser aux dimensions
supérieures.

THEOREME SiF,G e AC(J) , alors F-G € AC(J) et
O(F-G)=0F -G+ F-0G .

La démonstration est laissée en exercice.

6 Distributions Claude Portenier



Multiplication, translation et dilatation 1.3

1.3 Multiplication, translation et dilatation

Soit g € C*) (X) et f € Ll _(X) . Pour tout ¢ € D(X) , on a alors

loc

<so,[g-f]>:/so-g-f=<g-so,m>

puisque g - ¢ € D (X) . Ceci nous conduit a poser la

DEFINITION 1 Pour tout £ € D (X)" et g € ) (X) , on définit la distribution produit
g-& de £ par g en posant

(p,9-8):={g-9,8) .
Le calcul du début montre que, pour tout f € L. _(X) , on a

loc

g-[fl=1g-f1.

EXEMPLE Pour tout x € X,onag-6,=g(x) 06, .
En effet, pour tout ¢ € D (X) , il vient

PROPOSITION (Reégle du produit) On a
0;(g-¢) =0;,9-{+g-0;€ .
En effet
(0,019 - §+g-0;6) = (059 - ¢, &) + (g 9,05€) = (09 - ¢,§) — (05 (9-¢),&) =

=—(9-059,§) = = (95,9 -§) = (¢, 0;(9-§)) - o

REMARQUE Par récurrence on démontre la formule de Leibniz :

0 (g-8) =) (g) 0% - 9°7P¢ .

BLa

Si f est une fonction sur R" , pour tout y € R" , on définit la fonction translatée T, f = f,
par

fy(x) = f(z—vy) .
Si f € Lj,.(R™) , alors pour tout ¢ € D (R") , on a

<<p,[fy]>=/<p(x)-f(w—y) dw:/w(xw)-f(w) dr={p_|[f]) -

Claude Portenier Distributions 7



1.3 Multiplication, translation et dilatation

Ceci nous conduit & poser la

DEFINITION 2 Si ¢ € D(R")", la distribution translatée T,¢ = &, est définie par
<S07£y> = <S07y7§> :

Le calcul ci-dessus montre que

[f1y, = [fu] -

Il est évident que h; et 6; sont les translatées de h et 6 .

PROPOSITION (Invariance par translation de la dérivation) Pour tout « € N" |
E€EDRY) etyeR", ona

0" (&,) = (8%¢), -
Pour tout ¢ € D (R™) , on a

(0,07 (&) = (FOM - (@7p,6,) = (F)M- (0°9), &) =

= ()0 (0,) &) = (0. 9°€) = (0. (09),) - o

Si f est une fonction sur R™ | pour tout h € R* := R ~\ {0} , on définit la fonction dilatée
Spf par
1 T
nf (x) e f h
Si f € Ly, (R™) , alors pour tout ¢ € D(R") , on a

loc

wlsith = [o@ g1 (5) do= [ 120 tw) 1 @) do = (Syelfl)

Ceci nous conduit & poser la définition

DEFINITION 3 Si¢ € D(R"), la distribution dilatée Sp¢ est définie par

(0, Sh€) = <5%90,£> :
Le calcul ci-dessus montre que Sy, [f] = [Snf] -

REMARQUE Le cas particulier h = —1 de la symétrie centrale se note
f=8.1f et &:=85_4¢.

8 Distributions Claude Portenier



Primitives 1.4

1.4 Primitives

PROPOSITION  Soit J un intervalle ouvert de R et € € D(J)". Si 9 = 0, alors € est
une fonction constante.

Sié#0et x € D(J) avec (x,&) =1, alors
D(J)=Ker £EBC-x.

Remarquons que 'unique décomposition de ¢ € D (J) par rapport a cette somme s’écrit sous
la forme

p=lp = () X+ (&) x -
Pour tout ¢ € D(J) , on a

(00, &) = = (p,0¢) =0,
donc
J(D(J)) C Ker €.
En particulier, puisque OA = 9[1] =0 , il vient

(D (J)) C Ker A:{wED(J) '/¢—0} .

En fait on a égalité, car si ¢ € Ker A , en posant

gp:—/owec@o)u) :

on a ¢ a support compact et dp = 1 . Ainsi Ker A C Ker £ , mais puisque ces sous-espaces
vectoriels sont de codimension 1 , il sont égaux. Pour tout ¢ € D (J) , on a alors

<p—<<,0,§)-x€Ker §:Ker )‘7
donc

(0,6) 06 A) = (@, A) -
Comme x ¢ Ker{ = Ker A, on a (x,A) # 0 et par suite

(p,€) = <S0’<><,1—A>'A> = <%%> ,

1.e.

THEOREME Toute distribution posséde une primitive :

Claude Portenier Distributions 9



1.4 Primitives

Pour toutn € D (J)" , il existe £ € D (J)* avec O = n . Cette distribution est univoquement
déterminée a une fonction constante additive pres.

La démonstration est laissée en exercice.

COROLLAIRE Si f € L} (J), alors toute solution & € D (J)* de 9¢ = [f] est de la forme

loc

§=[F] avec F € AC (J) et OF = f , i.e. si T € J est donné, on a

<&
F:c+/f pour un certain ¢ € C .

REMARQUE On peut adapter les constructions que nous avons faites dans le cadre des
distributions a d’autres situations faisant intervenir un espace vectoriel (de fonctions) test F et
I’espace vectoriel F™* des distributions correspondantes, pour autant que les opérations effectuées
aient un sens. Il est en général utile d’introduire une topologie d’espace localement convexe sur
F .

10 Distributions Claude Portenier



Circuit RC 1.5

1.5 Circuit RC

OB —C o glt)

i(t)
Les lois de Kirchhoff et d’Ohm fournissent tout d’abord 1’équation

puis celle du condensateur les relations

1
1=00Q et g:6~Q.

Ainsi
RC-0g+g=1f.
On considére ce circuit comme un filtre , de signal d’entrée f et de signal de sortie g .
On dit aussi que g est le signal filtré , ou la réponse . Dans le cas contintiment dérivable la
théorie des équations différentielles ordinaires montre que ce dernier signal est univoquement

déterminé par une condition initiale, en 0 par exemple. Pratiquement il est plus utile d’'imposer
la condition

lim g(t)=0,

t——00

mais cela nécessite une condition supplémentaire sur f .
Nous allons maintenant nous placer dans le cadre des distributions. Peut-on résoudre, au
sens des distributions, I’équation différentielle

RC-9§+&=n (#,7)
avec 1 € D (R)* donné ?

Remarquons tout d’abord, puisque e*#e € C(*) (R) , que I'application

§|—>e%-§

est une bijection de D (R)* sur D (R)" , d’inverse

(s eTE (.

"G €

THEOREME Pour tout £ € D(R)" , posons ¢ :=e

Claude Portenier Distributions 11



1.5 Circuit RC

(i)  Pour que & soit solution de (x,n) , il faut et il suffit que ¢ soit solution de

—L e (%, 7m)
_RC’e n. i

9¢

(ii) Soity € R . Si& est solution de (*,m) , alors §, est solution de (*,ny) .

(iii) Siz est une primitive de R_lo . eRC -m , i.e. une solution de (xx,n) , alors toute solution
de (x,m) est de la forme

e RC - ([c] —I—Z’) avec c € C .
Soit f € L}, (R) .
(iv) Toute solution de (x,[f]) est une fonction absolument continue de la forme

eé—dc.([c]+ —~e%-f(s)ds) avec c € C .
0

(v)  Pour que (x,[f]) posséde une solution g telle que

lim g(t) =0,

t——o00
il faut et il suffit que
t
limt_)_oo/ ewc - f(s) ds emiste .
0
(vi) Sili_s cenc - f € LY (R) , alors f satisfait a la condition de (v) et on a
<
1 s—o
g—/;ooﬁ.e(RC) .f(s) ds .
C’est le cas par exemple s’il existe k € N avec
f

1},0070} . ld—k eL! (R) .

Démonstration de (i) C’est immédiat, car par la régle du produit (cf. 1.3) on a

1 id id

1 i
8<:_.€m.§+eﬂfc.85:%-6%(130-05—%5) .

Démonstration de (ii) En effet
RC-0(&,) +¢&,=(RC-06+€), =1,
par I'invariance de la dérivation par translation (cf. 1.3).
Démonstration de (iii) Cela découle du théoréme 1.4.
Démonstration de (iv) C’est une conséquence de 'exemple 1.2.4 et (iii).

Démonstration de (v) C’est immédiat par (iv).

12 Distributions Claude Portenier



Circuit RC 1.5

Démonstration de (vi) En écrivant

t .
/ 6% : f(S) ds = _/ 1}—00,15} : eé% : .f ’
0 R

on peut appliquer le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue. En effet

1)—oo,t] . RO - f — 0 ponctuellement
et
1_ooy] - €7C 'f‘ < ‘1}700,0} - €RC - f

pour tout ¢t < 0. S'il existe k € N avec 1)_o ) - idi’“ € L' (R) , la condition est satisfaite car la

fonction id” -e®c est bornée sur |—00,0] . [

COROLLAIRE Soit E le sous-espace vectoriel E des f € L}, (R) tels que
1],()0,0] : 6% -fe L' (R) .
L’application ”solution”

T:f»—>/_oo%~e(sli__gl~f(s)dszE—>AC(R)<—>D(R)*

est linéaire et invariante par translation. C’est un inverse a droite de l’opérateur différentiel
RC-0+¢:DR)" — D(R)" ,
i.e. (RC -9+ 90)oT est linjection canonique E — D (R)* .

Nous allons maintenant exprimer cette solution sous une autre forme que nous pourrons
interpréter. Pour tout ¢t € R , on a

g(t)—/_ %.e%-f(s)ds—/%-h(t—s)'e(tR—_CSZ'f(S)dS_

—/Es(t)-f(S) ds ,

en ayant posé

h-e 7 € LL, (R) .

loc

FE=—
RC

Pour tout s € R, on a trivialement lim; . o, F; (t) =0 et

_ e Fe” [hs] + 1 e S =
(RC)? " RC 3
1 1
- . [E .
RC [ RC s

Claude Portenier Distributions 13



1.5 Circuit RC

par exemple 1.3. Ainsi
RC -0 [Es] + [Eq] = 65 ,

i.e. [Ey] est solution de (x, ;) .
On dit que E; est la solution élémentaire en s de notre probléme avec condition initiale,

ou la réponse impulsionnelle .
Ceci nous permet d’interpréter la solution g comme la superposition des réponses impul-
sionnelles pondérées par f . On peut aussi écrire g a I'aide du produit de convolution :

g=FExf.

Rappelons que le produit de convolution de deux fonctions u, v sur R"™ est défini par
wrv(@)i= [uley) o) dy

si cela a un sens (exercice).
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Principe de superposition 1.6

1.6 Principe de superposition

Du fait de la linéarité de ’équation différentielle (x,7) du paragraphe précédent, on a un
principe de superposition élémentaire :

LEMME Si &, et &, sont solutions de (x,m,) et (x,my) respectivement, alors &, + &, est
solution de (x,m, + 1) -

On peut généraliser ce principe comme suit :

DEFINITION Soit F' un espace vectoriel (de fonctions) test. Si m est une intégrale sur un
espace topologique séparé A et si ( : A —— ((\) : A — F* est une application a valeurs dans
F* | on dit que ¢ est m-intégrable dans F* si, pour tout ¢ € F , la fonction

(0, ¢) : A— (p, (V) : A — C

est m-intégrable. Dans ce cas on peut définir une forme linéaire

/Cdm:wH/mC)dmrF—@-

<w,/<dm>=/<w,c> dm |

et on dit que [ ¢ dm est 1’ intégrale de ¢ dans F* .

On a donc

EXEMPLE 1 Si f € L. (R) , L’application s — f(s) -8, : R — D (R)" est Lebesgue-

loc

intégrable dans D (R)" et on a

1= [ -0uds.
En effet, pour tout ¢ € D (R) , la fonction

s (@, f(5) - 8s) = @ (s)- f (s)

est Lebesgue-intégrable et

<%/}@ym@>:/ijw@wmz/ﬁwwf@dwﬂ%vn.D

EXEMPLE 2 Sil_, .ewc - f € L' (R) , Papplication s — f (s) - [Ey] : R — D (R)" est
Lebesgue-intégrable dans D (R)" .

Il nous suffit de montrer que, pour tout ¢ € D (R)" , la fonction

(t—s)

5|—>/g0(t)-%-h(t—s)~e_ RC - f(s) dt

Claude Portenier Distributions 15



1.6 Principe de superposition

est Lebesgue-intégrable. Par le théoréme de Tonelli on obtient
/ </ [ ()] - Ljo,00[ (t = 5) - e%-|f(s)|dt) ds =
o [ len-e e ([ (o)t 1) ds) ar <
1 b . b
<w(/ |¢<t>|-e-m) ([ e as) <

sisuppy C [a,b] . 0

[o g =9 g0 atfas <

THEOREME (Principe de superposition) Soient S : F' — F une application linéaire
et

SQ:A'—)SA ’ 770:)"—)77)\:‘/\—>F*

telles que, pour tout X € A , &, soit une solution de S'¢, = n, . Si &, est m-intégrable dans
F* avec & := [&,dm (N) , alors 1, est m-intégrable dans F* et { est solution de S*'§ = n :=

[ nydm (N) .
En effet, pour tout p € F', on a
<907 77<>> = <907 St5<>> - <S<P’§<>> eL! (m) )

ce qui montre que 7, est m-intégrable, et

(0, 8%) = (Sp,£) —/<Sso,é}> dm (\) _/<80>St§,\> dm (\) = <%/mdm(/\)> :
donc

stszfmdmm 5

EXEMPLE 3 Nous pouvons appliquer ce résultat a 'exemple 1.5 car I'opérateur différentiel
RC-0+1d:D(R)" — D(R)"

est la transposée de
—RC-0+1d:D(R)— D(R) .

Ainsi, si £, : A — D (R)" est m-intégrable dans D (R)”* et, pour tout A € A , £, est une
solution de (x,7,) , alors 7, est m-intégrable et & := [ &, dm ()) est solution de (x,7) avec

n:= [nydm () .
Grace aux exemples 1 et 2 ci-dessus, on en déduit que

- [
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Principe de superposition 1.6

est solution de (x, [f]) .

Remarquons que ce résultat ne fournit qu’un résultat d’existence, mais sans avoir besoin de
la théorie (élémentaire) des équations différentielles développée en 1.4. Il est en outre plus faible
que I’égalité ponctuelle obtenue en 1.5. Toutefois on rencontre beaucoup de situations ot cette
égalité ponctuelle n’est plus possible, et ou 'interprétation d’une solution comme superposition
de solution élémentaire est trés utile.
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1.7 Filtres

1.7 Filtres

L’exemple précédent nous conduit & introduire les notions suivantes. Un systéme (de trans-
mission) est la modélisation d’un appareil ou d’un phénoméne naturel transformant un signal
d’entrée en un signal de sortie. Si F et S sont respectivement I’ensemble des signaux d’entrées
et 'ensemble des signaux de sortie, on caractérise le systéme par une application T : E — S .

DEFINITION Soient E et S des espaces vectoriels de fonctions ou, plus généralement de
distributions sur R" , invariants par translation et munis de topologies localement convexes,
par exemple normés. Nous dirons que T : E — S est un opérateur invariant par translation
ou un filtre , si T' est une application linéaire continue invariante par translation, i.e. telle que

T(¢,) = (T€), pour tout § € Eet y € R™.

Si pour un A € C" , on a [¢?*™**] € F | alors pour tout y € R" , on a

2mi-deid o 2mi-de(id+y)] _ 2mi-dey 2mi-deid
[ ], = e J=e [ "]

~y
et

(T [€2m->\.id})_y T <[€2m->\.id]

D’autre part si T [¢*™**4] = [g] avec g € C (R™) , il vient

[g_y] — (T [627ri~)\oid])

donc g_, = €?™**¥ . g par continuité. Il vient alors

9(y) = g—y (0) = ™. g (0) ,

) — 627rz-)\oy .T [627rz-)\01d} ,
-y

. — 627ri-)\oy .T [627ri-)\oid} — [627ri-)\oy . g] 7

et par suite
T [627ri-)\oid} — g(o) X |:€Q7ri-)\oid} )

En écrivant T' [e***19] (0) a la place de ¢ (0) , nous avons prouvé la

PROPOSITION ST : E — S est un filtre, alors toute exponentielle [e*™**4] € E |
telle que T [627Ti')‘.id] € C(R™) , est une fonction propre de T' de valeur propre T [ezﬂi"\'id} (0) .

DEFINITION 1 La fonction  : A — T [¢*™**1] (0) , en général définie sur R™ , donc telle
que

T [627ri~)\oid] — K ()\) . [627ri~)\oid] ,

s'appelle la fonction de transfert du filtre T' . Les fonctions |x| et |x|* sont appelées respective-
ment spectre d’amplitude et spectre d’énergie du filtre.
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Filtres 1.7

REMARQUE 1 Cette proposition est une généralisation de la constatation suivante. Si

P@= Y au9*:DR") — DR"

el <m

est un opérateur aux dérivées partielles a coefficients constants avec @ = # -0, ona

7
Z o - @a [627ri~)\oid] o Z o - )\a X [627ri-)\oid}
(0% - 6% .
laf; <m ooy <m

SiT:FE — S est un filtre, inverse a droite de cet opérateur aux dérivées partielles, alors
Z g, - PG (}\) . [62m‘~)\oid] - p (@) (/i ()\) . [€2m‘~)\oid]) —

. (@) T [eQWi-Aoid} — [627Ti-)\oid] ’
donc
K - Z o -1d* | =1.
|a|<m
En particulier, dans le cas du circuit RC (cf. 1.5), 'opérateur différentiel est

RC-0+1- =2mi-RC-J+1-,

donc
1
AN)=——— —
"N = omiRe A
et par suite
1
kW)|? = .
=) 14 472 R2C? - \?
La fréquence ﬁ , au deld de laquelle les amplitudes sont réduites d’un facteur inférieur

a % par le filtre, ie. |x(A)| < % , dit passe-bas , est considérée comme une fréquence de
coupure .

REMARQUE 2 Le principe de superposition nous invite & considérer des distributions de
la forme

E _ ch . [627ri-)\koid} ’ &- _ /C ()\) . [6271'1'-)\oid] d\ ,
ou plus généralement
f — / [€2ﬂi-)\oid] dm ()\) :

dans le premier cas on prend m := Y ¢ - 0y, , dans le second m := c¢- A . Sous certaines
hypothéses on aura

T{: — /T [€2m’->\oid} (0) . [62m‘~>\oid] dm ()\) .
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1.7 Filtres

Ceci nous donne un autre moyen pour résoudre certaines équations aux dérivées partielles
inhomogénes.

Nous sommes donc conduit au probleme de la détermination des distributions ayant la
forme ci-dessus : on dit que l'on fait 1’ analyse spectrale des distributions . Si les A, sont
multiple entier d'une fréquence de base, on est dans le cadre des séries de Fourier (cf. chap.2),
sinon dans celui de la transformation de Fourier (cf. chap. 3).

REMARQUE 3 Les exemples précedents montre également 1'utilité des concepts suivants :

Si F' est un espace vectoriel (de fonctions) test, nous dirons qu'une suite ({),cy de F*
converge dans F™* si, pour tout ¢ € F | la suite ({p,&,)) converge dans C . Dans ce cas on peut
définir une forme linéaire

limy &, : o — lim (p, &) : F — C
On a donc

<§07 hmk €k> = lim <<)0a €k> )

et on dit que limy &, est la limite des &, dans F* . Nous avons ainsi défini une notion
d’approximation dans F* .

On dit que la série Y 72 &, converge dans F* si la suite des sommes partielles converge
dans F* vers une forme linéaire encore notée » .- &, . On a donc

<<)07 Z§k> = Z <<Pa§k> )

k=0

et on dit que Y ;- &, est la somme des ;, dans F* .

Soit J un ensemble dénombrable d’indices. Rappelons que si (gj)je ; est une famille dans
un espace normé G , on dit que la série ) jes9j est sommable (on dit aussi commutativement
convergente ) si, pour toute énumération de J la série correspondante est convergente dans G .
La somme ne dépend pas de cette énumération et on la note encore » icr 9 -

Si ) ics9; est normalement sommable , i.e. 3 ;[g;|| est sommable, alors >, ; g; est
sommable. Si G est de dimension finie, la réciproque est vraie. Dans le cas des nombres
complexes on dit absolument sommable .

Si (f j)je ; est une famille dans ™ , nous dirons que la série Zje ;§&; est sommable dans

F* | sipour tout ¢ € F' | la série ) | ied <g0, & j> est absolument sommable dans C . Dans ce cas
on peut définir une forme linéaire également notée

253‘ : SOHZ@@QD -
jeJ jeJ

On a donc

(#36)-Ttec)
jeJ jeJ
et on dit que Zje] ¢, est la somme des &; dans F™* .

Cela signifie que, pour toute énumération de J , la série correspondante converge dans F™* |
ou bien que la fonction j —— ; est #-intégrable dans F* , ot # désigne l'intégrale de comptage

sur J . La notion de sommabilité est donc un cas particulier de celle d’intégrabilité définie en
1.6.
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2.1 Fonctions périodiques et coefficients de Fourier

2.1 Fonctions périodiques et coefficients de Fourier

DEFINITION 1 Nous dirons qu’'une fonction g définie sur R" est périodique , Z"-périodique
s’il faut préciser, si l'on a

g(z+2z)=g(z) pour tout z € R" et z € Z" .

1
loc,p

périodiques, ainsi que par C,()k) (R™) , pour k € N , le sous-espace vectoriel de celles qui sont
k-fois continiment dérivables.

(R™) T’espace vectoriel des fonctions g € L} . (R™) qui sont

Nous désignerons par L Toc

Considérons le groupe topologique quotient T™ := R"/Z" . Toute fonction périodique g
sur R™ est par définition constante sur les classes module Z" , donc passe au quotient en une
fonction gr» sur T" . Comment peut-on se représenter T" 7 Il y a deux possibilités.

(a) Les classes de R™ modulo Z" sont indexées par
_[_11[m
Q= [=53",

ce qui permet d’identifier I’ ensemble T" avec () et revient a calculer mod 1 composante par
composante. Une fonction périodique g sur R™ peut s’écrire sous la forme

g= Z (1g-g), ponctuellement.
zZEL™

Elle est donc univoquement déterminée par sa restriction a () , et celle-ci s’identifie & la fonction
grn sur T" . L’espace topologique T" est compact, car il est I'image par ’application quotient
de @ , qui est compact.
Nous munirons T™ de I'intégrale induite par celle de Lebesgue sur () . Elle est invariante
par les translations de T" et de masse totale 1 . On dit que c’est I’ intégrale de Haar sur T" .
En effet, par Fubini on se raméne au cas n =1 . On a alors

[r(gwn)t:/%g(s—t) ds = (/;t+/%t)g<s> ds =

1 1
2 2

- (/%%_tﬂL/_zt)g(S) ds:/__%g(S) ds:/Tng,

car g est périodique et nous pouvons supposer que t € [0,1[. g
Réciproquement si f est une fonction sur T™ , nous désignerons par fg- la fonction
périodique sur R™ correspondante. En identifiant T™ avec () et en prolongeant f par 0 hors de

D=
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Fonctions périodiques et coefficients de Fourier 2.1

Q@ ,ona

fR”:Zfz-

zEL™

(b) Le groupe T" est isomorphe au groupe U" , ou U est le sous-groupe de C des nombres
complexes de module 1 , en considérant I’homomorphisme continu surjectif de groupe

270 _ ) 2mi-x; . 2mix . n n
e LT = (xa)jzo,...,n — (e )j:Lm,n =e R" — U™,

qui passe au quotient. C’est un homéomorphisme, puisque T™ est compact. Il y a correspon-
dance biunivoque entre les fonctions f sur U” et les fonctions périodiques sur R™ par

f f o e27ri~<> )
Remarquons que
e271'1-<> . Q Un

est une bijection et que sa restriction a ]—%, % [n est une paramétrisation de la sous-variété
(U~ {=1})" de C" ~ R?" ,

L’image de l'intégrale de Haar sur T" est évidemment (%)n - Agn sur U™ .

DEFINITION 2 Pour tout f € L' (T") et z € Z™ , on pose

Ff(z) = / =2t f (1) df |
On dit que ce sont les coefficients de Fourier de f et que 'application
F:fr— Ff:L}(T") — C*"

est la transformation de Fourier .

PROPOSITION La transformation de Fourier est une application linéaire continue de
norme < 1 de L' (T™) dans (> (Z") , i.e.

1Fflle < IIfIl; -
En effet

FrEI< [ e p@la=1al, - o

T

LEMME (i) Pour touty € Ry avecy>n , on a

Z 2|77 < o0 .

0#z€Z™
(ii)  Pour tout c € CZ" | les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Pour tout k € N, on a

lid|* - ¢

= sup |z|" - |e(2)] < oo .
o ZE€L™
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2.1 Fonctions périodiques et coefficients de Fourier

(b) Pour tout k € N, on a

lid|* - cHl = Z 12|F - e (2)] < oo .

z€ZL™

(¢) Pour tout o € N" on a

id*-c e (' (Z") .
(d)  Pour tout o € N*, on a

id*-c e 6> (Z") .

Démonstration de (i) Si~vy >n, il vient

Y
S = / 3 |z|7-1z+Q<(@+1) - / id] ™ <
2 R”\Q

0#z€Z™ 0#z€Z™

v
g(@Jrl) / lid| ™ < o0,
2 By /2

carsinQ,ona|q|<4et

<[5
N

|2+l < 2| +

Canre

puisque |z| > 1, donc

|5

7 L < (51 41) Lol

Démonstration de (ii) On a (a) = (b) car

lid|* - ¢ id[""* - ¢

<) +

et (b) = (c) puisque

[id* -clly <

|id||a|1 CH
1

L’inclusion ¢! (Z™) C £ (Z") prouve (c) = (d) . Finalement

< Z aq - [|id* ¢l
o0

|| <k

idlf. ¢
lid|

lid[* - ¢
o

<

avec certains coefficients a, € R, , ce qui prouve (d) = (a) . o

DEFINITION 3 Nous désignerons par S (Z") l'ensemble des suites ¢ = (c;),czn € C¥
qui satisfont & 'une des propriétés équivalentes ci-dessus. On dit qu’elles sont a décroissance
rapide .

Pour k € N, nous dirons quune fonction f sur T" est k-fois contindiment dérivable si la
fonction périodique fgn correspondante sur R” ’est aussi. Nous désignerons, pour tout o« € N |
par 0% f la fonction sur T™ correspondant & 0% fgn sur R"™ .
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Fonctions périodiques et coefficients de Fourier 2.1

Nous noterons C¥) (T™) I’espace vectoriel des fonctions k-fois contintiment dérivables sur
T™ et par D (T") celles qui sont indéfiniment dérivables.

Ces fonctions sont évidemment & support compact, puisque T™ est compact.

REMARQUE Plus généralement, toute opération sur un espace vectoriel de fonctions péri-
odiques sur R™ peut étre considérée comme une opération sur l’espace vectoriel correpondant
des fonctions sur T" .

THEOREME Soit ke N .
(i)  Pour tout f € C®) (T") et a € N* avec |a|, <k , on a
F(P*f)=1d*-Ff .
En particulier si f € C? (T™) , on a
F(Af) = hdP-7f
et
F(D(T) cS(zZ") .
(ii) Pour tout ¢ € CZ" avec [id|" - ¢ € ¢* (Z"), on a

ﬁC — Z c (Z) . 627ri-zoid c C(k) (Tn)

ZEL™
et
9 (ﬁc) — ]-/:(ido‘ -c)  pour tout o« € N" avec |a|, <k,

ces séries étant uniformément sommables sur T" , i.e. sommables dans C (T") .
En particulier

~

F(SZ) cp(T) .
(iii) Quel que soit f € L' (T") et t € T, on a
F(ft) — 6727Ti-idot . Ff )
(iv) Riemann-Lebesgue Pour tout f € L' (T") , on a Ff € °(Z") .

Démonstration de (i) En effet, grace au théoréme de Fubini et en intégrant par partie (on
peut remarquer que @ est formellement auto-adjoint !), on obtient

F@DG) = [ fen ) do = [ 22 foo (@) do = FF(2)
Q Q
le terme intégré s’annulant a cause de la périodicité. Si ¢ € D(T") , on a donc id* -Fp =

F (@*¢) € £>° (Z™) par la proposition, donc Fyp € S (Z™) par le lemme.

Démonstration de (ii) Les séries Y, ;. 2% - ¢(2) - €?™**¢ sont normalement, donc unifor-
mément sommables sur T” (ou R™ !), puisque

a ) . e27rz-z01d

k
<L fe(2)]

|2 c(z

|OO
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2.1 Fonctions périodiques et coefficients de Fourier
On peut donc intervertir dérivation et sommation. Si ¢ € S(Z") , pour tout £ € N | on a
lid|* - ¢ € ¢* (Z") par le lemme (ii), d’ou le résultat.

Démonstration de (iii) Puisque l'intégrale de Haar sur T" est invariante par translation, on
obtient

f(ft) (Z) — / e—27ri-zos X ft (S) ds = / e—27ri~zo(s+t) . f (S) ds = 6—27ri-zot 3 f’f (Z) )
Démonstration de (iv) Puisque D (T") est dense dans L! (T") et que
F(D(T") cS(z") c(z)

il vient

F(LY(T") = F (D (']rn)) c F(D(T") C & (Zn) = & (Z")

car F : L' (T™) — > (Z") est continue par la proposition.
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Formule d’inversion

2.2 Formule d’inversion

REMARQUE 1 Les applications
F:D(T") — S(Z"):p — Fop = /e—%i'“t - f(t) dt

et
ﬁS(Z”) _>D('I[‘n) : 0|—>.7?c: ZC(Z)-(BZH"Z.Q

ZEL™

sont bien définies et linéaires par le théoréme 2.1.
Nous allons montrer qu’elles sont réciproques 1'une de ’autre.

Introduisons tout d’abord, pour r € [0,1[ , la fonction rldh € S (Z") et
ﬁ-,r\id\l _ Z r\id|1 . 627ri-zoid e D(Tn) )

zZEL™
On a
n n n
ﬁ/r'ld‘l — Z HTJZ]‘ . BQTI"L"ZJ"[)T’]' — H Z T,|Z]‘ . 627Ti'Zj'ij — ®pr ,
(23) =1, n€L" =1 =1z €L =t
avec
Py = Zr\id\ . 627ri~zoid c D (T) )
2EL
Soit t € T et u := e*™* . On a alors
p (t):1+27’k- (W +u ™) =1+ UL i
" l—ru 1-1Z
k>1 u
1—r2 B 1—172

- L—r-(u+d)+r2  1—2r cos(2mt) + 712"

On en déduit que p, >0, car 1 — 2r - cos (27t) + 7> > 1 —2r + 72 > 0 . En outre
0 te T~ {0}
lim, .1 p, (t) = si

00 t=20

puisque si t € T~ {0} , on a
lim, 1 [1 —2-cos(2mt) -7 +7°] =2—2-cos(2mt) #0 ,siz € Q~ {0},

et

1—r? 1+r
lim, ;- p, (0) =lim, ;. ——— =lim, ,;_ =
i1 p, (0) = limy—y 1—2r+r2 T
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Formule d’inversion 2.2

Finalement

f’l‘ldll _H/ Z |z5] . p2mizjot dt _ﬁ Z |z5] . / 2mi-zj 0t dt -1.

2z €L j=1 \ z;€Z
LEMME Si f € L (T") et f est continue en 0 , alors
lim,_,_ [ Fridh.f(t)dt=f(0) .

Tn

En effet, pour tout € > 0 donné, il existe 6 > 0 tel que l'on ait |f (¢) — f(0)| <esilt| <9,
donc

Tn

<e+2|fll - ) at .
c2lfll- | _ ((ng)p)w
Mais

d dt =n- d
/T"\{tloo@} (@ ) " Z/n\{|tk<5} ( pr> (t) dt /1r\{|t<5} pr (1) dt

tend vers 0 lorsque 7 tend vers 1— . Eneffet sir € [1,1[ et [t| > 6, on a

1—r? 3 1 3 1
0<p, ()= S 1 T Coosomt S1 1T —cos2ms
(1_7a) +2r-(1 —cos2mrt) 4 1—cos2mt ~ 4 1—cos2mé

ﬁr\id\l . f (t) dt — f (O)’ < f‘r|id|1 . |f (t) — f (0)| dt <

T

d’ou le résultat par le théoréme de Lebesgue.

THEOREME (Formule d’inversion) Si f € C(T") et Ff € £* (Z") , alors

FO)=F(Ff &)=Y Ff(2) " pour toutt e T" .
2E€EL™
En effet
S (0= S i F )l X [t
ZEL™ zEL™ PI=/AL

— lim, ., T\z|1 ‘6—27ri-zocc X — imr—>1— A/r-‘id‘l . = ,
- (Z ) (1) de =1 Frl £ () di = 1 (0)

zEL™ "
en ayant utilisé les théoremes de Lebesgue et Fubini, la somme étant interprétée comme
I'intégrale par rapport & #z» := ) ;. 0, . Ainsi

f@)=f4(0)= Z}"( Zj:f p2mi-zet

zZEL™ zZEL™

par le théoréme 2.1.(iii). g
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2.2 Formule d’inversion
COROLLAIRE La transformation de Fourier est une bijection de D (T™) sur S (Z") :

F:D(T") — S(Z") 1 1p —> Fp := (/ e 2mizet . (4) dt)

ZEL™
et
Fl=F: SZ")y—D((T"):cr— Z c(z) - errizeid

zEL™

Le théoréme montre que FoF=1 dp(ny , donc que F est injective. Elle est surjective car,
pour tout w € Z" , on a

/n g 2miwet (Z c(z) - ezﬂi'z't> dt =

ZEL™

Z c(z) - / 2 Emwst gy — ¢ (w)

zZEL™ "
donc

foﬁ: IdS(Zn) .0

REMARQUE 2 La formule d’inversion
f — Z ff (Z) . 627ri-zoid
ZEL™

peut se démontrer en utilisant la théorie des séries de Fourier dans L*(Q) , i.e. en admettant
que la transformation de Fourier est une bijection de L? (Q) C L!(Q) sur ¢?(Z") , ou plus
précisément que (62”"Z'id))zezn est une base hilbertienne L? (Q) . Cela signifie que, pour tout
fel?(Q),lasérie Yy, ;. Ff(z)- > est sommable dans L? (Q) avec

f= Z Ff (Z) . g2mirzeid
ZEL™

et, pour tout ¢ € ¢*(Z") , la série est sommable dans L* (Q) avec f := Y. ;. c(z) - e*m=*id
telle que Ff =c .

L’hypothese Ff € ¢! (Z™) montre que la série du membre de droite est normalement som-
mable, donc définit une fonction continue. Utilisant une énumération de Z" , le théoréme de
Riesz-Fischer entraine 1’existence d’une sous-suite des sommes partielles qui converge presque
partout vers f . Mais comme f est continue on obtient alors 1’égalité partout.

Nous démontrerons ce résultat dans le numéro qui suit (cf. théoreme 2.3).

PROPOSITION  On a f € AC(T) si, et seulement si, |id| - Ff € £2(Z) . Dans ce cas
F(f)=id-Ff .

Si f € AC(J) la formule se démontre en intégrant par partie. On a alors

id-Ff =F(Qf) € *(Z) .
Réciproquement si id -Ff € ¢*(Z) , on a
1
Ffiz- € g 2 (z%) c i (Z¥)
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Formule d’inversion 2.2

donc Ff € 4 (Z) . Ona f=FFfecC(T)et g:=F(id-Ff) € L2(T) . 1l vient alors

271-@'./ 9227”'. (18|Z’Z ff 27rzzo<>> 27 - Zz f-f 10‘ 27rzzo<>):
0

2€EZL 2€7Z

. e27ri-zo<> < i e ©
=2mi- Y 2 Ff(2) 5| = > Ff(2)-e =—fO)+f,

z€eZ* 0 zeZ* 0

donc fe AC(T) et df =g. o

REMARQUE 3 Si f e C®™ (T") , alors |id|* ™" Ff € * (Z") pour tout v € R, avec y > n .

Cela découle du théoréme 2.1.(i), puisque D, ,czn [2|7" < 00 si v > n par le lemme 2.1.(ii)

il 7| <
1

it < 37w i Fl <

o]y <
<D [F@ Pl Y, o7 <00
||, <K 0#z€Z"

Utilisant la théorie des séries de Fourier (cf. la remarque précédente) et I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on obtient méme l'assertion pour v > 7 :

1/2
a7 F] <> aa~Hf(@af)ll2'< > |z|—2”> <oo.

laf, <k 0F2€Zn

Sin=1,alors f € CW(T) entraine |id|" - Ff € ¢* (Z) pour tout v € [0,2] . Ce résultat
peut-il étre amélioré ou bien existe-il une fonction f € C (T) telle que \1d|; Ff ¢ ' (z)
? La réciproque est par contre fausse. Par exemple les coefficients de Fourier de la fonction
1[71 l[ . |1d| sont

272

, 1(-1)" -1
On a méme [id|” - F (1[_;,;[ . |id|> € (' (Z) pour tout v € [0, 1] , mais

Ly lid] € AC(T )~ e (T) .

t\JI»—‘
t\JI»—‘

La fonction de Riemann !
=1
3L (et
— k2

P. du Bois-Raymond, Versuch einer Classification der willkiirlichen Functionen reeller Argumente nach ihren An-
derungen in den kleinsten Intervallen, J. fiir Math. 79 (1875), p. 28.

G.H. Hardy, Weierstrass’s nondifferentiable function, Trans. Amer. Math. Soc. 17 (1916), p. 301-325.

J. Gerver, The differentiability of the Riemann function at certain rational multiples of = , Amer. J. Math. XCII
(1970), n° 1
— , More on the differentiability of the Riemann function.

1
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2.2 Formule d’inversion

satisfait & [id|”- Fr € €' (Z) pour tout v € [0, 3], |id|% -Fr ¢ ' (Z) et elle n’est dérivable qu’en

les points rationnels de la forme £ avec p=¢=1mod2. On a donc r € C(T) \ AC(T) .

Le théoréme 2.1.(ii) montre que ¢ € ¢! (Z) entraine Fc € C(T) . L'exemple ci-dessus
montre que I’'on ne peut pas avoir FeecW (T) . Carleman ? a montré qu’il existe une fonction
f € C(T) telle que Ff ¢ ¢ (Z) pour tout p € [1,2[. Les détails de la construction de Carleman
sont présentés au chapitre 6.

Ceci montre qu’il n’est pas possible de caractériser C*) (T™) a laide de conditions de la
forme [id|*™7 - Ff € £* (Z") .

REMARQUE 4 La formule d’inversion fournit une classe de fonctions pour lesquelles la

formule
PO = X ) = 3 ([ ens e fas)

ZEL™ ZEL™

est valable pour tout t € T" .

Le membre de droite ne peut malheureusement pas étre transformé en utilisant le théoréme
de Fubini. L’expression ) ;. e?mz*id 1’5 pas de sens, mais semble définir une fonction de
Dirac : en tous les points de Z" elle vaut oo , en les autres on a l'impression que les valeurs
de cette série se compensent. Nous allons dans ce qui suit donner un sens & cette expression
et généraliser le théoréme d’inversion (cf. théoréme 2.3), mais en remplagant la convergence
pontuelle par une convergence dans un espace de distributions.

2 T. Carleman, Uber die Fourierkoeffizienten einer stetigen Funktion, Acta Math. 41 (1918), p. 377-384.
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Distributions sur T" 2.3

2.3 Distributions sur T"

DEFINITION 1 Nous dirons qu’une forme linéaire
n:D(T") — C:pr—n () = (¢, ,

i.e. un élément de D (T™)" , est une distribution (algébrique) sur T™ .

EXEMPLE 1 Soit f € L' (T") . 1l est clair que
[f] s — - f:D(T") — C
Tn
est une distribution sur T" . L’application
fr—1f]:L(T") — D(T")

est injective, comme dans le cas des distributions.

EXEMPLE 2 Pour tout t € T" ,
b — 1 (t):D(T") — C

est la distribution de Dirac en t .

DEFINITION 2 Soit S (Z")" 'ensemble des suites v € CZ" a croissance polynomiale , i.e.
telles qu’il existe k € N avec |y (2)| < M - (1 + |z|k> pour un certain M < oo .

REMARQUE 1 Pour tout c € S(Z") et v € S (Z")' , la série Y __,. c(z) - v (2) est absolu-

ment sommable,

ter— Y ez S(z") —C

zZEL™

est une forme linéaire et 'application linéaire
v— 0] S@Z) — S(@Z")
est injective.

C’est immeédiat, puisque

S fez) -y () < M- Z(+|z>- c(2)] < 00

ZEL™ zZEL™

par le lemme 2.1.
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2.3 Distributions sur T"

REMARQUE 2 On peut montrer que S (Z")’ s’identifie au dual topologique de S (Z") muni
d’une topologie localement convexe adéquate.

LEMME Pour tout f € L' (T") et c€ (* (Z") , on a
(e 7)) = (Felfl) -
En effet Ff € (> (Z") C S(Z")' et

@IF) = X @) P = o) ([ermnp o ar) -

ZEL™ ZEL™

:/ (Z ¢(z)- e—27ri.zot> Cf () dt = <]?é7 [f]>

ZEL™

, par le théoréme de Fubini.

Ceci nous conduit a poser la

DEFINITION 3 Pour tout n € D (T")" , on définit sa transformée de Fourier Fn € S (Z™)"
par

(¢, Fn) = <.7?é,77> pour tout ¢ € S (Z") .

Ainsi F : D(T")" — S (Z")" est la transposée de F 0 & : S (Z") —> D (T") , et comme
F 0 est une bijection linéaire, on en déduit que F est un isomorphisme de D (T™)* sur S (Z")*
dont Iapplication réciproque est la transposée de & o F : D (T") — S(Z™) . Nous allons
I’étudier d’un peu plus prés en nous intéressant au sous-espace vectoriel S (Z") de S (Z")" .

PROPOSITION  Pour tout y € S(Z")" , la série ., 5.7 (2) - [€2"**4] est sommable dans

D (T™)" ; sa somme est notée

En effet, pour tout ¢» € D (T") , on a
<w’ [627ri-zoid]> — ¢ . 627ri~zoid — fw(_z) )
’]T'I’L

Le résultat découle donc de la remarque 1, puisque Fi € S (Z") . Rappelons que par définition
F~ est la forme linéaire

) —> <¢7]?7> — Z v (2) - <¢’ [ezm.z.idD _ Z v(2)- Fo(—2) . ¢

ZEL™ ZEL™
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Distributions sur T" 2.3

EXEMPLE 3 Pour toutt € T" , on a
Z 6—27ri~zot . [eQWi-zoid} — 6t )
zZEL™
C’est immédiat par le corollaire 2.2 puisque, pour tout ¢ € D (T") , on a

Z <¢’ o 2miczet [ezm'-z.idb _ Z f¢(—z) .o 2mizet _ ]?]_—¢ (t) =9 (t) .o

ZEL™ ZEL™

REMARQUE 3 La topologie localement convexe naturelle sur D (T") est celle de la conver-
gence uniforme de toutes les dérivées partielles sur T™ . Utilisant le théoréme d’inversion 2.2,
on montre que, pour tout ¢ € D (T") , on a

¢ — Z f¢ (Z) . 627Ti~zoid
z€ZL™

dans Iespace localement convexe D (T") .

Nous pouvons maintenant généraliser le théoréme d’inversion 2.2.

THEOREME La transformation de Fourier est un isomorphisme de D (T") sur S (Z")' C
S(zm)" :
F:D(T") — S(Z") :n— Fn(o) = [(e ™" n)]
et
Fr=F:8@") — DM iy Fy=Y () [e¥=] .
zezn

En particulier on a

v = <€2m'-<>oid’ Z ~ (Z) . [627ri-zoid] >

ZEL™
et
n= Z Fn(2)- [  dans D (T™)" .

ZEL™

En outre F est une isométrie de L2 (T") sur €2 (Z") , i.e. (e*™**°)
tienne de L* (T™) .

wezn €St une base hilber-

Admettant la premiére partie, la premiére formule découle de la proposition puisque

<e2m'-<>oid’ Z v (2) - [€2ﬂi-zoid]> _ Z v (2) - <€—2m'-<>.id’ [€2wi-zoid]> _ Z Y (2) - bon =1y .

zEL™ zZEL™ ZEL™

La seconde formule découle, grace a la remarque 3 ci-dessus, de la continuité de n sur D (T") :

<1/}777> _ <Z .;E1/J (Z) . €2m'z.id,77> _ Z f@/} (—Z) . <6_2“i'z'id,n> _
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2.3 Distributions sur T"

— Z <6727ri-zoid7 77> . <,¢7 [e2ﬂi-zoid]> — <,¢7 Z <6727m'-zoid’ 77> . {e2ﬂi-zoid}> )

ISYAL zEZM

Finalement le lemme ci-dessus montre en utilisant le corollaire 2.2 que F est une isométrie
de D (T") sur S (Z") pour les normes induites par L? (T™) et £2 (Z™) respectivement. Le résultat
en découle puisque ces sous-espaces vectoriels sont denses.
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Distributions périodiques 2.4

2.4 Distributions périodiques

Pour tout ¢ € D(R") , la série ) ;. ¢, ne contient, sur tout compact de R" , qu'un
nombre fini de termes non-nuls et

Y . et (R

zEL™

DEFINITION (a) Nous dirons qu'une distribution £ € D (R™)" est périodique si 'on a
&, = & pour tout z € Z™ . Nous désignerons par D (R”); I’ensemble de ces distributions.
On définit une application linéaire

®:D(T")" — D(R");
par

(i, Pn) : <Z soz,n> :

2EL"

pour tout p € D (R") et n € D (T")"

(b)  Ondit que p € D (R") définit une partition périodique de l'unité (p,),cpm 81 Y ,cpm p. =1,
et on définit une application linéaire

v :D (R”); — D (T")"
par
(, WE) := (p,€) ,
pour tout ¥ € D (T") et £ € D (R™)”

REMARQUE Dans l'expression py) on considére ) comme une fonction périodique sur R”
!

EXEMPLE 1 On construit une partition périodique de 1'unité en choisissant § € D (R")

telleque § > 0 et §# > 0sur Q . On adonc ) ;. 0. # 0 partout et il suffit de poser

p=0 />0,

zEL™

THEOREME Si p définit une partition périodique de ['unité, les applications ® et ¥ sont
des isomorphismes réciproque 'un de 'autre entre l’espace des distributions sur T™ et celui des
distributions périodiques sur R™ . En particulier ¥ ne dépend pas de la partition périodique de
['unité choisie.
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2.4 Distributions périodiques

Pour tout n € D (T")" et v € D(T") , on a

puisque 9 est périodique sur R™ .
Pour tout ¢ € D (R"), et ¢ € D (R") , 'ensemble

Z :={z€Z" | suppyp, Nsuppp # 0}

est fini, et on a

{p, @UE) = <Z ‘Pz"l’5> <,0-Zs0z,€> =

zZEL™ z2€Z

= {p-p..& <Zp_z @, £> = (,€) ,

z€Z z2€Z

puisque & est périodique et > ., p . =1sursuppy . g

EXEMPLE 2 Pour tout f € L' (T") , on a évidemment ®[f] = [f], en interprétant f comme
une fonction sur T” , puis comme une fonction périodique sur R"™ .

Pour tout ¢ € D (R™) , il vient

—<sz,m>/ <Z¢z> = Z/soz f=

ot zezn 2€Zn
—Z/ et /ncp-f=<90,[f]>~ :

COROLLAIRE La transformation de Fourier induit un isomorphisme de D(R“); sur
S(z") par
F: D(R”); — S (Z") & — FE(0) = [<,0 e 27rz<>o1d7§>:|
et
Fl_F. S(zZr)Y — D ]Rn oy s Z v (2 2m’-zoid} _
z€Zn

En particulier

¢ = Z F¢ (z) [ezm'-z.id]

zZEL™

est ['unique décomposition de & € D (]R”); comme somme d’exponentielles dans D (R™)* avec

des coefficients dans S (Z")" .

C’est immédiat par le théoréme 2.3.
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Périodisée d’une distribution a support compact 2.5

2.5 Périodisée d’une distribution & support compact

REMARQUE 1 Si ¢ est une distribution sur R™ on peut montrer, en utilisant une partition
de 'unité suffisamment fine, qu’il existe une plus petite partie fermée A de R™ telle que, pour
tout p € D (R™) avec supp ¢ N A =0, on ait {p,&) = 0. On dit que cette partie est le support
de £ et on le désigne par supp€ .

DEFINITION 1 Nous dirons qu’une distribution ¢ € D (R™)" est a support compact si
supp ¢ est compact et nous désignerons par D (R")! l'espace vectoriel de ces distributions.

LEMME  Si ( est une distribution & support compact, la série ), ;. C, est sommable dans
D (R™)" et sa somme est une distribution périodique.

Pour tout ¢ € D (R") , Pensemble des z € Z" tels que (p,(,) = (¢_.,{) # 0 est fini, donc
> .ezn €, est sommable dans D (R")" . Pour tout w € Z" , on a alors

<<P, (Z <z>w> = <gow, > <z> =Y (oo C) =) (o) = <90> > <Z> ,

ZEL™ zZEL™ ZEL™ zZEZL™ ZEL™

ce qui montre que ) . ¢, est périodique. o

DEFINITION 2 On dit que la distribution périodique

D Crer— Y {pC)

zEZL™ zEL™

est la périodisée de C .

EXEMPLE 1 SifeLl, (R"), alors f=3. . (lg-f), dans D (R")" .

loc,p

DEFINITION 3 Si p € D(R™) définit une partition périodique de I'unité, pour toute dis-
tribution & support compact ¢ , nous poserons

supp p, Nsupp (#0

PROPOSITION (i)  Pour tout ( € D(R"). ety € D(T") , on a

<w,\1f (ZZ<)> = (pc -, ¢) -
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2.5 Périodisée d’une distribution a support compact

(i) Sila série Y., n; est sommable dans D (T")" , alors )., ®n; est sommable dans
D (R™)" et on a

® (Zm) =2
jeJ jedJ

Démonstration de (i) En effet

<¢,\If <Z<z>> — <p¢,2<_z> = o, .0 = (pc -, C)

zezr 2€Zm zezn
puisque 1 est périodique et (p, - 1), () = 0 si supp p, Nsupp¢ =0 .

Démonstration de (ii) En effet, pour tout ¢ € D (R") , on a

(¢, ®n;) = <Z sozﬂ?j> ,

ZEL™
donc

> (o, on;) =Z<Z wz,m> = <Z soz,an> = <90,<I> (Zn]>> D

jeJ jeJ \zezn 2€Zn jeJ jeJ

EXEMPLE 2 1l est clair que la distribution de Dirac § sur R™ est a support dans {0} . Sa

périodisée ) . _,. 6. s’appelle le peigne de Dirac et on a

v (Z 5Z> =¢§ dans D(T")" .

ZEL™

C’est immeédiat, car pour tout ¢ € D (T") , on a

<w<z 6z>>=<p5-¢,6>=p5<o>-w<o>=<¢,6> ,

ZEL™

puisque ps (0) = > .czn p- (0) =1. o

THEOREME (Formule sommatoire de Poisson) La série ) est somma-

ble dans D (R™)" et on a
Z |:€27ri-zoid:| _ Z 5, .

zEL™ ZEL™

- [62ﬂizokq
z

D’apreés les exemples 2.3.3 et 2.4.2, on a
§ = Z [ezm.z.id] ot @ [ezm.z.id] _ [627ri-zoid] .
ZEL™

2w@zdd}

La proposition (ii) montre donc que Y, ;. [e est sommable dans D (R")* et que
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Périodisée d’une distribution a support compact 2.5

ds = Z [eQﬂi-zoid] )

ZEL™

Mais 'exemple 2 ci-dessus et le théoréme 2.4 montrent que
o5 = U (Z(S) => 6.,
ZEL™ zEL™

d’ou le résultat.

REMARQUE 2 La formule sommatoire de Poisson peut aussi s’écrire
Y Fe()=) ¢,
zEL™ ISYAL

pour tout ¢ € D (R") , en ayant posé

En effet

D Fela) =) (p[e=1]) = <%0’ 2 [}> -

zEL™ zZEZL™ zEL™

=<@,Zéz>22w(2) :

ZEL™ ZEL™

On peut en donner une démonstation directe. Nous allons généraliser cette formule a ’aide
des intégrales de Fourier, et donner une interprétation élégante du probleme d’échantillonage.
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3.1 Intégrales de Fourier

3.1 Intégrales de Fourier

DEFINITION 1 Soit f € L' (R") . Pour tout A € R" | on définit 1 intégrale de Fourier de
f en X par

Ff(A) = / e AT L f (1) dx .
On dit que
Ff:R"—C: A— Ff()N)
est la transformée de Fourier de f et que 'application
F:L'R") — C*
est la transformation de Fourier .

Bien que la situation soit symétrique, il est préférable dans les applications de faire une
distinction entre ’espace-position de variable = et I’espace-fréquence de variable \ .

DEFINITION 2 Pour tout g € L' (R") soit

~

Fg:= / g(A) - ™A dN .

REMARQUE De facon générale si G est un groupe localement compact abélien, on peut
montrer que 'ensemble G des caractéres (bornés) x sur G , i.e x est un homomorphisme de G
dans le groupe T , est aussi un groupe localement compact abélien. On dit que c’est le dual de

G . La dualité de Pontryagin affirme que le dual de Gest G .
Le dual de R™ est R™ , celui de T™ est Z" et celui de Z™ est T™ .

La théorie se développe suivant les mémes idées que pour les séries de Fourier. Nous ne
démontrerons donc pas tous les résultats.

PROPOSITION La transformation de Fourier est une application linéaire continue de
norme < 1 de L* (R") dans C® (R") , i.e.

1Fflle < NIfI -

C’est immédiat. o
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Intégrales de Fourier 3.1

DEFINITION 3 Nous poserons
(z) == 1+ |z|* pour tout z € R" .
Soit S (R™) I'ensemble des fonctions ¢ € C(*) (R") telles que, pour tout k& € N | on ait

sup  (2)" - |07 (2)] < o0,

|a|<k,zeR™

i.e. si toutes les dérivées de cette fonction sont & décroissance rapide .

THEOREME Soit ke N .
(i)  Pour tout f € C® (R")NL! (R") et « € N* avec |a|, <k, ona
F(@*f)=1d"-Ff .
En particulier si f € C® (R") , on a
F1+A] f)={d)-Ff .
(ii)  Pour toute fonction f sur R™ telle que (id)*?. f € L} (R") , on a Ff € C®) (R") et
PFf = (D)0 Fd*-f)  pour tout a € N* avec |a], <k .
En particulier
F(S[R") SR .
(iii) Quel que soit f € L' (R") etx € R™ , on a

Ff=Ff=(FN' =Ff
et

F(f,) = e 2mides  Fp
(iv) Riemann-Lebesgue On a

F (L' (R™) cC*(R") .

La démonstration est analogue a celle du théoréme 2.1. -
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3.2 Formule d’inversion

3.2 Formule d’inversion

REMARQUE 1 Les applications

F:SR") —SR"):¢p — Fp= /6_2“'“’” < () dx
et

FiSE) — S®) v Fo= [0 @™ ar

sont bien définies et linéaires par le théoreme 3.1.
Nous allons montrer qu’elles sont réciproques 'une de 'autre.

Pour tout £ > 0, la fonction e~2"id ¢ L' (R") et on a

7T€ 9

7j=1
En outre p, > 0,
0 size(R~{0})"

o0 sinon

/pazl-

LEMME Si f € L (R") et f est continue en 0 , alors

rO =t [ TT2(2) s @ .

e
nj:1 £ 3

et

THEOREME (Formule d’inversion) Si f € L' (R")NC*(R") et Ff € L' (R") , alors

f(x) = J’?J’:f /J’:f 2T AN pour tout x € R™ .

REMARQUE 2 L’hypothése f € C°(R") peut étre supprimée en utilisant la densité de
S (R") dans L! (R") .
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Formule d’inversion 3.2

COROLLAIRE La transformation de Fourier est une bijection de S (R™) sur S (R™) :

F:SR") —SR"): ¢ — Fp= / e 2T L () dx

n

et

~

f_lszS(Rn)%S(Rn):zﬂ% ¢(A)-e2m')"°d)\ .
Rn

REMARQUE 3 La formule d’inversion fournit une classe de fonctions pour lesquelles la
formule

_ . L2mi-Nex _ 2mi-Ae(z—y) |
f(x)= Rn]-"f()\) e dA-/(/e Ff()\)dy)d)\.

est valable pour tout x € R™ .

Remarquons que 'on ne peut pas utiliser directement le théoréme de Fubini ! Comme
dans le chapitre précédent, nous verrons dans le paragraphe suivant comment ’on peut donner
un sens a fR" e2m2*id g\ En outre, il nous faut étendre la transformation de Fourier a des
fonctions plus générales que celles de L! (R") , en particulier aux exponentielles e**d avec
A € R et aux polyndémes.

EXEMPLE  Pour tout a > 0, on a Fe 4 = /1. eorid*/a

A Z N _ .. 2 . . Y 2z . . P . P
Gréace au théoréme 3.1, Fe ™14 satisfait & une équation différentielle que I'on peut résoudre
(exercice). [
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3.3 Convolution des fonctions

3.3 Convolution des fonctions

PROPOSITION  Pour tout f € L*®(R") et g € L' (R") , la fonction f(x —o) - g est
intégrable pour tous les x € R™ et

f*g—/fo— (v) dy € L™ (R")
avec

1f* 9l < W flls - llglly -

En outre, si f € CRP(R") | ie. f€CH(R™) et 0*f € C®(R") pour tout |a| < k , alors
fxgeCRbR) et on a

0% (fxg) = (0°f) *

C’est presque immédiat, la seconde partie en utilisant le théoréme de Lebesgue. [

REMARQUE La seconde partie montre que la convolution est une opération régularisante.

THEOREME Pour tout f,g € L' (R") , la fonction f (x — ©)- g est intégrable pour presque
tous les x € R™ et

f*g—/fo— y)dy € L' (R")
avec

1+ glly < I1flly - llglly

En outre, on a
F(f+g)=Ff-Fg .

La premiére partie découle du théoréme de Fubini grace a la formule des changements de
variables. Il vient alors

F(feg) ) = [ e (/f vy )dy) g —

= [[ et @) g ) dedy = FFO)-Fo ) - e

DEFINITION Pour tout f € L* (R") + L' (R") et ¢ € L' (R™) , on dit que la fonction
f * g est le produit de convolution ou la convolée de f par g .
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Convolution des fonctions 3.3

COROLLAIRE Pour tout ¢, € S(R") , on a px1¢ € S(R™) , ainsi que

9% (px ) = (0%p) x ¥
et
Flox)=Fp-Fip et Flp-¢)=FpxFi.

En effet les formules découlent de ce qui précéde, et comme Fp - Fip € S (R™) , on obtient
prp=F 1 (Fo-FY) € SR") . o
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3.4 Distributions tempérées

3.4 Distributions tempérées

DEFINITION Nous dirons qu’une forme linéaire
£:SRY) — Crpr—E&(p) = (v, §) ,

i.e. un élément de S (R™)* | est une distribution (algébrique) tempérée .

EXEMPLE 1 Soit f € L} ,(R") une fonction & croissance modérée , i.e. telle qu'il existe

k € N avec et
/de < 0.
()"

Il est clair que, pour tout ¢ € S(R") , on a ¢f € L' (R") et

[f]:or— / o f
est une distribution tempérée. L’application

fr—=1f]: Lypoa (R") — S (R")"

mod

est injective comme dans le cas des distributions.

Remarquons que e?72*d ¢ L1 (R") si, et seulement si, on a A € R . On a

L'(R") , L*(R") , P(R") C Lyypq (R")

mod

ou P (R™) désigne I'espace vectoriel des polynémes sur R™ .

EXEMPLE 2 Pour tout x € R" , soit
Oz 1o — @ () .

C’est une distribution tempérée et supp 6, = {z} .

REMARQUE 1 Les opérations introduites pour les distributions peuvent étre adaptées aux
distributions tempérées, mais avec quelques modifications.

Par exemple si g € C(*) (R") et £ € S(R™)", on ne peut définir g¢ que si l'on a gp € S (R?)
pour tout ¢ € S (R™) . On peut montrer qu'il est équivalent que g , ainsi que toutes ses dérivées,
soient au plus a croissance polynomiale, i.e. pour tout a € N” | il existe k € Net c € R, , tels
que

10%g| < c- (id)* .

On dit que g est tempérée . On désigne par cl>)

temp (R™) P'espace vectoriel de ces fonctions.
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Distributions tempérées 3.4

REMARQUE 2 L’introduction d’une topologie localement convexe métrisable sur S (R")
permettrait de comparer 'espace des distributions tempérées (continues) avec celui des dis-
tributions. On montre en effet que D (R™) est dense dans S (R") , ce qui permet d’identifier
S (R™)" avec un sous-espace vectoriel de D (R™)* . C’est la raison pour laquelle nous ne faisons
pas de distinction typographique entre [f] , respectivement ¢, , comme distribution tempérée
et comme distribution.

Claude Portenier Transformation de Fourier 51



3.5 Transformation de Fourier d’une distribution

3.5 Transformation de Fourier d’une distribution

LEMME Pour tout f,g € L' (R"), on a

/Q(A)'ff()\) d)\:/fg(a:)-f(:v) dr .

Par le théoréeme de Fubini , on a en effet

Jow-Froin=[sm- ( [emme @ dx) i) —
:3/(/ch-e%“mmg-fu»Mr=/fy@wfcwdx.D

REMARQUE Du fait de la symétrie nous avons pu écrire Fg a la place de F g (cf. définition
2.3.3) !

En particulier, pour tout ¢ € S (R™) , il vient

W, [Ff) = (Fo, 1) -

Ceci nous conduit a la

DEFINITION Si £ est une distribution tempérée, on définit sa transformée de Fourier
F¢ e S (R par

(, F&) == (Fy, &) pour tout ¢ € S(R") ,
et sa cotransformée de Fourier F& € S (R™) par
<g0, ﬁ§> = <.7?<,0,§> pour tout ¢ € S (R") .

Le calcul ci-dessus montre que, pour tout f € L' (R") , on a

FIf)=1Ff) et Flfl=|Ff] .

THEOREME La transformation de Fourier F est une bijection linéaire de S (R™)" sur
S (R™)* dont application réciproque est F .
On a

Fe=(Fe)' = FE,

ainst que

52 Transformation de Fourier Claude Portenier



Transformation de Fourier d’une distribution 3.5

F(97) =id*-F¢ , §*FE=F([-id]"-¢)
et
J’T(gz) — 67271'1'-001 . f‘é- )

C’est immédiat par le corollaire 3.2.

EXEMPLE 1 Pour tout x € R" et « € N* , on a
F (@a6$) —ide. [6—27ri-oox] et ﬁ- [ida ‘627ri~ooac} — @aéx )

Il nous suffit de démontrer la premiere formule pour « =0 . On a

<¢7~F6x> _ <]'—¢,(Sx> _ /6—2wi.Aow . ¢ ()\) d\ = <¢7 |:6—Q7Ti~ooa:}> . O

EXEMPLE 2 Pour tout z € R” , on a
63: — /6—27ri-)\oa: . [627ri~)\oid] d\ .

Cela découle immédiatement du corollaire 3.2 comme dans 'exemple 2.3.3.
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3.6 Convolution des distributions

3.6 Convolution des distributions

Si f € L* (R") + L' (R") , alors pour tout ¢,% € S (R") , le théoréeme de Fubini montre

que
wloe )= [o@- </¢(fv—y)-f(y) dy) i =

- [([ew ve-ac) s a-

:/(/gp(y_z).{p(z) dz) ) dy = (px0,[f]) .

Ceci nous conduit a la

DEFINITION 1 Pour tout £ € S (R™)" et 1 € S (R™) , on définit la convolution de ¢ avec
§ par

(o, % &) i= (p*1,&) .

PROPOSITION  Pour tout £ € S (R")* et ¢ € S(R"), on a
0% (1h % £) = o % 0 = (0°Y) * & pour tout o € N,
ainsi que
FWpx&) =Fip-FE.

D’apres le corollaire 3.3, on a

(0, 0% (% €)) = (—1)*h - ((8%) %, &) = (1) . (8% (p % ) , &) =
= (p *{b,@“@ = (@, x 0%) ,

ainsi que

(0,0 W+ ) = (—1)1™h (87 (p % §) &) = (~1)*h - (o x 879, €) =

= (p* (0°9)",€) = {p,(3°¢) % €) .
D’autre part

(7, F @ *&)) = (Fy, &) = (Fyx1h, &) = (F (v- Fp) &) = (v, Fop - FE) ,

ce qu’il fallait démontrer.

EXEMPLE Pour tout x € R* ;ona¢ x6, =1, .
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Convolution des distributions 3.6

En effet, on a

(w,w*61>=</<p(<>—y)~

(v) dy,csx>=/so<y>~¢<y—x> dy = (o, () - =

REMARQUE Si ¢ est une distribution tempérée continue (cf. remarque 3.4.2), i.e. £ €
S (R™)", on peut montrer que la fonction

gro—((¥),.€) = W@ —0).8)

est tempérée et que ¥ x & = [g] . Par simplification, on désigne aussi par ¢ * £ cette fonction !

DEFINITION 2 On dit qu'une distribution tempérée ¢ € S (R™) est & décroissance rapide
si, pour tout ¥ € S (R™) ,on a ¢ *x( € S(R") . On désigne par S (R”)lmp Pespace vectoriel de
ces distributions.

Pour tout ¢ € S (R");,, et £ € S(R™)™, on définit la convolution ¢ x& € S (R™)" de ¢ avec
¢ par

(. Cx&) = (p*(E)
On peut montrer le

THEOREME (i) Sif e L. _(R") est telle que, pour tout k € N , on ait (id)* - f e

loc

L' (R") , en particulier si f € S(R") , alors [f] € S (R”);ap :
(ii) Pour tout ( € S(R"). eté€ SR, ona

rap

supp ¢ * § C supp ¢ +supp¢ .
(iii) La transformation de Fourier est une bijection de S (R")  sur e (R™) et, pour tout

rap temp
(eESMRY., eté€cSMRY, ona

F(Cx&) =FC-Fe.
La seconde partie de (ii) découle de la proposition car, pour tout v € S (R") , on a
(1 F () = (Fy#(,€) = (F(y-FC) &) = (v FCFE) = (v, FC- Fe)

ce qui a un sens puisque F( € Cf;);)p (R™) .
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3.7 Fonctions a spectre compact

3.7 Fonctions a spectre compact

REMARQUE 1 Comme pour les distributions (cf. remarque 2.5.1), on peut définir la notion
de support d'une distribution tempérée. Nous désignerons par S (R”)'c I’espace vectoriel des
distributions tempérées (continues) a support compact.

THEOREME Toute distribution ¢ € S (R™) & support compact est a décroissance rapide,
i.e.

S(R™. c S (R

rap ’

et la fonction tempérée F( est donnée par

fC (0) — <X . e—27ri~ido<>, <—>
pour tout x € S (R™) telle que x - = ( .

La distribution ¢ est considérée dans ’espace-fréquence et sa transformée de Fourier dans
Pespace-position. Si 'on admet que, pour tout ¢ € S (R") , on a

¢ Fo= [o@) el dums SR

comme intégrale faible ou comme limite de sommes de Riemann, alors

(o, FC) = (Fo.x - () = </90(33)-x-62”'id”dw,c> —/w(x)-<x'62”'id“,<> dr. o

EXEMPLE 1 Pour tout A € R" et £ € S(R")" ,0n a 6y * & =&, . En particulier § x £ = ¢ .
En effet, pour tout ¢ € S (R™) , il vient

(1,6, %€) = (P * (62),€) = (W x50, 8) = (V_0,€) = (¥, &,)

d’apres l'exemple 3.6.

EXEMPLE 2 Pour tout « € N” | on a (0%)) £ = 0°¢€ .

En effet, la proposition 3.6 montre que

(1, (0°8) * &) = (1 + (9°6)" , &) = (~1)l*h - (3 (% 6) , &) = (¥,0%¢) . o

DEFINITION Nous dirons qu'une fonction f € Ll (R™) est a spectre compact si la dis-

mod

tribution tempérée F [f] est & support compact. On dit aussi que F [f] est le spectre de f .
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Fonctions & spectre compact 3.7

COROLLAIRE Si f est une fonction a spectre compact et si x € S (R") est tel que F [f] =
X - Ff] , alors on a

f(x)= <X . ePriider ¢ [f]> pour presque tous les x € R™ ,

et
<X . 627ri-ido<>’f-[f]> c Cg;)p (Rn) '
Gréace au théoreme 3.5, on a [f] = FF[f] = F (FLMNY) et x- = (x-F[f])", donc
fe)= <5< i > presque partout

par le théoréme ci-dessus; le résultat en découle car

<5( 2miidee (o [f])v> _ <X g2riidee [f]> .0

REMARQUE 2 Voici une démonstration élémentaire du corollaire. Posons

9@ = (vt F(fl) = [y e ([ f@) dr) ir-

_ / (/e—mr»(w—o) O dA) (@) dx:/]-"x (x—0)- f(z) do .

Puisque Fx € S (R") , le théoréme de Lebesgue montre que g € C(*) (R") . D’autre part, si

k € N est tel que
/If(yk)ldy<007
(y)
a

et comme, pour tout z,y € R™ , on
(z+y) < () (1+|y)* < 2(x) () ,
ou bien
(z) <2(z —y)(y) , (%)

pour tout a € N™ avec |a|, < k , il vient

1979 ()] < / 0°Fx (z — )| - |f (@) dz <
koo | (e — o). 192 — |f($)|x
<2 () /< P Fx (e )] <

<28

(i) x| ( “25,3' dx) )

Ceci finit de prouver que g est & croissance lente.

Finalement, pour tout ¢ € S (R™) , le corollaire 3.3 montre que

(Fib, [f) = W, FUf]) = Wy x - FUD = (F (x-9), [f) = (Fx = F, [f]) =
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3.7 Fonctions a spectre compact

:/(/fx<x—y>-fw<y> dy)-f<x> do =

= [Fow - ([rxa=i- 1@ ar) ay=Fola)

car nous pouvons appliquer le théoréme de Fubini :

FY ) Fxla—y) - f @) <[ Fx| -t 17wl

Ainsi [f] = [g] , ce qu'il fallait démontrer. [

REMARQUE 3 Cette formule est une généralisation de la formule d’inversion
fa) = [FFO)-eman,

valable pour f € L! (R") N C* (R") avec Ff € L' (R") .
EXEMPLE On a
.7?1[%()} = (b—a)- e ginc((b—a)wo)

en ayant défini la fonction sinus cardinal sinc par

sinx

sinc (x) := siz#0
T
et
sinc (0) =1 .
En effet
b
; 1 . 1 . .
/ €2m~)\~a: d\ = : X 627rz-)\~a:‘b — : . (627rz-b~a7 o 627rz-a~:c) —
a 2mi - x o 2mi-x
€7ri~(a+b)-x ) ) )
_ 27 . (ewz-(b—a).x . B—Trz.(b—a)-x) _ (b . CL) . €7rz~(a+b)-a? . gine ((b . (L) T l‘) .0
LT
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Filtres de convolution 3.8

3.8 Filtres de convolution

DEFINITION 1 Nous dirons que T est un filtre de convolution si T est de la forme
T:S(R") — SR")" :&— (%€
avec ( €S (R");ap .
Déterminons la fonction de transfert
ki A— T[22 (0): R" — C
d’un tel filtre. On a
]:(C N [627ri-)\oid]) —FC-F [e2ni-)\oid] = FC-8y=FC(N) -6
d’apres I'exemple 3.5.1 et 'exemple 1.3.1 adapté aux distributions tempérées. Ainsi
¢ [627ri~)\oid] = FLFCN) - 8y) = FC(N) - [627@-,\.1(1} :
donc
Kk (A) =T [e*™*9] (0) = FC(N) .
Remarquons en outre que
T6=(x6=C(;
si T' est 'inverse & droite d’un opérateur aux dérivées partielles
P@ =) aa-9",
|y <m
alors ( est une solution élémentaire :
P@)C=P(@)Té=6.

On peut montrer en utilisant les méthodes qui précédent (exercice) le

THEOREME Si P et (Q sont des polynomes et si P ne s’annule pas sur R" , alors pour
tout n € S (R™)" "équation auz dérivées partielles

P(@)&=Q(@)n

posséde une unique solution & dans S (R™)

Sin =1, on montre qu’il existe ( € S (R);ap , que 'on peut calculer explicitement, telle
que § = ¢ 1 .

REMARQUE Un filtre modéle d'un systéme physique, du type circuit RC, jouit de la
propriété suivante : si deux signaux d’entrée sont égaux pour tout t < ty , alors les signaux de
sortie sont aussi égaux pour tout ¢ < tg , ou bien par linéarité que si un signal d’entrée est nul
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3.8 Filtres de convolution

pour tout t < ty , alors le signal de sortie est nul pour tout ¢t < t5 . Ceci nous conduit & poser
la

DEFINITION 2 On dit qu'un filtre T : S (R")* — S (R")* est réalisable (ou causal ) si
pour tout n € S (R™)*

suppn C [to,00[ = suppTn C [tg, 0] .

PROPOSITION SiT :&+—— (x& est un filtre de convolution, alors T est réalisable si, et
seulement si,

supp ¢ C [0,00][ .
Si T est réalisable, on a
supp ¢ = supp 7’6 C [0, 00] ,

puisque supp é = {0} C [0, 00] .
Réciproquement il vient

supp Tn = supp ¢ * n C supp ¢ + suppn C [0, co[ + [to, 0o[ = [to, 00]

par le théoréme 3.6.(i7) . o
EXEMPLE Un filtre de convolution parfait , i.e un filtre ayant une fonction de transfert du
type FC = 1ja5 , n’est pas réalisable.

En effet le support de (b — a) - €™ (@) . sinc ((b — a) o) est R (cf. exemple 3.7). o
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Echantillonnage dun signal 3.9

3.9 Echantillonnage d’un signal

REMARQUE 1 Pour tout ¢ € S(R") et tout a € N” , la série ) _,. 0%(p,) converge
uniformément sur R” , donc que

Y . eCt (R
ZEL™
Puisque 0% (p,) = (0%p)

converge uniformément sur () . Pour tout [ € N | on a |¢ (z)] < H(id>l : <,0H (z)™", donc

et que 0% € S(R™) , il nous suffit de montrer que > ;. ¢,

z

ol -1 ol l -1
o (@—2) <)o _-tz—a7 <) 0| -2 @)
par 'inégalité (%) de 3.7, ce qui prouve notre assertion.
Cette remarque permet de généraliser les résultats des paragraphes 2.4 et 2.5 aux distrib-

utions tempérées continues. On en déduit le

LEMME (Formule sommatoire de Poisson) Les séries
Z [627Ti-%oid:| et Z Sns
ZEL™ ZE€L™

sont sommables dans S (R™)" et on a

Z [627ri-%oid] — K. Z 6hz

zZEL™ ZEL™
i.€.
Z n
Z]—"go (E) =h"- Zgo(hz)
zZEL™ zEL™

pour tout ¢ € S(R") .

REMARQUE 2 Pour tout ¢ € S(R") et toute fonction f sur R™ a croissance au plus
polynomiale, on a

(¢ (h2)).ezn €S(Z") et (f(h2)),ep0 € S(Z7) .

Comme (@, f (hz) - 6pz) = ¢ (hz)- f (hz) , lasérie 3, ;. f (h2)-6p. est sommable dans S (R™)"
(cf. remarque 2.3.1). Ceci nous permet de poser la

DEFINITION Soit A > 0 . Nous poserons

Ah =h"- Z 6hz

zZEL™
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3.9 Echantillonnage d’un signal

et nous dirons que c’est le peigne de Dirac de largeur h .
Pour toute fonction f sur R™ & croissance au plus polynomiale nous dirons que

FoAp=h"Y" f(h2) b

ZEL™

est I” échantillonnage de f et que h est le pas de I’échantillonnage .

LEMME Si f € C(R™) est a croissance au plus polynomiale, alors
[f] = limp oy f - Ap  dans S (R™)" .
On a
(o, limp, oy f - Ap) = limp oy (@, f - Ap) = limp o4 A" - Z ¢ (hz) - f(hz) =

zEL™

:hmh_)()_:,_/Z((Pf) (hz)th+hz:/¢f:<§Dv[f]>

ZEL™

par le théoreme de Lebesgue, puisque . g

REMARQUE 3 Ceci montre que, pour h suffisamment petit, I’ échantillonnage f - Aj de f
est une bonne approximation de f dans S (R")" .

Nous pouvons maintenant comparer le spectre de f et celuide f-A;, . On ale

THEOREME Si f est une fonction a spectre compact, alors

F(f-2n)=> (FIf)

zEL™

dans S (R™)*

S

i.e. le spectre de ’échantillonnage de f est égal a la %—pém’odisée du spectre de f .
Gréce aux théoréme 3.7 et 3.6 il vient

F(f-Dn)=Ff1« FA=F[f] « F (Z [}) =Y Flflxé:=> (FIfD: - ©

ZEL™ zZEL™ ZEL™

On a
F(f-Ap)=h"- Z}“(f.(shz) — . Z f (hz) - [e72mih=eid]

zEL™ zZEL™

En remplagant F [f]| par ¢ , la formule du théoréme est un cas particulier de la

PROPOSITION (Formule sommatoire généralisée de Poisson) On a

1 i-hzei 7\ *
CxAy=om D Co= ) FC(he) [™] dans SR,
zZEZ™ zZEL™
pour tout ¢ € S (R")! mais aussi pour tout ¢ = [g] avec g € L' (R™) .

rap 7
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Echantillonnage dun signal 3.9

EXEMPLE 1 SigeLl.  (R"),alors [1g-g] € S(R"),

T (lp

Flig-g](2)= [ g (a) do = Fym (2)

Ainsi la formule de Poisson

[g] Z ].Q g Z f ]-Q g . [e2mi Z‘ld Z fg’]l‘” . 27ri~zoid}

ZEL™ ZEL™ zEL™

n’est rien d’autre que le série de Fourier de gr» dans S (R™)" . Par transformation de Fourier,

on obtient
= Z Fogrn (2) -0, ,
zZEL™
ces formules explicitant le lien entre séries et intégrales de Fourier.

EXEMPLE 2 Soit g € AC (R) avec g,9g € L' (R) . Alors
h Zg (m — —) Z]:g (hz) - ¥4 pour tout z € R,

la série du membre de gauche étant normalement convergente sur tout compact de R et celle
de droite uniformément convergente sur R .

Remarquons que si g € AC* (R) avec d'g € L' (R) si 0 <[ < k , alors
1
Fqg(hz) = ——— - F (9%qg) (h2) ;
g (hz) (27m'hz)k ( 9) (hz)

ainsi la convergence de la seconde série peut étre bien meilleure que celle de la premiére !

Le cas général est assez compliqué, par contre si kK = 2, en utilisant la théorie des séries de
Fourier, on obtient une démonstration directe de la formule ci-dessus, donc aussi de la formule
sommatoire de Poisson dans S (R) .
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3.10 Théoréme de Shannon

3.10 Théoréme de Shannon

1

b oq (R™) est une fonction a spectre dans le

Dans ce qui suit, nous supposerons que f € L
cube
a ajn
Q=[5
Rappelons que f € Ct(f;)p (R™) (cf. corollaire 3.7). Si le pas d’échantillonnage h est assez petit,
i.e. si la condition de Nyquist
1

E>a

est satisfaite, alors les supports des translatées (F [f]). sont deux a deux disjoints, et il va étre
h

possible d’isoler F [f] parmi la somme de ces translatées, puis de reconstruire f a l’aide des
seules valeurs f (hz) .
Par contre si le pas d’échantillonnage est trop grand, i.e. si
! <
~<a,
h
il y a superposition des translatées et par suite disparition de F [f] dans la somme des trans-
latées, ce qui empéche la reconstruction de f .
Le cas

=a

- S =

est intermédiaire; il sera traité dans le cadre L? au paragraphe suivant.

THEOREME (de reconstruction) Soient f une fonction a spectre dans Q, , 3 > a et
X € D(R"™) avec

X=X , XxX=1 surunvoisinage de ), et suppy C Q% .

Alors, pour tout x € R™ , on a la formule de reconstruction

f(x)="h"- Zf(hz)-fx(x—hz) .

On a
Fll=x (Z(F[f])%> =x-F(f A,
donc

Fl=F " (x-F(f - Ap)=Fxx(f-Ay) .

Mais d’aprés la remarque 1.12, la distribution Fx * (f - Aj) est une fonction appartenant a
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Théoréme de Shannon 3.10

cl>) (R™) , ce que du reste on vérifie facilement a la main, et

Fx o (f-Ap) (@) = (Fx(w—0), f-Ap) =h"- > f(hz)  Fx(z—hz)

zEL™

d’ou le résultat. -

REMARQUE D’aprés la remarque 3.7.2, on a

f(hz):/fx(a:—hz)~f(x) dx .

On peut donc interprétér la formule de reconstruction comme un développement de f dans la

“base” des translatées ((Fx),.),czn -

EXEMPLE Si % < a , il existe une fonction f # 0 & spectre dans le cube @, et telle que
f (hz) = 0 pour tout z € Z™ .

Dans le cas n = 1 , soit € > 0 avec % +e < aetpe D(R)asupport dans [—;,g] , et
posons
o

f:=sin (7T~ h> Flpe SR .

Pour tout z € Z , on a évidemment f (hz) =0 , et comme

U= (e 2)) b= (14 00 +b=2 (a] ~a])

le spectre de f est contenu dans [—% -3 ﬁ - g] C [~a,a] . o
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3.11 Théoréme de Shannon dans L2

3.11 Théoréme de Shannon dans L2

Rappelons tout d’abord le

THEOREME (de Plancherel) La transformation de Fourier est une isométrie de L* (R™)
sur L2 (R™) .

Plus précisément, si f € L2 (R") et si (p) est une suite de L' (R")NL2 (R™) , en particulier
de S (R™) , telle que f = limy, ¢, dans L?(R") , alors Ff := lim Fyp, converge dans L* (R")
et

F[f] = [limg Fgy]
En outre, pour tout f,g € L*(R™) , on a

(flg) = (FflFg) .

Nous allons en déduire a ’aide de la théorie des séries de Fourier le théoréme de reconstruc-
tion de Shannon dans le cadre L? . I suffit ici que % >a.

Soit L2 (R”, Q%> le sous-espace vectoriel des fonctions de L? (R") ayant un spectre dans

Q1 et définissons la fonction sinc sur R™ par
h

n

sinc (z) := Hsinc (z;) .

J=1

Remarquons que par le théoréeme de Fubini, on a

n 1 1
- 1Q1 H]: 117%% IJ HE SlnC( j)zﬁ'SiHC(%-l‘).

THEOREME (de Shannon) Si f € L? (RH,QQ alors f € C) (R et on a

= Z f (hz) - sinc (7r- (% —z)) pour tout xr € R" |

ZEL™

la série du membre de droite étant normalement convergente sur R™ .
En outre L? (]R”, Q 1 ) est un sous-espace vectoriel fermé de L2 (R™) et

(A% -sinc (- (3 = 2))) .z
en est une base hilbertienne.

D’apres le théoréeme de Plancherel, la transformation de Fourier est un isomorphisme hilber-
tien de L2 (R”, Q1 > sur L? (Q 1 ) . Mais (h% g, - 62”i'°'hz> est une base hilbertienne de
h

zEL™
ce dernier espace, ce qul montre que les fonctions

]’L% X f_l (6—27ri~<>ohz . 1Q1

I

) = hE L F (e 2mohs) W Fll, =
D
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Théoréme de Shannon dans L2 3.11

T

= h™% - 6, *sinc <E -<>> =h™Z - sinc (7r- (% — z))
forment une base hilbertienne de L2 (R", Q 1 > . Pour tout f € L2 (R”, Q 1 ) , le corollaire 3.7

montre que f € Ct(;?}p (R™) et on a

(h_% - sinc (7r- (% — z)) ‘ f) = (h% . g~ 2mi-oehz lg,

Ff) =
_ h% -/IQ ()\) . 627ri'>‘.hz-ff ()\) d)\ = h% /X()\) ,627Ti-)\ohz ff ()\) d)\ =

= h% - (x- Ff]) = h? - f (h2) .
Ainsi

f:Zf(hz)-sinc(W-(%—z))

zEL™

1
h

Finalement, on a tout d’abord (f (hz)),cz. € €*(Z") . D’autre part, pour tout r € Ry,

dans L? (]R”, Q ) , donc dans L2 (R") .

xe[—%,%}etzez,ona
iz 1 2| < 5
fne - (5 - 2 = B b T
™ (5= 2) Lo >3

donc

(lsine (7 (= 2Dl ), €C @) -

272

On peut donc passer au cas multi-dimensionnel et on en déduit que

(e (v~ 3 = Mg ) . € 42

le critéere de Weierstrafl et I'inégalité de Cauchy-Schwarz montrent alors que la série converge
normalement, donc uniformément, sur @y, . Elle définit donc une fonction continue, égale
presque partout a f , puisqu’il existe par le théoréeme de Riesz-Fischer une sous-suite des
sommes partielles qui converge presque partout vers f . La fonction f étant aussi continue, on
obtient 1’égalité partout.
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Chapitre 4

Décompositions continues en ondelettes

Claude Portenier ONDELETTES 69



4.1 Transformation de Gabor

4.1 Transformation de Gabor

La transformation de Fourier ne permet pas de faire I’analyse d’un signal en temps réel, i.e.
localement, puisqu’il faut le connaitre sur R !

On a essayé d’y remédier en introduisant la transformation de Fourier & fenétre glissante,
diie & D. Gabor dans les années 1940. Mais la largeur fixe de la fenétre empéche une bonne
analyse des sauts du signal. La décomposition en ondelettes, étudiée plus loin, semble résoudre
ce probléme.

Soit p € L? (R) N L' (R) avec ||p|l, =1 . Pour tout f € L*(R) et tout A\, s € R, on pose

Fof (5.0) = (% .| f) =

= [0 10 d=F D
et on dit que c’est la transformée de Gabor de f . L’application linéaire
F,:L*(R) — C¥
s’appelle la transformation de Gabor . On dit aussi transformation de Fourier a fenétre glis-

sante .

LEMME Pour tout f € L?> (R) , on alims_o ||f — fsll, =0 .

La démonstration est laissée en exercice.

PROPOSITION  Pour tout f € L?>(R) , on a F,f € C*(R?) N L2 (R?) avec

[Fofllo < Il
ainsi que la conservation de l’énergie, i.e.
1Foflly = Il -

Tout d’abord, on a

[ Fof (s, M)] < /Ips @1 -1F @ dt < lplly - 11l = 171,

et

\Fof (u 1) = Fof (8, M)] < / |0y (£) - €74 = p () - ™| - |f ()] dt <
< lly - [lpw - €7 = pg - @2, <Nl (low = pally + [[ (274N =1) - p[,)

70 Décompositions continues en ondelettes Claude Portenier



Transformation de Gabor 4.1

Lorsque (u, pt) tend vers (s, A) , le premier terme de la parenthése tend vers 0 par le lemme;
quant au second cela découle du théoréme de Lebesgue, puisque |p,|* € L' (R) . Ceci finit de
prouver la premiére partie.

Remarquons maintenant que, par le théoéme de Tonelli, on a

[[mw swr aes = [1r0 ~(/|ps<t>|2ds) dt = oll2 - 112 = IIFI2 < oo,

ce qui montre, par le théoréme de Fubini, que pour presque tous les s € R , on a
7y feL*(R) .

En utilisant les théorémes de Tonelli et Plancherel, on obtient

(st an- [ (176, por o) i-
-/ </ B 0)- £ db) ds = 15 . o

THEOREME (Formule d’inversion de Gabor) Pour touty > 0 ett € R, la restriction
de la fonction

(S )\) — p(t _ S) . e271-1'-)\-1‘/
appartient o L2 (Rx [—pu, p]) . Pour tout f € L2(R) , en posant

//RX[Mffs» p(t—s) (s, A)

f=lim, oo f, dans L*(R) .

on a

Remarquons tout d’abord que
(Fo)-Ffe L2 ®)NL'(R) .
puisque Fp € C° (R) NL2(R) , et que
Fof (5,0) = (2™ p| f) = (F (272 p,) | Ff) =

= (Fp Ll F1) = (727 Fo) | FF) =

_ /6271-1'-(1/)\)-5 ,m(y) CFf (v) dv = e 2™ T [m.]:f} (s) .

La premiere assertion est évidente. Par le théoreme de Fubini on a alors

# } .
/ (/ Fof (8,A)-p(t—s) ds) A gy
—u \JR
puis par le lemme 3.5

/R]-"pf(s,)\)-p(t—s) dS:/RBQWi-)\-S.f'[W.ff} (s)-p(t—s)ds =
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4.1 Transformation de Gabor

- / Ty () - FF () - F [ p(t — 0)] (v) dv =
= /R(J:P)A (v)-Ff(v)- <ﬁlbt)>\<y) dv = /R(}—P)A (v)-Ff(v)- (€2ﬂi'o't'.7:p))\(1/) dv =

= [N Fp) 0P - FF ) do

Comme

/ ( [1F0 @R 7 ) dv) N <21 | Fpll - 1Folly - 1F 1l <

< 2 - ||P||1 : ||p||2 ) ||f||2 <00,

grace au théoréeme de Tonelli, on peut appliquer le théoreme de Fubini et il vient

fu(t) = /M (/R.'pr (s,A)-p(t—1s) ds) P N =
= / ' ( / TN Fp (v = NP Ff (v) du) LT AN =
—u R

= [ ( [ 1Fo0-nr dA) F W) dv = F 0, F) 1) |

—p
en ayant posé

0, (v) = /“ \Fp(v—N)|dX.

—p
Finalement, on a

If = fulls =1 Ff = Frally = 11— 0,) - Fflls = / 11-0,7 | FfI

ainsi que
16, < H]—“pug = HpHg =1 et lim, ,.0,=1 ponctuellement,

d’out la formule d’inversion par le théoréeme de Lebesgue.

REMARQUE Le théoreme de Plancherel, i.e la conservation de 1’énergie par F , peut se
formuler de la maniére suivante :

52}
L* (R") = / C-e*™**°d\ dans S (R™)

i.e. pour toute fonction f € L2 (R") , la transformée de Fourier Ff est 'unique fonction de
L2 (R") telle que

f — /ff ()\) . 627ri->\o<>d>\ ,
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Transformation de Gabor 4.1
I'intégrale se calculant dans S (R")" .
Pour la transformation de Gabor il en est de méme, & part 'unicité. On a

L*(R) = / C-p,-e¥™*d(s,\) dans L?(R) ,

i.e. pour toute fonction f € L?(R) , la transformée de Gabor F,f est I'unique fonction de
L? (R?) de norme minimale telle que

f = / Fof (5.0) - py - €2 d(s,)) |
R)

I'intégrale se calculant dans L (
C’est la raison pour laquelle on parle de décomposition continue.
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4.2 Décomposition continue en ondelettes.

4.2 Décomposition continue en ondelettes.

Afin de palier aux inconvénients des transformations de Fourier et de Gabor, le géophysicien
J. Morlet, pour des problémes de traitement numérique des signaux sismiques en prospection
pétroliére, puis en collaboration avec A. Grossman pour des problémes de physique théorique,
a introduit la transformation continue en ondelettes. L’idée de base est celle de I'accordéon
permettant de supprimer les désavantages de la largeur fixe de la fenétre de Gabor.

Pour tout f € L*(R) , s € Ret h € R , on pose

fon (t) ::%'fC;S) |

Etant donné ¢ € L? (R) , on dit que la fonction

W[f:RxR, —C,

définie par

WH () = (Conl £) = [ Tortt) £ (2t
R
est la transformée en ondelettes de f et que
W :L?(R) — C¥’

est la transformation en ondelettes .
Le probléme est de savoir sous quelles conditions on peut reconstruire f a l'aide de W .
Introduisons les opérateurs suivants :

Lot Sepe g Q) Bage iy,

On vérifie immédiatement que ces opérateurs sont unitaires dans L2 (R) , i.e. des bijections
qui conservent la norme ||-||, et le produit scalaire. Il en est de méme de la transformation de
Fourier par le théoréme de Plancherel.

LEMME Soit f € L2 (R) .

(’L) On alith0+HShf—fH2:0 .
(ii) Pour tout s,t € R et h,k € R , on a

TsT;‘, = Ts+t s ShSk = Shk ’ ShTs = ThsSh ’

fs,h = TsShf s fs,h (t) = ft,h (S)
et

W (fik) (s, h) = Wf <S;t%)
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Décomposition continue en ondelettes. 4.2

En outre
FSy=81F , FT,=E_F el FE ,=T.F .

Démonstration de (i) La démonstration est analogue a celle du lemme 4.1 et est aussi
laissé en exercice.

Démonstration de (ii) En effet, les deux premiéres formules sont immeédiates et, pour tout
r€R,ona

St @ =3 10 () =51 (5= =5 s (55 = s @)

ce qui prouve la troisiéme. Les deux suivantes sont aussi immédiates, puis

—t h
) =wi ( k) .
Finalement, pour tout ¢ € S (R) , il vient

(FSnp) (\) = / e%i-“-%.gp (%) dt =/ - / eI (1) di = (S,F) (V) |

W (fea) (5,1) = (Con TiSif) = (SyT-eTuSic| f) = (TepeSic

puis
FLpy ) = [Nt =) dt= [0 o0 dt = (B.Fe) (V)

et
T,Fp = FFT,.Fp = FE_JFFp=FE_,p,

d’ott le résultat par continuité, puisque S (R) est dense dans L? (R) . ¢

COROLLAIRE Pour tout (s,h) e Rx R , on a

W (s,h) = F (S,7C- Ff) (s)
et
WFeC (RxRY)  avee WSy <lICly- I -
En outre, si ¢ € L' (R) , alors

WS Gl < VR-ICH - 11 -
Si en plus Ff € L' (R) , alors

WS Wloo < VRIS - IF 1 -

Par le théoréeme de Plancherel, on a

WF (5,h) = (Con| £) = (FTLSWCI Ff) = (E,ﬁ#—"{‘]—"f) -

_ /ewws . (S%}*_Q (\)-FfA) dr=F (S%f_c : ff) (s)
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4.2 Décomposition continue en ondelettes.

et, pour tout (¢, k) € R x RY , il vient
|Wf (tv k) - W.f (Svh)| < |Wf (t’ k) - Wf (ta h)l + |Wf (t7h) - W.f (Sa h)| )
ainsi que

Wi (k) = Wi 1) = |F([Sy - 5] FC-7r) 0] < | £ ([

< sy~ si) 72 #4], < fse - s:] <),
et
W (t8) = W (s, )] = |F (S, 7C- F£) (t) = F (72 F1) (s)]

On en déduit la continuité de W | par le lemme (i) pour traiter le premier terme et le fait que
S%}"_C . Ff € LL(R) , donc F (S%]:_C : .7-"f> € C°(R) pour le second. D’autre part,

IWF (s, ) = [(Conl F)] < [[Conlly - IF1l = 1SNy - 1£1l

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Finalement, si ¢ € L' (R) on a

2

/|Wf (s, h)|? dSZ/]ﬁ (S%]-"_C-}"f> (s))2 ds:/)S%f_C()\)-}"f()\) )\ —

— 2
= he [[FCON) - FFO r < b F 1S3 = e IR - 113
par le théoréme de Plancherel. Si en plus Ff € L! (R) , alors

Wi (s, )| = | ( E-oSy 7| )| < VR-IIFC (h-0) - Ffl, <

SVhFC o - IFFl < VRIS - IFFL - o

REMARQUE 1 Considérons sur R x R* l'intégrale é ‘AR ® Ag+ , dont I'élément de volume
est aussi noté
dsdh
h? -
C’est une intégrale de Haar a gauche sur R x R* considéré comme le groupe (non-commutatif)
des transformations affines dans R de la forme

r+—— hx+s,

la loi étant donnée par
(s,h) (¢, k) = (s + ht, hk) .

Pour simplifier, on désigne par L?(R x R*) l'espace de Hilbert des fonctions de carré inté-
grable par rapport & cette intégrale.
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Décomposition continue en ondelettes. 4.2

REMARQUE 2 Sur le groupe multiplicatif commutatif R’ l'intégrale % - Ap+ est aussi une
intégrale de Haar.

THEOREME  Si ¢ i= (.

1
F¢(—v))? d—y”) * < 00, alors Uapplica-
tion

FC W) d") (e

Fro Loy
¢

est une isométrie de L? (R) dans L* (R x R%.) .

Grace aux théoréemes de Tonelli et Plancherel, on a

stz = [ st Gzt = [ ([17(s7E 71y of w) 5 -
-/, </R]\/ﬁ-f_<(hA)-ff(A)\2dA> = [ e Froor G

5 dv 2 2
:A(/* |FC (sgn \-v)| ) \Ff (V)] dh=c;-|Iflz - o

DEFINITION Nous dirons que ¢ € L? (R) est une ondelette si elle satisfait aux hypothéses
du théoréme. Nous dirons qu’elle est normalisée si cc =1 .

REMARQUE 3 L’égalité

dv dv
/ Few)P Y = / Fe ()P Y
R* v R

v
+

est en particulier satisfaite si
ézu-CS avecu € Uet se R.

En effet, on a

(PO | = 78] = Ju- e F =10 - o

REMARQUE 4 Si (€ L*(R)NL'(R) , alors [, |F¢ (v )[> & < 0o entraine

[t e

Réciproquement, cette condition est suffisante si id-¢ € L! (R) .

En effet, F( est continue, donc [((t) dt = Ff(0) = 0, puisque % n’est pas intégrable
au voisinage de 0 . Réciproquement, les hypothéses entrainent, par le théoréme de Lebesgue,
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4.2 Décomposition continue en ondelettes.

A L, . . L1 . Ff
que F f est continiment dérivable. Comme F f (0) = 0, on en déduit que %+

FCW))PP % <oo. o
La condition [ ¢ (¢) dt = 0 signifie que  est oscillante !

se prolonge par

continuité en 0 , donc que fR*
+

REMARQUE 5 Comme -1 o W est une isométrie, elle conserve le produit scalaire. Ainsi,
pour tout f,g € L2 (R) on a

(gl £) = = - Vgl Wi) = / Wa o) Wi (s. ) B2 —
C ¢
-/ (/M%-Wf@,h)-cs,h(t) dt) L
R Cg
donc
/ WF(s,h) - Shdj;ih dans L? (R) ,

considéré comme le seml—dual topologique de lui-méme. Dans beaucoup de situations cette
égalité, utilisant la notion d’intégrale faible, est suffisante. On a donc

dsdh
LQ(R):/C'CS,hT

comme intégrale de sous-espaces hilbertiens dans L? (R) , mais sans étre directe. La transformée
en ondelettes W f est le représentant de Parseval de f .
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4.3 Théoréme de reconstruction

THEOREME Soit ( une ondelette. Pour toutt € R et 6 > 0, la fonction
(s,h) — (o (t)

appartient a L? (R x [§,00[, £2") |, et si f € L? (R) , nous poserons

1 dsdh
t) e — // Wf (87 h) ’ Cs,h (t) T2
% Rx {h>6} "

f=lims_oy fs dans L*>(R) .

Si¢eL'(R), ona

La premiere partie est immédiate, car on a

oot 2 [ )
Rx{h>6} st Rx{h=6} I h
dsdh 1
=// P St =1l
Rx{h=6}

(1)

dont le jacobien est % . Ceci montre que fs est bien définie.
Par le lemme et le corollaire 4.2 les fonctions (,, (t) = (,, et Wf (o, h) appartiennent &
L2 (R) , et grace au théoréme de Plancherel nous obtenons

[Wr ) Gute ds = [ F($,7CF1) () Tisid () ds -

% dsdh
2

grace a la transformation

/f FC(A) - FFO) - F (Ti5i8) (V) dA =
:/\/E-J—“—C(h)\) FFO) - (BL8yFC) (-0 dr =

:h-/e2m"\'t-|]—'§ (RN))? - Ff (N) dx
R

. 6271'1'-)\-1‘, . 2 ) @
/{h>6} </]R [FCM-FF () d>\) -

Ainsi

f5 (t) =

noml —

Posons
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4.3 Théoréme de reconstruction

dh dv
o= [ FCINE G = [ A 5 <
= {v=eAl} v

J1F¢ (sgn-v)* &

1
— : 2 2
=\ ,  Smin <C@ SN ||C||2) -1
BBy, 'f{u>5|)\|} | F¢ (sgnA-v)[" dv

Cette inégalité montre que 5 € L? (R) et nous pouvons, grace au théoréme de Tonelli, &
nouveau appliquer le théoréme de Fubini. Il vient alors

f® = [ EFLO) 050 A= 5 F L0 (0)
¢ JR s
puis
2 2
2 2 1 1 2
||f—f<s||2=||f(f—fa)||2=H(l——g-@s)-ff — [t 60| IFT OV ix.

Comme lims .oy 05 = cz ponctuellement en croissant, le théoréme de Lebesgue finit de
prouver notre assertion.

REMARQUE Si¢eL'(R), feL*(R)NL'(R) et Ff € L' (R) , on peut donc admettre
que f €C°(R), on a

f(t):C—lg-/</Wf(s,h)-§s,h(t)ds) % pour tout te€R.

En effet, grace a 'une des formules ci-dessus, aux théorémes de Tonelli et Fubini, ainsi qu’a
la formule d’inversion de Fourier, on obtient

2 [([wrem-cawas) =g [ (e imeone-rrom) § =

L [ ([ircwP B) Froyan=F@) . o
c; v
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4.4 Exemples d’ondelettes

EXEMPLE 1 J. Morlet a utilisé une fonction du type

_14g2 .
C:=e 2% . cos2r-id .

FC = \/g (6727r2-(id71)2 +672w2-(1d+1)2) ’

/C(t) dt = FC(0) =v2m-e 2™ ~6.706 x 1079 .

On a

donc

La remarque 4.2.3 montre donc que ¢ n’est pas une ondelette, mais presque. Numériquement
il est raisonnable de prendre

1 1
ce = V.44895 = 67004 , — = —= ~1.4925.
¢ cc /44395
9
1.5 ;
4 | v \/ 4
15 1 -9 | | 9
Ondelette de Morlet Transformée
modifiée et normalisée de Fourier

EXEMPLE 2 Toute dérivée d'une gaussienne, par exemple
Cp = @k€_$'1d2

pour k£ > 0, est une ondelette.

Claude Portenier Décompositions continues en ondelettes 81



4.4 Exemples d’ondelettes

En effet, il est clair que ( est d’intégrale nulle, et elle satisfait évidemment a la condition
suffisante de la remarque 4.2.3. On a

k .
FCp=1)—-id* e
2

En outre
o0 ) ©1 /1 kol mu 1
2Rl h gt = / - (—ﬂ) du = k7T (k) ,
/0 o 2\Vk VEVu 2
donc
1 k!
Ck::CCkzi' 71'-/{3]“.

Les paramétres de la gaussienne ont été choisis pour pouvoir la comparer avec ’ondelette
de Morlet modifiée, dont les maxima de la transformée de Fourier se trouvent en =1 . On a

—FG \/W \f

par la formule de Stirling en écrivant

BT ok - R
ek k! ek Rl

82 Décompositions continues en ondelettes Claude Portenier
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Voici quelques exemples.

k=4
1 /4 V6
=4/ — = ——= ~8.6374 x 1072
“ToV 7t T 167 8
1 1 1 d* =2, 6r 2
— - )= — = 7 ot =X (M 62+ 3) e T
o Cq (1) . 4_!(2m')4dt46 5 (m T’ +3)e
2 44
1 6
= (0)= X8 ~ 21708
Cy 2
1 1 4 2 16 2
Z L FC ) = o 20 a2
Ca C4( ) L Ja Vor € \/§ &
2 44
1.5
2.5 1
9 9
-1.5 -3
4-iéme dérivée Transformée de Fourier
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4.4 Exemples d’ondelettes

k=28

1 /8 3y70
- - — ~ 1.3829 x 1072
=3V ass T 10247 8

1 1 1 & e
— (g (t) = T =
Cs

——< 5=t
1 [8 (2mi)® dt®
2\ 88

V70m (m8t® — 56785 + 840m1t — 3360722 + 1680) _x2p
= e
13440

1 C(@)_\/mwmso
cg 2V 13440

1 1 /8 102470
— - Fly (\) = o A8 . eV 7\/_)\86—@\2

s L o 105
2\ =88

~ 1.8537

JHA

15 1 2 | | 2

8-iéme dérivée Transformée de Fourier
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Exemples d’ondelettes 4.4

k=16

1 / 16! 945+/14
V1430 3.0043 x 1074

6= 9V 7161 — 67108864 /7
1 1 1 d% e,
- t = _Tt —
C16 1o (1) 1 /_1e! (27rz')16 dtis©
2 71616

= (w'0"0 — 480r ™' + 873607 't"* — 76876807 °t'? + 3459456007 °t® — 77491 814407t

v/ 14307 _w_82t2

774918 144007*t* — 26 56862 208007%¢% + 13 28431 10400
+ d Tt ) 56679727 10400°
1 1328431 10400
o (16 (0) = Z2ZUBIN0 /14307 ~ 1.5709
1 1 16 > 134217728 )
— . F A= —— _‘)\16. —8-A e e /715)\16 —8\
e TN ===y o; c 675675 ‘
2 71616
2
2
TR VATV ATA
15 & 2 | | 2
16-iéme dérivée Transformée de Fourier
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k=232
1 32! 19155 3862566786710 7
C3o = — = ~ 1.197 x 10

2V w3232 73786 97629 48382 06464ﬁ

1 1 1 d*? 2,

—_— t = _l_t =

2 (32 (1) L [ = (27”.)32 dtgze ¢

2 13232

= (7**t% — 39687t + 69043207°%*® — 69595 54560m>°¢*® + 452 37104 640007>*¢**
—199767 05409 0240072%t%2 + 615 28252 65979 3920072°t%° — 133604 20577 55525 120007 8¢
1204 41443 48365 95343 360007'%¢'6 — 21804 20638 25701 69958 400007 4¢4
115 87346 22465 11083 72971 5200072412 — 761 92618 78325 32019 02632 960007 ¢
122857 78563 49759 60570 78988 8000075t — 3 93857 22940 26627 05219 76422 400007 °¢°

+33 75919 10916 56803 30455 12192 000007*t* — 108 02941 14933 01770 57456 39014 400007°¢?

/667867107 _m g2
+54 01470 57466 50885 28728 19507 20000) 580984 62596 87520 69697 88498 70643 20000 C  *
1
_ /667867107 -~
0—32 (39 (0) = 540147057466 50885 28728 19507 20000 55595763596 57520 69697 88498 70643 20000 == 1-3261
1 F \) = 1 32 \32 . 16X _ 14757395258 9676412928 , /pemgom] ()32~ 16X
0_32 F (A) = 1 321 o € — 7 6396626 13208 36875 €
2°\/ =322
2.5 -
1.5

15 2 | | 2

32-iéme dérivée Transform ée de Fourier
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2.5
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-1.5

Ondelette de Morlet et d érivées de gaussiennes
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Exemples d’ondelettes 4.4
EXEMPLE 3 L’exemple le plus simple est I’ ondelette de Haar
(= —1[_%70[ + 1[0,%[ .

On a ¢ = —C (cf. remarque 4.2.3),

7-id 7-id cosm-id —1
F( = —i-sin - sinc =1 -
2 m-id
et
Cg =V ln2 .

15

1
1 1 10 0o
15 -1
Ondelette de Haar %Transformée de Fourier

EXEMPLE 4 La fonction

(:=2-sinc27-id —sinc7 - id =

= (2cosm-id —1) - sinc7 - id

est une ondelette. On a

et
CC = ln2
15
15
A Vﬂ [\ AW
-10 vy v 10
-1.5 -2 2
Ondelette sinc Transformée de Fourier
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4.5 Exemples de transformées en ondelettes

4.5 Exemples de transformées en ondelettes

Dans ce qui suit ¢ est une ondelette paire,

ie. (=(,

et I un intervalle de R contenant supp ¢ .

EXEMPLE 1 Considérons un signal de la forme
—_ |f| . e27ri->\-<> c L2 (R) )

On dit que c’est une ligne spectrale .
Si |f| € CM (R) et étant donné s € R , le théoréme de la moyenne nous permet d’écrire

Ifl=|f](s)+7(s,0) (¢ —s) avecr(s,0)e€C(R) .

En effet, pour tout t € R avec t # s , on a

rot) = [ 1 @ du

lim,_s7 (s,t) = | f| (s) .

et

En outre

|7" St |||f| Hoo[(st ’

ou I (s,t) désigne 'intervalle d’extrémités s et ¢ .

En faisant le changement de variable u = ;S

Wf(s,h):/@(t)- ) dt = he - /g f(h-u+s)du=

, il vient

— h3 . /C (IF1(8) +7 (s, h-u+s) - h-u)-e2mNButs) gy —

= |f|(s) - 2™ . FC(h-A)-h% + R(s,h) - h?

avec
Ris.h) = [ua)er (s,hout ) @
Ainsi
7 () = (7604 o) (1)
et

R < 1T [ - €]

90 Décompositions continues en ondelettes Claude Portenier



Exemples de transformées en ondelettes 4.5

Supposons que la fonction |F(| possede sur R deux maxima en £ , avec A\g € RY , et est
qu’elle soit trés concentrée autour de ces points. La restriction de W f sur une bande verticale
J x R% est concentrée sur une petite bande horizontale a la hauteur hg ~ \)B\I pour autant que

R<>h0

o0 - hg soit petit sur J par rapport & f . On a alors

1
[ ————5 -W(o,hg) surJ,

FC (o) - h
ce qui nous permet de reconnaitre une portion de la ligne spectrale dans la transformée en

ondelettes.
1l suffit donc que

: f_C(Ao) ||f||ooJ
H|f| Hoo,h-[+s ) h fl | du :

Cette condition est donc satisfaite si |f| est presque constante sur Uintervalle hg - I + J , ou
bien si [A| > Ag .

EXEMPLE 2 Considérons un signal f € L? (R) et to € R, a € ]0, 1] tels que l'on ait
lf(t)—f(r)|<c-|t—7]" pourtoutteR.
Remarquons tout d’abord que, pour tout a,b € R, , on a
(a+0)* <a®+0b".

Nous pouvons évidemment supposer que a < b . Par le théoreme de la moyenne il existe un
certain £ € RY entre b et a + b tel que

(a+b)*—b"=a-a- ' <a-a*t=a",

puisque id* ™! est une fonction décroissante sur R% .
On choisit une ondelette ¢ telle que ¢,id-¢ € L' (R) . Elle est donc d’intégrale nulle par la
remarque 4.2.4 et il vient

(W f (s,h)| = h? - ‘/C h-u+s)—f(7'))dt'<c'/\C(u)|-|h-u+s—T\adt<

<ot ([1c@l e dus s = [ficlan) <
<o ([retn au)ts—elw v ([lcwl- @ fuly an) -nsee.

Il est donc possible d’estimer 7 et « .
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4.6 Ondelettes réguliéres

Soit ¢ € L? (R) une ondelette. Rappelons (lemme 4.2.(ii)) que, pour tout s € Ret h € RY
on a

Wi (Sv h) =W (T—sf) (0’ h) :

Pour étudier le comportement de W[ au voisinage de R x {0} , il nous suffit donc d’étudier
celui de Wf (0, h) lorsque h tend vers 0 , et nous allons voir qu'il dépend essentiellement des
moments de ¢ .

Pour tout € N, nous dirons que ¢ & des moments finis jusqu’a Uordre r si id*-¢ € L (R)
pour tout £k € N avec 0 < k < 7, et nous poserons

My, = /Z(t) -thdt

REMARQUE 1 Si ¢ est une ondelette dont le premier moment est fini, on a My = 0 .
Réciproquement si les moments d’ordre 0 et 1 sont finis et My = 0 , alors ( est une ondelette.

Ce n’est qu'une reformulation de la remarque 4.2.4.

REMARQUE 2 Si les moments de ¢ sont finis jusqu’a l'ordre r , alors F¢ € C™ (R) et
M;, = (=1)* @*F¢ (0) par le théoreme 3.1.(ii). Mais remarquons que F( peut étre nulle au
voisinage de 0 sans que l'on ait ¢ € L! (R) comme le montre 'exemple 4.4.4.

Etant donné f € L2 (R) NC™ (R) , considérons son développement limité de Taylor en 0

)
F =3 r
k=0 )
avec
B t (t . S)rfl ")
Rr(t)_/o W'f (s) ds .
On a alors

— r-1 f(’“;!(()) /E (%) -t’“dt+/f (%) ‘R, (t) dt =

~ % (0)
k!

<

My, - R+ R ()
k=0
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Ondelettes régulieres

ORI

PROPOSITION  Soient ¢ une ondelette et f € L2 (R)NC™ (R) .

avec

(i)  Siles moments de ( sont finis jusqu’a Uordre r — 1 et f) € L*(R) , alors

1.€.

WS (0,h) = % (TZ F®(0) - M, - hFH +O(hr)) '

(i)  Si les moments de  sont finis jusqu’a lordre v et f € C*(R) , alors

| < (Fican-nr ae) e

Wf(O,h):%~ ( — f®(0) 'Mk'hk—i-O(th)).

B, (1) = ‘/cw. (/Oht%-ﬂ“ (5) ds) hdt

helt]
Ol ( [ ds) t

d’oul le résultat par le théoréme de Lebesgue, puisque ¢ - id"! € L (R) et

helt|
[ FOOLas <0, <o
—ht

Pour la seconde partie, il vient

7.e.

>

En effet

N

Ol <177

donc

‘}Nﬁr(h)‘ < Hf(:”oo /'C (%)‘ " dt = Hfr)” (/K ) Bl

4.6

Cette formule montre que la convergence de Wf (0,h) vers 0 , lorsque h tend vers 0 ,
est d’autant plus rapide lorsque le plus grand r , tel que M, = 0 pour tout £ < r , est
grand. Remarquons que dans la formule de reconstruction, si I'ondelette est bien concentrée
au voisinage de 0 , par exemple a décroissance rapide, seules les valeurs s proches de ¢ sont
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4.6 Ondelettes régulieres

nécessaires et que la qualité de la convergence ci-dessus entraine une bonne convergence de

I'intégrale, supprimant 'effet négatif da au facteur h—12 . Ceci nous conduit a poser la

DEFINITION Soit ( € L?(R) et 7 € N. On dit que ¢ est une ondelette régulicre d’ordre

r si
(a) ¢ e AC™) (R)
et, pour tout m € Net tout k=0,...,7r,on a

supyeg ()" + [0°C ()] < o0 .

(b)
Mk::/tk-C(t)dt:O pour tout k=0,...,r.

Rappelons que AC® (R) = L}

Le (R) . Larégularité d’ordre 0 signifie que  est & décroissance
rapide et que [((t) dt =0 .

EXEMPLE 1 L’ondelette
2 (cosm-id—1) - sinc -id
(cf. exemple 4.4.4) est une ondelette, mais elle n’est pas réguliére, car elle n’est pas intégrable.

On peut le vérifier élémentairement (exercice), mais cela découlera aussi de la théorie qui
va suivre (cf. exemple 5.3.1).

EXEMPLE 2 IL’ondelette de Haar
ol T sl

(cf. exemple 4.4.3) est une ondelette réguliére d’ordre 0 .

EXEMPLE 3 La dérivée (r + 1)-iéme d’une gaussienne est une ondelette réguliére d’ordre
T
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5.1 Analyses multi-échelles de L? (R)

5.1 Analyses multi-échelles de L (R)

DEFINITION 1 On dit qu’une ondelette ¢ € L? (R) est une ondelette-mére si la suite des

fonctions (C j,k)j kg, AVEC

Cry (t) =25 (2t —k) =Cx 1 (t)

27727

est une base hilbertienne de L? (R) , dite base hilbertienne d’ondelettes .
Si ( est réguliere d’ordre r , on dit (C K, j) est une base hilbertienne d’ondelettes réquliéres

d’ordre r .

J,kEZ

REMARQUE 1 Si ¢ est une ondelette-mére, alors pour tout f € L% (R) la série

F=> (Csl ) Chy

J,k€EZ

est sommable dans L? (R) et on a

I£1 = > (sl NI -

J,k€EZ

Remarquons que

ko1
(Gl ) =71 (553
En posant

V/ij = Z (Ck,j} f) 'Ck,j )

kez
on obtient une décomposition de f en “voix” W;f :
f=>_Wif.
jez

Si 'on pose

F, = Z (Ck,j‘f) 'Ck,j ’

j<l,kEZ

alors 'approximation Fj,; s’obtient a partir de F} en ajoutant le “détail” V/\Z f.
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Analyses multi-échelles de L? (R) 5.1

Considérons les sous-espaces vectoriels fermés V; de L? (R) engendrés par les ¢ K avec j <l
etkeZ.Ona(eVet

(Ck,j)kez,jgo - (Ck,j)kez,j@ U (Ce)rez >

donc ((},)yez est une base hilbertienne du supplémentaire orthogonal Wy a Vi dans Vi . En
outre

Ck,j+1 = S%Ck,j .
On dit que ¢ est adaptée a (Vi),cy, -

La suite (V}),, est croissante et possede les propriétés (a)-(c) de la définition qui suit. La
condition (d) n’est pas nécessairement satisfaite, mais nous verrons qu’elle est suffisante pour
la construction d’une ondelette-meére et conduit a beaucoup d’exemples pratiques.

DEFINITION 2 On appelle analyse multi-échelles de L? (R) la donnée d’une suite croissante
de sous-espaces vectoriels fermés (V}),., de L? (R) ayant les propriétés suivantes :

(@) (Miez Vi = {0} et ;e Vi est dense dans L? (R) .
b)

( Pour tout [ € Z , on a f € V] si, et seulement si, S%f e Vi
(c) Pourtout k€ Zet feVy,ona fr:=T,f €Vy,ie. Veststable par les Z-translations.
(

d) 1l existe un isomorphisme linéaire ® : V; — (2 (Z) tel que
® (fy) = (®f), pour tout k € Z ,

i.e. commutant avec les Z-translations.

REMARQUE 2 Dire que ® est un isomorphisme signifie aussi que ® est une application
linéaire bijective et que || @], |27 < oo , i.e. qu’il existe des constantes a,b € R* telles que

a-[|flly < ®flly <b- Il -

On peut prendre a = IHP—I*IH et b= || .

REMARQUE 3 En admettant (c), la condition (d) est équivalente a

(d)11 existe une fonction v € V4 et des constantes a,b € R’ satisfaisant & la propriété
suivante : pour tout f € Vj , il existe une unique suite ¢ € 2 (Z) telle que 'on ait

f:ZC(k)-Uk )
keZ

la série étant sommable dans V; , et telle que

a-|flly < (ZIC(k)I2) <Oo-lflly -

kEZ

On dit que v engendre l'analyse multi-échelles (V7). -

Il suffit de poser v := ®ley pour la nécessité et ® f := ¢ pour la suffisance.
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REMARQUE 4 Avec les notations ci-dessus, si a = b = 1, alors (vy)
hilbertienne de V4 .

wez €St une base

REMARQUE 5 L’homothétie S% est une isométrie de V; sur Vj;, et
Si: fr— 23 f(2)
ol
est une isométrie de V; sur V; . En outre V; est stable par les % - Z-translations.

C’est immédiat par (b) et (c), puisque
TeS1 = Siz T

ol 2l 2

par le lemme 4.2.(ii).

EXEMPLE 1 La fonction sinc o engendre ’analyse multi-échelles définie par :
V; est le sous-espace vectoriel des f € L? (R) tels que supp Ff C [-2!71 2!71] .

Le théoréeme de Shannon 1.17 montre que (sincw (¢ — k))
Vo . Les détails de la vérification sont laissés en exercice.

ez, €st une base hilbertienne de

EXEMPLE 2 La fonction 1jp;; engendre I’analyse multi-échelles définie par :
V; est le sous-espace vectoriel de L? (R) des fonctions constantes sur les intervalles de la

subdivision (%) kez -

Il est clair que (1[071[ (0 — k:)) est une base hilbertienne de V; .

keZ

EXEMPLE 3 La fonction 1y * 13 = (1 —|id—1|)" engendre I'analyse multi-échelles
définie par :

V; est le sous-espace vectoriel de L? (R)NAC (R) des fonctions continues affines par morceaux
sur la subdivision (5) keZ, *

Les propriétés (a) a (c) sont immédiates, car v := 1o 1 * 1)1 € V; et on a
v(l)=1 et v(k)=0 pourtout ke Z~ {1} .
En particulier, tout f € Vj s’écrit de maniére unique sous la forme

[= Z f(k+1)-v; ponctuellement.
keZ
Sur [k, k+ 1] , on a
f=fk) v+ f(E+1)- v
et
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k+1 1 1
/k Ulz:/ondx—%ng:l’
donc
=S 0 vt FErD-ul =S (I wE- [
S > (iroor- [

_ - k+1 k+1
+[f(kz)-f<k+1>+f<k+1>-f<k>}-/k vk_l-vk+|f<k:+1>|2-/k vi):
= S (2 WP+ [T F G+ )4 THRED - F ()] 42017 (4 D) =

=5 Z If B +1f B+ D)+ 1f (k) + f(k+1)]%) .
keZ
Puisque

IF(R)+ fk+DP <2 (If (W) +[f(k+1)]7) |
on en déduit que
1 1
S 2 RO =2 > (IF WP +1f B+ DF) << Y _1f (+ D)
keZ keZ kez

i.e.

||f||2<<2|f (k+1)] ) <V3-Iflly

keZ

ce qui montre que f +—— (f (k+ 1)),, est un isomorphisme de Vj sur ¢*(Z) . ¢

Plus généralement

EXEMPLE 4 Etant donné n € N* | soit
*(n+1
V= (1[0,1[) (n+1)

la puissance (n + 1)-éme convolutive de 1| . Cette fonction engendre ’analyse multi-échelles
définie par :

V; est le sous-espace vectoriel de L2 (R) N AC™ (R) des fonctions spline de degré n sur la
subdivision (%) ke, -

Par exemple (1[071[) " est une spline quadratique a support dans [0, 3] définie par

3 a? z € [0,1]

*3 .
(Lpa) " (z) =4 —a2+3z—3 si zell,2
1o(x—3) z € 2,3
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5.1 Analyses multi-échelles de L? (R)
1
1.
oo M A
10 \j \/ 10
05 1 o 1 2
sinc Spline de degré 0
1+ 1-
1 1 2 3 1 0 1 2 3 4
Spline de degré 1 Spline de degré 2
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5.2 Construction du pére des ondelettes

Dans ce qui suit (V}),, est une analyse multi-échelles, et nous utiliserons les notations de
5.1 correspondantes. Pour simplifier, nous dirons qu’une suite est convergente ou qu'une série

est sommable dans L}, (R) , respectivement L? . (R) , si cela a lieu par restriction dans L' (K) ,

respectivement dans L? (K) , pour tout compact K de R .

LEMME Soient f,g € L?(R) . Alors

(i) Lasérie Y o, (Ff- Fg), est absolument sommable dans Lj,, (R) , ainsi que ponctuelle-

loc
ment presque partout, et la somme appartient a Lllmp (R) .

(i)  Pour que la suite des translatées (fi),c, de f soit orthonormée, il faut et il suffit que I’

on ait
S IFfli=1.

keZ

(11i) Pour que g soit orthogonale a toutes les fy, , i.e. que toutes les g, soient orthogonales
toutes les fr, il faut et il suffit que

Z(f_f-fg)k:().

keZ

Démonstration de (i) La fonction ), |Ff |2 est définie ponctuellement a valeurs dans
R, et elle est périodique. Comme

[Zii=X [ e = [

le théoréme de Beppo Levi et la périodicité montrent que ), ., | F f \i est absolument sommable
dans Lj, (R) et finie presque partout. D’autre part, par Cauchy-Schwarz, on a

ST 7o)l < (zm)é (zfgz)é ,

keZ keZ kEZ

ainsi que

> [ 17 7o) <

kEZ

1 1 1 1
<Z< / |ff|k) ( / |fg|k) <
<<k€ZZ/O |~7:f|k> '(%/0 |-7:9|k> )
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ce qui prouve la premiére assertion.

Démonstration de (ii) On a tout d’abord
(5160 = (FAFR) = [ FF ) ar=F (F1F) ()

D’autre part, puisque |F f |2 € L' (R) , la formule sommatoire de Poisson généralisée 3.9, montre
que

SOIFAR =Y _F (1FfP) (k) - [™*]  dans S (R)'

keZ keZ

Mais (fx)zey est orthonormée si, et seulement si, (f| fx) = .7:(|.7-"f|2) (k) = 0o pour tout
k € Z , ce qui est équivalent &

Z |FflZ =1 dans S(R)*,
ke,

i.e. presque partout par ce qui précede.
Démonstration de (iii) Comme ci-dessus on a tout d’abord

(fulg) = F (Ff-Fg) (—k)

puis, par la formule sommatoire de Poisson généralisée 3.9,

S (FF-Fg),=>_ F(Ff-Fg) (k) [**] dans S (R)*
keZ keZ
Le corollaire 2.4 montre alors que g est orthogonale a tous les f; si, et seulement si,
> (Ff-Fg),=0 dansS(R)"
keZ

i.e. presque partout.

PROPOSITION  Soit (V;),.,, une analyse multi-échelles engendrée par v et posons

P _Z|‘7:U|k€Llocp(]R) .

keZ
(i)  Pour tout f € Vi , la série
\ij Z (I)f e~ 2miok
keZ

est sommable dans L., , (R) et Uapplication

vV —)L%oc,p(R) : f'—)\llf
est bijective. On a les formules

Vf-Fv=Ff, 0
Uiy = .7?(77-.7:1)) pour tout n € LZOCP(R) , )
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Y (Ff-Fg),=p-Tf-Tg. ()
kEZ

et
VT, = E_jV pourtoutl € Z . )

(11)  L’application
Loy -¥: Vo — L? ([0, 1], p) : fr— Lo v
est une isométrie. En outre,

1
2]

s <o)

Démonstration de (i) Remarquons tout d’abord que, pour tout f € V4 , on a

keZ

donc

Ff =3 0f (k) e % Fu
kez
dans L? (R) , et par suite dans L, (R) . Mais comme la série >, , ®f (k)-e~>™* est sommable

dans Lfocvp (R) et, puisque la multiplication

L2

loc

(R) x L? (R) — L}

loc

(R)
est continue par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient (1) :
Uf-Fo= (Z of (k)- 6—27”'0"“) Fo=> of (k)-e*™F. Fo=Ff .
keZ keZ

Il est clair que ¥ = Fp o (®)” est bijective, en identifiant L2 (T) avec L2

loc,p
n e Lj,., (R), il vient alors

(R) . Pour tout

FU 1= (\11\11’17]) Fuo=mn-Fuv,
donc (2) :
Uy =F(n- Fv) .

Puisque V¥ f est périodique, on obtient également la formule

p-Uf-Wg="Uf -Wg-Y [Fofy=> (Vf-Fo-Vg-Fv), =

keZ keZ
= Z (j:—f'j:g)k :
keZ

Pour la derniére formule on a

UTf = @ (f) (k) - e K =" @f (k—1)- e >k =

keZ keZ
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_ Z CI)f (k‘) . 6727ri-<>-(k+l) _ E—Z\I/f )

k€EZ

Démonstration de (ii) On a le diagramme commutatif suivant :

1[0’1[ -
% - L2 ([07 1[ ) :0)
d | | id
2 (2) — L ([0, 1])
c — EkeZ c(k)- e 2ok

et comme

If1lz = ||ff||§=/R|‘Iff|2-IHIQZ/0 (OfP Y 1Foli =

kEZ
! 2
0

Lio,1[ - ¥ est une isométrie. Il vient alors
1
112 12
ol = sup [ o= sup A, = 77| = @71
[hlly<1 /0 [[R]ly<1
ainsi que
1

1
2 ]- 2 2 2
H—H — s [ W REE = sup BB = I = 9P . o
Plloo | v7hl|, <170 P lhlly,<1

DEFINITION On dit que w € L? (R) est une ondelette-pére , associée a 1’analyse multi-
échelles (V}),cy, » si la suite des fonctions (wy),., est une base hilbertienne de Vj .

REMARQUE 1 Comme S, : f 25 . f (2%0) est une isométrie de Vg sur V; (cf. remarque
2

2
associée a l'analyse multi-échelles (7)., engendre évidemment cette analyse. La proposition

prend dans ce cas une forme simple puisque p =1 .

5.1.5), la suite de fonctions (S%wk> est une base hilbertienne de V; . Une ondelette-pére
kEZ

Plus précisément on a le

COROLLAIRE Soit w € Vy. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) w est une ondelette-pére.

. 2
(it) > pen|Fwlp=1.
(ii) Il existe une unique fonction v € L° (R) avec |y| = 1 telle que
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N

Dans ce cas, siy-p 2 =Y, ,p(k) e *™°F alors

w:Zp(k;)-vk.

kEZ

Le lemme montre que (i) entraine (ii). Si (i) est satisfaite, alors |[Uw| = p~2 par (3) .
Puisque Ww est périodique, il existe un unique v € L° (R) avec [y| = 1 et Yw = 7 - p’% , ce
qui prouve (iii) par (1) .

Pour prouver que (iii) entraine (i), remarquons que si w = F ('y pEF v) on a
par (2) . Mais par (4) on a

\I/wk — E,k\ﬂw — 6727ri-<>-k P = v - pf% . 6727ri-<>-k )
Il nous suffit donc de montrer que la suite (’Y : ,07% ~62”'°"‘“> est une base hilbertienne de
keZ

L2 ([0,1[, p) . Mais comme
hi— - p 2 - L2([0,1]) — L2 ([0,1], p)

est une isométrie surjective par la derniére assertion de la proposition, le résultat en découle

puisque (e*™*) _ est une base hilbertienne de L7 ([0, 1) .
Finalement
w =7?(7-p’% -fv) =y (v-p’%> =yt (Zp(k‘) : 62”i'°"“> => plk)-v. o
kez kez

REMARQUE 2 La construction d’une ondelette-pére dépend essentiellement de v , donc de
® . L’ondelette-pére canonique associée & ces données est obtenue en prenant v =1 , i.e.

wi=F | Fol? - Fo
k

keZ

Nous utilisons les notations des exemples 5.1 correspondants.

EXEMPLE 1 La fonction sinc 7o est 'ondelette-pére canonique.

Cela découle du théoréme de Shannon dans L? démontré dans 3.11, mais aussi du corollaire
puisque

Fsincmro = 1[_

par I'exemple 3.7, donc

EXEMPLE 2 La fonction 1y | est 'ondelette-pere canonique.
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C’est immédiat car tout f € V, s’écrit

Zl[kk+1 f= Zf Tkrs1y - o

keZ keZ

Puisque Flp,| = e~ ™ . sinc o , le corollaire montre alors que

sin?7m- (0 —k)  sin®mo 1
1= siner - (0 — k)|> = = : PV
2 lsmem (o =R =3 o =T X T

keZ keZ keZ

1.e.

Z (¢ _1k:)2 - (sinﬂﬂ0)2 ’

keZ

un résultat bien connu de la théorie des fonctions.

EXEMPLE 3 Comme Flj; = e ™ . sincwo , on a F (1[0,1[ * 1[071[) = e 2™ . ginc? o | et
par suite

4 .4
4 sin“m- (0 —k) sin*7o 1
p:E sinc 7r(<>—k;):E = g —_—

kEZ kEZ - (o= k)4 m kEZ o k)4

Puisque la série de fonctions méromorphes ), , o7 converge normalement sur tout compact

)
de C vers (Sin“m) , par dérivation (cf. Théoréme Chap. V, §2, n° 1, p. 151 de H. Cartan ®) on
en déduit que

| | o\ 1, L ,
Zm—a(zw> :6~7r ~(—2)~(7r-sm 7r<>-cos7r<>) =

keZ (0 -

= —5 I (—37T-sin’47r<>-cosz7r<>—7r-sin’37r<>-sin7r<>) =
. 9 . 9
| 3-(1—sm 7T<>)—|—sm T 1 'y 3—2.sin?7mo
= — -7 - - = — _— .
3 sin? 7o 3 sin? 7o

Ainsi
=1-—Z.gin’7o .
p 3 in

Une ondelette-pére w est alors donnée en prenant «y := 2™ par

N[

5 _
Fw = (1—§-sin27r<>> ssinc? o .

Nous savons que w € Vj : c’est donc une fonction continue affine par morceaux sur les
intervalles de la subdivision (k),., - On a

=> pW)uk) =Y pl) - S1p1=pk—1)=

leZ leZ

3 H. Cartan, Théorie élémentaire des fonction analytiques d’une ou plusieurs variables complexes, Hermann, Paris,

1961.
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1
= / e2miA(k=1) <1 — g - sin? 7r)\) d\ .
0 3

w (k)| < est - (2 + Jé)_k .

=

On peut vérifier que
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5.3 Construction de la mére des ondelettes

Soit (V}),cz, une analyse multi-échelles. Pour tout [ € Z , il existe d’aprés le théoréme de la
projection un sous-espace vectoriel fermé W; de L? (R) tel que

2
Vin =ViEpw; .

Les propriétés d’une analyse multi-échelles se traduisent par le

LEMME La famille (W), satisfait aux propriétés suivantes :

(i) 2
L’ (R)=EPw .

(i) Pour toutl € Z , on a f € W, si, et seulement s, S%f e Wi .
(1)) Pour toutk € Z et f € Wy, on a fr, € Wy .

En outre pour que ¢ € L*(R) soit une ondelette-mére adaptée & (V}),cq . il faut et il suffit
que (Cy,) ey SOit une base hilbertienne de Wy .

Démonstration de (i) Il est tout d’abord clair que les W; sont deux & deux orthogonaux.

2

On a alors Vi = @ W; , car si f € V] est orthogonal & tous les W; pour j <l ,ona f eV,
i<l

donc f € ;. V; = {0} . L’assertion en découle puisque {J,., Vi est dense dans L? (R) .

Démonstration de (ii) Il suffit de remarquer que f € V; et f L V1 est équivalent a
f(2-0)eViget f(2:0) LV,

Démonstration de (iii) Si f € Wy ,ona feViet f LV, donc fr € Vi et fr, L Vg, car
V1 est stable par les % - Z-translations, donc Vi et Vj sont stables par les Z-translations (cf.
remarque 5.1.5).

Finalement, la condition est nécessaire comme nous l'avons vu a la remarque 5.1.1. Ré-

ciproquement, on a ¢, ; = S1 (y , et (S 1 k) est une base hilbertienne de W; par (ii) , donc
’ 27 27

kez
(Ck,j)kjez en est une de L2 (R) . ¢

PROPOSITION  Soit (V}),c, une analyse multi-échelles et w une ondelette-pére.
(i)  En posant

1
A= 75 USwe Ly, (R) ,

on a

2

|A|2 + )A% =1

)
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et la bijection WSy : Vi — L2 (R) applique Wy sur le sous-espace vectoriel desn € L2, . (R)

loc,p loc,p
satisfaisant a
Z-H—FA_%'T]%:O- ()
(1)  L’application
O:Wo— L, 1 (R): gr— ™™ (A% - WSpg — A- (‘1’529)%)
b3
est bijective, son application réciproque est
O S%]? (e*2’”"° : A_% & }"w) )
2 2 2
gl = [wgl* + |(¥g)s| . (%)

et
- W, 2 1 .
1[07%[@ 0—>L 0,5 gr—>1[0,%[@g

est une isométrie.

Démonstration de (i) Pour tout f,g € V; , grace a la formule 5.2.(3) appliquée a w et en
tenant compte du corollaire 5.2, on a

USof  UShg =Y Ty (FSof - FSag) = V2- ZTkS% (Ff-Fg) =

keZ keZ

=V2-) SiTw (Ff-Fg) ,

keZ
donc
1

ik (V5T - WSag + (WSS - WSag), ) = > Sy Tk (FT - Fg) + > Ty, ok (FT - Fy) =
kEZ kEZ

:Sé (ZT% (F—f-]:g) +ZT2k+1 (F—f}"g)> 1552(‘7:—10"7:9% ’

keZ keZ keZ
i.e.
USof - UShg+ (U] - UShg), = V2-S1 Y (Ff-Fy), - (5 % %)

keZ

1
2
En particulier

2 V2 2

kEZ

A2 + )A%

D’autre part pour tout g € V; , on a g € W si, et seulement si, g L wy pour tout k € Z
puisque (wg),c; est une base hilbertienne de V; , ce qui est équivalent a

A UShg+ Ay - (USy9), =0

1
2

par la formule (x x *) ci-dessus et le lemme 5.2.(iii) , d’ou le résultat.
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Démonstration de (ii) Pour presque tous les A € R | les vecteurs

A ()\) 6727ri-)\ . A_% ()\) c C2
Az (V) )7 —AN

sont de norme 1 et orthogonaux. Ainsi, pour qu’'une fonction 7 : R — C satisfasse a (x) , il
faut et il suffit qu’il existe une (unique) fonction £ : R — C avec

1 . Ay
( ) 25.67271'1-0_ ( 2_) )
n -4

Si n est périodique, on a alors

un 1 . Ay
2 _ _ 5 X e—27rz-<> . 2_ —
n Mitl —4A))
o Ay . —A
X 6—27rz~<> . €7rz-o . o — 51 . 6—27rz~0 . L ,
_ A% 2 A%

puisque A est périodique, donc & = & 1 par I'unicité. En outre

=&

=

o=
MBS

gzg.(Z.A+_.A>:ezm-o.<A
et

2
& = Inl? + [ns

Réciproquement, si £ est de période % , il est clair que la fonction
ni=e 20 A_% S

est périodique et satisfait & (x) . Ceci finit de prouver que O est une bijection. Finalement,

3 3 2 1
[ = [Tl | = [
0 0 0

montre que O est une isométrie. Son application réciproque est alors donnée par

"

Ol = (USy) 'n= S%\If’ln = S%]?(n - Fw) = S%}/: (e’z’ri'<> : A—% - fw)

par la formule 5.2.(2).

COROLLAIRE Soit ¢ € V; et posons

1
B = 7 US e L, (R) .

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ est une ondelette-mére adaptée o 'analyse multi-échelles (V;),c;, -
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(it) On a

2 — R
|B|2+)B% =1 et A-B+A-B1=0.

(111) Il existe une unique fonction ¥ € L>, (R) avec |9| =1 telle que
’2

s (e A0 ) =P ((E) 0 () 7 )

e T ()0(3) 7).

ou bien

ou encore

B = 6727rz-<> .

XV

1
3

Le lemme 5.2, (ii) et (iii) , montre puisque ((;),cz €st une suite orthonormée orthogonale
a Vy , que (i) entraine (ii), car

2 2
B+ By = 25, S 1
keZ
et
_ _ V2 _
AB+Ay By=-7:513 (Fu F(), =0,

kEZ

d’apres la formule (x * x) ci-dessus.
La premiére formule de (ii) montre que ¥ := % -O(¢ € LIQOCP 1 (R) satisfait a
Pr3

2 1 2 2 2 2
9 = 5 (10807 + (w0, | ) = 1BP + [By| =1
grace & la formule (xx) . La seconde formule de (ii) signifie que B = % - USy( satisfait a la

formule (%) , donc que ¢ € W, , puis que

Czﬁ'@_lﬁz\/i-S%f<e—27Ti~<>-A_%-19-fw) _

CF A (G 0 (E) R @) - (G0 2) R )

grace aux formules du lemme 4.2.(ii).
Finalement, si ¢ est définie par (iii), on a

B= -t w8 = 08,071 = US,S1 F (6*27"'-0 :

V2

2780

-

=€

=

par la formule 5.2.(2). Mais comme
oG = 92TkC = Tor52¢
il vient

USy(), = WIS = e 2™ . UGy ( = V2. e 2ok g
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5.3
_ \/é . 6—27r7l-<>~2k —2mio A_% 9 = \/5 e—27ri-0~(2/€+1 A_% ,19
donc
@Ckze%z‘.o_( L \/2 . e 2wkt A1 9— A. <\/_ o2 (2k41) | AT 0) ):
2 2 1
2

+ |A| ) .9 - e—27rz02k \/_ 9 - e—2ﬂ'z<>2k
1 . Le résultat en découle, puisque

:\/§-<‘A%2

car ¢ est --périodique, A est 1-périodique et e

(\/5 - eﬁm’-o-%) -

—mi-(2k+1) _ _

est une base hilbertienne de L? ([0 %D O

REMARQUE 1 La construction d’une ondelette-mére dépend essentiellement de w , donc
de v , et par suite de & . L’ondelette-mére canonique associée a ces données est ontenue en

prenant ¥ = 1 , i.e.
17 (5 (3) 5 (3)).
ou bien
e T (5) 2 )

Les fonctions périodiques A et B sont univoquement caractérisées par

REMARQUE 2
A-Fu=Fw(20) et B-Fw=F((20) .
En effet
A-F L WSow - F L FS L Fw(20)
Fw=—" w-Fw=—": w=— -S1Fw=Fw
2 V2 T TR e
et
B -Fw=—-VS( -Fw= i .7-"54"—L S1F( = F((20)
- 2 - 2 2 _\/§ 5 - 9

S~—
'SH
(]

grace a la formule 5.2.(1).
Nous utilisons les notations des exemples 5.1 et 5.2 correspondants

EXEMPLE 1 Rappelons que w = sinc ¢ est 'ondelette-pére canonique et que

On a donc
A 7 s
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et par suite
A - 1 _1 l[)
04/
keZ
Ainsi
R G R [ Y
L’ondelette-meére canonique est alors
1)) =

3 1 LT 1 ) 1 ) 1
=cos— [¢o—=] sinc=(¢—=) =2 -sinc2nr (0o — =) —sincw | ¢ — —
2 2 2 2 2 2

EXEMPLE 2 La fonction w = 1o [ est 'ondelette-pére canonique et Fljg 1 = e ™ sinc wo

2T L o8 T o - Sine o

On a donc
A-e™° . gincmo =e 2™ .sinc2r o =e
et par suite
A=eT° . cosTo .
Ainsi
A_% - Fw = B G e (<> — %) e ™ . sincro = —i-sinwo-sincw o
et 'ondelette-mere canonique est
(= T;ﬁ (—i - sin T o - sinc zo) =T F <1 (egi-o — 6—%Z’°) - sinc Eo) =
2 2 2 2 2 2

=T} (Npa( = Ugol) = Tl + Y-

Elle est réguliere d’ordre 0 et engendre la base hilbertienne classique de Haar.
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1+
1 .
; /\ /\ ' \/\ /\ }/\ } I I I |
10 Vo SV o -1 1 2
1l -1
Ondelette-mére sinc Ondelette-meére spline de degré 0

EXEMPLE 3 L’ondelette-pére w que nous avons choisie est définie par
1
92 —3
Fw = (l—g-sin27r<>> sinc’w o .

On a donc

=

1
2 T2 2 B
A- (1 —3 . sin? 7r<>) cginc? o = <1 ~3 . sin? 27r<>) . sinc? 2o

et par suite

=

1-— % sin? o \ 2 9
A= 5 - COS“TO .
1—2.gin?2r0

Ainsi

1
S 1—2.sin%7 (0 -1 2 1 2
A -]—"w=<1 23 .22( 21)) - COS 7r< —3 (1—— sin27r<>) sinc? o =
—§-sm T 0—5

1-— g cos? o
= .sin? 7 ¢ - sinc? o
(1 3

N

2 . gin? 27‘(’0) (1 — 2 .in? 7T<>

Une ondelette-meére ¢ est alors définie par

1
2w 2
. Lo T 1—— cos“ Zo T
FC=eT™°.sin’ = o- 2 -sinc? = o .
2 (1—2-sm 7r<>) (1—2-sin2£<>) 2
3 3 2

Elle est réguliere d’ordre 1 .
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REMARQUE 3 Les bases hilbertiennes (wy),c, de Vo et (e727*) _ de L2 ([0, 1]) se cor-

respondant par ¥ , il existe une suite a € 2 (Z) telle que

A= Za (k) . 6727ri-<>-k ,

keZ

kEZ

i.e.

%-w(%) :Za(k‘)-wk.

keZ

On a donc
2 (wlw (5)) =5 JOt=F)-w(y) d
(Fuwg| Fw (20)) = [ Fu (X) - Fw (2X) dA
De méme soit b € £2(Z) telle que

B = Zb —27rzok

kEZ

(=2 Zb - wy (20)

kEZ

a(k) =

1.e.

On a alors le

THEOREME La fonction ( est une ondelette-mére si, et seulement si, il existe ¢ € (2 (Z)
telle que pour tout k € Z , on ait

o ek—1)-c(l)=6u et c(k+1)=0,
l€Z
ainst que

b(k)=> (-1 -a(l)-cl+k-1) .

leZ

L’ondelette-mére canonique est définie par
b(k)=(-)'""a(1-k),

7.€.

(=2 (=D)"a(k) - wix(20) .

keZ

En effet, en écrivant 9 =, _, ¢ (k)-e72™>* les conditions sur ¢ expriment celles auxquelles
¥ doit satisfaire. En effet || = 1 est équivalent a

1= Z c (k) . e—2miok Zc(l) Le2miol Z (ZE(Z _ k) . c(l)) e 2miok 7

keZ leZ keZ \IeZ

donc a
ZE(Z —k)-c(l) =bor pourtout k e€Z.

leZ
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5.3 Construction de la mére des ondelettes

D’autre par 9 est %—périodique si, et seulement si,

Z (_1>k e (k) - o2k _ Z c (k) - o 2mi(0-3)k _ g <<> . 1) 9= c(k) - e 2miok

kez keZ

i.e. sic(2k+1) =0 pour tout k € Z .

En outre
Z b (k}) . e—27ri~<>-k — B=— 6—27ri-0 . _% ) =
kEZ
_ 6727ri.<> . (Za(l) . e27ri-(o—%)-l> . (Zc(k) . e2m’-<>.k) —
lEZ keZ

- (Z (1)@ ) ~ (Zc (k) <>>

leZ keZ

=> (Z (1" a(l)-c(l+k— 1)) gm2miok

keZ leZ

d’ou le résultat par comparaison.
L’ondelette-mére canonique est définie par ¥ =1 ,ie. c=0po . 0O

Revenons aux exemples précédent.

EXEMPLE 4 Siw =sincwe, on a

o 2mi- Ak . . — 4 2mi- Ak —
o (k) = /e 1)1y 5 (2Y) /_l £27i Xk g
4
() g
1 miE T sin %’r @y S k=20+1
— . 2 — — =
2wt - k (e € ) 7k .
0 sinon

L’ondelette-meére canonique s’écrit donc

CZQ_Z(_UZHW((Q% 1)

: (— :
-sinem (20 +20) =2- 27 -sinem (20 —21)
lez 1) = T2 —1)

mais nous savons que cette fonction est égale a
3T o 1 LT o 1
cos— |o—= ] :sinc=(o—=] .
2 2 2 2

EXEMPLE 5 Siw=1p;,ona

1 t 1
a(k) = —'/ o[ (E = k) - Loy (5) dt = 5'/1[1@,“1[@)'1[072[ (t) dt =

\)
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Construction de la mére des ondelettes 5.3

sik=0,1

N =

0 sinon

L’ondelette-mére canonique s’écrit donc

¢ = ((Lpar)y = Tpar) (20) = =1 a+ 1

[N
N|=
=
—

EXEMPLE 6 Pour calculer 'ondelette mére canonique, elle est continue affine par morceaux
sur les intervalles de la subdivision (E) rez » On détermine la suite des valeurs de w sur Z puis

les suites a et b des coefficients de Fourier de A et B respectivement. Les valeurs de ¢ sur 3 - Z
sont alors données par

<>_2Zb wl=k)y =23 (D" a(1—k) w(-k) =

kEZ keZ

Rappelons (cf. exemple 5.2.3) que

D=

1 ) 2 -
w(k)=pk-1)= / e2miA (k=1 | <1 —3 sin? 7T)\) d\ .
0

D’autre part

L,ooe [ 1—Zsin?mr?
a(k):/ e?miAk (ﬂ) cos® TAd\
0

1-— % sin? 27\

—4 —4.4592 x 104 —4 012
—3 1.8479 x 1073 —3 —3.6731 x 1072
—2 —7.8744 x 1073 —2 —4.8862 x 1072
-1 03521 -1 . 28093

w: 0 —. 17466 . ac: 0 .57816
1 1.2917 1 . 28093
2 —. 17466 2  —4.8862 x 1072
3 .03521 3 —3.6731 x1072
4 —7.8744 x 1073 4 012
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5.3 Construction de la mére des ondelettes

—3.4669 x 107°
1.2678 x 1074
—5.8165 x 1074
4.4308 x 1073
—5.0839 x 1073
—1.9055 x 1072
02354
7.7392 x 1072
4.9775 x 1073
—.92716
1.6819
—.92716
4.9775 x 1073
7.7392 x 1072
02354
—1.9055 x 1072
—5.0839 x 1073

O =l DNONot QOIS S

oI Qoo DONIw i O

1.5 ¢ 2

0.5 ¢

3 1 U7 s

0.5 1 1l

Ondelette-péere spline de degré 1 Ondelette-meére spline de degré 1
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Chapitre 6

Polyn6mes trigonométriques et

symboles de Legendre

Version du 26 avril 1999
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6.1 Formules trigonométriques

6.1 Formules trigonométriques

LEMME Soit n € N* . Pour toutx € R, on a

3
—

2mi-nx
627ri~ka: _ € —1

0

e27ri-z -1

=
Il

et

(n _ 1) . 627ri~(n+1)w — . e2rin + e2miT

Z k- 627ri-k:13 _ : .
(627rz-:1: _ 1)

Remarquons que la fonction
627ri~na: -1

_
x 6271'1'-:1: -1

se prolonge par continuité en 0 par n (régle de 'Hospital). Elle est évidemment indéfiniment
dérivable et les dérivées se prolongent aussi par continuité en 0 . On a

!
n—1 ) n—1 ] 6271'1'%33 -1 /
27_‘_?: . E k . eZﬂ'z-km — E e271'1-km — — o
esmrT ]_
k=1 k=0

B Q78 -1, - 627Ti-nm . (6271-1'.3: _ 1) _ (627ri-nx _ 1) .97 - 627”'.93

o (627ri~a7 _ 1)2

(TL _ 1) . €2m‘~(n+1)z —n . e2minz 4 e2miT

= 21 - - 5 ,
(627rz-m _ 1)

donc

(TL _ 1) . 627ri-(n+1)cc —n . e2rine 4+ e2mi-w

k X eQﬂ'i-km — ]
Z (e2miw — 1)2 O

PROPOSITION  On a les formules trigonométriques

-1
+» (n—k)-cos(2m- kx) =
k=1

3

sin? Tz

2.sin7x

o3
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Formules trigonométriques

et

n—1 . |
(n — k) -sin (27 - kz) = n - sin 2z — sin (27 - nx)
k=t 4 -sin®rx :
En effet
n—1
g + (n — k) . eZm'-lm: _
k=1

|3

(627Ti-z _ 1)2 -

e2rine _ 1 (TL _ 1) . 627ri-(n+1)a: —n . e2rine + e2mi-w
b (S 1) - -
e2mixz ]

X (627Ti-:r _ 1)2 +n- (627ri-mv _ 627Ti-z) (6271'2'-:1: _ 1) _ (TL _ 1) . 627ri-(n+1):1: +n- e2mi-nz

— €

6.1

2mi-x

- (627ri~x _ 1)2

I3

. 627rz-:1: -1+ % . 67271'1%

627rz-(n+1)m _ % . e2mi2r _ o2miw + g e2mime _
- 2

o (627ri-a; _ 1)2

eﬂ'iw _ e—ﬂ'iw)

—~ N

1 — ¥ 4 4. n - sin 27
4 -sin® Tz ’
et il suffit de remarquer que 1 — cos (27 - nx) = 2 -sin* mnz . o
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6.2 Formule de Jackson

6.2 Formule de Jackson

DEFINITION  Soient n € N* et n = (1,),y _,; C C. On dit que

n—1

i, (2) = Zm sin? 7mn - (—l— x)

P n2-sin®r - (— x)

est la fonction de Jackson * associée a 7 .

PROPOSITION (Formules de Jackson) La fonction de Jackson est une fonction trigonométrique
qut interpole les valeurs (fr]l)l:()’...’w1 aux points (%)z:o o, etona

n—1

n—1 n—1
1 2 kl
fn@):ﬁ' E 7714—@-5 (n—k)(E nl-cos27r~g>cos27r-k:c
k=1 1=0

=0

n

2 _1( k‘)ni n2m = ) sinor -k
> n M -sin2m - — | sin2m - ks,
k=1 1=0
ainst que
fay () =
Eneffet,pourtoutk,l:O,...,n—l,onasinwn-(%—%):O,donc

sin%rn-(%—%) _s
n?-sin®m- (L —£) s

et par suite

I (%) =mn -

Utilisant la premiére formule trigonométrique du numéro précédent, on a

n—1 n—1
2 n [
fn(l’):ﬁg - §+E (n—k)-cos(%r-k(g—x))]:
1=0 k=1
n—1 n—1 n—1
1 2 kl
:EE m+@’§ (n—k)<g nl-c0527r-5>00827r-k$
1=0 k=1 1=0
n—1 n—1
2 kl
+= - (n—k) (E nl-sin27r-g> sin 27 - kx .
n
k=1 1=0

4 D. Jackson, A formula of trigonometric interpolation, Rend. Circ. Mat. Palermo, 37 (1913), p. 371-375.
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Formule de Jackson 6.2

Pour le cas particulier n; = 1 pour tout l =0,...,n—1,o0n a
9 n—1 n—1 kl
fay (z) —1+— Z (ZcosQw-g> cos 2w - kx
k=1 1=0
9 n—1 n—1 Ll
+E : Z(n — k) (Zsin%r : E) sin2m - kx =1,
k=1 1=0
puisque
n—1 i BL e271'i-n% -1
(A n —_— p—p & = 0 . 0
e 7TZ'n _ 1
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6.3 Sommes de Gauss

6.3 Sommes de Gauss

Soit p un nombre premier impair, i.e. > 2, et considérons le groupe commutatif multiplicatif
[y des éléments inversibles du corps fini F), := Z/ pZ . On vérifie immédiatement que le sous-

ensemble IF;‘? = { d*lge IF;} des carrés des éléments de F) est un sous-groupe. Puisque [}
est cyclique d’ordre p — 1 , on voit que Ff est d’indice 2 , donc que

Fr /B2~ Z) 27 ~ {£1} .
L’homomorphisme canonique x : F; — {#1} est donc un caractére.
DEFINITION 1 On dit que 'application multiplicative uniféere
k
Z\pZ — F 25 {£1} 1k —> (—) ,
p

est le symbole de Legendre et que k est un résidu quadratique mod p si (%) =1, 1ie. sikest
égal & un carré modp .

En particulier on a

1 kl kN (1
<—) =1 et <—) = <—) <—) pour tout k,l € Z \ pZ ,
p p b/ \p

et si kl =1 modp , alors

car

BO-©-0-

500

k=1

En outre

car il y a autant de résidus quadratiques que de résidus non-quadratiques.

LEMME (Critére d’Euler) On a

En particulier
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Sommes de Gauss 6.3

En effet si g est un générateur de I, , dans F, on a
1\ 2 _ _
o= ) = (1) (157)

donc gp%l = —1 , puisque g%l # 1. Enoutre x(g) = —1 = x(—1) et si r € Z \ pZ est un
représentant de g , alors

rz =—1 modp

et il vient

pour tout j=1,....,p—1. g

REMARQUE 1 On peut montrer que

Remarquons que cette formule a un sens : puisque p € {1,3,5,7} mod8 , on vérifie facilement
que p> =1 modS8 .

DEFINITION 2 Pour tout k=1,...,p— 1, on dit que

7 (k) = g <£) Py

=1

est une somme de Gauss .

PROPOSITION On a

et

En effet si kk = 1 mod p , alors

w56 ()56 - () o

puisque I'application [ — kl induit une permutation de F; . En outre

- S0~ 5 () -
o\ \p p)\ P

km=1
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6.3 Sommes de Gauss

keym= k=1 m=1 k=1
o LEm \ P o LEm
p—2 m (e P > —e€ P _
= — - ) + ( ) (p—1)=
mz::l (p> s |

REMARQUE 2 Pourtoutl/=1,...,p—1,0na

HE)-6)- R -0

donc

2. ZE (z_l)) cos (27r :

S |~
N——

p—1 ;
=~ est pair

p—1 . .
=~ est impair

2% (&) sin (2n-

S~
N———

REMARQUE 3 Il semble que 'on ait
Rer(1) , Im7(1)>0,
donc que

/P p_;1 est pair
7(1) = si

i+ /D 4’%1 est impair
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6.4

Polynémes trigonométriques de Bernstein

p—1

2

6.4 Polynotmes trigonométriques de Bernstein
soit pair. Appliquons la premiére formule de

Soit p un nombre premier impair tel que
Jackson avec
l

o =0 et 771_<_) pour [ =1 ,p—1
p

)

Utilisant les propriétés des sommes de Gauss, on a
p—l (l sin® 7p - (é—x

2. sin’ 7 - (L—x
P

B =3 ) -

()
== —)+5-

p I \P 2t

9 P4 =/l

+ - (p—k) <—) sin 27 sin 27 - kx =
pT 4 =0 \P p
2
== (p—k) <—) cos 2w - kx

? k=1 p

DEFINITION On dit que f, est le polynéme trigonométrique de Bernstein

PROPOSITION Ona|f,| <1 et
p—
Ffp(2)] = —=.
2, \FhI="5
En effet
p—1 sin® 7 -(——m)
l P\p
< -). <
<X (G) o il
I—1 prosinime (o —x
L_ g

)

)
sin“ 7p -
p <p

p—1
L g

2-sin27r-(
P

>=f(1)=1,

(]

)

Lz

p-1 sin?7p - (
<
=0 P

)

L g

= p?-sin’7- (
S. Bernstein, Sur la convergence absolue des séries trigonométriques, C.R. Acad. Sci., Juin 1914, p. 1661-1663

5
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Polynémes trigonométriques de Bernstein

6.4
par la seconde formule de Jackson. D’autre part
() 2=l £ (- 1)
ffp (z) = ’ )
0 sinon
donc
2 & 2 (p—lp p-1
- = ==
R N v

REMARQUE (Conjecture de Bernstein) Pour tout polynoéme trigonométrique de la
Zriltid avec |f] <1, on a

forme f = Zlf_pﬂc e
p—1
p—1
> lal<—.
l=—p+1 \/]_)
On a toujours
p—1
> lal<v2p-1.
l=—p+1

En effet

1
p—1 p—1 2 1
> |Cl|<\/2p_1'< > |Cl|2> =\/2p—1-/ fP<vep-1. g
I=—p+1 0

l=—p+1

Claude Portenier
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La fonction de Carleman 6.5

6.5 La fonction de Carleman

LEMME Si f est une fonction a variation bornée sur [0,1] , alors

1
|Ff(2)] ng(f)‘_ pour tout z € 7" .
27 ||

En particulier on a Ff € P (Z) pour tout p € |1,00] .

On a en effet

—orizep |1
e 2mi-z-x

/O L () de = + /0 LT )

21 - 2 0

d’otl le résultat. A

THEOREME I existe une fonction continue périodique f sur R telle que
Ff ¢ (Z) pourtoutpe[1,2] .

Soit (pr) ey une suite de nombres premiers impairs croissante telle que, pour tout & € N*
on ait

pe —1 air
5 partr,
pr > e (*)
et
pr=4-piy - (%)
Pour tout n, k € N* avec k > n , on alors
Y. FhGI<, (3 % %)
|2[<pn—1
car
e (pn—Dpx _ 2p
k — n k n
ST Ff ) =20 Ham <2 2
|2l <pn—1 =1 D P VP
par (xx) .

On pose

= 1
f= % fn-
k=1
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6.5 La fonction de Carleman

Puisque |f,,| < 1, cette série converge normalement, donc définit une fonction continue péri-
odique sur R . On a

Ffe)= Y 5 Fh ()

keN*J)k}'Z‘

et

S FEEE Y FEs Y | Y o Fhe)] =

\Z\Spn—l pn—1<|z‘<pn_1 pn—1<‘2|<pn_1 keN*ka?k‘

- ¥

ff”" +Z F i (2

/
pn—1<|z‘<pn*1 k= n+1
T fp. (2) - 1

>y (s )
Pn—1<]2[<pr—1 k=n+1

F fon (2) — 1
> 2 T X 2 FhRGI=
Pr—1<]2|[<pn—1 k=n+1 Pr—1<2|<pn—1
F fon (2) F fon (2) — 1

- Y PRY- w ROl s LS e
|z|<pn—1 |z|<pn—1—1 k=n+1 Pr—1<]2|<pn—1
nl S uE S
“nZ-/pn e k? ~ In%p, — k? ’

l'avant derniére inégalité par (* * %) . Ainsi

VPr
2. 1FI@I> 5

|z|<pn—1

pour n assez grand. Si pour un p € [1,2[ on avait Ff € ¢?(Z) , on obtiendrait

3=

S oFEr@< | X FF@F ] @o- 1) < IFAL 2 e P

lz|<pn—1 lz|<pn—1

donc

1
0<[|Ff" 202 <?p, - ph 7,

S =

ce qui est absurde puisque 1 — % < % . O
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