Chapitre 1

LE NOMBRE 7

ET LES QUADRATURES

Pour I'histoire de 7 je ne peut que conseiller le livre de Jean-Paul Delahaye [6] et celui de
Pierre Eymard et Jean-Pierre Lafon [13].

Version du 1 juin 2006
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1.1 Babyloniens

1.1 Babyloniens

On trouve les approximations

~J et ~ 3 L% 3.125
R et T3+ e .
Cette derniére valeur provient d’une tablette babylonienne vieille de 4000 ans, i.e. datant de
—2000 , et découverte en 1936 . Les Babyloniens semble avoir comparé le périmetre d'un
hexagone & celui du cercle dans lequel il est inscrit. Ils ont obtenus la valeur, probablement
par une mesure approchée et exprimée dans le systéme de numération en base 60 , valant

: 24
57601 436602 = 20030 _

3600 25
donc
6 24
or 25
1.e.
25
TR — .
8

Ils étaient en outre capables de résoudre deux équations & deux inconnues, 'une étant quadra-
tique. Leurs calculs étaient numériquement trés précis. Par exemple il ont obtenus

V2 14+24-60"" +51-60"2+10 603 = 1.414212062 .
Remarquons que

V2 = 1.41421356 . . .

Ils connaissaient le théoreme de Pythagore et pouvaient résoudre le probléme suivant :

z

Si la partie supérieure d’'une échelle de longeur L placée contre un mur est descendue de la
distance d , & quelle distance se trouve le pied de cette échelle ?
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Egyptiens 1.2

1.2 Egyptiens

Papyrus de Rhind, découvert en 1855 et conservé au British Museum, contient le texte,
recopié vers I’'an —1650 , d’'un manuel de problémes datant probablement de 1800 avant notre

ére. Il contient I’approximation
16\
TR (5) =3.1604... .

La méthode indiquée pour calculer la surface S d’un disque de diamétre D s’exprime par

la formule
2 2 2
s_(p_PY _(16Y (P}
9 9 2

On parle de la diminution d’un neuviéme .

On ne sait pas comment les Egyptiens ont trouvé cette formule, mais le probléme 48 du
papyrus de Rhind suggére une solution. On considére un octogone irrégulier et un cercle inscrits
dans un carré de coté 9 .

=

™
La surface de 'octogone est

7-32 =63,

mais comme elle est manifestement plus petite que celle du cercle, il est raisonnable de I’estimer
a 64 . Cela simplifie aussi les calculs! On obtient donc la valeur approchée

L6 (16Y
T\

REMARQUE 1l est bon de remarquer que les Egyptiens, au contraire de Babyloniens,
connaissaient 1’égalité des rapports

périmeétre surface

diamétre  carré du rayon
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1.3 Thales, Pythagore, Zénon

1.3 Thalés, Pythagore, Zénon

Thalés de Milet : — 6247 - — 5477

C’est le premier étre humain a qui on a attribué la démonstration d’un résultat mathématique.
On lui attribue les résultats suivants :

THEOREME

(i)  Tout diamétre divise un cercle en deuz parties égales.

(ii) Les angles a la base d’un triangle isocéle sont égau.

(i1i) Si deux lignes se coupent, les angles opposés par le sommet sont égau.

(iv) Un triangle est déterminé lorsque sa base et les angles & la base sont donnés.
(v)  Les cotés des triangles équiangles sont proportionnels.

(vi) L’angle sous-tendu par le diamétre d’un cercle en un point quelconque de la circonférence
est un angle droit.

Pythagore de Samos : — 5697 - — 4757
Il étudie cette science sans représentation concréte, seulement & ’aide de la logique pure.

EXERCICE 1 Rappelons que Pythagore a certainement démontré son théoréeme sur les tri-
angles rectangles en utilisant 1’'une ou l'autre des figures suivantes :

D A E
B C .........................
F
I H | G
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Thales, Pythagore, Zénon 1.3

REMARQUE Les Pythagoriciens connaissaient la formule

2. m?—1\> m?+1\°
m =
2 2 ’

fournissant des triple de Pythagore si m est impair.

"Tout est nombre” , mais attention un nombre pour les Pythagoriciens est un nombre
entier positif. Remarquons qu’il n’est pas possible de comparer une longueur a une surface, par
contre on peut comparer deux longueurs & deux surfaces. Ils ont certainement pensés que deux
grandeurs pratiques (ou géométriques) A et B sont toujours commensurables, donc qu'il existe
une grandeur unité suffisamment petite U telle que 'on ait A=a-U et B=0b-U , ol a,b sont
des nombres entiers positifs.

Ils considérent donc des paires (a,b) de nombres entiers positifs et non comme nous le
ferrions le nombre rationnel .

DEFINITION Deux paires (a,b) et (¢,d) sont dites étre dans la méme proportion , nous
dirions équivalentes , s’il existe des nombres entiers positifs p, g, m, n tels que

a=mp , b=mg

et

EXERCICE 2 Montrer que (a,b) et (¢, d) sont dans la méme proportion si, et seulement si,
on a

ad = bc

i.e.

e
o

Zénon d’Elée : — 4907 - — 4257

Les Pythagoriciens considéraient I'univers comme constitué d’un coté par un fluide continu
et infini, qu’ils ne distinguaient pas de ’espace, de ’autre par des points matériels qui formaient
la substance des corps. Ils ne distinguaient pas ce point matériel du point géométrique ; I'un et
Pautre était reconnu comme indivisible et, en méme temps, la divisibilité infinie des grandeurs
était admise sans réserve. C’est cette conception insoutenable qui fut attaquée par Zénon a

Claude Portenier LE NOMBRE 7 ET LES QUADRATURES 5!



1.3 Thales, Pythagore, Zénon

'aide de ces célebres paradoxes. Cf. Paul Tannery, [29], p. 124 a 125 et [30], ainsi que Carl B.
Boyer [4], p. 81 4 84 .

EXERCICE 3 Soient 0 < a < b < ¢ . On dit que b est une moyenne de a et ¢ si

brabzaczal faaabbeccl g,
c—bc—a' c—0» a’b’c’a c’ab ’

Y a-t-il d’autres possibilités ? Les Pythagoriciens ont introduits dix moyennes a ’aide de ce
principe. Lesquelles ? Cf. C.B. Boyer, p. 61.
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Quadrature du cercle 14

1.4 Quadrature du cercle

C’est le probléme de construire un carré ayant la méme aire qu'un cercle donné, en n’utilisant
que la régle et le compas, posé par

Anaxagore de Clazoméne : — 499 - — 428

Cela revient a construire /7 avec la régle et le compas. Un autre probléme célébre est celui
de la rectification du cercle , i.e. la construction d’un segment ayant la méme longueur que le
périmetre du cercle, donc a construire 7w avec la regle et le compas. Comme il est possible de
multiplier des longueurs et d’extraire des racines carrées avec la régle et le compas, ces deux
problémes sont équivalents.

Dans les deux cas 7 serait algébrique. Mais il a fallu attendre 1882 pour que Ferdinand von
Lindemann ( 1852 - 1939 ) montre que 7 est transcendant, et prouve ainsi que la quadrature
et la rectification du cercle sont impossibles.

Hippocrate de Chio: — 4707 - — 4107

qu’il ne faut pas confondre avec le médecin Hippocrate de Cos, connaissait (vers —430 ) le

THEOREME Le rapport de la surface de deux cercles est égal au rapport du carré de leurs
diamétres.

S’il en a fait une démonstration, il a certainement inscrit des polygones réguliers semblables
dans les deux cercles et utilisé un principe d’exhaustion intuitif en augementant le nombres de
leurs cotés. Mais cette démonstration ne peut pas avoit été rigoureuse, puisque la théorie des
proportions n’était établie que pour des grandeurs commensurables.

REMARQUE Rappelons que la découverte de I'incommensurabilité de certaines grandeurs,
attribuée a

Hippasus de Metapontum : — 5° siécle ,

date de la seconde moitié de ce siécle. Pour plus de détails il est trés intéressant de consulter
article de Kurt von Fritz [20] et de démontrer les résultats du paragraphe 1.6.

Plus généralement Hippocrate utilise le principe suivant :

LEMME §i deux segments de cercle sont semblables, alors les rapports de leurs surfaces et
du carré de leurs cordes sont égaux.

Rappelons que I’angle sous lequel on voit une sécante depuis le centre du cercle est le double
de celui sous lequel on voit la méme sécante depuis un point sur la circonférence de ce cercle et
du méme coté que le centre (cf. Livre IIT des Eléments d’Euclide [10], proposition XX) et que
deux segments sont semblables si les angles au centre sont identiques (cf. ibidem, définition 11).

Utilisant ce résultat, Hippocrate a alors réussit a quarrer des figures ayant des bords com-
posés d’arc de cercle et qu’on appelle lunules . Léonard de Vinci en a construit plus d’une
centaine. Par exemple
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1.4 Quadrature du cercle

PROPOSITION La lunule

est quarrable.

Les demi-cercles D, , D, et D, sont évidemment semblables, donc
D, a° D, b
— == et —=—=.
D, 2 D.
D’autre part
Lo+ Ly+D.=Dy+ Dy + 1T,
d’ou 'on tire
a®> b
La-l-Lb: (—2+—2—1> DC+T:T
c c

par les théorémes de Thales et Pythagore. Ainsi la surface des deux lunules est égale a celle du
triangle et celle-ci se raméne avec la régle et le compas a celle d'un carré. —— [

EXERCICE On peut ausi quarrer les lunules suivantes :

-~

(a)

Le plus grand de deux cercles est un demi-cercle, le plus petit est tangent aux cotés du triangle

rectangle isocele.
A
A D

(b)
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Quadrature du cercle 14

Le quadrilatére inscrit dans le grand cercle satisfait aux égalités suivantes :
AB=BC=CD et AD*=3-AB*.

Le cercle du bas est tangent aux diagonales.

()

B_ O

A D

Le polygone satisfait aux égalités suivantes :
AB=BC=CD et 2-AE*=3-AB>.

Le cercle du bas est tangent aux cotés.

Hippias d’Elis : — 4607 - —4007

est resté dans I’histoire de mathématiques pour sa découverte de la trisectrice ou quadratrice .

DEFINITION C’est I'ensemble des points z; de C , pour t € |0, 1] , tels que z; =i , que

é—i‘ et Im z; se déplacent a vitesse constante et que

Zt

lim oy Imz; =0 et lim; o4 1.

E

Le point z est donc I'intersection des droites R+i-t et e’2?-R . En subdivisant I'intervalle
i-10,1] et I'arc de cercle dans le premier quadrant en 2" parties égales, ceci est possible avec la
régle et le compas, on construit immédiatement un ensemble dense de points de cette courbe.

Par définition le point sur la trisectrice a la hauteur ¢ détermine un angle égal a 7 - ¢; en
particulier si 'angle 7 - ¢ est donné, alors en subdivisant le segment de hauteur ¢ en trois, ceci
est possible avec la régle et le compas grace au théoréme de Thalés, on obtient la trisection de
cet angle.

™
Z .t
2

i-t 2t
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1.4

Déterminons z; .

et par suite

donc

et

d’ou

Comme

Quadrature du cercle

On a

. n 4T
Tr+1-t=zz=e2" 14,

s A
xtzrt'cos<§~t) , t:rt~81n(§-t),

T
xt:t-cot(g-t> ,
T .
zt:t-cot<§~t>+z~t.

. . t T 2
limy_o4 74 = limy_o4 ——— - cos <— : t) =—,
sin (E t) 2 T

2
Dinostrate : — 3907 - 3207

a crit résoudre le probléme de la quadrature du cercle, mais il faut passer a la limite et ceci ne
peut pas se faire avec une régle et un compas !

10
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Eudoxe, Euclide 1.5

1.5 Eudoxe, Euclide

Fudoxe de Cnide : — 4087 - — 3557
Euclide d’Alexandrie : — 3257 - — 2657

La crise provoquée par la découverte de grandeurs (géométriques) incommensurables a été

M A

résolue par Eudoxe. Il a étendu la définition ”étre dans la méme raison” donnée par les Pytha-
goriciens de la maniere suivante :

DEFINITION 1l considére des grandeurs géométriques a, b, ¢, d et il dit qu’elles sont dans la
méme raison ou sont proportionnelles , la premiere a la deuxiéme et la troisiéme a la quatriéme
(cf. livte V des Eléments d’Euclide [10], définitions 6 et 7), si, pour tout nombres entiers
strictement positifs m,n , on a

na <mb et nc<md
ou bien

na=mb et nc=md
ou bien

na>mb et nc>md.

Il dit aussi qu'une raison (ou rapport ) est une certaine maniére d’étre de deux grandeurs
suivant la quantité (ibidem, définition 3). Nous écrirons (a,b) = (¢,d) . C’est évidemment une
relation d’équivalence (cf. exercice ci-dessous) et une classe d’équivalence correspond & sa notion
de raison!

Indirectement il suppose que a et b posséde un rapport l'une par rapport a ’autre (cf. ibidem,
définition 5), c’est-a-dire que 'une de ces grandeurs est capable en étant multipliée (par un
nombre entier) de surpasser I'autre. Nous disons maintenant que c’est 1’ axiome d’Archimeéde ,
car Archiméde est le premier & I'avoir formuler comme tel.

Montrons sur deux exemples la maniére précise, transmise par Euclide, avec laquelle Eudoxe
a formulé sa théorie des proportions.

PROPOSITION
(i)
(a,b) = (¢,b) entraine a=c .
(i)
(a,b) = (¢,d) entraine ad = bc .
Démonstration de (i) Sil'on a a < c, alors il existe un entier strictement positif n tel

que

n(c—a)>b.
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1.5 Eudoxe, Euclide

Soit alors m le plus petit entier strictement positif tel que mb > na , donc tel que
mb>na>(m-—1)b.
En additionant il vient
nc>mb ,

mais comme na < mb , ceci contredit (a,b) = (¢,b) . On montre de méme que a > ¢ conduit a
une contradiction.

Démonstration de (ii) On voit immédiatement que

(a,b) = (ad, bd)

et
(c,d) = (be,bd)
donc
(ad,bd)) = (be, bd)
puis
ad = bc
par (i). O
EXERCICE

(a) Montrer que = est une relation d’équivalence.

(b)  Quel est le lien entre les raisons d’Eudoxe et nos nombres réels ? Préciser les structures
qui entrent en jeux. Associer une coupure de Dedekind & la raison [(a,b)] (cf. Analyse 4.7) et
montrer que cette application est injective. Est-elle surjective ?

(¢) Montrer que (a,b) = (¢,d) est équivalente a 'une des deux conditions suivantes :
(i)  Pour tout m,n € N* | on a
na <mb <= nc<md
et
na=mb <<= nc=md
et
na>mb <= nc>md.

Utiliser les reégles de Morgan (cf. Analyse, exercice 1.4.2.vi).
(ii) Pour tout m,n € N*, on a

nao<mb <= nc<md.

Appliquer judicieusement ’axiome d’Archiméde, en n’oubliant pas la contraposi-
tion !

(iii) Méthode d’Eudoxe dite de la double réduction & l’absurde pour prouver une égalité :
On a (a,b) # (c,d) si, et seulement si, il existe m,n € N* tels que l'on ait

na<mb et nc>md
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Eudoxe, Euclide 1.5

ou bien
na>mb et nc<md.

11 faut & nouveau utiliser I’axiome d’Archimeéde.

Nous allons maintenant démontrer le théoreme d’Hippocrate a ’aide de la méthode d’ex-
haustion . Cette méthode a été développée, probablement par Eudoxe, & la place d'une notion
de limite impossible pour les Grecs d’étre formulée a cause de leur peur de 'infini!

THEOREME (Euclide X.1) Soit ¢ > 0 donné. Si (My,),cy est une suite telle que
Mgy < = - My pour tout k € N |

alors il existe n tel que M, < ¢ .

Soit N tel que N - € > My . Montrons que (N — k) - € > My, pour tout £k =0,...,N — 1.
Cette assertion est vraie pour £k = 0 . Etant vraie pour ket sik+1 < N—1,ie. N—k > 2,

onac< (N;k)'s;il vient alors
(N—k—l)ws-(N—k)-e—a}(N—k)-e—N;k-s—
1 1
:§'<N_k’)'€>§'Mk>Mk+1-
Notre assertion est donc vraie pour k=N — 1, donc My_1 < €. ]

REMARQUE 1 La formulation originale d’Euclide doit étre interprétée avec des inégalités
stricte ; la traduction frangaise de D. Henrion de 1632 est la suivante :

Etant proposées deux grandeurs inégales, si de la plus grande 1’on retranche plus de la
moitié, et du reste encore plus de la moitié, et qu’en continuant cela se fasse toujours ainsi, il
demeurera en fin une grandeur plus petite que la moindre des deux proposées.

Soient M, la plus grande des grandeurs proposées, € la plus petite et N tel que N-¢ > M, .
Euclide argumente & ’aide d’une récurrence intuitive effectuée sur deux pas. Plus précisément
soient d'une part M,..., My_1 , ce que 'on obtient en retranchant successivement plus de la
moitié du reste, et d’autre part (N —1)-¢,...,e.Si (N —k)-e > My , puisqu’on retranche
plus de la moitié & My et € & (N — k) - € qui est moins que la moitié, ¢ < (N;k)’a est équivalent
ak < N-—2,onobtient (N—k—1)-e > My, . En particulier pour kK = N — 2 | il vient
e > Mpy_1 . Comme soutien est ajouté une figure analogue a la suivante :

T3¢
MO__,,
+2¢e
M+
+—&
Mz"w
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1.5 Eudoxe, Euclide

COROLLAIRE FEtant donnés un cercle et € > 0 , il existe un polygone P régulier inscrit
dans C' tel que

Surf (C) — Surf (P) < ¢ .

On commence avec un carré Fy inscrit et on double successivement le nombre des cotés. Le
polygone P, a donc 2+2 cotés.

o N

A

2-Surf (A[A, B,C]) =Swrf (O[A, B, D, E]) > Swf (O [A4, B,C]) > Swf (A [A, B,C)) ,

ce qui montre qu’a chaque étape on enléve plus de la moitié de la surface qui restait, d’ou le
résultat par la méthode d’exhaustion.
Plus précisément posons

My, := Surf (C) — Swrf (By) .

Nous allons montrer que

1
Mk—Mk+1>§'Mk,
ie. Mk—i—l < % : Mk .
On a
Mk - MkJr]_ = Surf (Pk-+1) — Surf (Pk) =
92 Suf (A [A, B, C]) > % (22 S (O [A, B, C]) =
1 1
ce qu'il fallait démontrer. O

THEOREME (Euclide XIIL.2) SiCy et Cy sont des cercles de rayon ry et ro , alors
(Surf (C1) , Surf (Cy)) = (r7,73) .

Nous utiliserons le fait que si P; est un polygone inscrit dans C] et si P, est un polygone
similaire inscrit dans Cs , alors

(Surf (Py), Surf (P)) = (r3,73) - (%)
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Eudoxe, Euclide 1.5

Il suffit de décomposer les polygones en triangles, chacun de ces triangles ayant pour base I'un
des cotés de ces polygones et pour sommet opposé le centre du cercle. Les triangles correspon-
dants étant similaires on obtient immédiatement le résultat.

Démontrons maintenant le théoreme a ’aide de la double réduction a I’absurde. Par symétrie
nous pouvons supposer qu’il existe m,n € N* tels que

n - Surf (C1) > m - Surf (Cy) et n-r2 <m-7j .
Par la méthode d’exhaustion il existe un polygone P; inscrit dans C tel que
Surf (1) — Swrf (Py) < e := Surf (C}) — % - Surf (Cy) |
ie.
n - Surf (Py) > m - Surf (Cy) .

Soit P, un polygone similaire & P; inscrit dans Cy . Mais comme n - 72 < m - 735 est équivalent
an-Surf (P;) < m - Surf (P,) par (x) , on en déduit

m - Surf (Cy) < m - Surf (P2)
donc Surf (Cy) < Surf (P,) , ce qui est absurde. O

REMARQUE 2 Dans le livre XII d’Euclide on trouve le volume d’un céne P de hauteur h
et a base polygonale (une pyramide) ou circulaire B :

1
Vol (P) = 3 h-Surf (B) .
Ce résultat est da, d’apres Archimede, a

Démocrite d’Abdére : — 4607 - — 3707,

mais il a été démontré la premieére fois par Eudoxe. Le dernier résultat du livre XII est le
suivant : Si deux sphéres S7 et S5 sont de rayon r; et 9 respectivement, alors
(Vol (S1), Vol (S3)) = (r},73) .
On en déduit que le volume d’une sphére est proportionnel au cube du rayon. Mais c’est
seulement Archimeéde qui montra que la constante de proportionnalité est
4

3
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1.6 Le pentagone et la section d’or

1.6 Le pentagone et la section d’or

Comme corollaire de la méthode d’exhaustion on a le critére d’incommensurabilité suivant :

THEOREME (Euclide X.2) Side deux grandeurs proposées on retranche toujours la plus
petite de la plus grande, sans que le reste mesure la grandeur précédente, alors ces grandeurs
sont incommensurables.

Plus précisément soient a, b des grandeurs géométriques avec a > b > 0 . Posons zy := a et
21 := b . Soit oy, I'unique entier strictement positif tel que

ag T < Ty < (o + 1) -z,
En posant
Tpt1 = Tp—1 — O * Tk

I’hypothése signifie que l'on a z;, > 0 pour tout k .

Si a et b sont commensurables, il existe un € > 0 et des entiers positifs m, n tels que a = m-¢
et b =n - ¢ . Par récurrence il est clair que chaque x est un multiple strictement positif de ¢ .
En outre il vient

1
Tpt1 < 5 Tr—1

car
xk_1—2-xk+1:2-ak-xk—xk_12(ak+1)-xk—xk_1>0.

D’apreés le principe d’exhaustion (théoreéme 1.5), il existe un entier positif n tel que 0 < x5, < &,
ce qui est impossible puisque s, est multiple strictement positif de ¢ . 0

COROLLAIRE Les diagonales d’un pentagone ABCDE définissent un nouveau pentagone

A'B'C'D'E’
A A
B B
v. Cl
& E FE I E
Bl
C C

D D
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Le pentagone et la section d’or 1.6

et on a les formules
AC—AB=C'E e AB-C'E'=AB .

En particulier les deux grandeurs AC' et AB sont incommensurables. Plus précisément le rapport
de la diagonale d’un pentagone a son coté satisfait a

AC  AB
AB  AC - AB’
donc est égal au nombre d’or, i.e.
AC  1+5
AB 2

Voici une démonstration moderne de ces faits. Le pentagone étant défini comme un polygone
inscrit dans un cercle de centre O et ayant ses cing cotés égaux, les triangles AAOB , ABOC',
etc... sont égaux, donc

_27T

/AOB =/BOC = ... = -
Ce pentagone est donc invariant par toute rotation de centre O et d’angle un multiple de
2?” . Il en est de méme de toutes les droites et de tous les points que 'on peut construire,
en particuliert du polygone A’B'C'D’'E’ . Puisqu’une rotation est orthogonale, donc conserve
le produit scalaire et en particulier les distances et les angles, les sommets de ce polygone se
trouvent sur un cercle et A’B’ = B'C’ = ...; c¢’est donc un pentagone. En outre

/ABC = /BCD = ... ,
et en considérant les triangles AEB , BEC et CED , on obtient 5 - ZABC' = 37 , donc

/ZABC = 3% )
On a également
/BAC=/CBD=... e /BCA=/CDB=...,
mais comme le triangle ABC' est isoceéle, ces angles sont égaux. On en déduit que
1
LBAC =5 - (v — LABC) = g .
En outre
/DBE =/ECA=...

et

3T T 0w

/DBE=——-2-—=—.

5 5 5

Il est alors clair que
4BE/A=7T—3.%:2%:4ABE’.

Ceci montre que le triangle BAFE' est isocéle, donc que AB = AE’ | et par suite
AC — AB=AC — AF' =CE' = AC' =C'E’
puisque le triangle AC'E’ est aussi isocele : en effet

/AE'C' = % (m—ZE'D'C')==-(nr— ZAD'B) =

1
2
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1.6 Le pentagone et la section d’or

1 T s
:—-2'—:—:4E,AC,-
2 5 5

Puisque BD’A est aussi isocele et égal & AC'E , on a
AB—-C'E'=AB - AD'=D'E' = A'B".
Finalement, les triangles ABC' et AD'B sont semblables, donc
AC AB AB  AB
AB AD' CE  AC-AB’

On vérifie immédiatement que

AB > C'E' > A'B’ .
Ainsi en alternant
diagonal — coté et coté — diagonal du pentagone plus petit,

on peut appliquer le théoréme, ce qui montre que AC' et AB sont incommensurables. — [

REMARQUE En général on définit la nombre d’or ® comme le rapport du plus grand des
cOtés d’'un rectangle a au plus petit b lorsque le plus grand est au plus petit comme la somme
est au plus grand, i.e.

_a_a+b_1+1
b a d

On a donc ®? — ® — 1 = 0 et par suite

1++5

¢ = g = 1.618033988749... .
Il est aussi définit par la condition du corollaire
o2 b 1

b a—-b ®-1°
On dit aussi qu’un point M divise un segment AB en extréme et moyenne raison si
_AB AM  AM
~AM  MB AB-AM "
La formule & =1 + % montre que la représentation en fraction continuée de ® est
1

—_.
L i w—

o

O=1+

Lt

Puisque ®2 =1+ ® , donc ® = /1 + ® , on a en outre

P = 'L+¢L+¢1+V1+vTITi
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Archimede et le cercle 1.7

1.7 Archiméde et le cercle

Archimeéde de Syracuse : —287 - —212

[’égalité des rapports

périmeétre surface

diametre  carré du rayon

a été démontré la premiére fois par Archimeéde dans son livre ”Kreismessung” [1]. Il prouve
tout d’abord la

PROPOSITION (I) SiC est un cercle de rayon r et de périmétre L , on a

Surf(C’):%-T-L.

Le résultat en découle immédiatement
L Surf(C)
ST
Pour démontrer (k) , il étend la méthode d’exhaustion a celle dite de compression , en

considérant des polygones circonscrits en plus des polygones inscrits.

Tout d’abord si Surf (C) > % -r - L , par la méthode d’exhaustion il existe un polygone

régulier & n cotés P inscrit dans C' tel que
Surf (C) — Surf (P) < € := Swrf (C) — % -r- L.
On a donc
Surf (P) >%-’I“-L.
Si s, est la longueur de I'un des cotés de P et h,, la hauteur du triangle isocele, dont le sommet
opposé a ce coté est le centre du cercle, on a
n-s,<L et h,<r.

On en déduit que
1 1
Surf(P):n-i-sn-hn<§-r-L,

ce qui est absurde.
Si maintenant Surf (C') < 1.7 L, par I'extension de la méthode d’exhaustion, il existe un
polygone régulier a n cotés ) circonscrit a C' tel que

Surf (Q) — Surf (C) < € := %-r - L —Surf (C) .

On a donc

Surf (Q) <

DN | —
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1.7 Archimede et le cercle

Si ¢, est la longueur de I'un des cotés de @) , la hauteur du triangle isocele, dont le sommet
opposé a ce coté est le centre du cercle, est r et on a

n-t, > L.
On en déduit que
1
Surf(Q):n-i-tn r>—-r-L,

ce qui est aussi absurde. O
THEOREME (III) On a

223 10 1 22

3.1408...= — =3+ — 3+ - =—=23.1429...
T T

Archimeéde procede par doublement successif du nombre des cotés de deux hexagones, I'un
inscrit, 'autre circonscrit, en utilisant deux récurrences doubles. Il les obtient par des consi-
dérations de triangles semblables et le théoréme de Pythagore dans les figures suivantes. Nous
désignerons par 7, le demi-coté du polygone régulier circonscrit a n cotés et par s, le coté du
polygone régulier inscrit a n cotés.

Tn
Cn
Ton
T T
On a
2 2
r Cn r c r
—="4— et 2=—+1, (%)
T2n Tn  Tn Ton 2n
ainsi que
2 2
by, b, 2r 2r
— =—4 — et <2) :—34—1 (%)
Son  Sn Sn 52 s2

Pour faire ses calculs Archiméde commence par I"approximation
265 1351
— < V3I< —;
153 V3 780
en effet

= = <3< = =
1532 31532 70227 1825200 3 - 7802 7802

Il minore les s,, en arrondissant vers le bas et majore les 7,, en arrondissant vers le haut.

2657  3-265° 370225 3-1825201  3-1351* 13517

20 LE NOMBRE 7 ET LES QUADRATURES Claude Portenier



Archimede et le cercle 1.7

On montre facilement que

[\

Ce

r
—=3 et —=2,
ainsi que
2 2
r
2 =3 et —=2.

En utilisant les relations (x) et (x%) Archimeéde montre finalement que

ro. 46733 .2 20173
To6 153 ¢ Sog 66 ’
d’ou il en déduit immédiatement
10 66 L 153 1
34+ =<9 ——— < — <96 —= <3+ -,
7 20173 2r 46735 7
ce qu’il voulait démontrer. [l

EXERCICE 1 Montrer que l'on a les formules de récurrence

s2 2-t,
et th =

2+ /4 —s2 24+ /A+12

2 _
Son =

On a immédiatement

86:1 et t(j:

28

En définissant les fonctions
2y

f(@zm et g(y)zﬂ—m’

on obtient successivement
1

812:f(1):2+\/§7
p _f( 1 )_ 1 B 2
#7243 72(2+\/§)+ 2+ 15v3 8+ 4V3+3vV2V3+5v2

2 2 _ 2
Sas = f <8+4\/§+3\@\/§+5ﬁ> 16+8VBH6v2VE+10v2+v2, /(424424473 1173v/2v/3+299+/2)

et
2 2
te=g(—= | =
2=y <¢§ ) 2+/3
=g = -
“ 24v3)  (VB+1) (V2V3+v2+4) 2+VB+V2B+12
lais =9 ( 2 ) = y )
2+v/3+v2V3+v2 2+VEHV2VEHV2HV2 [ (8+4v3+3v2v3+512)

Comme

48'896<7T<48't96,
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1.7 Archimede et le cercle

on obtient numériquement

3.141031951 ... < 7w < 3.1427146 . ..

EXERCICE 2 Pour tout a,b € R, avecb < a,ona

a+Va?—b2= \/_ \/a—l—b—l—\/a—b> .

VRS

En particulier

V3 V=2 (V1)
et
\/26+15\/§—§-(3\/§+5),

\/1+cost+\/1—cost:\/5-\/1+|Sint| pour tout t € [—g,g} .

Il est aussi utile d’écrire cette égalité sous la forme

Ty + 2Ty =T+ /Y

pour tout xz,y € R, . En particulier on a

V3+2vV2=1+2

54+2V6=v2+V3.

Finalement pour tout u,v € R, avec u> —v = w? , on a

e

REMARQUE Dans le Livre X des Eléments d’Euclide, cf. 55 - 58, on trouve la formule
suivante, évidemment exprimée dans le langage géométrique :

Vv = [ (e v + [} (i - vi=a)

et
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La quadrature de la parabole : méthode géométrique 1.8

1.8 La quadrature de la parabole : méthode géométrique

Rappelons que les Grecs ont définis la parabole comme une section conique, le plan d’in-
tersection étant paralléle & I'une des génératrices du cone. Les résultats suivants étaient connus
bien avant Archimede et se trouvent dans les traités sur les coniques de

Aristée le vieux : —370 7 - —=3007

et d’Euclide.
Soit AB la base d’un segment de parabole.
(a) La droite T parallele & AB coupant encore la parabole et la plus éloigné de AB est

tangente & la parabole en un point P , dit le sommet du segment. La distance h entre ces deux
droites s’appelle la hauteur du segment.

(b) La paralléle a I’axe de la parabole passant par P coupe toute corde RS paralléle a la base
en son milieu N .

(¢c) Si M désigne le milieu de AB , on a

PN  NR?

PM ~— MA2’
i.e. dans le systéme de coordonnées obliques dont le premier axe est T' et le second la droite
PM , I'équation de la parabole est

PM
Az’

Y

‘axe

P

Archimeéde montre dans son livre ”Die Quadratur der Parabel” dans [1], § 21 & 24, p. 171
et ss., que

THEOREME La surface S du segment de parabole ABP est égale a % de celle du triangle
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1.8 La quadrature de la parabole : méthode géométrique

ABP .

Considérons le parallélogramme construit sur la base AB et dont les cotés AA" et BB’ son
paralléle & M P , donc a ’axe de la parabole. On a évidemment

Surf (ABB'A") > S > Surf (ABP) = % -Surf (ABB'A") > % S

Soient P; et P, les sommets des segments de parabole définis par les cordes AP et PB . Les
paralleles Py My et Py M, a PM coupent respectivement AM et M B en leur milieu M; et M, .

A \

Al

B

Si S désigne la surface du segment de parabole AP, P , comme ci-dessus on obtient
1
Sl 2 Surf(APPl) 2 551 .

Il en est de méme pour le segment de parabole BP, P et le triangle BP P, . On procéde succes-
sivement de la méme maniére. A chaque étape on enléve donc plus de la moitié de la surface
restante. Par le principe d’exhaustion, aprés un nombre fini de subdivisions le polygone inscrit
dans le segment de parabole est tel que la surface restante soit aussi petite que I'on veut.
Déterminons maintenant la surface de ce polygone. Utilisant (c¢) on obtient
PN NP? M M? 1

PM — MA?2  4AMM? 4’
donc PM =4 - PN et par suite PPM; = NM = PM — PN =3 - PN | puis
4
PM - g . P1M1 .
Mais PM = 2 - UM, par le théoréme de Thalés, donc UM; = % - PiM; . Ainsi P,U = P\M; —
UM, = 5 - P/M; , donc

UM, =2-PU.
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La quadrature de la parabole : méthode géométrique 1.8

On en déduit
Surf (AMU) = 2 - Surf (AU P,)

et
Surf (UM, P) =2 - Swrf (PLUP) .
Mais
Surf (AM,U) + Surf (UM, P) = Surf (AM,P) = Surf (M1 M P) =
= % -Surf (AMP) = i -Surf (ABP)
donc

Surf (APP,) = Swrf (AU Py) + Swrf (PLUP) = é - Surf (ABP) .
De la méme maniere il vient
Surf (BPP,) = é - Surf (ABP) ,
et par suite

Surf (APP,) + Surf (BPP,) = i - Surf (ABP) .

Ainsi a chaque étape on ajoute }1 de la surface ajoutée précédemment. Aprés k étapes la
surface du polygone est
k—

Z -Surf (ABP) < S .

=0

Archimeéde argumente alors de la maniére suivante : on a

41 1 1
3 4 3 417
donc
4 &1 101 4 1 &1 11 41 &
37 T3 T3 3 4wt T3 33 4w
et par suite
—1 1 1 4
UM

Si maintenant S > % - Surf (ABP) , nous avons vu par le principe d’exhaustion qu’il existe
un polygone inscrit tel que

E‘

|

S— o

-Surf (ABP) < S — % - Surf (ABP) .

<.
Il
o

On a donc

N
—_

>

Lo W~

Y

1
4

<.
Il
o

ce qui est absurde.

Claude Portenier LE NOMBRE 7 ET LES QUADRATURES 25



1.8 La quadrature de la parabole : méthode géométrique

Finalement si S < ‘3—1 - Surf (ABP) , Archimeéde choisit un polygone inscrit tel que

1 4
= Surf (ABP) < 3 Surf (ABP) — S .
Mais comme
4 =111 &1
372w T3 Sy T
j=0 j=0
on obtient
4 1 1 4
<§ - 2. 4—3) -Surf (ABP) < 1 Surf (ABP) < 3 Surf (ABP) — S,
donc
L
S<> L - Swf (ABP) |
§=0
ce qui est aussi absurde. [l

REMARQUE 1 Gréace a la notion de convergence nous pouvons plus simplement écrire

1, Uty I > ]
— = l1m — — = —
3 ‘ 43 4 T Ly

Jj=0

et

L 4

Jj=

k—1 [e's)
S = limy (Surf (ABP)-) 1,) S L g (ABP) = % - Surf (ABP) .

REMARQUE 2 [L’argument d’Archiméde se généralise, pour tout r € R~ {1} , sous la

forme
n—1 n—1
1 , 1 T - r
. rl 4| = . ri=1 =
—r (Z * > 1—7’+1—r Z +1—r
7=0 7=1
n—2 n—1
1 T , 1 r .
= + : T4 = + -y
l—7 1—7 (ZT ' ) - 1o &
7=0 7=0
donc
n—1
, r" 1
ri _
Z * 1—r 1-—7r"
7=0
c’est la formule d’Archimeéde pour r = %1 , qui donne la somme de la suite géométrique
n—1 1 g
) = !
: 1—r
7=0

26 LE NOMBRE 7 ET LES QUADRATURES Claude Portenier



La quadrature de la parabole : méthode mécanique 1.9

1.9 La quadrature de la parabole : méthode mécanique

Archimeéde écrivant a

Eratosthéne de Cyréne : —276 - —194

(cf. "Eine neue Schrift des Archimedes" dans [1], p. 379 et ss.) lui communique une nouvelle
méthode permettant de s’assurer de la validité de nouveaux résultats, mais qu’il ne considére
pas comme une vraie démonstration (ibidem, p. 386).

Il considére un segment de parabole comme dans la figure ci-dessous. On a ad = o et les
droites a( et £u sont paralleles a ’axe de de la parabole. Le point £ est quelconque sur oy . La
droite v( est tangente a la parabole en v , donc 65 = fe (cf. ”Die Quadratur der Parabel” dans
[1], § 2, p. 154). Sour forme moderne, remarquer que si y = 2% est ’équation de la parabole,
celle de la tangente en §y est y = 2- 5y -z — 67?% , donc 63 = 72 = e . Il considére en outre
la droite v telle 2y = 21 comme la fléau d’'une balance et le théoréme de Thalés montre que
Ev=vu et asx= (.

v ¢
n
m
€
v
X
B
w
o 13 ) g
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1.9 La quadrature de la parabole : méthode mécanique

D’aprés "Die Quadratur der Parabel” dans [1], § 5, p. 156, on a
ay _ Ep

af  fw’
A nouveau sous forme moderne, si x est 'abscisse de £ , on peut écrire
7 — (207 2 — V%) + 62 26y (0y—2x)  2-6y  ay

fw 572 — 22 (6y—z)(6y+2z) ad+z af’
Il vient alors

ay oy
aé s’
donc
xd vy ay p
o af fw
En choisissant 7 := £w , on en déduit que les segments de droite 71 et £u sont en équilibre
par rapport & s , i.e. »r est le centre de gravité de ces deux segments de droites. Par conséquent
le triangle ay( est en équilibre par rapport a s avec les sections du segment de parabole
transportées en 1 , ce qui montre que le triangle avy( est en équilibre avec le segment de
parabole transporté de telle maniére que son centre de gravité soit en ¢ .
Le point y , choisi sur la droite vs¢ de telle sorte que sy = 3 - sy , est le centre de gravité
du triangle ay( . Si S désigne la surface du segment de parabole, on a alors
Surf (Aay() 20 ey 3-3x _3
S xx  xX X ’
mais Surf (Aay() = % caf oy = % 460 - ay=4-Surf (Aayp) , donc

S = - - Surf (Aar() = g - Surf (Aayp) .

Ll
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La spirale d’Archimede 1.10

1.10 La spirale d’Archimeéde

Les résultats qui suivent sont tirés du livre d’Archimede " Uber Spiralen” dans [1], p. 1 et
SS..

DEFINITION La spirale d’Archiméde est la courbe décrite par un point se déplagant &
partir de 'origine a vitesse constante sur un rayon qui tourne lui-aussi & vitesse constante.

Cette définition se trouve a la fin du § 11 de son livre. En termes modernes c’est la courbe
paramétrée

v:R—C:t—a-t-e®.

EXERCICE (§ 20) Etant donné ¢ € R, , calculer a ’aide des nombres complexes I'inter-
section z de la tangente a cette spirale au point «y (¢) avec la perpendiculaire en 0 & v (¢) . Que
peut-on dire de |z|?

C

Le but de ce paragraphe est de reproduire la méthode d’Archiméde pour calculer la surface
délimitée par deux rayons et la spirale. Il commence par démontrer certaines formules sur des
sommes liées & une progression arithmétique de grandeurs géométriques.

LEMME (§ 10) Soit n un entier strictement positif. On a
nfn’ Y k=3 K.
k=1 k=1
Je reproduis sous forme moderne exactement sa démonstration, écrite dans le cas n = 8 .
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1.10 La spirale d’Archimede

Tout d’abord on a

n n—1 n
nP ot n? ) k=04 (ktn—k’+n’+) k=
k=1 k=1 k=1
n—1 n
=n’+ ) [F+2k-(n—k)+n—k)?]+n*+> k=
k=1 k=1
n—1 n—1 n—1 n
=n?+ Y K 4+) =k +n?+2-) k-(n—k)+) k=
k=1 k=1 k=1 k=1
n n—1 n
=2 K42 k-(n—k)+ > k
k=1 k=1 k=1
Pour traiter le terme 2) ,_ k- (n — k) + Zk . k , Archimede constate tout d’abord que
n—1 n—1
n’=n Z = +Zk+ n—k)]=n+2-Y k, (%)
- k=1

n n 7j—1 n n j—1
zj2:z(J+2 k>: 23S
j=1 j=1 k=1 j=1 7j=1 k=1

n n—1 n n n—1
=> k+2-> k= k+2-Y k-(n—k),
k=1 k=1 j=k+1 k=1 k=1
d’ou le résultat. O
COROLLAIRE On a
n—1 n
3 Z k< n® <3 Z k2
k=1 k=1

La seconde inégalité est immeédiate. Quant & la premiére il suffit de constater, en utilisant
(*) » que

n—1

3-n=n’+2-n+4-> k>n’ +Zk
k=1 k=1
donc que
n—1 n n
3-) K =3-) K -3-n’=n+n"+) k-3-n"<n’
k=1 k=1 k=1
a aide du lemme. ]

REMARQUE Cette inégalité peut s’écrire sous la forme
1

- 1
3 2 3
— . < k< = 1
Sn ;1 3 (n+1)
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La spirale d’Archimede 1.10

/ x2dx:1-a3.
0 3

En effet en considérant la subdivision (k: . %) r—o. ., de[0,a] , les approximations de foa r?dx
par en bas et par en haut sont respectivement

On en déduit facilement la formule

0 a
3 n—1 n—1
S C RO (GRS
k=0 k=0
n 2 3 n 3 +_1 3
() ) e ()
d’ou le résultat. O

Revenons a la quadrature d’'un segment de spirale. Archiméde considére la progression

arithmétique a , a+b, ..., a+n-bavec n = 6 et compare trois rapports, que nous écrirons
sous forme de fractions.

PROPOSITION (§ 11) Ona

i (atn b (a+n-b)? _Yisplatn by
St (a+k-b)? a-(a+n-b)+3-n?-b? Pa(a+ kb))

Pour simplifier posons r := g . Il nous suffit de montrer que

n - 1 - n
S (L+k-r)? 14n-r+35-n2-r? P (L+k-r)?’

i.e.
n—1 1 n
2 2 9 2
(1+Fk-r) <n-(1+n-7‘—|—§-n -7“)<Z(1+k-r) :
k=0 k=1
Grace au corollaire on a tout d’abord
n—1 n—1
S +ker) =) (1+2-k-r+k 1) =
k=0 k=0
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1.10 La spirale d’Archimede

<n~|—n2-r+%-n3-r2:n-(1+n-7‘+1-n2-r2> ,

3
puis
I+k-r)?=) 1+2-k-r+k*r?) =
k=1 k=1
:n—l—(Zk—i— (n—k+l))~r+2k2-r2>
k=1 k=1 k=1
2 Loy Ly
>n+n-r—|—§-n-r =n- l—l—n-r—l—g-n-r ,
ce qu’il fallait démontrer. O

THEOREME (§ 26) Le rapport de la surface S d’un segment de spirale délimité par deux
rayons de longueur vy < ry respectivement et ayant un angle au centre o a celle X d’un secteur
circulaire de rayon ry et de méme angle au centre est comme

1
Tl-T2+—~<T2—T1)2 a T

3

Subdivisons le segment de parabole en n segments ayant le méme angle au centre = .

— o ra=ry ) . . . ) )
Posons a rretb —”n” En inscrivant et circonscrivant des secteurs circulaires leurs rayons
sont respectivement

rm=a,a+b,...,a+(n—1)-b=ry—1>
et

rm=a+b,a+2-b,..., a+n-b=ry.
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La spirale d’Archimede 1.10

Le rapport de la surface du secteur de rayon a + k - b a celle du secteur ayant méme angle au

2
centre et de rayon ry étant % , le rapport des surfaces S; et Sy des secteurs inscrits et
2

circonscrits & X est donc
n—1

(a+k-b)? Si(a+k-b)?

n-rs "y (a4n-b)?

k=0
et

Sy x~(a+k-b)® o (a+k-b)?

= - n 2
> 5 nn > i1 (@+n-b)
d’apres la proposition on obtient
S _a-(a+n-b)+35-n*-bv* S,
= > 5 > =
)y (a+mn-b) by
Comme toujours par la méthode d’exhaustion (§ 21let 22) et la double réduction a 'absurde
Archiméde en déduit que

S a-(a+n-b)+L-n2 b rorgtieo(rp—m)’
SHE - 2

Y (a+n-b)? 3

REMARQUE 1 Si « est 'angle au centre mesuré en radians, alors
1

(0%
Szg 7"1'7’2+§'(?"2—7”1)2
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1.11 Appendice : Les coniques sous forme analytique

1.11 Appendice : Les coniques sous forme analytique

Nous allons résoudre les différents problémes, liés aux coniques et en particulier a la para-
bole, que nous avons rencontrés dans le paragraphe précédent. Nous utiliserons les méthodes
les plus élémentaires du cours d’Analyse et d’Algebre linéaire, en restant le plus prés possible
de l'intuition géométrique, mais sans 1'utiliser !

La géométrie d’un segment de parabole

Démontrons tout d’abord les assertions 1.8, (a)-(c) de maniére analytique. Nous pouvons
admettre, en faisant un changement de variable, que I’équation de la parabole C' est

y=a-az*,
avec a > 0 , et que celle de la droite D est
y=b-x+c.
Remarquons que D définit une corde de C si DN C # () , i.e. s’il existe (z,y) € R? avec
(x,y) e DNC,
c’est-a-dire
y=a-2° e y=b-z+c,
ou encore
a-*—b-x—c=0.

Mais la condition d’existence d’une solution de cette équation du second degré est

b? + 4ac > 0 ,
1.e.
b2
> —— .
¢ 4qa

Considérons une droite D; paralléle a D , dont I’équation est
y=b-x+t

avec t < ¢ . Sa distance & D est celle du point (0,¢) & D . Tout point de D est de la forme
(x,b-x + ¢) et la distance au carré de (0,t) a ce point est

P+ b-z4c—1)] .
Le minimum, nous avons affaire & une parabole, est atteint au point = tel que
20 +2(b-z4+c—1t)-b=0,
i.e.
b-(t—rc)

T T
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Le carré de la distance est donc

b2 b2 2
)2+<b2+1_1) N

(%gt—gﬂ)2+(b.%+c—t>2:(c4)2. CF
b2 +1 2

La corde T se trouvant a la plus grande distance de D est donc celle pour laquelle t = —
—% ) doncOgc—tgc—l—% . Posons

=
At = b2 +4a/t .

puisque on a ¢ >t

La hauteur A du segment de parabole est donc
2
(c + %) A,

h = = .
b2 +1 4a - Vb2 +1

Calculons maintenant les points d’intersection de D; avec C' . Cela revient a résoudre

a- 22 —b-x—t=0.
On obtient
n= (g (0= VB g (0= V) o)

et
S = (%-(b—f-\/z),%-(b—l—\/&)—l—t)

Comme A ,2 =0, la corde 7" coupe C' en un seul point

4a
b b
r-(32)
2a 4a
C’est le sommet du segment. La pente de la tangente en ce point est
b
20+ — = b;
¢ 2a ’
cette tangente coincide donc avec T' . Ceci finit de prouver (a).
Comme
(L
-\ 2a’ 2a ’
il vient
b? ¥
PN=—+t——=—+t
2a + 4a  4a T
VR =LA N = NS?
T 20 TN 4a2 T ’
ce qui prouve (b), et par suite
b b
PN B2yt A (2—+4—> A Npe
PN B2 BN - 2
P Iz_{_c Ac (%‘l‘m)Ac MA

donc (c).
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Finalement calculons la surface S du segment de parabole. On a

B b a B
S:/ (brzt+c—a-2*)de=--2>+cox—--2° =
A 2 3 A
b o B
:—§~<a~x2—b~x—c—§~x—2c>Alzg'(b~x+4C)A1:
b 2c b 2c
:g‘(B%—A%)Jrg'(Bl—Al):(Bl—Al)'{6'(31+A1)+3}:
3
VA, [b b 2c VAL 2
e P (RS — JR— — .b 4 — .
a 6 a+3 6a? [¥* + dac] 6a?

D’autre part

A,
4a -2+ 1

A /A ¥A. _ Az
S 6a-vR2+1 Va® o a®  6a?’

ce qu’Archimede a démontré!

: \/(A1 — B1)’ + (A — By)* =

N =

%-Surf(AABP): -h~BA:%-

ol

Equation d’une conique

Nous allons déterminer I’équation d'une conique C' := QN H intersection dans R? d’un cone
() d’axe vertical et a base circulaire avec un plan H , en choisissant un systéme de coordonnées
adéquat dans H .

Soit (ej)j:172’3 la base canonique de R* . Rappelons tout d’abord que si r € R* est le rayon
du cone a la hauteur 1 , on a

Q:{meRg" xf—l—x%er-x%};

I’équation de () est donc

(z|Qx) =0
avec
1 0 O
00 —r?

et ou (+|-) désigne le produit scalaire habituel sur R® . Remarquons que @ est diagonale, donc
symétrique.
Le plan H est donné par

H:{JZGR3 ‘ al-x1+a2-x2+a3-x3:b} ;
son équation est donc

(x|a) =0
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avec

a1
a= | as eR?® et beR.
as

Nous pouvons supposer, en remplagant au besoin a par £ et b par j:% , que |a] =1 et
b > 0, puis que a3 > 0, en remplacant au besoin x; par —x; et x3 par —x3 et finalement que
a1 < 0 en remplagant au besoin x; par —x; et 9 par —x9 . L’orientation de notre systéme de
coordonnées n’a donc pas été changée.
Soit donc
a€S2ﬂ(]R2><R+) , a1 <0 et beR, .

On a

(a|Qa) =ai +a;—r*-a5=1—a5—r"-a3,

et en définissant 1’ excentricité e € Ry par
e = (1—a§) (1+7’2) :1+7’2—a§—7’2-a§ ,
il vient
(a] Qa) = e* —1* .
Il est aussi utile de définir
=r-b.
Soit Hy le sous-espace vectoriel parallele & H . Son équation est

(alx)=0.
Nous allons donner 1’équation de la conique C' := Q N H en utilisant une base (e, €1, €5) de R?
telle que €9 € H et €1,€63 € Hy , i.e. tels que ¢y +¢; € H pour j = 1,2 . Cela signifie que

(eola)=b , (e1la)=0 et (e]a)=0.
Puisque tout point de H s’écrit sous la forme
2

Zyj-ej avec Yo := 1 et Y1,y € R,
j=0

I’équation de C est

2
0= (zyk «
k=0

Q (Z?ﬂ'ﬂ)) =Y (el Qa)-ye -

k,1=0

ou bien
(a1l Qer) - yi + 2 (1] Qe2) - 11 -y + (2] Qe2) - 3
+2 (0| Qer) - y1 + 2 (€| Qea) - y2 + (€0] Qeo) = 0. (%)
C’est I’équation de second degré & deux variables
(GIMy) =A-y7+2B-y1 92+ C-y5+2D -y +2E -1+ F =0

la plus générale, puisque 1'on peut toujours supposer que la matrice M € M (R) est symétrique
en remplagant M par 1 - (M + MT) :

U1 A B D
ﬂ = Y2 et M= B C FE
1 D E F
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EXERCICE Démontrer que toute matrice symétrique M € M3 (R) est de la forme
((exl Qel))k,lzo,l,z

ci-dessus pour certains vecteurs (¢;) C R? et une certaine matrice symétrique Q € M (R) .

J=0,1,2

Nous allons maintenant simplifier I’équation (x) en choisissant les vecteurs €1,ea € Hy
orthonormeés, i.e. |e;] = |e2] = 1 et (e1]€2) = 0, et guidé par I'intuition géométrique, nous
prendrons

ee€ HoN(R-a+R-e3) ,
donc de la forme ¢, = a-a+ (- e3 , tel que
l=la*=(a-a+pB-esla-a+f-e3) =’ +2a-B-as+ 5
et 0= (€]a) =a+ [ -az . Ainsi
1=p3%-a2-23*-a2+p°=p>- (1—a3)
Attention! Ceci n’est possible que si 1 — a2 #0 , i.e. a # e3 .
Cas a #e3  Soit

1 a
f=—— et =

/ 2 2
donc

as 1 1
— . + . - — .
V1—d? ¢ V1—d? “ V1—ad? 1- a2

€1 —

et par exemple
1 42
€ = ——- | —q

1—a3 0

On en déduit que
0= (eale)=a-(ae)+ - (esle) =70 (ealea) ,

donc €5 € R? x {0} , ainsi que

1
(61]Q61)2W~(a§~a%+a§-a§—r2~(1—a§)2>:ag—TZ-(l—ag)zl—e2,
— Y3

(2] Qex) = (2] 2) =1 et (e Qe) = (1| €) =0,

L’équation (x) prend donc la forme
(1 — 62) P s+ 2 (€] Qer) - yr +2 (€| Qea) - y2 + (0] Qeg) =0 . (xx)
Cas a =e3 Il suffit de prendre
€1:=€e1 et € :=ey.
On a évidemment

(1] Qer) = (e2| Qex) =1 et (€| Qex) = (1] €2) =0

L’équation est donc aussi de la forme (k%) avec e = 0!
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Coniques centrées
Choisissons maintenant ¢, tel que

QQeo = A-a pour un certain A € R*,

—1
ie. g =A-Qa avec

Ce choix est naturel car pour j = 1,2 nous voulons avoir
(€] Qeo) = A+ (€5]la) =0
Pour que ¢y € H , il suffit que 'on ait
Q,

b:(60|a):)\-<Qla

i.e.
b
A= — ,
(¢[d)
pour autant que
—1 2 1 e? —1
3
07 (o|Qu) =atrad- G- TPl =
c’est-a-dire
2 r?
e#1 ie. a e
7& ) 3 7& 1 + 7'2

Supposons donc que e # 1 . On a alors

_ _ 2 2
(€0 Qeo) = A* - (Ql@ Q (Ql@)) = b_l = 62p_ 1
@

et par suite
(ex] Qe) =0 pour tout k,1 =0,1,2 tels que k # [
puisque @ est symétrique et (€| Qez) =0 .

L’équation (xx) de C' se met donc finalement sous la forme

2

(L=¢) vt 13 =100

ou encore

yi Y

( —e ) p_
2 1 82

P et B := P

A= —— = ——.
|1 —e?| m

=1.
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Sib#0, donc p# 0 et par suite A, B # 0 , ’équation s’écrit

g
A2 B?
et on a
B;z _ ’1_62|2 _ |1 62’
A2 |1 —¢€? ’
donc
, B2 o B2
e zliFﬁ , alnsi que pzj,
On considére le signe supérieur si
2
e<1 ,ie a§>#,
et C est une ellipse , réduite a {(0,0)} sib=0.
On considére le signe inférieur si
: 2 r?
e>1 ,le. a3< T2

et C est une hyperbole , dégénérant en les deux droites

Yo =EVer—1-y

sib=0.

-2-
2 2

Ellipses S y? =1 et hyperboles — —y? =1
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REMARQUE Les paramétrages cartésiens canoniques sont

A-cost \ 9
b— ( B -sint ) ‘R—R
pour ellipse et
+A-cosht \ 9
t— ( B -sinht ) R—KR
pour les deux branches de I’hyperbole contenue respectivement dans Ry x R .

yi

Soit (y1,y2) € C . Dans le cas de l'ellipse, on a 35 < 1; il existe donc t € R tel que
y1 = A - cost . La relation

2 2
%: —%zl—cos%:sinzt,
montre que y» = B - sint en changeant au besoin le signe de ¢ , ce qui est possible puisque cos

est une fonction pair. Dans le cas de ’hyperbole, on a Z_i > 1; il existe donc t € R tel que

yp = A - cosht . La relation

2 2

% = 1+% =1+ cosh®t = sinh?¢t ,

montre que y» = B - sinht en changeant au besoin le signe de ¢ , ce qui est possible puisque
cosh est une fonction pair. 0]

Coniques passant par l’origine

Pour inclure le cas de la parabole
2
r
e=1 ie. a2=——
’ 5 1427

~1
ou encore <a Qa) = 0, c’est-a-dire (€2 Qez) = 0 , nous ne pouvons pas choisir ¢y comme

ci-dessus.
Nous allons choisir

Uy
€0 = U2 GCJFZ:{.Z'EC‘I’;;}O}
Uusg

le plus pres possible de 0 , i.e. |¢y| minimal sous les conditions
(eola) =b et (€| Qe) =0.
Utilisant la derniére condition u? +u2 = 72 -u2 , cela revient & minimiser u3 sous ces conditions.

Casb=0 Ona0e€ (C, ,donce = 0. Réciproquement si ug = 0 , alors ¢¢ = 0 , donc
b =0 . Dans ce cas I’équation (xx) de C' se réduit a

(1-€) ity =0,
donc

C={0,0} sie<l
et

Yy =+Ve2—1-y; sie>1.
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C’est une hyperbole dégénérée. Si e = 1 , I’équation de C' est yo = 0 . C’est une parabole
dégénérée représentant le passage de b par 0 : la parabole est ouverte vers le haut si b > 0 et
ouverte vers le bas si b < 0 .

Cas b >0  Remarquons que C # () , puisque les points

r-b-as
j:agw/l—a% b'(ll r-b
—rbay sias #0,1 | b-as siaz=0 et 0 siag =1

Tayid ) ;

= r
as

appartiennent & C. . En outre C'y C R? x R* . La recherche de ¢, revient donc & minimiser la
fonction

fiz— a3 R®x R, — R,

x|a) —b

F(x):= ( =0.

@=(Gion)

Un tel point ¢y € C, existe par compacité, en considérant I'intersection de C'; avec une boule
fermée de rayon assez grand.

Par la méthode des multiplicateurs de Lagrange (Analyse, théoréme 11.17) il existe A\, u € R
tels que

sous la condition = € C , i.e.

e5 = grad f (eo) = DF (&9)" ( BM ) _

2
A
:(a 2 - Qeo ) ( 1 ):)\-a—i-u-Qeo,
bl
ie.
Ara+p- Qe =e3, (®)
ainsi que
(eo]a) =b et (€] Qe)=0. (®®)
On en déduit

Ab = (e|MA-a) = (e|es—p-Qe) = (e]es) =usz,
(®e®), (®) (®®),

donc A # 0, puisque uz # 0 , ainsi que

2
u? + u3 r?ouy =Nt b?

(®g)2
Grace a (®) il vient

Aar+p-u =0 , XNag+p-u=0,
donc

)\2-(1—a§):AQ-(a%—i—ag):pQ-(u?—l—u%) (@g) 7"2-#2-2@:7“2-/\2-#2-62
2

et par suite

M:i\/l—agzi 1—a§.

r-b P
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A nouveau par (®) il vient finalement

b b
1 ( 5
=3 ag Fr-y\/1—a3| - -us,
donc
b
us =

ag Fr-y1—aj
Puisque u3 doit étre minimal, on a nécessairement

b V1-—d?

et u=-—
az+r-+/1—a? p

Sous-cas a #e3 Onaaz#1,donc u# 0 et par conséquent

A us p p-a
ulz—-alz—-— a1 =

U1 )
—H b \/1-a3 (a3+r-\/1—a§)~\/1—a§

Uz =

ainsi que
p-az
U = .
(a3+r- \/l—ag) -/1— d?
On a donc

1 p-a

EO: . p'a/2
(a3—|—7‘~\/1—a§)~ 1—a2 b-/1— a2

Mais puisque

1 —as - ay 1 a9
€= —F——=-| —as-ay et o=—F—7¢——-| —m ,
V1-—aj 1—a3 V1-a3 0
on obtient
1
(60|Q61):ﬁ'[—&3'(11'U1—CL3'(12'U2—7“2'(1—&3)'2@,}:
— a2
1 r? - uj
- . B (1= 2.(1=4a%). =
S | iy () ()
5 ag-uj+b-uz—as-u3 9 b
= —r“. 1_a§ = —r°. 1—@%-() =
b-CLg’Ug u—g—(lg
b
2 2
=-r 1—ag- =—p
s a3+r-\/1—a§—a3
et
1
<€0|Q€2): [a2 Uy —a ug]—O,
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Sous-cas a = e3 Onaaz=1,donc p =0 et usz =b. Nous pouvons ainsi choisir u; et us

sous la seule condition (®®), , par exemple uy = —r-b = —p et uy = 0 . Ainsi
-p
€) — 0
b

C’est la limite a3 — 1 du cas précédent, puisque a; = —+/1 — a3 ((a; < 0!) lorsque a; =0 .
Onadonce=0,¢ =e; et eg=cey, donc

(eo\Qel):ulz—p et (60‘@62):@62:0 .

Dans tous les cas ’équation (xx) de C' se met sous la forme

(1-€) yi+y,=2p -y .

(1—e)-yi+y3=2-m

C' est ainsi respectivement une ellipse , une parabole et une hyperbole , si p # 0 et respec-
tivement
2

2 T
e<l1 a3>l+{2
— 3 2 _ _r
e=1 lLe. az = T2

2 T
e>1 az < 152

Rappelons que si p =0 , i.e. b =0, Pellipse est réduite a {(0,0)} , la parabole et I’hyperbole
sont dégénérées en les droites

Yo = 0 et respectivement 1y, = j:2—1 .
6 —

REMARQUE Puisque I'équation peut s’écrire sous la forme
|2

"= yi=1—-¢€) yi+ys=2p
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2
ly| - 1_62.<£) —op. L
|yl i

on obtient un paramétrage en coordonnées polaires

ou bien

2p - cos b

r=-—.
1 —e2-cos20

En effet il existe 6 € R tel que %1' = cos f et que r comme ci-dessus soit strictement positif.

2p-cos 6

Mais dans quel intervalle faut-il choisir 7 Cela revient & discuter la fonction 6 —— 55> .

Sie < 1,ilsuffit de prendre 6 € [—%, %} .

3 3]

5]
1 1
0 ; a 0
-11 -1
-2+ -27
3 -3-

1
e=0etp=1 e=setp=1

Sie > 1, le graphe de cette fonction est de la forme

3 3
2 2]
1 .

4 2 0 2 4 -4 2 0 2 4

-2

-3-

e=letp=1 e=2etp=1
0¢n-Z 0¢ x5 +n-7Z

Il faut tout d’abord exclure les points j:arccos% + m-7Z , a moins d’accepter le passage par
I’infini. Si e > 1 et si 'on veut en outre paramétrer les deux branches de I'hyperbole & I’aide
d’un intervalle, il est nécessaire que r prenne des valeurs négatives. Il suffit donc de prendre

0 e [—%,g} N {iarccos%} .
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La boule de glace

Rappelons qu’un vecteur normal a une surface continiment dérivable définie par une équa-
tion F'(x) = 0 en un point non-critique & est grad F'(£) # 0 . En outre deux surfaces sont
tangentes en un point si les vecteurs normaux en ce point sont colinéaires. Finalement deux
vecteur s, € R” sont colinéaires si, et seulement si,

((slt) = |s| - [t] e (s]t)* —][s[*- [t = 0;
en outre
grad (a]o) (§) =a et grad (o] Qo) (€) = 2Q¢ .

Nous voulons résoudre le probléme suivant. Déterminer le centre z d’une sphére S, , de
rayon R > 0 donné, contenue dans

Q<+ ={(o]Q0) <0 et o3 >0}
et telle que |z| soit minimal.

(1) Ce probléeme est grace a notre intuition géométrique tres simple.

Le centre z doit se trouver sur I'axe du cone, i.e. 21 = 2z =0 et 23 >0 ,et sit € S, est un
point de tangence & @ , le théoréme de Pythagore et la similitude des deux triangles rectangles
nous permet d’écrire

R
z§ = ]t|2+R2 et u = ,
z3 T-Z3
donc
R2 r2 41
zg——2+R2 , e 23 = R
T r
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(2) Mais si 'on veut procéder de maniére purement analytique, sans intuitions géométrique,
la situation se complique généreusement ! En contre-partie nous résoudrons d’autres problémes.

II nous faut tout d’abord exprimer la condition S, C Q< 1 sous la forme z € Q< ; et
d (Z ) QJr) 2 R.

En effet pour tout = € S, , la droite passant par z et = coupe le cone convexe Q< +
(la fonction (o] Qo) est convexe!) en un segment dont les extrémités sont dans @), ; puisque
|z — 2] < d(z,Q+) , on en déduit que = appartient a ce segment.

Nous définirons p € Ry par p? := 22 + 22 pour simplifier les expressions. Par exemple

(:1Q2) = 72 1 B =—(r- 2 —p) - (24 p)
SizeQcy ,onaz >0, puisque 0> (z|Qz) = p* — 5 - 23 entraine z3 # 0 et
O<r-z—p<r-z+p.
(3) Pour tout z € Q< 4 , calculons
d(z,Q+):inf{|:v—z|2} (z|Qz) =0 et 23 >0} .

Size @y ,onad(z ;) =0.Nous pouvons donc supposer que z € Q) 4 et montrons
qu’il existe un point ¢ € @), en lequel z — |z — z| : Q — R atteint son minimum absolu. Par
compacité de Q4 N By.| (z) et puisque pour tout x € Q4 \ B, (2) ,ona |z — 2| > 2| = [0 — 2],
il existe un tel t € By, (2) .

On a t # 0; en effet remarquons tout d’abord qu'il existe y € Q. tel que (y|z) > 0, par
exemple

yzzl-61+22-62+§-63 ;81 z1certzocen #0
ou
1 .
y:€1+;'63 , S1 21'€1+22'62:0.
Il nous suffit maintenant de prouver qu’il existe un € @ tel que |z — z| < |z] = {0 — 2| .

Mais dans le cas contraire, pour tout = € (), , on aurait
o =2 > 2| ie J2]P>2(a2]2)
et par suite

)\2'|Z/|2 >2X\-(y|z) >0 pour tout AeR

donc A - |y|> > 2(y|z) > 0, ce qui est absurde.
Par la méthode des multiplicateurs de Lagrange (Analyse, théoréme 11.17) et puisque
t#0, il existe A € R tels que

2. (t—z) =grad|o — z|* (t) = A - grad (0| Qo) (t) = 2\ - Qt ,
ie.
t—z=X\-Qt.

Par les remarques ci-dessus, cela signifie que ¢ est un point de tangence a () de la sphére de
rayon |t—z| et de centre z .

(4) En excluant les cas \ € ﬁ = {1, —Tiz} , 0on a

t=(Id=X-Q) 'z,
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ou
1-X 0 0
Id-X-Q = 0 1—A
0 0 1+72- )
Ainsi
t—2z=XA-Qt=X-QId=X\-Q) "z
et, puisque ces matrices sont diagonales (donc symétriques), il vient

=2 =N (2]Q*(Id-X-Q)*z2) =

(1-XA)""° 0 0
=\ |z 0 (1-X)"° 0 2| =
0 0 (142072

=\ [(1 NPt (1—|—7"2-)\)_2-z§} .
Il nous reste a déterminer )\ . Mais

0=(tQt) = (z]QId-X-Q)*2) =

(1-X)"° 0 0
= |z 0 (1-))"" 0 z | =
0 0 —r2 (147207

Ainsi

27)\2-7"2-(1"2+1) , rPe(r*4+1)
et
(1—|—r2-)\)2-p2—7“2-(1—)\)2-z§:0.
(5) Cette équation quadratique en A se met sous la forme
7’2‘(r2‘p2—z§)~)\2—|—2r2-(p2+z§)-/\+p2—7’2~z§:O.

(a) Sir?-p*—22=0,ie 23=r-p, alors

o r2. 22— p? B rt. 2 B A _r2—1
22 (p2422) 22 (p2r2ep?) 202 (r241) 202
donc
o 2241, r2-(r241)-(r2-17% ,  (2-17
L N\ N A
(= +12)
Ainsi
2
-1
d(zQ) = ———— -2,

revrz+1

car 0<r-zz—p=(r?—1)-p.
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Ce cas correspond a la situation géométrique suivante ol z est orthogonal & I'une des
génératrices de Q) :

Q

(b) Sir?-p?— 2240, alors les solutions sont

12 (P42 e (P ) =12 (22— ) (P =17 2)

)\ - =
: P (2 gt = )
PR EE ) oz (pFrom) (T pFros
re(r-p—2z3)-(r-p+z3) re(r-p—2z3)-(r-p+z3) re(r-p+tz)’
donc
|t—Z|2_ T2.(T2+1) ‘22_ 7’2~(7’2+1)'(p2|27“-23)2 'Z2_
= 7 43 = 3 43 =
(——T'f,;f;j;;@ + 7"2> (—r-(r-ptz)+r2-(pFr-z))
) (rmEp)? ,  (rmEp)
(Fr-z3 Fr3-z)° K 14 r?
Ainsi
rezs—p
d(z.Q)=""32PF
@) =

Dans ce cas il y a deux minima locaux dans () , mais peut-étre un seul dans @) :

z

z

(6) Il nous reste a étudier les cas A € {1,—%} .
(a) SiA=—=, alors

z= (Id—!—%-@) =
,

i.e. z3 =0, ce qui est exclu.

S O N
o N O
o O O
~
I
[\
~
no
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(b) SiA=1,alors

00 0 0
c=Id-Q)t=( 00 0 |t= 0
00 r2+1 (r2+1) -t

En particulier 2; = z; = 0 . Remarquer que seuls t3 et t? + t2 sont univoquement, déterminés,
puisque

2 2
T Z3

0=(t|lO) =2 +t2—r? 2= +t2 - — 3
(|Q) 1 2 1 2 (7"2—|—1)2

1l vient alors

2 2 2 | 42 4 42 r’ rt 2 r? 2
L= 2" = Q" =t +t5+1" 15 = + c 23 = 23,

(r2+1)*  (r2+1)? r2 4+ 1
donc
r
d(z,Q) = z
Q) 2yl
(7) Dans tous les cas on a
_rz3—p

d(z,Q) = Nk

< « ey . , , N « . . 2 oy
(8) Notre probléme initial revient donc, R étant donné, & minimiser |z|” sous la condition

d(z,Q) = R, ie.
"5 7P SR
r2+1

ou bien
0<p<r-z3—vr2+1-R.

Il est évident que \z|2 est minimal si 0 =p=17-23 —vVr2+1- R, ie. z se trouve sur 'axe du
cone, 21 = 29 =0, et
r2+1

H=""—"'R,
T

comme nous l'avions déjé démontré de maniére géométrique en (1).

Le foyer d’une conique

Le foyer d’une section conique est introduit de la maniére suivante. Soit S une spheére de
centre z = 23 - eg avee 23 € RY et tangente au cone () suivant un cercle horizontal intersection
d’'un plan G avec ) . Nous allons déterminer les sphéres de ce type qui sont en plus tangentes
en & avec le plan H = {(a|-) = b} . On dit que & est un foyer de la conique C' .

Nous choisirons ¢y comme dans le paragraphe "Coniques passant par 1'origine" et soit R le
rayon de cette sphére. Nous pouvons raisonner dans le plan (e, €;) et soit A € R tel que A - €y
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soit un point de tangence de S avec @) .

On a les équations

((la)y=b , &=z+R-a et )\-eozz+R-|8—:|,
donc
b=(¢la)=(2+R-ala)=(z|a)+ R ,ie. R=b—az-z,
et
0=+l Q) = (=4 R 20 Qe ) = (1 Q) + - 1Qan

. 2
Mais comme u? + u3 = 72 - u3 par (®®), , on a |Qe|” =ud +ud+rt-ui=7r2-(r2+1) u3 et
on obtient

2 uz-z3=(b—as-z3) -rVr2+1-us,

donc
Vr2+1-b
Z g
Vi A g
et

m-b'ag_ r-b

R=b_ = .
r+vr2+l-a3 r+Vr2+1-a3
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Ainsi
b 0 ai
E=2z+R-a= . 0 +r-| as =

rtvrEtloa 2+ 1 as

1 D

= . p-az
r+Vrt+1-as b'(\/T2+1+7“-a3)

Cas a # e3  En utilisant les égalités remarquables
(ag—l—rw/l—a%) : (ag—r-\/l—cﬁ) =a3—r"-(1-aj) =
= 1 — 62 =

:(r2+1)-a§—r2:(\/r2+1-a3+7")-(\/7“2—1-1-(13—7") )
il vient

1 D

§—¢€= —_— . D - a2
PEVERL e\ b (ViTF T4 a)

1
<a3+r-\/1—a3 V1 1—a3

Vi lag—r i a—r-y/1—d3 [ D%
_ p2
1—e b-(\/mﬁLr-ag) (1—e?) \/1_% b-+/1— a2

B B (/s WP S B ()

b
—|—1_62~<(\/r2+1~a3—r>‘(\/r2+1—|—r'a3) - (@—r-ﬂl—a%))-eg:
= p €
1+€ 1
puisque e = V72 +1-4/1— a2 .
Cas a = e3 On a
1 0 P

p
§—=—""F7—"—=" 0 - 0 =p-e1= t€1,
r+Vr2+1 b. ( VI FI+ 7,) b I+e
puisque e = 0!
Nous avons donc montré dans les deux cas que

§ =6+

p
c€1,
1+e

52 LE NOMBRE 7 ET LES QUADRATURES Claude Portenier



Appendice : Les coniques sous forme analytique 1.11

donc que le foyer d’une section coniques d’équation

(1—€*)-yi+vs=2p-m

p
(1+e’0> '
b

EXERCICE Discuter le cas ou 'on remplace la deuxiéme équation & = z + R - a par
¢ =2z — R-a . Montrer en particulier que s’il existe une solution, on a nécessairement e < 1!
Une ellipse posséde donc deux foyers; le second est en

(+20)

est en

L’axe des y,est dit focal .
Remarquons que

La droite directrice

Soient « le demi-angle d’ouverture du cone et S I’angle entre le plan H et le plan GG contenant
le cercle de contact entre la sphére et le cone. On a

_uz Us B 1
Tl T Vit Vier
et
sinff = ——= = /1 —da},
ﬂ
donc

sin 3
=V14r2-4/1—di= )
COs o
La droite L intersection des plans H et G est dite la directrice de la conique.

L’équation de L est

y1 =d(0,L) .
Pour tout y = (y1,52) € C ,ie. (1—€*) -1y +y2=2p-y; ,ona
Iy—£|2=<y1—%>2+y§=yf+yz—% yﬁrﬁ:
262-y?+2p-y1—% yﬁﬁz
:e2-y3+%-y1+(1i—:)2 ( y1+%>2,
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donc
d(y.€) = -y + —
’ 14e’
et
1 1 Qe
d(o,L):d(eO,L)zSinﬁ-prs(EO—A-Eo)ZSmﬁ'Pfs(EO‘z‘R'|Q62\):
1 —Tr
=—— - |uz—23—(b—ag-23) —— | =
T <3 3 — (b—as- z3) T2+1)

1 b ViZ+1-b LT ; Vit 1-beag |\
\/1—(1% a3—|—r-\/1—a§ T+m~a3 V241 T+m~a3

b
= az—r-y/1—a3
(1—e?)-\/1—a3
2

—\/7”2+1-(\/r2+1-a3—r>+r—-<m-a3—r>)

r2+1

b / 2 —
:(1—62).\/r2+1-\/1—a§'(ﬂhm. 1_a3+r> B

p-(l—e¢)  p
(1—e2)-e e-(e+1)’

ainsi
p

L) = L) = _—
d(y,L) =y +d(0,L) y1+e_(6+1),

et finalement
d(y,§) =e-d(y, L) ,

i.e. le rapport de la distance d’un point sur la section conique au foyer a celle de ce point a la
droite directrice est constant et égal a ’excentricité.

REMARQUE En mettant le foyer a 'origine I’équation de la conique C' prend la forme
2
b 2 b
1—¢2)- = =92 . =
(1=¢) (y1+1+e) = (y1+1+e>’

2 2 (1 — 62) . p?

2 2 2 2 2 D p 2
=yityy=¢e -y +2p—2p-(1—¢€)]-y1 + — =(e-y1+p

|y| Y1 T Yy N [ P ( )] Y1 1+e (1 6)2 ( n )

2
(6 Y ﬁ) 1
lyl [yl
On obtient donc un paramétrage en coordonnées polaires

T:—p
1—e-cosf

1.e.

ou encore

54 LE NOMBRE 7 ET LES QUADRATURES Claude Portenier



Appendice : Les coniques sous forme analytique 1.11

et il suffit de prendre 0 € [—7, 7|\ {j: arccos %} en acceptant que r prenne des valeurs négatives .

L’ellipse ou la méthode du jardinier

Soient A, B € RY tels que B < A . L’équation de Pellipse centrée en (0,0) de demi grand
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axe A et de demi petit axe B est

2 2
x
- + y_ — ]_ .
A2 B?
L’excentricité est
JA2 _ B2
e=————¢€[0,1]
A
et on ap= 372 (cf. "Coniques centrées"). Rappelons que
p
A= :
1—e?
Le foyer (cf. "Le foyer d’une conique") se trouve donc sur l’axe des = en

p p p p-e
F,::—A = — [ :_A
+1+e 1—e2+1—i—e 1—e2

L’autre (cf. exercice ci-dessus) se trouve en
p p p p-e
1—e 1—e? 1—e 1—¢€2
Les foyers de 'ellipse sont caractéristiques pour la construction de 'ellipse par la méthode
du jardinier : c’est le lieu des points P = (z,y) tels que

d(Fy,P)+d(P,F_) soit constante.

€.

F+ = _A+

€.

En effet comme
d(Fy,(A0)+d((A0),F.)=(A—A-e)+(A+A-e) =24,
on obtient comme équation

\/(x—A-e)2+y2+\/(m+A-e)2+y2:2A,

qui est successivement équivalente a

(x—A-e)2+y2:4A2—4A-\/(x+A-e)2+y2+(x+A-e)2+y2,

\/(J:—{—A-e)2+y2:A+e-.r,

(z+A-e)’+yP=A+e-x),

AT R = A et

2

x2+A2—B2+y2:A2+I2—E~x2
et finalement a
2 2
m__|_y_:1,
A2 B2

La corde que le jardinier doit utiliser est donc de longueur L := 2A , qui est celle du grand
axe. La distance entre les foyers est s :=2A -e .

Nous allons maintenant décrire une ellipse, dont I'un des foyers est en (0, 0) , autre en s-e"®
et la longueur du grand axe 2A > ¢, en utilisant les coordonnées polaires de R*~.{(0,0)} = C*.

Pour que 7 - ¢ appartienne a lellipse, il faut et il suffit que

2A:r+‘r-ei'9—%-ei'°“ :T+{T-ei'(9_o‘)—%} =
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:r+\/(r-cos(e—a)—%)2~|—r2-sin2(9—a),

donc que
AA%2 —4A -1+ = (2A—71) =12 —2r - 3c-cos (0 — a) + 5 |
ie.
2r - (24 — s - cos (0 — ) = 4A* — 57
ou
4A% — 572 A(l—é€?) 372

T:2(2A—%-cos(t9—a)) l—e-cos(@—a) 1—e-cos(d—a)

On retrouve I’équation déduit dans la remarque ci-dessus, a la rotaion « pres.
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