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Fachbereich Mathematik und Informatik Prof. Dr. C. Portenier
der Philipps-Universitdt Marburg Sommersemester 2003

Klassische Probleme der Analysis
Blatt 1

Abgabe : Mittwoch, 30.4.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Cavalieris Methode) Berechnen Sie analog zur Vorlesung

B 4 B 5
Sz* und Sz2°.
A A

Aufgabe 2 (Fermats Methode)
(a)  Seien £ € R, (7x),cy Und (yi)en Folgen reeller Zahlen mit
< ELy, furalle keN
und
limg_ oo (yx — zx) =0 .
Zeigen Sie:
limg oo 2 = limg ooy = & .

(b)  Beweisen Sie folgende Ungleichungen fiir s € N* und alle n € N* :

k® < < k® .
k=1 s+1 5

(c)  Zeigen Sie, dass gilt:

1 1
limy, oo —— Y k° = :
e 7 2 K=

Aufgabe 3 (Noch einmal Fermat) Beweisen Sie fiir alle n € N* :

n n

Z[n2—k2}2<1_85.n5<Z[n2—(k:—1)2}2 .

k=1 k=1
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Klassische Probleme der Analysis
Blatt 2

Abgabe : Mittwoch, 7.5.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Fermat an Mersenne, September 1636, Nr. 12)
Man betrachte die Folge (Py), .y der Funktionen auf N , die durch

Py(n):=1 und Peyi(n):=» Pp(l) firalleneN
=0

definiert sind.

(a)  Zeigen Sie, dass gilt

k .
L (n+
P, (n) :W fiir alle k,n € N .

Hinweis : Beweisen Sie durch Induktion fiir jedes £ € N |, dass gilt
z": [ 0+5) TS5 (n+9)

X = Gt 1)1 fiir allen e N .

1=0
(b)  Folgern Sie die Rekursionsformel von Fermat
(k+1) - Pey1(n)=Mn+1)-P.(n+1)

sowie

n+1)-Pi(n+1)=(Mn+k+1) P (n)
fiir alle k,n € N .
(c)  Zeigen Sie, dass
Peii(n+1) =Py (n) + P, (n+1) firalle k,neN

gilt. Kennen Sie eine #hnliche Formel ? Betrachten Sie die Tabelle

111 1 1 1
12 3 4 5 6
13 6 10 15 21
(P, (1)) e = 1 4 10 20 35 56
’ 1 5 15 35 70 126
16

21 56 126 252

Was féllt Thnen auf 7 Beweisen Sie Thre Vermutung !



Klassische Probleme der Analysis Blatt 2

Aufgabe 2 (Die Summen von Potenzen natiirlicher Zahlen)
Zeigen Sie mit Hilfe der vorigen Aufgabe, dass fiir alle n € N* gilt :

(a)  Archimedes, Uber Spiralen, § 10 :
3-2[2:n3+n2+21.
=1 =1
(b)  Fermat an Mersenne, September 1636, Nr. 7 :
n n 2
se- (3]
1=1 1=1

(¢)  Fermat an Mersenne, September 1636, Nr. 11 :

5~iz4:(4n+2)~ (iz) —iﬁ.

Aufgabe 3 (Polygonalzahlen)
Suchen Sie alle interessanten Formeln zu Polygonalzahlen.
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Klassische Probleme der Analysis
Blatt 3

Abgabe : Mittwoch, 14.5.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Das Integral von allgemeinen Hyperbeln) Seien v € ]1,00[ und a €
R?* gegeben.

(a)  Zeigen Sie, dass gilt (3)

<1 1
/ —dx = Sl
o v—1

erstens ohne, zweitens mit der Lebesgueschen Theorie.

(b)  Finden Sie fiir v = ¢ mit s, € N* und s > ¢ eine elementare Rechnung fiir (2)

Hinweis : Es gilt

fir alle n € N .

Aufgabe 2 (Wallis’ Interpolationsverfahren) Seien p,q € N* .

(a)  Beweisen Sie durch Induktion, dass gilt : (2)
! _ —1)! (g —1)!
B (p,q) := tp_l-l—tqldt:(p .
)= [ - P
(b)  Folgern Sie, dass (1)
1 e\ g+ 1) (a+p)
Ap g = 1—2xr dx =
. </0 ( ) ) !
gilt.
(c)  Zeigen Sie: Es gilt (3)

n
2

IF'uT(v)=2-T(u+w)- / (cos)** " (sinp)* ' dy firalle w,v>0.
0

Hinweis : Schreiben Sie I' (u) I' (v) als ein Doppelintegral iiber dem rechten oberen

Quadranten. Substituieren Sie so, dass im Integrand eine Exponentialfunktion von der

52 +t2)

Form e*( vorkommt. Wenden Sie dann Polarkoordinaten an.



Klassische Probleme der Analysis Blatt 3

(d)  Man definiert die Eulersche Beta-Funktion durch (1)
1
B (u,v) := / (1 —t) "t dt fiir alle u,v € RY .
0

Des weiteren sei ay, 4 fiir p, ¢ € R% definiert durch
1 N
Apq = / (1 - :BP) dx
0

— =p-B(p,q+1) firallep,qgeR: .
Gp,q

(e)  Folgern Sie aus (c), dass gilt (2)
['(u) - T (v)
I (u+v)

-1

Zeigen Sie: Es gilt

B (u,v) =

(f)  SchlieBen Sie aus (c) und (d), dass a, , = a4, und die folgenden Rekursiongleichun-  (2)

gen

ptg+1
p+1

fir alle p,q € R?, gelten.
Hinweis : Benutzen Sie die Funktionalgleichung der Gammafunktion:

ptg+l1.

g+ 1 Apgq und  Gpy1g41 = Gpy1g T+ Apgi1

Ap+1,q = p,g 5 QApg+l =

F'u+1l)=wu-T(u) firaleueR] .
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Klassische Probleme der Analysis
Blatt 4

Abgabe : Mittwoch, 21.5.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Mercators Logarithmen) Seien ¢ € [1,2[ und n € N .
(a)  Gilt ¢" =10, so ist

k
log¢" =1 =
0g4q 0810 9 N
(b)  Berechnen Sie

77777

mit einem Taschenrechner auf 7 Dezimalstellen.

(c)  Berechnen Sie durch geschicktes Zusammensetzen 1.005%! und 1.005%%2 . Es gilt
1.005*" < 10 < 1.005% .
(d)  Bestimmen Sie durch lineare Interpolation = auf 7 Stellen, so dass
1.005" ~ 10
gilt.

(e)  Mercator wihlt n = 107 , weil dies (ungefihr) seiner Genauigkeit entspricht, und
kann somit log 1.005 bestimmen.

(f)  Wiederum durch geschicktes Zusammensetzen berechnen Sie 1.005'3® und 1.0053% .
Es gilt

1.005"® < 2 < 1.005™ .
(g)  Bestimmen Sie log2 .

(h)  Konnen Sie es durch quadratische Interpolation verbessern ?

Aufgabe 2 (Die Vietasche Regel) Bestimmen mit Hilfe des Verfahrens von Vieta
die Quadratwurzel der Zahl

76 287682055 524 .

Aufgabe 3 (Die Vieta-Newtonsche Regel) Bestimmen Sie die ersten 6 Terme der
Reihenentwicklung von

V1422,
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Klassische Probleme der Analysis
Blatt 5

Abgabe : Mittwoch, 28.5.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Die Newtonsche Fluxionsregel) Seien n € N* | X eine offene Menge
in R" , F: X — R eine Funktion,

C:={zreX|F(z)=0},
Jin Intervallin Rund v: J — X .

(a)  Unter welchen allgemeinen Voraussetzungen kénnen Sie die Newtonsche Regel for-
mulieren und beweisen ?

(b) Selenm €N, X C (R%)" und

Wie lautet jetzt die Newtonsche Regel 7

Aufgabe 2 Bestimmen Sie die Steigung in jedem Punkt der Kurve mit Gleichung
9 x
y = 2 _ 22
wie Newton.

Hinweis von Newton : Note y' if there happen to bee in any Equation either a
fraction or surde quantity ... To find in what proportion the unknowne quantitys increase
or decrease doe thus. 1. Take two letters y® one (as £ ) to signify y' quantity, y° other (as
¢ ) its motion of increase or decrease : And making an Equation betwixt y® letter & & y°
quantity signifyed by it, find thereby y° valor of the other letter £ . 2. Then substituting
y© letter ¢ signifying y' quantity, into its place in y° maine Equation esteeme y' letter
¢ as an unknowne quantity & performe y¢ worke of [y¢] seaventh proposition; & into y°
resulting Equation instead of those letters & & 5 substitute theire valors. And soe you
have y® Equation required.

(y" = that , y° = the )

Aus: The mathematical papers of Isaac Newton Vol. I (1664-1666), ed. D. T. White-
side, Cambridge University Press, 1967, p. 411 .

Aufgabe 3 Ubersetzen Sie Beispiel 2 zu Problem 8 aus Newtons 'Methods of series and
fluxions’ (vgl. beigelegte Seite 201) in moderne Notation.
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Klassische Probleme der Analysis
Blatt 6

Abgabe : Mittwoch, 4.6.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 Eine Polynomgleichung P(z,y) = 0 ldsst sich mit Newtons sukzessiver Ap-
proximationsmethode in eine Reihe z = £(y) = Y oo cxy” umformen (vgl. Beispiel auf
den beigelegten Seiten 55 und 57).

(a)  Berechnen Sie fiir

1 1 1 1
P(a:,y):5x5—1x4+§x3—§£z+x—y:0

die ersten fiinf Terme der Reihe mit Newtons Verfahren.
(b)  Berechnen Sie fiir

63 35 5 3 1
p _ 11 9, 92 7,9 5 1.3 =0
(@.9) = 556" tTime® T Tt Tt TTY

die ersten neun Terme der Reihe mit Newtons Verfahren.
Hinweis : Die Gleichung in (a) beschreibt y = log(1 + x) bis zur Ordnung 5 . Die

Umkehrung wird folglich z = e¥ — 1 bis zur fiinften Ordnung sein. Die Gleichung in (b)
beschreibt y = sin™! z bis zur Ordnung 11 .

Aufgabe 2 Berechnen Sie die Flichen unter folgenden Kurven mit Hilfe der Methoden
aus Newtons Problem 8 (vgl. beiliegende Seiten zu Blatt 5):

o d-xn71
(a) y - e2+2ef-:v"+f2-x2”

b) y=d 2> et
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Klassische Probleme der Analysis
Blatt 7

Abgabe : Mittwoch, 11.6.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Die zweite Differentialgleichung von Newton)
(a)  Losen Sie nach der Methode von Newton das Anfangswertproblem

) x x? x3
Y14 W 29, %9 wnd y=0inz=0.
z a a2 a3 at

(b)  Bringen Sie dieses AWP in moderne Form und lssen Sie es mit den Methoden aus
Analysis II.

Aufgabe 2 (Die dritte Differentialgleichung von Newton)
(a)  Fiir das allgemeine Anfangswertproblem
. m n l
g = Zak$k+ (Zbkzk> Y+ (ch:ﬂk> > und y=ninz=0
T
k=0 k=0 k=0

lasst sich nach folgender Tabelle eine Losung y = > d* finden:

(3)

ag a, - T as - x?

bo -y by - dp by -dyi-x by - do - 22
bi-x-y 0 by -dy-x by - dy - 22
by -2y 0 0 by - dy - 22

co - y? co - d3 2-co-dy-di-x co- (BB+2-dy-dy) -2
ez y? 0 c1-d3-x 2-¢1-dy-dy-2?
co - w2 -y 0 0 o - d3 - 2?

3 ap+bo - do + o - d? dy-x dy - z*

g | do=m di-z dy - * ds - z*

y? d? 2-dy-dy-x (d2+2-dy-dy)-2® | (2-dy-dzg+2-dy-dy)- 23

Geben Sie die Rekursionsformel fiir die Koeffizienten d;, an.




Klassische Probleme der Analysis Blatt 7

(b)  Losen Sie nach der Methode von Newton das Anfangswertproblem

%:—3x+3xy+y2—a:y2+y3—a:y3+y4—xy4—|—...

+62%y — 627 + 82°y — 82® + 102y — 102" + ...
und
y=0inx=0.
Geben Sie die Losung bis zur Ordnung 7 an.

(¢c)  Bringen Sie dieses AWP in moderne Form. (Es ist mit Hilfe elementarer Methoden
aus Analysis II nicht zu 1osen.)

Aufgabe 3 (Eine Abwandlung der dritten Differentialgleichung von Newton)
Bringen Sie folgendes Anfangswertproblem in moderne Form und 1ésen Sie es:

%:1_x+y_xy+y2—$y2+y3—$y3+y4—xy4+...

12y — 2+ 4xy — 4z + 62y — 62 + 823y — 82° + 102y — 102* + . ..
und
y=0inz=0.

Hinweis : Substituieren Sie f := (1 — y)? und benutzen Sie die Integralexponential-
funktion

Ei(z) ::/ es ds furz>0.

10
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Klassische Probleme der Analysis
Blatt 8

Abgabe : Mittwoch, 18.6.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Die Gértnermethode) Seien a,b € R’ , so dass b < a . Die Gleichung

einer Ellipse F mit Zentrum (0, 0) , grofler Halbachse a und kleiner Halbachse b ist gegeben
durch

2 2
Tyl
a2 b
Mit
b2
e = 1-;

bezeichnet man die Exzentrizitit, und Fy = (fa - e,0) sind die Brennpunkte der Ellipse.

(a)  Zeigen Sie, dass die Punkte P = (x,y) genau dann auf der Ellipse E liegen, wenn
d(F.,P)+d(P,F_)=2a

ist.

(b)  Sei L := 2a die Linge der groBen Achse und s := 2a - e der Abstand zwischen den
Brennpunkten der Ellipse F . Eine zweite Ellipse £’ habe die Brennpunkte (0,0) und
»-e"* und eine groBie Achse derselben Linge L > 3¢ . Man identifiziere R\ {(0,0)} ~ C* .
Geben Sie fiir Punkte 7 - ¢? | die auf der Ellipse E' liegen, die definierende Gleichung an.

Aufgabe 2 Sei J C R ein Intervall und
Y= T RN {(00)) Tty (1) = 3 () () = 7 (1) €O
mit r:J — RL , 0,71,7:J — R.

(a)  Zeigen Sie: Sind 7y, und 7y, zweimal stetig differenzierbar, so sind auch r und ¢
zweimal stetig differenzierbar.

(b)  Wie beweist man ausgehend von v die Existenz von r und ¢ ?

Hinweis : Die Argumentfunktionen arg_ : C\R_ — |—m,7[ und arg, : C\R, —
10, 27| sind stetig.

11
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Aufgabe 3 Es ist
Py = (0%r — 1 (09)?) - ¢ + (1 - 9%p + 20r - D) et (o)

Die Beschleunigung besteht somit aus einem Radialanteil 9?r — r - (84,0)2 und einem dazu
orthogonalen Anteil r-82¢0+20r-9¢ . Interpretieren Sie die Terme —7- () und 20r-dy .

(a)  Betrachten Sie dazu einerseits einen Punkt, der sich mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit w auf einem Kreis mit Radius R bewegt:

Y:R— C":t— R,
(b)  Betrachten Sie andererseits einen Punkt auf einer Archimedischen Spirale:

v R—C it a-t-et.

Aufgabe 4 Losen Sie das Planetenbahnproblem fiir eine Zentralkraft der Gestalt

F(a:):—#.

Fiir welche Anfangsbedingungen hat die Bahnparametrisierung eine ”schéne” Form?

12
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Klassische Probleme der Analysis
Blatt 9

Abgabe : Mittwoch, 2.7.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 Losen Sie das Planetenbahnproblem fiir eine Zentralkraft der Gestalt
Fla)=——5
|z

mit den Anfangsbedingungen r(0) = 1, 9r(0) = 0 und dp(0) = \/%_m )

Aufgabe 2 Gegeben sind ein Kegel @) und eine Ebene H , deren Kegelschnitt eine

Ellipse C' = QN H ergibt. Eine Sphire S liege tangential zum Kegel () und zur Ebene H |

d.h. Sphire und Kegel beriihren sich in einem Kreis, Sphéire und Ebene in einem Punkt.
Zeigen Sie: Der Schnittpunkt von S und H ist ein Brennpunkt B der Ellipse C' .

Aufgabe 3 Die Ebene G des Beriihrkreises der Sphére mit dem Kegel ) schneidet die
Ebene H in einer Geraden L . Ist e die Exzentrizitit der Ellipse, so gilt

d(P,B)=e-d(P,L) firalle PeC .

13
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Klassische Probleme der Analysis
Blatt 10

Abgabe : Mittwoch, 9.7.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (Harmonisches Dreieck von Leibniz) Gegeben ist die Folge (P), .y
der Funktionen auf N , die durch

Py(n):=1 und Py (n):=)» P (l) firalleneN
=0

definiert sind (vgl. Blatt 2, Aufgabe 1).
Berechnen Sie

=1
firk > 2.
Zpk(n)

n=1

Aufgabe 2 (Charakteristisches Dreieck von Leibniz) Gegeben sei der Graph einer
Funktion f und o > 0 fest. Fiir einen Punkt (z,y) auf dem Graphen von f kann man
folgendes Dreieck konstruieren:

A
Y.
A
\

T v

]

Dabei heifit ¢ die Tangente an den Graphen von f im Punkt (x,y), 7 die Subtangente, n
die Normale und v die Subnormale.

Finden Sie durch elementare geometrische Uberlegungen alle Formeln, die ¢, 7, n, v
und y verbinden. Driicken Sie alle in Abhéngigkeit von 7 und y aus.

14
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Aufgabe 3 (Leibnizsche Formeln fiir die Parabel) Fiir die allgemeine Parabel f :

x +—— 2" mit r > 0 gilt im zugehorigen charakteristischen Dreieck 7 = %

Berechnen Sie mit Hilfe der Leibnizschen Formeln '

/ yds und / ds zwischen 0 und a

zunéchst fiir den Fall r = 1 und verallgemeinern Sie dann (falls moglich).

Aufgabe 4 (Leibniz heute) Schreiben Sie [y ds und [ ds in moderner Form.

15



