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0 EINLEITUNG 1

Gliederung: 0 Einleitung
A Kombinatorik
B Algebra
C Graphentheorie

0 Einleitung

Bei vielen Verfahren aus dem (weiteren) Bereich der Informatik treten mathematische Hintkrgds
Grundlage der Verfahren oder bei ihrer (Aufwands-) Analyse auf. Einige Problemstellungen sollen diese
Perspektive im Beispiel aufzeigen.

Aufwandsanalyse

Ein klassisches Beispiel ist die Aufwandsanalyse bei Sortier-Algorithmen.

Elementares BeispieBestimme Maximalwert vor[1],...,z[n],n > 1;
Anweisung Aufwand
Z1: k:=n-—1;m:=z[n]; 2
Z2: while k > 0 do begin n Der Algorithmus bentigt 2n — 1 Ver-
Z3: if z[k] > m then n—1 gleiche und A, + n + 2 sonstige
Z4: m := z[k]; Ap Oper./Zuweisungen.
Z5: k=k—-1; n
end

Hauptproblem:Wert von A4,,? In welchem Sinn?

Minimalwert A, =0, wennz[m| = max; x[i],
Maximalwert A, =n—1, wennz[l] > z[2] > ...z[n],
Mittel-Wert A, =77 (unter welchen Annahmen?)

A,, hangt offensichtlich von der Anordnung defi], aber nicht von deren tatshlichen Werten ab. Also:
oBdA: z[i] € {1,...,n} (d.h. Gleichheit ausgeschlossen).

Daher sind allex! Permutationen dieser Menge zu betrachten, z.Bn.bei3 also folgende 6 &le :

Perm.: 123 132 213 231 312 321

A, = 0 1 0 1 1 2 | Mittelwert=5/6
Im allgemeinen Fall ist nachweisbat;, = Inn (Rekursionsformel

Ahnliche Situation: Quicksort. — | A Kombinatorik]
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Optimierungsprobleme in Graphen

Das Vorgehen bei mehrstufigen Entscheidungsprozessen kann oft als das Durchlaufen eines Entscheidungs-
Baums/-Graphen interpretiert werden. Je nach Fragestellung kann sich das Problem dann auf eine der
folgenden abstrakten Fragen reduzieren:

Finde kirzesten Weg zwischen zwei Knoten des Graphen

Finde einen Weg durch alle Knoten des Graphen, usw.

Beispiel: ‘ 1 H 2 H 3 ‘

— Zuordnung von Mitarbeitern auf Aufgaben

— Zuordnung von Prozessen auf Prozessoren (Parallel-Rechner)

— etc.
Primitiv-Algorithmus:Betrachte alle Permutationen vofu,b,c}, berechne jeweils Ko-
sten/Gewinn bei Zuordnung auf die Probleme 1,2,3.
Frage: Erzeugung aller Permutationen»§1.4)? Ginstige?

abc Von achb zu bac wechselnalle Zuordnun- abc
cba ach gen, alle zugebrigen Kosten sind dort neu ¢pa ach
zu berechnen. Ist Durchlaufaglich nur mit
Einzel-VertauschungenRechts: Nur Trans-

cab bac positionen (Nachbarvertauschungen, Rest un- ¢@b bac
bca verdndert) bca
Codierung
In den Bedeutungen (dr&i): Mathem. Hilfsmittel:
1. Korrektur: Ubertragungsfehler erkennen/korrigieren endliche Vektoraume
2. Komprimierung: Daten-Umfang verringern Graphen/Bume
3. Kryptographie: Kopie, &schung von Daten verhindern endliche Zahlktper

DatenUbertragung, Stationen:

Datenquelle Codierung ——{ Ubertragungsweg }—» Decodierung Nachricht

Ubertragungsweg konkret: Telefonleitung, Netzwerk, Daseyer (CD, Papier).

Problem 1: Ubertragung, Speicherungpsaintillig (Strsignal, Beschdigung)
Problem 2: Transferzeit, Speicherplatz von Datenmengen reduzieren
Problem 3: Bei offenen Wegen Mithén, Kopien, BIschung durch Dritte verhindern
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Fehler-erkennende / -korrigierende Codes
Einfachster Fall: Zustzliche Pufziffer, der Code wirdedundandz.B.,

laParittsbit bei Birdrcodes, 7-Bit+Padt:
0= [0][2]0[o]o[1[0]0)
das lochste Bit wird so gesetzt, daf3 die Zahl der Einsen gerade ist. ErkenaiSdning eines
Bits (Korrektur— Protokoll)
1bPnifzeichen im&glichen Leben, bei
Nummern fir Verkaufsartikel, Bankkonten, GeldscheinemncBér (ISBN).
Haufiger menschlicher Fehler: Vertauschung aufeinanderfolgender Zeichen ('Flip’).

Generelle Pafkonstruktion:

Zulassige Nummern (Code-Worte) @ll€n eine gegebene (lineare!) Bedingung.

z.B., gerade Paat'des Wortesa ... ay, a; € {0,1} heildt, daly + a1 + - - - + a,, gerade ist, d.h.,
Rest 0 bei Division durch 2 besitzt:

i a; =0 (mod).
i=0

Durch Paritit ist aber keine Vertauschung von Zeichen erkennbar. Ausweg bei Nicht-Dualzahlen: ge-
wichtete Summe.

ISBN-Nummern, z.B., haben 10 Stellen, . .., z1y, zuldssige Nummern axfien die Bedingung

10
sz = 0 mod11
=1

d.h., Summe ist Vielfaches der Primzahl 11.
Beispiel:ISBN= 35 2 8 0 7 2 6 8 7

PrifS. inN:  3+10+6+32+0+42+14+48+72+70 =29/~ 11
PnifS.inZy; : 3+10+6+10+0+9 +3 +4 +6 +4 =550

Die Rechnung kann also auf die mit den Divisionsresten bzgl. lickgeiihrt werden. Da 11 Primzahl
ist, ist die MengeZ, dieser Divisionsreste algebraisch éidrper (— §3.1). Rir die Informatik sehr
praktische Primzahlen sind

127 =27 — 1, 23 — 1 (Mersenne) 257 = 2% + 1, 65537 = 2!° + 1 (Fermat)

Durch Hinzufigen weiterer Rifziffern so, daf? die zaksigen Codearter mehrerdinear unablangige
Bedingungen etdilen, kdnnen sogar einzelne Fehler korrigiert werden.

die Summe der Stellen in jedem
Hamming Coder x5 . .. z7 (A‘ Kreis ist gerade: 3 lin. unabh.
16 Codeworte, 3 Rifziffern, & Bedingungen
1 Fehler behebbar v —>

Wenn in der Datenquelle Datenwerte mit unterschiedlichauflgkeit auftreten, ist dénforma-
tionsgehaltder verschiedenen Werte nicht gleich. In Texten vieler Sprachen gilt dies insbesondere: der
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Text DISKRT MATHMATIK ist noch lesbar, da 'E’ derduifigste Buchstabe im (deutschen) Alphabet ist
und daher nur geringen Informationsgehalt hat. Der Anteil von 'e’ isbdd7 > 1/7.

Beispiel: Die Nachricht bananefbesteht aus 7 Stellen mit 4 unterschiedlichen Zeichen. Bei Standard-
codierung mit 2 Bita = 00, b = 01, ¢ = 10, n = 11, berotigt die codierte Nachrict? - 7 = 14 Bit:
101001100111011

Einfache Decodierung: Zerschneiden in 2-Bith&Ké.

Gunstiger:Kurze Codeworteufi haufige Buchstaben, z.Br,= 0, ¢ = 10, b = 110, e = 111 (Lange 3!).
Codierte Nachricht110100100111phat Lénge 13 Bit.

Decodierung?? Kein Codewort ist Anfang eines anderen!

— Durchgehen durch Nachricht bis ein Zeichen erkannt ist. 0
0]
HintergrundCodebaum(=2 Suchbaum): Start an d&vurzeldes Baums oben, O 1
je nach Bitwert wird rechter oder linker Ast verfolgt bis zBtatt
Kryptographie, Risiken intUbertragungsweg:
Nachrichtv Codierunge Ubertragung Decodierungl Nachricht\V

=

Ziel: Codierte Nachrichic(N) von Mithtrer nicht lesbar. Nur der Emgfiger kennt die Decodier-
Abbildungd = ¢~! und kann die NachrichV = d(c(N)) rekonstruieren.

Meist gilt: Die Abbildungen Bhgen von einem Parametgiab, genannt 'Schksel’.

Klassisch: einfache Abbildungend mit gleichem Schissel tir ¢ und d, z.B., stellenweise Addition
mod 26:

N= DISKRETEMATHEMATIK
S= APRILAPRILAPRILAPR
EYKT
Die Sicherheit solchesymmetrischeWerfahren laihgt von der vorherigen(!) sicherétbermittlung des
Schlissels ab.
Weitere Bedingung: Sch$selzeichen zaflig verteilt, keine Wiederholungdinmalschlisse).

Asymmetrische VerfahreDiffie&Hellmann]:
Voraussetzungd ist nicht aus der Kenntnis von herleitbar ('Falltir-Funktion”).

Sichere Kommunikation zwische#t und B:
A kenntdy, sendet4 offenanB (analle), . .

B codiert Nachricht mit: 4 ‘\gehelm
B kenntdg, sendetp offen anA (an alle) : :

PA ; i
L [P
A codiert Nachricht mit . _geheim ! 198

Der Besitzer des Codes mulR mdich (in Kenntnis einer geheimen Hintergrundinformati@ru ¢ kon-
struieren lohnen, nicht abeAndere Die gangigsten Falltifunktionen beruhen auf algebraischen Opera-



tionen in endlichen Zahl-Ringen /dfpern, z.B.,

RSA [Rivest-Shamir-Adleman]:
Der Besitzer wahlt eine grof3e Zahh (= 200 Dezimalen) und Exponenteng € {1,...,m — 1}. Die
Nachricht wird codiert als Zahl i, ,,. Damit werden die Abbildungen definiert

Ly — T J Ly — Ty
c: :
N +— N’%(modm)=: X X = X9(modm)=:N

Geheimer Hintergrundin = pq ist das Produkt von zwei grof3en Primzahlen. Der geheime Exponent
(Decodier-Schissel)g ist so gevahlt, daf3 gilt

sg=1modp — 1)(g — 1).

Diese Konstruktion erfordert die Kenntnis der Faktopeand ¢. Die Faktorisierungn — p, ¢ ist fur
andere bein > 10%°° auf absehbare(?) Zeit undurahfbar.

Weitere Anwendungerigitale Unterschrift (Bundesgesetz!, Trust-Center), verfallende E-mails (Microsoft-
Prozess) —| B Algebra,§3.3|

Teil A

Kombinatorik

1 Endliche Mengen

1.1 Elementare Regeln
Bezeichnungen im Zusammenhang mit Operationen von MeAgeA,, ..., A;:

e \ereinigungder Mengen
k

JAi=4104,0.. . UA,.

i=1
Wenn dabei die Mengepaarweise disjunksind, wird diese disjunkte Vereinigung auch als Sum-
me geschrieben:

k k
Do Ai=|JA, wenn A;NAj=0 Vi#j.
=1 =1
e DasCartesische Produlder Mengen ist die Menge allérTupel (a1, ..., ax):

k
HAi ::A1XAQX...XAk:{(al,...,ak): aiEAi,’iZI,...,k}.
i=1

Im Gegensatz zur Vereinigung spielt hierundith die Reihenfolge der Faktoren ein Rolle.
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e GroflRevon endlichen Mengen:uf eine endliche Mengd bezeichnet
|A| := Anzahl der Elemente voA.

Bis auf wenige Ausnahmen werden im folgenden nur endliche Mengen betraaitdies€ gelten fol-
gende Rechenregeln.

Satz 1.1 a) Die Mengemd,, .. ., A, seien paarweise disjunkt;NA; = () Vi # j. Fur ihre Vereinigung
gilt

n n
|2Az’| = Z | Ai.
i—1 i—1

b) Fur das Cartesische Produkt beliebiger Mengén . . ., A gilt

k
|A1 XAQ X ... XAk| :H|AZ|
i=1

Der Beweis ist trivial und kann durch Induktiaér die Zahl der Mengen und die Anzahl der Elemente
geflihrt werden.

BemerkungDer allgemeine Fall von Teil a) wird gsper im§1.5 behandeltBeispiel: Zu a)ln vielen
Anwendungen sind die Mengefy; Teilmengen einer Gesamtmengde die durch sich gegenseitig aus-
schlieBende Eigenschaftéf, charakterisiert werden:

A ={x € A: zerfillt E;}.
Als Beispiel seiA(n) die Menge aller Permutationen der Men§je= {1,...,n} C N, d.h.,
A(n) :=={(a1,...,an) : a; € N, a; # a;Vi # j}.
Zur Bestimmung der ZahP,, = |A(n)| wird A(n) zerlegt in

Ai(n) :=={(a1,...,ap) €EA: a;=n}, i=1,...,n,
=E;
d.h. in allen Elementen voA; steht in der Position der Wertn. Da in den restlichem — 1 Positionen
alle Permutationen (der restl.— 1 Werte) noglich sind, gilt|4;(n)| = P,—; und mit Satzl.1folgt

Pu = [A@m) = |3 Ai(n)| = 3 [4i(m)| = nPo1.
=1 =1

Dies ist eine (triviale)Rekursionsformeldie mit dem AnfangswerP; = 1 auf das bekannte Ergebnis
P,=n(n—-1)---2-1=n!fuhrt.

Zu b) Die Produktregel des Satzes ist immer dann anwendbar, wenn marehgestufigerEntscheidun-
gen voneinandeunablangige Alternativen hat. Um z.B. von Marburgbér Giel3en nach Frankfurt zu
fahren gebe es
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3 mogl. Wege MR- Gl: a,b,c P

5mogl. Wege Gl F:  «,8,7,0,¢ —
Daher existierer$ - 5 = 15 mogliche Wege MR— F'. Denn in einer ‘Wegbeschreibung’, d.h., einem
Paar(x, ) kbnnen

furz 3 verschiedene Werte aus{a, b, c} und

fur¢ 5 verschiedene Werte aus{a, 3,7, 9, €}
unablahgig voneinander eingetragen werden. Es gibt also ldjektve (eineindeutige) Zuordnung von

Wegen und 2-Tupeln aus dem cartesischen Profult ¢} x {a, 5,7, 9, €}.

MR Gl F

Dies ist ein Beispieldi die Anwendung von
Satz 1.2 Wenn eine bijektive Abbildung — B zwischen MengeH, B existiert, gilt| A| = | B].

Daher kannn, z.B., bei-elementigen Mengen auch oBdA= N gesetzt werden.

1.2 k-Stichproben

Viele Betrachtungen von Auswahbglichkeiten lohnen (vgl.§1.1) auf die Auswahl vork: Elementen
aus einem-elementigen Grundmengé (Alphabet) zuuckgefihrt werden. Die tatchlich auftretenden
Anzahlen lahgen dabei von den einzuhaltend®egelnab:

R Reihenfolge: dig gewehlten Elementedtinen als:-Tupel (Reihung beachtet) oder adis
Menge (Reihenfolge unwichtig, bdi = NV etwa werden die Zahlen oBdA nach deroBGe’
angeordnet) betrachtet werden.

W  Wiederholung: Elemente vo dirfen beliebig oft (Ziehen mit Zwicklegen) oder
hochstens einmal (ohne ZwkKlegen) vorkommen.

Fur diesek-Stichproben verwendet man in Alhdigkeit von den Regeln unterschiedliche Bezeichnun-

gen:
Bezeichnunij ‘ Reihenfolge! Reihenf. egal

Wiederholung Worte Multimengen
keine Wiederh.| k-Permutationen  Teilmengen

Die mdglichen Anzahlen unterschiedlichefStichproben rassen in den vier &len getrennt diskutiert
werden:

1. k-Worte: Die Menge dek-Worte ist einfach das cartesische Produkt

k
{(a1,... ax) : a; € A} =T[4,
i=1

nach SatZ.1ist die Anzahl dek-Worte: n*.

2. k-Permutationen: Eine Beschreibung der Gesamtmenge ist

{(a,l,...,ak) D a; €A, a4 #ajVi 7'5]}



ENDLICHE MENGEN 8

Die GroRRe dieser Menge bestimmt man rekursiv:

Zur Wahlvon a; gibtes n Moglichkeiten
Zur Wahlvon as gibtes n-—1 Maoglichkeiten (Wert voru; vergeben)

Zur Wahlvon a; gibtes n—k+1 Maoglichkeiten
Die Gesamtanzahl ist daher

|
" _.pk  “allende Faktorielle (1.1)

n(n—l)---(n—k—i—l):m:.

—1)! T .
Analog: n(n+1)---(n+k—-1)= % —=:n* ‘wachsende Faktorielle’ (1.2)
n — :
Grenzglle dieser Definitionen:
—n” = n!, fUrn = 0 wird definiert0! := 1.

—n™k = 0 fir k > 0: A hat zu wenige Elemente, in dem Produkt tritt Faktor O auf.

3. k-Teilmengen: Im Unterschied zum letzten Fall stehen in der folgenden Beschreibung
Har,...;an}: ai € A a; #aVi# j} =T

Mengenklammern, daher ist die Bedingumg # a; eigentlichuberflissig. Die Anzahl dek-
Teilmengen wird durch folgenden Wert angegeben:

n n! nk . . .
<k> = m = Binomialkoeffizient (1.3)
Spater wird diese Behauptung nochmal direkt durch Induktion bewiesen, hier erfolgt dies durch
Zurtckfuhrung auf die Mengé aller k-Permutationen.

Man betrachte die Abbildung : S — T,

f: (al,...,ak) »—>{a1,...,ak},

die einek-Permutation auf die Menge der auftretenden Elemente abbjfdist. surjektiv, aber
nicht injektiv, da allek! Permutationen eines bestimmtesTupels (a1, ..., a;) auf die gleiche
Menge abgebildet werden. Aus Teil 2 folgt daher die Anzdhlk!.

4. k-Multimengen: Nach Definition sind die Elemente einer Menge verschieden. Wenn man dagegen
Wiederholungen zaldt, redet man von einer Multimenge. Auch Multimengen werden mit den
Ublichen Mengenklammern bezeichnet.

Z.B.ist{1,3,3,4,4,4} eine Multimengeuber{1,2,3,4}, wobei das Element 1 m¥ielfachheit
1, die 3 mit Vielfachheit 2 und die 4 mit Vielfachheit 3 auftritt.

Sei nunS die Menge defk-Multimengentber N. Fir ein Element vors,

{al,...,ak} ESgeItea1 <ag <...<ag.
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Mit der MengeT der k-Teilmengen von{1,...,n + k — 1} wird die Abbildungf : S — T
definiert durch

fAay,...,ar} = {ar,a0 + 1,a3+2,...,ap + k — 1}.

Das Bild{by,...,bx} := f({a1,...,ar}) € T ist tatsichlich eine Menge, da < by < ... < by
gilt. Da explizit die Umkehrabbildung : T'— S angegeben werden kann durch

g({bl,...,bk}) :{bl,bg—l,...,bk—k—l-l}

(nachrechnen!), ist bijektiv und nach Satz.2 gilt daher

n — n(n e (n — nE
|S|:|T|:< + k 1>_ (n+1)---(n+k—-1)

k ! R

Zusammenfassung:

Satz 1.3 Aus einer Grundmengé, |A| = n, werden jeweils: Elemente ge@hlt. Die Anzahl der dabei
moglichen Rlle ist je nach Ahlregel:

Anzahl Reihenfolge! Reihenf. egal
k
Wiederholung| n*¥  (Worte) % = (""*=1) " (Multimengen)

k

keine Wh. nE  (Permut.) % = <Z> (Teilmengen)

Anwendung:

Die Anzahlen aus Satiz 3treten natiflicherweise auf bei der Betrachtung bestimmter Klassen von Abbil-
dungen, z.B., der Aufteilung vonadlién auf Schubladen (Hash-Funktionen!). Dazufsei= {1,...,k}
(Bélle) und wiederN := {1,...,n} (Facher), es werden Abbildungdsi — N diskutiert. Einfache
Falle:

Anzahl aller Abbildungen ist n* (jeder Wert hat. mdgl.Bilder)

Anzahl derinjektiven Abbildungen ist nk (belegte Bcher sind blockiert)

Anzahl dersurjektiven Abbildungen?
Bei dieser Frage ist natlich ¥ > n vorauszusetzen. Bei einer surjektiven Abbildungagelil jedem
b € N (mind.) ein Urbild, d.h., es gilt

fUb) = {a € K: f(a)=b} #0.
Als Abbildung vermitteltf eine eindeutige und vollatidige Zuordnung, d.h.,

FAO) N f o) =0furb#c, und K=Y f'(b).

beN
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Dabher stellt das Mengensystefyi 1 (b) : b € N} eine disjunkte Zerlegung vol in n Teilmengen dar,
eine sogenannte
n — Partition der MengeK mit |[K| = k > n.

Die Anzahl diesemn-Partitionen wird mitSy,, bezeichnet. Daui jede Partition die: Bildwerte permu-
tierbar sind, ist die Anzahl der surjektiven Abbildungen

|Surj(K, N)| = n! Sgn.

Die ZahlenSy,, heiRenStirling-Zahlen 2. Arund haben mehrere Bedeutungesg(l.3).

1.3 ldentitaten & Rekursionen flir elementare Koeffizienten

Bei den Binomialkoeffizienten

n nk n!

k:) W T W —h)
bestimmtk die Anzahl der Faktoren, an der Stelle vetkann aber eine beliebige reelle oder komplexe
Variable auftreten. Auch der Fatl = 0 1aBt sich mi)! = 1 undn? := 1 erklaren, denr(}) = 1 ist die
Anzahl der leeren Teilmengen, auch bei= 0: (J) = 1.

Defin. 1.1 Fur z € C, k € Z werdenBinomialkoeffizienten(als Polynome) definiert:

(i) :%x&:%x(x—l)...(x_k_i_l)

(mit dem Wer®) firr k < 0), wobeizk := z(z — 1) -+ (z — k+ 1), 2 ;= 2(z + 1) -+ (x + k — 1).
Elementare Identiten:
Satz 1.4Mitz € C, k,n € Ny gilt
a) ( =
o ()1
C) (

0 %
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Beweis

n nk n! n &
=== E_0furk > n.
3 (k) T Kn— k) <n—k>” Ofurk >mn

b) (—af=(-z)(—z-1) (—z—k+1)=(-1)Fz(@+1)- (@ +k—1) = (~1)kzF.

L e U S0 R ALY S I S O Y S BN SRy
©) gt =grl-)= =gkt (@ - k) (- 1) _(k—l)!( =+ 5@ -1~
d) Induktiontibern, n = 0: (g) =1 = (}); k> 0: (}) =0 = (,,). Schritt:

" (m n+1\rv. (n+1 n+1\ ¢ (n+2
20+ (0) ) ()2 65)

e) Induktiondbern, n = 0: (%) = (*{") = 1; Schritt:

ﬁé TR (rntl\ 1y (etntl)  (zintl)o (r+n+2
prt k n+1 N n n+1 N n+1 )
Die wichtige Regel c) kannuf’z = n € N als Rekursionsformel zur Berechnung der Binomialkoeffizi-
enten(}) verwendet werden mit den Randbedingungen

n n
<0> 1Vn >0, <k> OVE>n

Die fuhrt auf dasPascal-Dreieck

k=10 1 2 3 4 5 6 7
n=0]1

11 1

211 2 1

3/1 3 3 1

411 4 6 4 1

5/1 5 10 10 5 1

6|1 6 15 20 15 6 1

Die Regel a) beschreibt die Symmetrie bzgl. der Mittelachse, die Regeln d),e) behandeln darin Summen
langs Diagonalen bzw. Vertikalen. Die Tatsache, dal’ die Gesamtzahl der Teilmengen-igieege
durch Vereinigung allek-Teilmengenf < k < n, zustandekommt,

n
n
2" =
> (&)
k=0
die Summe in Zeile, des Pascal-Dreiecks also ger&dst, ist ein Spezialfall im

Satz 1.5Furz,y € C, n € N gilt

a) (z+y)" = Z (:) zFy" % (Binomischer Satz)
k

0
b) (x;;y>=k

3

(x>( J ) (Vandermonde-Identit)
k)\n—k

=0
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Beweisa) Mit Induktion ubern, Summationsverschiebung und Satzc), vgl. Analysis 1.

b) Nur fiir z,y € N. Es seienX, Y disjunkte Mengen mitX| = z, |Y| = y. Der Binomialkoeffizient
gibt die Anzahl dem-Teilmengend von X UY = X + Y an. Bein-TeilmengenA gibt es fir jedes
k < n zur Wahl

Y
von ANX mit |ANX|=k (¥) Maglichk. X
von ANY mit [AnY|=n—k (Y, Moglichk. (k| k)

d.h., zusammen (1) (,,%,) Moglichk

Summatioruberk fuhrt zur Behauptunga

Die Verallgemeinerung des Binomischen Satzesra@ummanden ist der Multinomische Satz:

n!

(x1+...+zy)" = Z ﬁx?l---x%m
ni+..+nm=n nyess s Mim:
_ \ Z z® (Multi-Index-Schreibweise Analysis 2,
- 5 a! Satz v.Taylore = (n1,...,nm))
a|l=n

3 3

e ke LS =63 4 3% +

=
o

Beispiel:(a + b + ¢)? :6(%—?+%+%+%+%+%’0+
3a2c + 3ab? + 3ac? + 6abe + b3 + 3b%c + 3bc? + 3.

_l’_

=
DN

Stirling-Zahlen
Die erste Bedeutung der Stirlingzahlen 2. Art wurde schdili8 angesprochen:

Defin. 1.2 Es seid eine Menge mitd| = n Elementen. Die Anzahl der Zerlegungen vbim £ disjunkte
Teilmengenk-Partitionen) wird mitS,,;, bezeichnetS,,; hei3tStirling-Zahl2. Art.

Triviale Werte vonS sind: S, = 0 (n > 0), S, = 0 (K > n), weiter wird gesetziSyy := 1. Eine
Rekursionsformeldi diese Stirlingzahlen und ihre zweite Bedeutung aihtthér

Satz 1.6 a) Es gilt die Rekursionsformel
Snk = Snfl,kfl + kSnfl,ka k,n €N

b) Es gilt die Polynom-Identit
n
" = ZSM:EE, reC, nelNy.
k=0

Beweisa) Sei|A| = n unda € A fest gevdhlt.

Fall 1: Aus jeder defk — 1)-Partitionen der Restmendel} \ {a} kann durch Hinzunahme der Menge
{a} einek-Partition vonA gemacht werden, die Anzahl iSt,_; ;1.
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Fall 2: Aus jeder def-Partitionen vord \ {a} kann durch Hinzuigen vona in einer der Teilmengen
eine k-Partition vonA erzeugt werden. Da in jede vonk Teilmengen eingefjt werden kann,ufirt
dieser Fall auf: - S,,_ ;, Partitionen.

Die Gesamtanzahl ergibt sich aus der Summe der beidke. F-

b) Zuréchst seir = m € N (triviale Féalle werden @if m > n vermieden). Dann istn™ die Anzahl
dern-Worte gebildet mit einemn-Alphabet)M, |M| = m. Die Menge dieser Worte wird jetzt disjunkt
zerlegt in die Mengen von-Worten, die genai verschieden®Vertehaben) < k < n. Flir jedes solche

k werde die Indexmeng® = {1,...,n} zerlegt ink disjunkte Teile:
n-Tupel: (ay,a9,as,...,a,)
Ni+...+4N,=N \\/)\///
(Fur diese Aufteilung exsS,,, Moglichkeiten) Ny N2 Ny

Komponenten innerhalb einer Men@g haben dabei alle den gleichen Wert. Zur Auswahl kdeer-
schiedenen Werte aud zu Ny,..., N gibt esm(m — 1)--- (m — k + 1) = mE Moglichkeiten -
Permutationen!). Aus der Summenformel von Safizfolgt daher

n
m" = Z S, mk.
k=0

Mit m? = 1 = Spym? ist dabei auch der Falt = 0 abgedeckt. Aus dieser Idemtitfolgt, dal? das
Polynom

n
x"—ZSnkxE, z €C,
k=0

vom Gradn € N, auf allen natiflichen Zahlen verschwindet, also mehr alblullstellen hat. Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra ist es daher identisch Mull.

Mit der Rekursion aus Teil a)ddinen die Zahlen wieder berechnet werden:

=lo 1 2 3 4 5 &6
n=0]|1
110 1
20 1 1
3/0 1 3 1 Sk
40 1 7 6 1
5/0 1 15 25 10 1
6|0 1 31 90 65 15 1
7/0 1 63 301 350 140 21 1

Fur einige Indexwerte lassen sich Formalin @fie Stirlingzahlen angeben:
Sn1 = Spn = 1,daS,; = Sn—l,O + Sn—l,l = Sn—l,l undS,, = n—lm—1+n- 0.
Spo=2""1—1,daS2 = Sp_1,1 +2S,_12=1+2S, 1.

Sn,n—l = (g) = Sn—l,n—Q + (n — 1)Sn—l,n—l fnd (ngl) +n—L
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BemerkungNach Satzl.6b sind dieS,,; Koeffizienten eines Basiswechsels, da die einfachen Potenz-
funktionen (Monome)" durch die Basigz%} der Faktoriellen llewton-Polynomevgl. Satz 2.2) dar-
gestellt werden. Den umgekehrten Wechsel beschreibt

Defin. 1.3 Die Stirling-Zahlen 1.Artsind die Koeffizientes,, ;, in der Darstellung

n
ot = Z(—l)n_ksnkxk, reC, nelNy.
k=0

Triviale Werte sind dabeisg := 1, s, = 0 (k > n) und
spo =0 (n > 0), dadannlim 2™ = 0.
z—0

Auch fur die Stirlingzahlen 1. Art gibt es eine Rekursionsformel und einen kombinatorischen Hinter-
grund, fir den eine wichtige Anwendung auf Sortierverfahren diskutiert wird.

Satz 1.7 Es gilt die Rekursion
Sk =Sn—1h-1+ (M —1)sp_14 kneN

BeweisInduktiontibern: Fiirn = 0istz2 = 20 = 1, alsosgy = L und ftirn = listzt = 1- 2! +0- 2°.
Furn > 1 gilt

2 = " Lr-n+l)=z 2L (n—1)z2=L
v n—1 _ _ n
= Z(—l)nflﬂsn—l,jﬂﬁﬁl + Z(—l)nfk(n —1)sp_1 52"
=0 k=1
n
= Z(—l)n_ksn,lyk,lxk +...
k=1
_ e _
= > =yt (Sn—l,k—l +(n— 1)Sn—1,k>ﬂﬂlc = > (1) Fsmeat
k=1 k=0

In der 2. Zeile wurde der Summationsbereich um die trivialen Elemgntgy = s,,—1 , = 0 modifiziert
und zur 3. Zeile erfolgte die Indexverschiebuhg- 7 + 1. m

Wertetabelle: k=10 1 2 3 4 5 6
n=0]1
110 1
2|10 1 1
310 2 3 1 Snk
4,0 6 11 6 1
5|0 24 50 35 10 1
6|0 120 274 225 85 15 1
710 720 1764 1624 735 175 21 1

Spezialélle: s,1 = (n — 1)}, spp_1 = (3) Snn = L.
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BemerkungFalRt man die Stirlingzahlen bis zu einer gewissen Ordmuds (untere Dreieck-) Matrizen

m

auf, vgl. die Tabellen, dann zeigen Sats und die letzte Definition, daf3 die Matrize{rﬂnk> und

n,k=0

m
((—1)"—ksnk> zueinander invers sind, da sie jeweils den umgekehrten Basiswechsel beschreiben.

K=

Daher gilt

n

Z Snk(—1)F sy = 6,5 = Z(_l)niksnkskj-
k=0 f=0

Kombinatorischer Hintergrund n-Permutationen:

Die Menge allem-Permutationen voiN = {1,...,n} entspricht der Menge alldijektivenAbbildun-
genN — N. Schreibweise:
No N als ( 1 2 3 .. n >
V[ .
m(l) w(2) =(3) ... m(n)

Wichtige spezielle Permutationen sind digklen(zyklische Vertauschungen).

Defin. 1.4 Ein Zyklus der Bngek < n, geschrieben aléa;, as, ... ,a;) ist die Permutationr : N —
N mit
7r(a1) = a9, 71'(0,2) = a3y... ,W(ak) = ay, SOWiEﬂ'(i) =qfurq Q {al, R ,ak}.

Unverdnderte Elemente einer Permutatismennt man wigiblich Fixpunkte

Fixpunkte lonnen als Zyklen derarige 1 interpretiert werden. Von zentraler Bedeutung sind die Zyklen,
da sich jede Permutation @sodukt disjunkter Zykledarstellen &[3t. Die Zyklendarstellung ist aber nur
eindeutig, wenn man bestimmte Standardisierungen vornimmt [Knuth 1, S. 176].

1 2 3 45 6 7 8 9

5 8 31 9 7 6 2 4
einem Fixpunkt, 2 Vertauschungen und einem Viererzykiys, 9,4) = (5,9,4,1) = ....

Beispiel: 7 = ( > = (1,5,9,4)(2,8)(6,7)(3). m besteht also aus

Die kombinatorische Bedeutung der Stirling-Zahlen 1.Art behandelt der folgende Satz. Bei der Anzahl
der Zyklen werden dabei die Fixpunkte (Einerzyklen) miajeiz"

Satz 1.8 Die Anzahl der Permutationen vavi = {1, ..., n} mit genauk Zyklen ists,,.

BeweisAhnlich zu Satzl.6a, zurdchst giltsg, = 0 (k > 0), 5,0 = 0 (n. > 0), Setzesgy := 1. Flirn > 0
wird wieder ein Element € N fest gevahlt und es sdl < k < n.

Fall 1: (a) ist Fixpunkt der Permutationen. Die Permutationen der restlichen Elemente bestehen dann
ausk — 1 Zyklen. Daher tritt dieser FaHl,,_; ;_; mal auf.

Fall 2: a tritt in einem nichttrivialen Zyklus auf, d.hV \ {a} besteht auch aus Zyklen. Dann kann

a in der Zyklendarstellung an jeder van— 1 Positionen auftreten (der Eintrag am Ende eines Zyklus
ergibt keine neue Permutation). Dieser zweite Fall tfitt- 1)s,,_; ,, mal auf.

Die Rekursion stimmt also mit der aus der Definition slgy Uibereinm
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Anwendung Permutationen treten in der Informatik auf, wenn Daten am Platz umgeordnet werden, etwa
beim Bewegen eines Blocks innerhalb eines Speicherbereichsfwghg) oder beim Sortieren.
Fur den erforderlichen Bewegungsaufwand (grof3e Einheiten auf Platten?!) ist die Anzahl und
Lange der Zyklen der erforderlichen Permutation entscheidandids folgende kann man davon
ausgehen, dal die gamschte Reihenfolge der Datetsé (Records) durch ein Indexfelfll..n]
der Ausgangspositionen gegeben ist (d.h. die inverse Permutation). Beim Bewegen eines Blocks ist
das klar, beim Sortieren kanndurch Vorsortieren der Sadsel bestimmt werden. Die minimale
Anzahl von Bewegungen im Datenfeldl..n| wird durch folgenden Algorithmus verwendet, der
die Permutation durch Verfolgung der einzelnen Zyklen erzeugt. Die Zahl der Bewegungen ist

dabei
(Anzahl der nichttrivialen Zykle>1 + (Summe der Zyklemlfigen- 1).
Algorithmus P: Umordnungz[l..n] alsz[i] := z[p[i]],i = 1,...,n.
1:=1;
while i < n do begin
if p[i] <> ithen Fixpunkte ignorieren
beginh := z[i]; k := 1, einen Platz freimachen
repeatj := k; k := p[j]; Zyklus verfolgen
z[j] = z[k]; plj] := J; umspeichern & markieren
until & = 7; Zyklus fertig
z[j] := h;Zyklus schlieRen
end;i ;=i +1; nachster Zyklus
end;

Zur Bestimmung des Aufwandaifdiesen Algorithmus wird dimittlere Anzahl B,, der ausgaffir-
ten Bewegungen im AlgorithmuB bestimmt. Die Mittelung wird dabaiber alle Permutationen
von N durchgetihrt. Da pro Zyklus nur eine zatzliche Bewegung erforderlich ist, gilt

B, = %Z ((Anzahl nichttriv.Zykler) + (Summe Zyklerdhgen> 1)).

Die Gesam#ge aller Zyklen ist,, daher kann der zweite Summand auch dureh f () ersetzt
werden, wobeif () die Anzahl der Fixpunkte der Permutatianist. Der erste Summand kann
analog umformuliert werden af&\nzahl der nichttriv.Zyklen)=(Anzahl aller Zykleny (7). Daher
ist also auch .

B, = ) Z ((Anzahl aller Zyklen +n — 2f(7r)>.

Nach SatZl.8ist die Anzahl der Permutationen mit genadyklen bekannt, es folgt daher

B, = %(iksnk—i—n!n—ZZf(ﬂ))
k=0 m

l — 1
= n—i-ﬁg ksnk—Qag f(m).
k=0 T

—_—
=1
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Der unterklammerte Ausdruck ist die mittlere Anzahl der Fixpunkte und hat den Wert 1 ([Knuth-
1,S.177]). Da er mit dem negativen Vorzeichen auftritt, spieltuerdié Absclatzung auch kei-

ne Rolle. Hauptproblem ist die Berechnung der ersten Summe. Hierzu wird jetzt die Technik
derErzeugenden Funktiondrgl. §2.3) angewendet. Die gesuchte Summe laalich den Wert

> ksne = G'(1), wenn man das mit den Koeffizientep, gebildete Polynom betrachtet. Nach
Definition ist dieses

n

Gla) = 3 swer® = (=1 sun—2)" = (—1)" (=)
k=0

k=0

Aus Satzl.4b folgt G(z) = (—1)"(—z)2 =2" = z(z+1)--- (z +n — 1) undG(1) = n!. Nach
der Produktregel gilt

Gz) = 4+ (z+n-1)+z@z+2)-(z+n-1)+...+z-(z+n-2)
- GOt et )

und an der Stelle = 1 also

G'(1) :G(1)<1+%+...+%> =n!H,

Fur die hier eingaihrte harmonische Zahl gilf,, < 1 + Inn (s.u.). Als Ergebnis folgt, dal3 die
Anzahl der Bewegungen im Algorithmisim Mittel

B,=n+H,—2<n+Inn-1

ist. Im Vergleich dazu bestigen die besten Sortierverfahren (Quicksort) im Mittelln n Bewe-
gungen, also dak n-fache (z.B.n = 1024: Inn = 6.93). Wenn also der Bewegungsaufwand
erheblich teurer ist als der SdisiSelvergleich, lohnt sich ein Vorsortieren der SiskEl und an-
schlieBende Austirung von Algorithmug>.

n
Defin. 1.5 Fur n € N ist dieharmonische Zahl H,, := " 7.
k=1

H, kann einfach mit dem Integralkriterium abgesati werden. Da% <

F 9= Ink —In(k - 1) gilt fur k > 1, folgt .

n
1
anl—l—ZES1—ln1+ln2—ln2+...+lnn:1+lnn. k-1 &k
k=2
Mit H,, lafdt sich eine weitere Reihe der Stirlingzahlen bestimmen, es,gil= (n — 1)!H,,_;. Denn
mit Satz1.7unds,; = (n — 1)! folgt
Sn2 Sn—1,1 (n—1)sp 1 1 Sn—1,2 1 1

(n—1)!:(n_1)!+ 1] :n—1+(n—2)!:n—1+n—2+"'+1:H”*1'
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1.4 Erzeugung allerk-Stichproben

Als Grundlage einfacher Alatil- oder Optimierungsalgorithmen im Bereich deStichproben kinnen
Verfahren zur Erzeugung alleraglichen Elemente dienen. Zactist ist es dabei hilfreich, eine Reihen-
folge durch Anordnung der Figuren zu definieren. Dazu werderkgligchproben alé-Tupel geschrie-
ben, als Grundmenge (Alphabet) wiNd = {1, ..., n} zugrundegelegt.

Defin. 1.6 Dask-Tupela = (a4, ..., a;) heiBtlexikographisch kleinealsb = (b1, ..., b) (kurza < b),
wenn
HmE{l,...,k}: a1 =bi,...,0m_1 =bm_1, Oy < bpy.

Diese Definition entspricht derblichen Sortierreihenfolge in Lexika, Telefamdfiern und bei Dezimal-
zahlen.

Die Gesamtmenge aller zu einer Vorschrift gabén k-Tupel kann dann, z.B., in aufsteigender Rei-
henfolge erzeugt werden. Dazu beginnt man mit dem lexikalisch kleinstemséigéin) Element. Der
Ubergang zum achstgoReren kann durch die NachbarfunktionV erklart werden, wobeh := ON (a)

das zua nachstgolRere Element angibt. Bei den vier Stichprobenarten ist das entscheidende Problem
bei der Konstruktion vorO N die Bestimmung des Index mit (a1,...,am—1) = (b1,...,bym—1) fUr

b= ON/(a).

1. k-Worte: Dies ist der einfachste Fall, Startwort($t...,1). b = ON(a) entspricht dem &hlen
mit Ubertrag:

m=max{i: a; <n}, by :=am+1, (bmi1,...,0p)=(1,...,1).

BemerkungDies ist zwar diaubliche Zhlweise, hat abeuf Traversen-Anwendungen den Nach-
teil, daR sich beinbertrag sehr viele Stellen gleichzeitimdern. Abahlmethoden in{0, 1}*
(Traversen im ‘Hypercube’/Parallelrechner), bei denen sich in jedem Schritt nur einecBtbdie,
werden durch Gray-Codes realisiert (stetige Hypercube-Traversen).

2. n-Permutationenk( = n): Startwort ist die wachsende Folgg, 2, ...,n). Zur Motivation wird
das Zihlverfahren am Beispiel = 4 erlautert.

1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134, ...

Die Wortedndern sich jeweils ab detberstrichenen Positior=(m). Diese Position ist dadurch
definiert, dal’ der folgende unterstrichene Teil diegiStefallende Ziffernfolge am Wortende ist.
Derliberstrichene Wert wird dabei mit deraatistgoR3eren aus dem fallenden Rest getauscht. Also
istb = ON (a) gegeben durch

m =max{i: a; < ajy1}, by, := min{a; : a; > ap,i > m},

(brg1s -+ bg) = SOMA({am, ... an} \ {bm})-
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Anmerkung:Die aufsteigende Sortierung ist hier einfach durcbbuéh, da nach Definition von
m Qilt a1 > ... > ay. Daher ist das Restwort nur zu spiegeln ungdmit dem rachstgolReren
Wert darin zu tauschen. Dazu wird die Stellenit a; > a,, > a1 bestimmt und dann die
Elemente umgeordnet:

a=(ay,...,am—1, Gm, — a;, <+— ap)
b= (ay,...,am-1, a, —> ap, —> a7)

Durch Streichen der letzten Stelle sind auchsdie 1-Permutationen abgedeckt.

BemerkungWie im letzten Fall existieren bei Verzicht auf die lexikalische Reihenfolge Verfahren,
die alle Permutationen nur durch einzelne Vertauschungen erzeugen.

3. k-Permutationent < n — 1: Startwort(1, 2, ..., k). Erhdht wird die am weitesten rechts stehende
Stellea,,, fur die nicht alle golReren Werte aud” schon links von ihr vertreten sind. Rechts von
a,, werden noglichst kleine Werte geahlt. Formal definiert man dazd; := {a € N : a >
aj,a ¢ {ai,...,a;—1}}, 2 < i < k. Damit ergibt sichON aus

m :=max{i: A; # 0}, by, := min A,

(brg1s-- -5 bg) :=min-sortA(N \ {a1,...,am 1,bn}).
Die letzte Operation bedeutet Auswahl der kleinsten Elemente, steigend sortiert.
Beispiel:Die 3-Permutationen ayd, ..., 5}, ihre Anzahlists®> = 5 -4 - 3 = 60:

123, 124, 125, 132, 134, 135, 142, 143, 145, 152, 153, 154, 213, 214, 215, 231,...

4. k-Teilmengen § < n) werden alst-Tupel mit monoton wachsenden Elementen interpretiert, das
Startwort ist(1, 2, ..., k). Da das goBRtek-Tupel (n —k +1,...,n — 1,n) ist und die Monotonie
erhalten bleiben muf3, wird jeweils die letzte Stelle inkrementiartdfé noche; < n — k + 1 gilt:

m=max{i: a;<n—k+i}, (bm,bms1,---,0p):=(am+1,a4m+2,...,a;m +k—m+1).
Beispiel:Alle 3-Teilmengen augl, ..., 5}, die Anzahl ist(3) = 10.

123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345.

1.5 Inklusion-Exklusion

Hier wird die allgemeine Version der Summenformel aus Saia flr nicht-disjunkte Vereinigungen
behandelt und einige Anwendungen dazu.

Beispiel: 1) Bei Vereinigung von zwei nicht-disjunkten Teilmengén
B werden in der Summgd| + | B| die Elemente aus dem Durchschnitt
D := AN B offensichtlich doppelt gesilt. Daher ist

|AUB| = |A|+ |B| - |ANB|.
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2) Problem:Wieviele Zahlen zwischen 1 und 30 sind teilerfremd zu 307
Die beschriebene Menge witslgenannt. Da 30 die Faktorzerle-
gung30 = 2 - 3 - 5 besitzt, kommen keine der Zahlen in Frage,
die in einer der Mengen

Ay ={2i:i=1,...,15}, ‘n’

Ay ={3i:i=1,...,10},
Ay={5i:i=1,...,6}

liegen. Das Komplement der Mengkeist alsoA; U A, U Ag. S

Eine naive Verallgemeinerung der letzten Formrffiir |4, U A, U As| auf die Anzahl
?
|A1 UAds U A3| = |A1| + |A2| + |A3| — |A1 N A2| — |A1 N A3| — |A2 N A3|

Dabei wurde also die Doppelhlung fir Elemente aus den Schnittey N A; korrigiert. Allerdings
werden Elemente aus dem gemeinsamen Schnitt A; N Ay N Ag, diein|A;| + |Az| + |A3| dreimal
gezhlt wurden, jetzt auch dreimal wieder abgezogen. Daher muf? die letzte Formel noch einpfval um
korrigiert werden:

|A1 U Ag U Ag| = |A1| + |Ag| + |A3| — |[A1 N Ag| — |AL N Ag| — [A2 N As| + |A1 N Ay N Ag.

Fur die einleitende Frage ergibt sich daher folgende Antwart| = 15, |As| = 10, |A3| = 6, |[A1 N
Ayl = |{6i: i =1,.,5} =5, A2 N A3| = |{15i : i = 1,2}| = 2, |4, N A3| = 3, |D| = 1. Damit
folgt

|[AJUA U A3 =15+10+6—-5—-2—-3+1=22, d.h.,|S| =30—-22=28.

Den allgemeinen Fall behandelt der folgende Satz, der unter den Bezeichnungen 'Ein- Ausschalt-Formel’,

'Siebtheorem’, "Inklusions-Exklusions-Prinzip’ bekannt ist.

Satz 1.9 (Ein-Ausschalt-Formel von Sylvesterjiifede Familie{A4; : i =1,...,n}, n € N, endlicher
Mengen gilt

U

=1

n
= Z|Al|_ Z |Ai1ﬁAi2|+ Z |AilﬂAigﬂAi3|ﬂ:...
i=1

1<t <2<n 1<t <12<i3<n
+H(=1)" A N, N A,

n

= DR AN n 4.

k=1 1<i1 <..<ixg<n

Bemerkungim k-ten Summanden wirdber allek-Teilmengen der Indexmeng€é summiert, vglgl.4-
4,

BeweisInduktion ubern. Der Falln = 1 gilt trivialerweise. Ansonsten wird die Basisregel

|AUB| = |A|+ |B| - |AN B| 1.4)
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angewendet. Die EA-Formel gelte nwr 2, bei Vereinigung vom + 1 Mengen gilt dann

n+1 n
7 = UAZ- :KUAi)UAnJrI‘
i=1 i=1
1.4 1" "

= UAi -{—‘An-q-l‘—‘(UAi)mAn—l-l‘
i=1 i=1

= U]+ | = U0 4n|
i=1 i=1

Nun betreffen beide auftretenden Vereinigungen genlsiengen, mit der Induktionsvoraussetzung folgt

n

Z = > (=DFT 3T A NN Ayl Al

k=1 11<..<ix<n
n .
ST YT A NN Ay N Al
j=1 11<..<5;<n

Der SummandA,, 1| erginzt die erste Summe blei= 1. In der letzten Summe stehen alle Durchschnit-

te von jej + 1(=: k) Mengen miti; < ... <i; <n <n+1=:14;;1.Im j-ten Summanden ist daher
das Vorzeicherf—1)’ korrekt. AuRerdem treten hier alle Summanden auf, die in der ersten Summe bei
k = j + 1 fehlen, rdmlich die mitiy =n+ 1.m

Falls die GoRRe der Durchschnittsmengen nur von der Anzahl der schneidenden Mengeagtaliei-
einfacht sich die Formel wesentlich.

Korollar Firjedesk < n € N gelte
|Ai1 Nn...N Azk| =d; fur beliebigel <o << <mn,

die GroRRe derk-Durchschnitte sei alsdy, unabtangig von derk-Teilmenge{iy, . .., it }. Dann ist

|- zn:(_l)kfl (Z) dy.

=1 k=1

BeweisFur jedesk tritt der Summandi;, genau(;) mal auf, dies ist die Anzahl dérTeilmengen von
N, vgl. Satz1.3 m

Anwendung Anzahl surjektiver Abbildungen: Es s8iur(M, N) die Menge der surjektiven Abbildun-
genM — N, wobei (0BdA)M = {1,...,m}, N = {1,...,n} undm > nist. In §1.2 wurde dazu
festgestellt, daR bei jeder Abbildurfge Sur(M, N) die Familie der Urbildmengefif 1(b) : b € N}
einen-Partition vonM bildet. Daher istSur (M, N)| = n! Spy,.

Mit der EA-Formel wird dieser Wert nun explizit berechnet. Dazu wird das Komplement der gesuchten
MengeSur(M, N) in der Menge aller Abbildungembb(M, N) = NM dargestellt,

NM\ Sur(M,N)=A,U...UA,.
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Die Anzahl aller Abbildungen ist dabgN | = n™, vgl. §1.2. Die Mengem; werden definiert durch
Aj:={f € Abb(M,N): i ¢ f(M)}, i=1,...,n.

A; enthélt alle Abbildungen, bei denenh € N nicht als Bild auftritt. In den Durchschnitten solcher
Mengen treten immer weniger Bildwerte auf, daher ist

|Ai1m...mAik|:Hf: M%N\{il,...,ik}}‘:(n—k)m::dk.

Aus dem Korollar folgt nun

Sur(M.N)| = INM|— AU U A = nm - S () <Z> (n— k)™
k=1
= (") m-nr jno(—n"—j (1)

Insbesondere gilt also die explizite Darstellung diie Stirlingzahlen 2.Art

1 o nei (MY .m
Sm,n:mjzo(_l) J(]—)] : (1.5)

Anwendung Anzahl fixpunktfreiern-Permutationen (Derangemeni3),. Wieviele Myglichkeiten gibt
es, Briefe in adressierte Umsélgle zu stecken so, dal3 keiner richtig eingeordnet ist?
Weiterer Hintergrund: Beim Sortierproblem §i.3 (AlgorithmusP) spielte die mittlere Zahl der Fixpunkte
von Permutationen eine Rolle. Die Anzahl der Permutationen mit gef&punkten ist(;‘) D,,_;., da bei der
Wahl der Fixpunkte}) Félle maglich sind, der Rest aber fixpunktfrei sein muR.

Wie bei der vorherigen Anwendung wird das Komplement zur Menge aller Permutationen betrachtet,
entfernt wird die Vereinigung der Mengen

Aji={r: w(i)=1i}, i=1,..,n,

wobei bei den Permutationen iy der Werti Fixpunkt ist. Da bei Fixierung voh Werteniq, . .., iy fur
die restlichen Wert¢n — k)! Permutationembrig bleiben, gilt it die Durchschnitte

|Ailﬁ...ﬁAik| :(n—k)': dg.

Mit dem Korollar folgt

- _ n
D, = n!—|AZ~1U...UAik|:n!—;(—l)k 1<k>(n—k)!
n n k
_ g (1)
= > (-1 =" B

Die letzte Summe ist der Beginn der Reilned ™. Flir gréReren ist daher die mittlerer Anzahl fixpunkt-
freier Permutationen

1
D, = -
(&

= 0.368.

S|=
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Im Briefbeispiel gibt es daher eine Wahrscheinlichkeit von 63%, dal? wenigstens einer der Briefe richtig
ankommt. Allgemein ist die Anzahl der Permutationen mit gehd&ixpunkten

k

n nok 1 nE
Dy =nEY (-1 = = —.
(k) k n ]0( ) ]| e

Zur (praktischen) Berechnung der Derangement-Zahlen gibt es aber auch einen anderen Ansatz, der im
nachsten Paragraphen eine Rolle spielt:

Satz 1.10 Die AnzahlD,, fixpunktfreiern-Permutationen (Derangements) ist
_ o (D
Dy=my Ik
k=0
Aulerdem gilt miD; = 0, D, = 1 die lineare Rekursionsformel

Dn:(n_l)(Dn—1+Dn—2)a n:2a3a""

BeweisFir n > 2 seir eine fpf-Permutation und = w(1) bezeichne den ersten Bildweit £ 1).
Fallunterscheidung:

Fall 1, 7(i) = 1: Dann ist(1, ) ein 2-Zyklus (Transposition)uf die restlichen Wert¢2,...,n} \ {i}
gibt esD,, , fpf Permutationen.

Fall 2, 7(7) # 1: Durch Entfernen von ausw und folgende Ergiizung

( 2 1—1 1 1+ 1 . n )

o=

w(2) ... w(i—1) 7w(i) w(@E+1) ... m(n)

entsteht eine Permutation vavi \ {i} mit o(1) = w(i) # 1. Von den so konstruierten Permutationen

sind Dy, fixpunktfrei und lohnen durch Erarizung uml — i = (1) wieder zu einer fpf-Permutation
von N gemacht werden.

Beide Rille zeigen, daluf’jedesi # 1 alsoD,,_1 + D, fpf Permutationen existieren mit(1) = i.
Daher istD,, das(n — 1)-fache dieser Summm.
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2 Folgen und Rekursionen

2.1 Summen- und Differenzenrechnung

Bei geeignetetlbertragung der Begriffeddnen viele Regeln der Differential- und Integralrechnung von
Funktionen auf Differenzen bzw. Summen von Folgenwerten (Funktionsweitteniragen werden.

Defin. 2.1 Fur Folgenf : Z — C bzw. Funktionery : R — C werden folgende Abbildungen definiert

S: fe f(-+1), d.h,(Sf)(z) = f(x + 1) Schiebe-Operator/Translation
A: fef+1)—f(), dh,(Af)( flx+1)— f(zx), Vorwarts-Differenzenoperator
V: f=f)—f(--1), dh,(Vf)( f(z) — f(x —1) Ruckwarts-Differenzenoperator

x) =

7)

Zur Herleitung von Rechenregeln sind die Darstellunges S — I, V = I — S~ hilfreich. Die in der
Definition noch verwendete Klammer um die Bildfunktion wird dabei meist weggelassen, z.B., wie in

(VH)(@) = Vi) = f(@) = S (2) = f(a) — fla —1).

AuBerdem wird bei Folgen das Argument weiterhin als Index geschrieben, die gleiche Regel lautet bei
(ay) etwa

Vak = Q[ — S_lak =ar — Qf—1-

Die erste Summationsregel ist eine Analogie zum Hauptsatz der Differential-/Integral-Rechnung und
betrifft Teleskopsummen:

n—1
YOAf(k) = F()=FO) +F2) = f() +...+ f(n) = f(n—=1) = f(n) = f(0) = f‘O(Z-l)
k=0

n

0 .

Y ViKY = f)=FO)+[2) = f(1) o4 f(n) = f(n—1) = f(n) = f(0) = f
k=1

Achtung In dieser und anderen Formeln sind die Auswertungspunktef Peicht identisch mit den
Summationsgrenzen.

Eine Analogie zur partiellen Integration ist

Satz 2.1 Fur u,v : R — C (bzw.Z — C) gilt die Regel departiellen Summation

S
A
i
A

" ST (Au(k)So(k)

u(k)Av(k) = uv|
0

=0

=
=
Il

i
L

= u(n)v(n) —u(0)v(0) - » _ (Au(k))o(k+1)

i
(o=}
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BeweisDie Behauptung folgt als Teleskopsumn2elj aus der Produktregel
A(u(k)o(k)) = wu(k+ Dok +1) —u(k)v(k) = (u(k +1) —u(k))v(k + 1) + u(k)(v(k + 1) — v(k))
= (Au(k))Sv(k) + u(k)Av(k). =

Beide Regeln sind dann von Interesse, wenn mamngemd viele Paare von Funktionen/Folgen kennt
mit f = Awu. Man nennt, dabei einaliskrete Stammfunktioron f.

Bei der Differentiation waren die RegelarfMonomez™ besonders einfacliz™) = mz™ ! m e N.
Bei Differenzenbildung gilt diesuif’die in Defin.1.1eingefihrten Faktoriellen:

Az = (z4+1)2 - 22 = (z+ 1)z™ L — 2™ Yz —m+ 1) = ma™1L

V™ = 2" —(z—1)" =2 (z4+m—1)— (z — 1)z = ma™ .

Insbesondere reduziert sich auch bei Differenzbildung der Polynomgrad um eins. Durch Umkehrung
folgt mit (2.1) die Summationsregel

(o 4y = P (o byt i)
€T — =

Mit Hilfe der geometrischen Summe athinan fir festess € R die

Differenzen-Regel Ad® = o™t —a® = (a—1)a%,
n—1 =
. Yy |y=x+tn
Summations-Regel " o®tF = e
k=0 a—Liy=y

In der Analysis war hierbei der Fall= e besonders einfach, jetzt ist es der Fat 2:

n—1

A2 =2n, Yotk 2y‘y:$+n.
’ k=0 y=e
Anwendung 1) Arithmetische Summen, Satz6 zeigt:

n—1 n—1 m ) m n—1 ) m 1 ) n
DK = S S =3 K = S
k=0 k=0 i=0 i=0 k=0 i=0 v 0

% mll + 1

=0

2) Gemischt arithmetisch-geometrische Summé2*. In Satz2.1 wahle manu(z) = z, v(z) = 2%,
dann gilt2” = A2%, Au = 1. Es folgt

n—1 n—1 n—1
S k2t = 20 Z =37 (Au(k) (Su(k)) =n2" = 3125 = p2n - 2“1‘3
k=0 k=0 k=0

= n2" —2"" 4 2= (n—2)2" +2.

3) Die Regeln c¢), d) in Satk.4 fur Binomialkoeffizienten sind Spezialfé der Regelndi =™ :

A(vi) B (mm—1>’ kz_:(:) B (mil) - (m%)
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Hohere Differenzen werden induktiv definiert,
A'f = A(A"Lf), neN
Auch hiertiir ergeben sich besonders einfache Regeln bei den Faktoriellen,

A" = b T (2.2)

Man beachte, daf3 in der Formel nur Faktorielle auftretennf> m ist das Ergebnis dabei null. Die
genaue Gestalt dephéren Differenz kann durch formale Anwendung des Binomischen SatzA$ adf

(S — I)™ berechnet werden.uf Polynomef gibt es auch eine, zum Satz von Taylor analoge, Umkehr-
Beziehung.

Satz2.2a)Furn e Nundf : R — C qilt

n

A" 0) = S0+ () s

k=0
b) Seif ein Polynom vom Grad. Dann gilt dieNewton-Darstellung

n

X - k
r@ =Y (7)atro =Y 20k ver

Beweisa) Die formale Anwendung der binomischen Formel ergibt

n n

Ao = (8- 110) = 32 () ot = 3 (1) (- Ao

b) Nach§1.3 ist klar, daR die Faktoriellen®, k& = 0,...,n, eine Basis des Raums aller Polynome
vom Maximalgradn bilden. Daher existiert eine Darstellurfgr) = >} _, bxz*. Bei Anwendung der
Differenzenregel4.2) erkélt man

A'f(z) = bpktat=t = A'f(0) =bil,
k=i

dazf=% nur fiir i = k im Punkt Null nicht verschwindem

Anwendung Bei f(z) = z™ gilt nach Satzl.6 f(z) = 2™ = Y_}_, Suxz®. Nach Teil b) von Sat2.2
folgt daherA f(0) = k!S,,, und Teil a) besitigt daher die Formel (1.5)

1 < (K 1 < (K
Sut = 17 SO(-1)F <j>f(j) = LSk ( )y
o !
BemerkungDie Teile a) und b) von Sat2.2 sind wieder zueinander inverse Formeln (vgl. Nachsatz zu

Satz1.7), mit x = n gilt
> <Z> (=1)k=7 (k> = 0nj, Jym €N

k=0 J
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Dies bedeutet, daRR die Matrizen von Binomialkoeffizienten bis zu einer bestimmten Ordnung zueinander
invers sind, z.B.,

1 -1 1

11 11
121 — 1 -2 1
1331 1 3 -3 1
1 46 41 1 -4 6 -4 1

Durch eine andere Aufteilung der Vorzeichen ergibt sich sogar eine selbst-inverse (involutorische) Ma-
trix:

1
1 -1 an =Y po(=1)*(})bx Vn
P=]1 -2 1 =P ! dh,{ —
1 -3 3 -1 bn = Y p_o(=1)*(})ar Vn
1 -4 6 —4 1

2.2 Lineare Differenzengleichungen

Fur die meisten bisher behandelteroGen existieren lineare Rekursionen (vgl. Binomialkoeff., Stirling-
zahlen, Derangement-ZahlenlurHineare Rekursionen von Folgen (einfach indizierte®amn) gibt es
Aussagen zur dSungsstruktur und eindsungsverfahreruf'wichtige SpeziaHlie.

Beispiel: Tilgungs-/Zinsgleichung: Ein Startkapit&l, vermehrt sich durch Verzinsung mit dem Faktor
a = 1 + p nach der (einstufigen) Zins-Rekursion

K,=aK, 1,n>1 = K,=d"K,.

Ein aufwendigeres Beispiel trat in SatzLOfur die Derangement-Zahlen aiif, = (n — 1)(D,—1 +
D, ). Dies war eineweistufige Rekursigeinfacher ist:
Beispiel: Die Fibonacci-Folge wird mify := 0, F| := 1, definiert durch die Quadrat-Spirale:

zweistufige Rekursion
21
Fo=F, 1+ F, 2, n2>2
= 01 2 3 456 7 8 9 .
Wertetabelle: jJ 5
F,= 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 13
Der Standard-b8ungsansatz ist hier analog zur Zinsgleichdtig= c - 2", 8 34
z € C (mit cz # 0). Durch Einsetzen in die Rekursion athinan Regel: An Engere
Rechteckseite  wird
!
Fo—F, 1 —F, 3=(—2-1)2"2%=0 VYn>2. Quadrat angesetzt
Um hier null zu erreichen, muf3 der Vorfaktor verschwinden,
1 1.618034 =:
22—2—-1=0, aso z=—-(1+V5) = =
2 —0.618034 =: 2.
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Es gibt also zwei ragliche Losungen (auchist noch beliebig), welche ist die gesuchte?

Da die Rekursion linear ist,dnnen verschiedeneokiingen lineauberlagert werden, daher elif‘auch
die FolgeF,, := c; 2] + c22% fur bel.cy, cp die Rekursion:

n n n—1 n—1 n—2 n—2
F, —F,_1—F, 2 = ci2 +c2y —C12,  —Ca2y  —C1Z ~ — C22y

= (-2 -1 (s —2n—-1)22"2=0 VYn>2().
— ——

=0 =0

Um auch die Startwertéj, F; zu beschreiben, sind die Koeffizienten ¢ aus diesen zu bestimmen:
0=F,= clz? +02zg =ci1+co, 1=F =ciz1+coz

= ¢y = —cy, ¢; = 1/+/5. Fr die Fibonacci-Folgeergibt sich also die explizite Darstellung

| 1 r/1+vVB\n  /1-+/5
- = = [ -

V5 VLV 2 2
An dieser Darstellung kann man direkt das Verhalten der Falggrb3en ablesen. Déz;| > || gilt,
wachst der erste Anted 7" in

)"] Vi € Np.

ZQ| 2
F, = c120 + 228 = 27 (c +ca:",a::|—:7<0.4,

n 121 229 i1 21", |7 7 3+5 q
wesentlich schneller als der zweiteyrfgroRen qilt also F,, =

L<1+—\/5>n ~ 2 F,_1. Das Seitenvegditnis bei der Quadratspirale

e\ 2
nahert sich daher de@oldenen Schnitt; = gmitg =1 + % bei dem
beide Rechtecke gleiches Seitenathis haben. 1/q 1

Das hier im Spezialfall angewendetedLingsverfahren beruht auf zwei Eigenschaften, die noch einmal
allgemein formuliert werden. Die Aussagen sinallig”analog zu denen bei linearen Differentialglei-
chungenk-ter Ordnung.

Satz 2.3Zuk € Nundn > k seien Koeffizientea,1, . .., a,r € C gegebeng,, # 0Vn > k. Dann ist
die Menge der isungen dek-stufigen homogendimearen Differenzengleichung

T+ aniZpn_1+ ...+ aptn_p =0 furn="Fkk+1,k+2,... (2.3)
ein k-dimensionaler linearer Unterraum der Menge aller komplexen Foldgéh(N,, C).
BeweisEs seil die Losungsmenge der Differenzengleichung.
a) Linearitit: Rir zwei Folgen(z,,), (v,) € L und beliebigex, 5 € C gilt fur die Folge(ax,, + Byyn):

(azxy, + Byn) + an1(axn—1 + BYn—1) + .. + ani(@Zp—k + BYn—k)
= a(zp+aniZp—1+ ...+ 0nkZnk) +6 (Un + @niYn—1+ ... + ankYn—) =0,

~ / ~ 4

-~

=0 =0
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b) Jede Folge, die asung der Differenzengleichung ist, ist durch itireAnfangswertexy, ..., zx 1
eindeutig bestimmt. Eine Bas@g))), ceey (yﬁfc—l)) von L kann durch die Startwerte

Y9 = 6,5, 0<mj<k-1

definiert werden. Da schon die Anfangsabschr(@@ T )1) nach Konstruktion linear unabhgig
sind, sind dies auch die ganzen FOIQQH . Daher ist dimL > k. Sei nun(z,) € L beliebig. Rir den
Abschnitt(zo, ..., z,) gibt es Konstantefiy, ..., S;_1 (namlich 8; = z;) mit

xn:ﬁoyflo) et B 1yk1), n=0,...,k—1.

Nach Teil a)ubertagt sich diese Linearkombinatiawbér die Differenzengleichung induktiv auf die
restlichen Elemente > k:

k—
S M z:_zamz% =Y ) - zﬁyn -
7=0 i=1
Daheristdiml = k. m
Bei Kenntnis einer Basis voh kann also jede &Sung explizit konstruiert werden.

Beispiel: Bei den Derangementzahlen sind die KoeffizientenZi®)(a,; = an2 = —(n — 1). Eine
Losung der Dfz-Gl. wurde in Safiz10angegeben, eine andere (lin. unabh.)ist) = (n!), denn

xn:(n—1)<(n—1)!+(n—2)!>:(n—l)(n—1+1)(n—2)!:n!.

Bei den Fibonacci-Zahlen waren die Koeffizienten = a,o = —1 unablahgig vonn. Fir diesen Fall
gibt es ein allgemeinesdsungsVerfahren

Satz 2.4 Die Koeffizienten der Differenzengleichuriy3) seienkonstantd.h., unabhngig vonn (a,; =
a;Vn). Dascharakteristische Polynom

p(z) =2+ a1 2"+ fap_iz4ap, z€C,

dieser Gleichung besitzZe verschiedene Nullstellen, ...,z € C. Dann ist eine Basis desbsungs-
raumsL der Differenzengleichung gegeben durch die Folggh),,, ..., (2}),, d.h., jede ihrer bsungen
(zn)n laRt sich mit3; € C darstellen in der Form

Ty = P20 + ...+ Brzr, mneEN.

BeweisJede dek Folgeny,(zj) =2z}, n €Ny, erflllt (mit a,o := 1) furn > k

Zazyn ; Zaz —i= ’.L_ (Zaiz;?_i> z]’-‘_kp(zj)zo.
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Also ist (y,(zj)) € L. Dabei sind die Folge('y,(zj)),j =1,...,k, linear unabhngig, da dies schomf’ihre
Anfangsabschnitte gilt:

1 1 ,
y(()) y,(cjl 1 2z ... zf !
det : : =det | : : = H(zl —zj) #0.
k k — i>7
y[() ). y,(cjl 1 oz ... z],: ! >J

DieseVandermonde-Determinanterschwindet nicht, da dig; n.V. verschieden sinaa

Beispiel:1) Fibonacci-Folge:,, = ©,_1 + z,_2 (vgl. oben).

1 1 1 1 1 1
p(z)=2"—2z-1, 22 =5 + 5\/5, = Ip = /31(5 + 5\/5)" +,32(§ - 5\/5)”

2) Rekursionr,, = x,, 1 + 2x,_», als Differenzengleichung,, — x,, 1 — 2z, o = 0.

1, 3
P—2=2, zp =t o, = @ = 612"+ fa(—1)"

p(z) == 5+ 5

Die Koeffizienten sind aus den Anfangswertey)z; zu bestimmen:

=301 =x90+x1 = Po=—-x0— 1.
12 —f2 =1

3 3
3) Bei der reellen Differenzengleichung, — 2z,,_1 + 2z, _o = 0 treten komplexe Nullstellen auf:

B12° +Bo(—1)° Zﬂﬂo} 2 1

p(z) =22 —224+2=(z-1)2 +1, zip=1£i€C = z, = p1(1 +1)" + f2(1 — )"

Diese Folge ist wegen, = 7 reell, wenng, = j3; gilt. Mit den Anfangswerter:y = 0,z; = 1 folgt,
z.B.,
0= b + B2
1= Bi(1+1i) +B(1—1) = (B1+B)+i(B —Ba) -
T
AlsoistB; — B = 2B; = —20, = —i und daher mit + i = v/2 exp(in/4)

nm

L L %(1 )" = Re( —i(L+1)") = 2"/?sin—.

2

Ty —

Bemerkungim Satz wird der Fall mehrfacher Nullstellen vpmicht behandelt (vglUb. 13).

Inhomogene GleichungenWird bei der Zinsgleichung eine konstante Ratenzahltugiggefihrt, andert
sich die Rekursion ziK,, = aK,, 1 + b. Die Bestimmung der @Sung ist ¢ # 1) analog zu fuher.

K, = aK,_1+b=a’Kp_o+ab+b=a’K,_3+a’b+ab+b=...
a —1

a —

= a"Ko+ba" ' 4+a" 2 +...+1)=a"Ko+b

Der erste Bestandteiy” K, ist die Losung der homogenen Gleichung, dazu wird der kterstam-
mende Anteil addiert. Dies ist ein allgemeines Prinzip:



2 FOLGEN UND REKURSIONEN 31

Satz 2.5 Die allgemeine bsung deinhomogenen linearen Differenzengleichung
Tpn+ apiZn1+ ...+ appTp_p =0, fUrn==Fkk+1,k+2,...

hat die Formz,, = =2 + z,, n € Ny, wobei(z,) eine spezielle &sung der inhomogenen Gleichung
ist, und(=!1) die allgemeine tisung der homogenen Gleichung aus Rakist. Unter den spezielleren
Voraussetzungen von S&tz ist also

Tn =Tn + 120 + ...+ Bz, neN.

BeweisEs seien(z,,) und(z,,) zwei L6sungen der inhomogenen Gleichung. Dann ist die Differenzfolge
(zn, — Z,) eine LOsung der homogenen Gleichung:

——

Ty, — Ty + ant (Tno1 — Tn1) + -+ ank(Trk — Tn k)
= (Tn+an1Tn1 + ...+ ko k) — @Tn + @1 Tn1 + ... + GokTn k)

Bei Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizientemhke€nspezielle Inhomogeiditen durch ge-
eigneten Ansatz behandelt werden:

a) Konstanteb,, = ¢ Vn: Fur p(1) # 0 fuhrt der Ansatz;,, = d zum Erfolg:

Tp4...+apZy p=0+a+...+ar)d=c

ist I6sbar, wenrl 4+ a; + ... + a = p(1) # 0 gilt. Die spezielle losung ist danf,, = ¢/p(1).
b) Allgemeine Polynomeh, = Y7 v;n/. Ansatzz,, = Z;”:'O §in’ mitm' > m.

Fir p(1) # 0 undm’ = m ergibt sich ein lineares Gleichungssysteun diie Koeffizienteny, ..., d,,.
Im Fall p’(1) = 0 ist ein loherer Polynomgragh’ > m im Ansatz erforderlich.

c) Exponentialfunktionem, = c¢¢™: Ansatzz,, = d ¢™ erfolgreich fir p(q) # 0 (fur p(q) = 0 ist (¢")
dagegen schondsung der homogenen Gleichung).

2.3 Erzeugende Funktionen

Einige der eingeflirten Folgen (Binomialkoeffizienten, Stirlingzahlen) sind gleichzeitig Koeffizienten
spezieller Polynome. Dieser Zusammenhang ist verantworilichdstimmte Rechenregeln mit diesen
Zahlen. Analogdi3t sich zu jeder Folge.,, ) die zugelofige Potenzreihe zumindestens formal (d.h., ohne
Konvergenzdiskussion) betrachten, umaabche Hilfsmittel zughglich zu machen.

Defin. 2.2 Zur Folge(a,),>0 wird die erzeugende Funktiogiefiniert durch die formale Reihe

A(z) = Zanz", z e C.

n>0
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'Formal’: Rechenregeln unahhgig von Konvergenzfragen. Aus der Analysis ist, z.B., das Cauchy-
Produkt bekannt:

n
A(z)B(z) = Z anz" Z bp2" = Z (Z ajb,—;) 2" = C(z), mit (2.4)
n>0 n>0 n>0 j=0
n
o Zajbn,j, n > 0.
5=0

Indexverschiebung- Differenzen-Rechnug, -Gleichungen):
(bn) = (0,a0,a1,...) = B(2) = an 12" = zA(2),
n>1

(an) = (bi,ba,...) = A(z) =Y bpp12" = (B(2) — bo)/2.
n>0

Eine wichtige Anwendung betrifft spezielle gewichtete Summen von Folgenelementen, die etwa bei
mittleren Anzahlen, Erwartungswerten (vgl. AlgorithmRsauftreten. Dazu gedt

Znan =A'(1), da A'(z) = Znanzn_l.

n>1 n>1

Summen mit bherenmn-Potenzen lassen sich aus denen mit Faktoriellen zusammensetzen, es gilt

Znian = AU)(1), j e N

n>j

Beispiele:

1 an =1: A(2) = 32,50 2" = 155 (formale geometrische Reihe). Die Funktion

1 1
B(z) = ——
(2) =1

D bz =bo+ (bo+ b))z + (bo + by +b2)2” + ...,
n>0

nach @.4), getort zurdiskreten Stammfunkticer Folge(b,, ).

n

2. m e Nfesta, = (7): A(2) = 3,50 () 2" = (1 + )™, Binomial-Summe,
z € Rfesta, = (7): A(2) = X, () 2" = (1 + 2)*, BinomialReihe

3. Stirlingzahlen 4 € N fest), nach Definition ir§1.3 gilt: Zua,, = (—1)"""s,,, gelort A(z) =
2 und zub,, = s, die FunktionB(z) = 2™.

4. Harmonische Zahler{H,,) ist die diskrete Stammfunktion zur Folgs,) = (1),>; und es gilt
B(z) =3 051 Lon = o l‘i—xm = —In(1 — 2). Mit 1) folgt

1 1
In
1—2z

H(z) =Y Hy" =

1—2z
n>1
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Die erzeugenden Funktionen von linearen Rekursionen sind rationale Funktionen. Bei der Fibonacci-
Folge seiF'(z) := ), v, Fnz™ mit Fy =0, F1 = 1. Aus der Rekursio,, = F,,_; + F,,_, folgt

F(z) = z+ Z F,2"=z+=z Z Fo 12"t 422 Z F, 52" 2

n>2 n>2 n>2

= 241 (2 +AF(2)=> Flz)=—2" (2.5)

1—2— 22

Das Beispiel wird sater weitergaihrt, die allgemeine Problemklasse behandelt

Satz 2.6 Die erzeugende FunktioX (z) = ), ., z,2" fur jede Losung der linearen Differenzenglei-
chung mit konstanten Koeffizienten

T+ 01Tp—1 + ...+ Ty =by, n 2>k,

hat die Form
B(z) +q(2)
A(z)
Dabei hangt A(z) = Z’Ti:o apz"™ mit dem charakteristischen Polynomin Satz2.4 tber A(z) =
2¥p(1/z) zusammen. AuBerdem igt) = Y 5 _ 37—y a;jz, ;2" UNdB(2) = 32, bn 2™

X(z) =

BeweisMit a, := 1 folgt aus der Differenzengleichung

k k
B(z) = Z b, 2" = Z (Zajxn_j>z" = Z an_jz"_jajzj

n>k n>k 7=0 n>k j=0
k ' ' k—1
= > (Xmn i T = Y go) n—j=m
i=0 n>j n=j 1
S)
= Zazmszaz]—q L n
m>0
GG g, m

Den Zusammenhang mit der Darstellung aus Sadz d.h., die Koeffizienten voX bekommt man
durch Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion und den Einsatz der geometrischen Reihe. Bei der
Fibonacci-Folge ergibt sich aus.p) mit z; , = (1 + V5)/2undl — 2z — 22 = (1 — z12)(1 — 22) der

Ansatz
z a1+ Pz as+ Paz
5 = +

F(z) =

1—z—2 1—212 1— 202

DurchUbergang zum Hauptnenner und Vergleich dehl&t folgt

z=ar+az+ (1 + P2 — 122 — azz1)z — (Prze + /3221)22,

woraus sich durch Koeffizientenvergleich etwa = «» = 0 und insgesamt die folgende Darstellung
ergibt, die der vom Anfang des Paragraphen entspricht:

_ YAV _ .
Flz) = V(1 = 22) \/5(1 — 292) f Z ( 2>

n>1
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Anwendung Catalansche Zahlefi,,:

Bedeutungr,, sei die Anzahl der zalssigen Klammerungen bei Auswertung des (nicht kommutativen)
Produktsaas - - - a, von n. Gro3en. Diese Anzahl ist identisch mit der Zahldoief" (Auswertungs-)
Baume mitn Blattern bzwn — 1 Verzweigungsknoten. Es gilCy := 0)

Ci=1. o n=3
02 =1: (alag)
03 =2: (alag)ag = a1 (agag)

Allgemein sind tir jedesj, 1 < j < n innnerhalb deauiReren Klammerung bei

alan:(alaj)(a]+1an)
—— ————
Cj Cn—j

zusitzlich C; - C),—; weitere Klammerungen agjlich. Daher gilt tir n > 2:
Chn =CiCho1 +CoCh_2 +. n-1C1 = Z CiCh—j.

Dies ist einenichtlineare Rekursion. Allerdings entspricht die darin auftretende Summe einer Faltung
wie beim Cauchy-Produkt von Potenzreihen. Daher giltdié erzeugende Funktion

n—1
z)=z+ Z Cp2" =2+ Z Z CiCp—jz" @A z+ C(2)°.
n>2 n>2 j=1
Also gilt C?(z) — C(z) + z = 0 = C(z) = 3 £ $1/1 — 4z. Von diesen beidenasungen kommt aber
wegen der Startbedingun@, = C(0) = 0 nur die mit dem negativen Vorzeichen in Frage. Schlief3lich
liefert die allgemeine Binomialreihe die Darstellung

c0r = 5o X () -2 (000)

n>0 n>1

Die letzte Umformung folgt bef1)2 = 1(-1)(-3)- -

durch Erginzung der geraden Faktoren @ — 2)!.

(3-n)=(-1)"'27.1-3-5---(2n — 3)

Ergebnis:Firn > 1 existierenC,, = = (2: 2) Moglichkeiten zur Klammerung von-Produkten.

2.4 Aufwandsanalyse bei rekursiven Algorithmen

Zur Loésunggrof3er Problemést beim Einsatz von Algorithmen das asymptotische Wachstum des Auf-
wands in Ablkihgigkeit von einem geeigneten dRenparameter1 entscheidend. Zum Vergleich des
Wachstumson Funktionen dif grol3e Argumente > 1 gibt es unterschiedlich prise Begriffe:
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Defin. 2.3 Gegeben seien Funktionghg : N — R (g(n) = 0 nur endlich oft). Man sagt, es gilti(f
n — 00)

a) f(n)=o(g(n)) <= Ve>03Ing>0: |f(n)] <elg(n) Vn > ng.

b) f(n)=0(g(n)) <= 3IC,ng>0: |f(n)] < Clg(n)] Vn > ng.

¢) f(n)=0O(g(n)) <= 301, Cang>0: Cilg(n)| < |f(n)] < Calg(n)| ¥n > mno.

d)  f(n)~g(n) = f(n)/g(n) — 1, n — 00.
Sprechweisen: a) f‘wachst langsamer ais, ' f ist klein-o vong’
b) ‘f wachst nicht schneller alg, ' f ist grof3-O vory’

c) ‘fundg wachsen gleich schnell’, f’ist Theta vory’
d) ‘fundg sind asymptotisch gleich’.
Beispiel:p undq seien Polynome in. Dann gilt flir n — oo:
a)p(n) = o(¢g(n)) <= Gradp < Gradg;
b) p(n) = O(q(n)) <= Gradp < Gradg
c)p(n) = O©(q(n)) < Gradp = Gradg.
d) p(n) ~ q(n) <= Gradp = Gradg und die lochsten Koeffizienten haben gleichen Betrag.
AufRerdem gilt (vgl. Analysis I)p(n) = o(e®") fura > 0; logn = o(p(n)) fur Gradp > 0.
Fur den Wachstumsvergleich mit Falatkn ist der folgende Satz entscheidend.

Satz 2.7 (Stirling-Formeln)

n! ~ (ﬁ>n 27, In(n!) ~ nlnn.
e
Beweis(fur die 2. Formel) Elementar gilhn! =In(2-3---n) =Y} _,Ink.

Da der Logarithmus eine monoton wachsende Funktion ist, gilt

k k+1 k+1
/ lnxdxﬁlnkﬁ/ lnxdx:x(lnx—l)‘
k—1 k k

Durch Summation folgta Inn —n + 1 =

n+1 T

x(lnx—l)nglnnlgx(lnw—l) k-1 k k+1
1 2

=(n+1)In(n+1) —n—1-2In2+ 2. Im Grenzibergang: — oo gilt daher

_ ! —n—1-
nlnn n+1<lnn.<(n+1)ln(n+1) n—1 211&24—2_>

1+
nlnn “nlnn — nlnn

1.

Wachstum bei Rekursionen

Bei stark strukturierten Algorithmen kann der Aufwand oft durch eine Rekurdien die Problemgf3e
beschrieben werdeAhnliches gilt fir GriRenangaben rekursiv definierter Objekte (Sprachen). Dazu ist
die Wachstumsabsatzung solcher Rekursionen hilfreich.
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1. In der Situation von Sat2.4 gilt fur jede LOsung(z,) der homogenelinearen Rekursiorn,, =
O(¢"), wobei¢ = max{|z;| : 1 <j <k} ist, denn

k k
joal = 1Y B2t = ¢ Z@-(%ﬁ)" .
7j=1 7=1

~—_———
glm. beschr.

Fur die Fibonacci-Zahlenddinen diese Aussagen noclapisiert werden:

1
V5

2. Teile-und-Herrsche-Algorithmen (divide and conquer): Gemeinsames Prinzip solcher Algorith-
men ist die (rekursive) Aufteilung des Gesamtproblems in kleinere Teile und die anschliel3ende
Zusammenihrung der Teilbsungen.

F,=0(¢"), Fy ¢", ¢ =:(1+V5)/2.

Beispiel: Sortieren durch Mischen (merge-sort), zwei gleichartig
sortierte Kartenstapel derabhgen /2 kdnnen mitn Vergleichen

zu einem sortierten vereinigt werden. Das Prinzip ist auch schon ~
auf die Teilstapel anwendbar. Aufwand: %
n
T(n)=2T(z)+n, T(1)=0.

2
Furn = 2™ ist dies eine einstufige lineare Rekursion, wenn mgn= T'(2™) betrachtet. Dann

gilt z,, = 22,, 1 +2™ = 2Fz,,_1 + (m — k)2™ = m2™ = n log, n. Die GroRenordnungridert
sich nicht, wenm keine Zweierpotenz ist'(n) = ©(nlogy n). Flr die Anzahl der Runden hat
man trivialerweiseR(n) = R(n/2) + 1. Mit der Bezeichnundz]| := min{n € Z : n > z} gilt
allgemein:

Satz 2.8 Fur die positive, monoton wachsende Funktibigelte mite > 1, b > 1 undg > 0 die

Beziehung
n

T(n) :aT([b

1) +g(n), neN

Mit ¢ := loga/ log b = log,, a gilt dann

T(n) = ©(nf) wenn g(n) = O(n), p <gq,
T(n) = ©(n%logn) wenn g(n) = O(n?),
T(n) = O(nP) wenn g(n) = O(n?), p > q.

BeweisZunédchst werden wieder die Wertg, := T'(b™) in n = b™ betrachtet. Bi' diese &3t sich
die Rekursion induktivdsen:

T = Ty 1 +g(b") = d*zm o+ g(d™) +ag(®d™ ) = ...
m—1
= a"zo+ Y g™ ). (2.6)

Jj=0
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Nach Definition gilte = 7. Das Wachstum vom,,, hangt nun davon ab, ad” = 7 = n? oder
g(b™) schneller wachsen.

a) Riirg(n) < Cn? undp < g folgt g(v°) < Cb” und in @.6) daher

m—1 m—1
T < axy +C Z a,jbp(m*j) = a™ ($0 +C Z (bp/a)m7]> .
Jj=0 j=0

Da nV.b» < b? = q gilt, ist die Summe Teil einer konvergenten geom. Reihe und daher be-
schankt. Also ista™zy < z,,, < C'a™. Das Ergebnis folgt nun mit™ = ™9 = n4.

b) Rir C1n? < g(n) < Con?ist

m—1 m—1
T —a"xy < Cy Z a?p?"=1) = Cya™ Z 1 = Cyma™ = Cyn?log, n.

Die Absclatzung nach unten folgt analog niit stattC’.

c) g wachst schneller alg? = o™, dap > ¢:
m—1 ' ' c
T < aMxo + C’( jzo a](,-pj)()mp < np<:zo + m)

Da hiera = b7 < b? gilt, ist die Summe wieder glm. besemkt.

Wegen der vorausgesetzten Monotonie #rkann der bisher ausgesparte Fallg " durch
'Aufrunden’ abgedeckt werdef:(n) < T'(b™) mit m = [log, n].m

Der dritte Fall im Satz ist bei der Analyse vétarallelen Algorithmen wichtig, hier ista = 1
(Teilprobleme parallel gekt), mitb > 2 gilt 0 < ¢ < 1. Bei einer gengenden Anzahl von
Prozessoren tritt in der Regel daher der letzte FallE{m,) = O(g(n)), d.h., die Vereinigung der
Teillosungen bestimmt den Aufwand.

Die Komplexitt eines Verfahrens begrenzt dieoBe der damit praktisclto$baren Probleme. Dies gilt
auch bei den heute und awkftig verfligbaren Rechnerleistungen. Der zur Zeit schnellste Rechner hat ei-
ne Leistung von 2.3 TeraFLOPS, d.h., wih0'? Gleitpunkt-Operationen pro Sekunde (www.top500.0rg).
Die folgende Tabelle zeiguf verschiedene Funktiondhund GioRenordnungen ZahlwerteT'(n), so-

wie die ProblemgsRen .., die auf einem Teraflop-Rechner in 1 Minubsbar ist ¢-10'* Operationen).

n= 10 100 10° 105 107 | mmayx

nlgn 10 200 3000 6-10% 10'0 | 5.10'2
Auf-  n? 100 10* 105 102 108 | 8-10°
wand = | 1000 10° @ 10° 10" 10%" | 4-10*
T(n) 27 |1000 10%° 103! XXX XXX | 46

Mit Verfahren vom exponentiellem Wachstum des Aufwands sind nur sehr kleine Prolishae.|Auf
diesem Argument beruhen, z.B., Sicherhdisrlegungen in der Kryptographie.
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Teil B

Algebra

3 Endliche algebraische Strukuren

3.1 Endliche Korper

Nichtnumerische Algorithmen mit algebraischem Hintergrundri€n in endlichen Zahtkpern exakt
durchgetihrt werden (keine Rundungsfehler wie bei Gleitpunktrechnung). Solche Algorithmen sind die
Basis fehlererkennender Codierungen und moderner kryptographischer Verfahren. Zu endbigiesn K~
kommt man durch Betrachtung von Restklassen.

Zum € N stellt die Relation
r=y < x—-yemZ, dh, FJLkEZ: x—y=km

eineAquivalenzrelatiorlar (symmetrisch, reflexiv, transitiv). Es gibtAquivalenzklassef0], [1], ..., [m—
1]. Zahlenz, y € Z liegen dann in der gleichen Klasse, wenn sie gleichen Divisionsrest/bzghben,
d.h., wenn si&kongruent modulen sind:

z] =[y] <= zmodm =ymodm <= (z—y)=0(modm).

Der Divisionsrestdf3t sich durch: modm = = —m|z/m| berechnen. Die Re-
chenregelndf Aquivalenzklassen (Restklassen) entsprechen denen der ganzen 1
Zahlen:

[z] + [y] = [(z + y) modm],  [z][y] = [(zy) modm],
allerdings wie auf einem Krei&ing!), wo die Werten, m+1,... mit0, 1, ...
identifiziert werden.

BezeichnungQuotientenRing Z,,, := Z/(mZ) mit dem Vertretersysterf0, 1,...,m — 1} der Rest-
klassen. Diese werden im folgenden ohne Klammern geschrieben mit de, MaH Einsl.

Anwendung Quersummenregel: 9 teilt n € N <= 9 teilt Quersumme.
Aus der Beziehund0 = 1( mod9) folgt fur die Dezimaldarstellung der Zahl= Zf:o a;10%

nmod9 = (iailoi) mod9 = (i(ai mod9) (10° mod9)> mod9 = (i%) mod9.

. . H_/ .
=0 =0 - =0

BezeichnungP=Menge der Primzahler®, C N.

Satz 3.1 Fur m € NistZ,, ein kommutativer Ring mit EinsiiFp € PP ist Z,, ein Korper.
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Erlauterung:In Z,, gilt immer [m] = [0]. Wenn nunm = pq ist, folgt [pg] = [p][¢] = [0] und daher hat
p (analogg) kein multiplikativ Inverses. Denn aréy ein Element mifyp] = [1] folgte ein Widerspruch

aus(q] = [1][q] = [ypq] = [y]lpq] = [0].

+]o 1 2 lo 1 2

. 0|0 1 2 0|0 0 O
Beispiel, KorperZs:

111 2 0 1/0 1 2

212 0 1 20 2 1

Der folgende Satz ist als probabilistischer Primzahltest verwendbar (Test mit zjelen

Satz 3.2 (Kleiner Satz von Fermat) Sgic P undn € N kein Vielfaches vop. Dann gilt

nP~! = 1 (modp).

BeweisFr festesn ist die Abbildung

{1,....p—1} —={l,...,p—1}
x +— (nz)(modp)

bijektiv, also eine Permutation (multiplikative Grugp®aher gilt

w:=1-2---(p—1)=n(2n)--- ((p — 1)n) = un?* (modp).
Mit v := u»~! folgt nun1 = vu = v(unP~') = nP~! (modp). m

Weitere endliche I§iper K existieren nur mitK| =p",p € P,n € N.

Fur jede solche Primzahlpotegz= p™ existiert (bis auf Isomorphie) genau eirkpéer mit| K| = g =
p", dasGaloisfeld K = GF(q).

Bemerkunginsbesondere existiert auf den Bmorten f = 2) der Langen eine Korperstruktur!

Zur Konstruktion: Man geht aus vom Polynomring

Zplz] == {ag + a1z + aa® + ... : a; € Zp}

uber dem Kirper Z, mit der tiblichen Addition und Multiplikation (Cauchy-Produkt!). Nun betrachtet
man wieder Divisionsreste bei der Polynomdivision urehit'dazu ein festes Polynof(z) € Z,[z]
mit Gradn. Flr g(x), h(z) € Zy[z] wird die Relation

g(x) = h(z) (modf(z)) :<=  q(z) € Lylz]: g(z) — h(z) = q(z)[(z)

erklart. Zu jedem Polynong(z) kann der Divisionsrest(xz) mit Gradr < n — 1 durch Polynom-
Division (s.u.) bestimmt werden. Die so definierte Relatianist wieder eineAquivalenzrelation, und
Restklassenbildungifirt auf die Rechenregeln

[9(2)] + [(@)] = [9(z) + ()], [g(2)][h(x)] = [g(2)h(x)];
also istZ,[z] mod f (x) ein Ring, der Quotientenring. Dieser hat das Vertretersystem

1

{ao+arz+...+ap_12"" " aj € Zp}, (3.1)
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da die Restklassefy(z)] = [r(z)] gleich sind, wenry(z) = ¢(z)f(z) + r(z) gilt mit Gradr < n.
Umgekehrt folgt aus der Verschiedenheit von zwei Polynomén), r2 (x) vom Gradk n, dald natrlich
auchry(z) # ro(z) (modf(x)) ist, daf(x) den golReren Grad hat, alsdr(x)] # [re(x)]. Daher ist
(3.1 ein Vertretersystem und dies zeigt

Zplzlmodf(z)| = p".

Dieser Ring ist dann wieder eindfper, wennf (x) in einem geeigneten Sinn unzerlegbar ist.

Defin. 3.1 Das Polynomf € Zj,[z] heif3t irreduzibel, wenn gilt

f(z) = g(z)h(z), g(z),h(z) € Z,[z] = Gradg = 0 oder Gradh = 0.

Beispiel: f(z) = 22 + 1 € Zs[z] ist irreduzibel. Denn aus? + 1 = (z + a)(z + b) = 2 + (a +

bz + ab folgt b = —a = 2a und1 = ab = 2a?. Die letzte Gleichung ist aber wdbar, da (vgl.

Multiplikationstabelle oben) sowohl- 12 = 2 als auch2 - (22) = 2-1 = 2 ist.

Satz 3.3 f(z) € 7Z,[z] sei ein irreduzibles Polynom vom GradiberZ,, p € IP. Dann ist
Zplz]modf(xz) Korper mitp" Elementen
(0.Beweis)
Beispiel:Z3[z] mod(z? + 1) hat3? = 9 Elemente. Die Addition operiert stellenweise:
[a[) + alx] + [bo + blx] = [(ao + b[)) + (a1 + bl)x]

Bei der Multiplikation zweier Polynome hat das normale Produktt a1x)(bg +b1x) = agby + (agby +
aibp)x + aybyz? i.a. den Grad 2. Mif—1] = [2] € Z3 fuhrt Polynom-Division hier auf

(a1biz®  +(aobt + arbo)z  +agbo) : (22 +1) = a1bs
a1 by 2 +a1by
+(agby + arbg)r  +agby + 2a1by = Divisions-Rest

Die Mulitplikation lautet alsdao+a1z]-[bo+b12] =

. . - |00 10 20 01 11 21 02 12
[(a[)b.() —|— 20,1[)1) + (a0b1 _+ albo)I]. Die VO”.S.B.ndlge 0100 00 00 00 00 00 00 00
Multiplikationstabelle ist rechtsuf” Koeffizienten- 10/00 10 20 01 11 21 02 12
paare(ag, a1), (b, b1) ohne Klammern abgedruckt. 2000 20 10 02 22 12 01 21
Es gilt, z.B.: Einselement = (1,0) und1 = 01100 01 02 20 21 22 10 11
1100 11 22 21 02 10 12 20

2,0)2 = (0,1)(0,2) = (1,1)(2,1) = (1,2)(2,2).
(2,0 = (0,1)(0,2) = (1,2 1) = (12)(22) il oo 21 1s 2 10 o1 1i on
Anmerkung:Mit 2 = —1 entspricht die Produktre- 02100 02 0L 10 12 11 20 22
gelin der Form(aoby — a1b1) + (apb1 +a1by)x] der 1200 12 21 11 20 02 22 01

der komplexen Zahleft. 22|00 22 11 12 01 20 21 10
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3.2 Fehlerkorrigierende Codierungen

Problematik: Bei detJbertragung oder Speicherung von Daten ist, je nach Umfeld, eine Sicherung gegen
Verfalschung & Fehlerkorrektur) oder Kopieren{ Kryptographie) enwinscht.

Sender » | Empfanger
7& Lesen \I‘(opie
Storung Mithoren Speicher Computer 7\\

Eine Codierungeines (Signals bzw.) Alphabefs ist eine injektive Abbildung

c: X = A" = U A"
n>0
auf die Menge aller Wortelber einem Alphabe#i, |[A| = ¢ > 2. Bei Bindrcodes istA = {0,1}. Die
Injektivitat ist erforderlich unuberhaupt eine eindeutige Decodierunggtich zu machen.

Zunachst werden nur Codes festemrigen betrachtet, sogenannBlockcodesnitc : X — A”". Eine
Erkennung oder sogar Korrektur von Fehlern ist darogiich, wenne nicht surjektivist, d.h.C' :=
¢(X) # A™ Denn nur dann éfinen zwissige € ¢(X)) und verBlschte € A" \ ¢(X)) Codeworte
unterschieden werden.

Beispiel: X = A%, A = {0,1}, m = 2, Wiederholungscode derangen = 2m, bei dem jedes Wort
zweimal gesendet wird:

A2 - At C = ¢(X) = {0000,0101,1010, 1111},
C:
a +—aa nur 4 von2* = 16 Codeworten zwa$sig.

Allgemein konstruiert man Codes oft so, dal3zunformationszeichert Kontroll- bzw. Prif-Zeichen
hinzukommenn = m + k.

Ziel: Mit moglichst wenig Kontrollzeichen Sicherheit gegem erwartende/erfalschungen erreichen
(h&ngt ab vom Umfeld, Art und &lifigkeit von Sefungen).

Die Informationsate des Codes; = - sollte dabei roglichst hoch sein, damit bei einer bestimmten
Sicherheitsstufe oglichst viele zuhissige Codeworte existieren.

A ATL
o e o o o o Prinzip: Decodierung erkennt ein falsches Wartan Ei-
e o o o o o genschaftz ¢ C, kann Verfilschung korrigieren, wenn
L Abstandmin{d(z,a) : a € C'} zum rachstgelegenes Wort
. o <> « o a € C klein genug.
xr
$ &+ * ¢ Fragen: Metrik? Glinstige Verteilung voi’ C A™?

Begriffe: Zu Wortena = (aq, ... ,ay),b = (by,...,b,) € A™ sei
d(a,b) :== |{i: a; # b;}| die Hamming-Distanz

Diese hat die Eigenschaften einer MetrikAfi.
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Bei fehlertoleranten Codierungen geht man davon aus, daR auf dem betrathitettragungswegdthstens
r Zeichen pro Codewort gest 'werden und weitergehendeo8iingen ein gamgend kleines Restrisi-
ko darstellen. Solche &tlingen kihnen danrentdeckiwerden, wenn zalssige Codeworte immer eine
gréRere Hamming-Distanz aisbesitzen. Beim doppelten Absta@id von Codeworten @&rinen Fehler
sogarkorrigiert werden. Daher wird definiert

d(C) := min{d(a,b) : a #b, a,b € C}, die Code-Distanz

Der CodeC heifl3t dann

r-fehlererkennend, wennd(C) > r + 1,
r-fehlerkorrigierend, wenn d(C) > 2r +1

Erlauterung:Die Strung eines Worteg € C' in maximalr Stellen heif3t, da3 das val§thte Wort: in
der Kugel

B,(a) :={z € A" : d(a,z) <r}
liegt. Wenn kein anderes Wort vdne C'in B,(a) liegt, B,(a) N C = {a}, istz ¢ C und der Fehler
wird erkannt Dieser Fehler kann sogkorrigiert werden, wenn dasathste Wort aué€’ sogar weiter als

2r vona entfernt ist: _
r-Fehler wird r-Fehler wird

annt ' ' korrigiert
r(a) B, (b) B (a) B, (b)

Der folgende Satz gibt an, wieviele Worte ein fehlerkorrigierender Code enthalten kann.

Satz 3.4 (Hamming-Schranke) if den CodeC’ C A™ mit |A| = g seid(C) = 2r + 1 ungerade. Dann
gilt

n

q
S SN (TP

BeweisDie r-Kugeln um verschiedene Codeworte sind disjutikt(a) N B,.(b) = ) Va,b € C, a # b
nach Voraussetzung. Sei nure C beliebig. Dann hat genau

<n> (¢ — 1) Nachbarrb mit d(a, b) = 7,
J

da diej Fehlerstellen in1,...,n} auf (?) Moglichkeiten vahlbar und in jeder Fehlstelle— 1 Werte
moglich sind. Also ist der Inhalt einer Kugel

1By (a)] = Z (")

Da die (disjunkte!) Vereinigung aller Kugeln Teil voA* ist, folgt

U 5@ |0|Z( V-1 <a =g

acC
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Wenn dier-Kugeln eines--fehlerkorrigierenden Code4™ luckenlosuberdecken, nennt man den

Coder — perfekt <= | J B,(a) = A™.
acC

Beispiel:Einfacher Wiederholungs-Codd, = {0,1} mitn = 2r+1: EsgiltC ={0...0,1...1}, also
|C| =2undd(C) = n = 2r + 1. Aus SatZ3.4folgt

r

i (?) (-1 =2, <2r;r 1) =27 = o~

J=0 J=0

der Code ist alse-perfekt. Interessantere Beispiele folgen hier:

Lineare Codes

Entscheidend bei der Konstruktion sind algebraische Strukturen, daher sei das Alghabet :=
GF(q) ein Korper, wobei K| = g Primzahlpotenz ist. Dann ist die Menge delNorte A” = K™ ein
K-Vektorraum. Jeder lineare UnterrauthC K™ heil3tlinearer Code genauer linearefn, m)-Code,
wenn dinC' = m. Wegen der Lineardt vereinfachen sich die Aussagen zur Distanz:

d(a,b) = g¢g(b—a), g(w) := |{i : w; # 0}| Gewicht vomw,
d(C) = min{g(a): a € C, a # 0}.

Die Hilfsmittel aus der Linearen Algebralifen auf folgende Begriffe (Worte € K™ als Zeilenvekto-
ren):

Defin. 3.2 Es seiC C K" ein linearer(n, m)-Code. Einen x n-Matrix G, deren Zeilen eine Basis von
C bilden, heil3tGeneratormatrixdes Codeg’'. Der duale Codevird definiert durch

Ct:={weK": 0=wc" = w-cVece C}.
Jeden x (n.—m) Matrix H, deren Spalten eine Basis des dualen Cadédilden, heiRontrolimatrix
vonC'.

Bedeutung:Bei Empfang eines Zeichens € K" ist es die erste Aufgabe, dessen Unversehrtheit zu
prufen. Dazu dient di&ontrollmatrix. Da gilt

aeC < alCt «— aH =0,

kann die Unversehrtheit vonanhand der Fra uberprift werden.

JedeGeneratormatrixG kann zur Codierung dienen. Wenn die Nachricht im Alphalet K™ vor-
liegt, ist die Abbildung
) K™ =C
© { w = wG
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eine lineare Codierung. Es existieren verschiedene Generatormatrizen (BasénDfér Ubergang zu
einer anderen Generatormatrix vorentspricht einer Umcodierung, d.h., einem Basiswechsel, im Aus-
gangsraumX. Der Zusammenhang zwischen der Generator- und Kontrollmatrix eines Codes ist auch
einfach:

a€C <= {JweK": wG=a} <= aH =wGH =0,

Also sindG und H gekoppelt durch die Bedingung
GH=0 € K™<(=m), (3.2)

Bei allgemeinen Codes ist zlrecodierung also zur Rekonstruktion einer Nachriahtaus einem Co-
deworta das lineare Gleichungssystem

wG =a zuldsen

Eine Generatormatrix heiRystematisghwennG = (I,,,, G) ist mit G’ € K™**, k = n —m. Dann hat
die Codierungif w € K™ die Form

c(w) =wqG = (w,wqd),

d.h., die Codierung besteht aus der Nachrichind 4 = n — m Kontroll-/PrifzeichemvG’. Die Lésung
eines Gleichungssystems @il es istw = (aq,...,a,). Auch die Kontrollmatrix ist einfach aufge-

baut;
_G’
i)
I

Beispiel:Der birére(n,n — 1) Parititscode hat (i F'(2): —1 = 1) die

dennes gilGH = -1,,G' + G'I;, = 0.

1 0 1 1
GeneratormatrixG = : |, Kontrollmatrix H = | : | € K™*L.
0 1 1 1

Bei Konstruktion und Existenzfragen linearer Codes hilft folgender Satz. Wegen der linearen Struktur
von C braucht man im Beweis oBdA nur diedsting des Null-Wortes zu betrachten.

Satz 3.5 Ein (n,m)-CodeC C K" mitd(C) > r+ 1 existiert genau dann, wenn es eine Kontrollmatrix
H € K™* I =n —m, gibt so, daf§e r Zeilen vonH linear unabkangig sind.

BeweisZu zeigen ist, da(a) > r + 1 gilt fur jede nichttriviale losung vormH = 0.

‘=’ Es seienu;, 1 = 1,...,n die Zeilen vonH. Dann gilt
a=(ay,...,ap) €C <= 0=aH =ajuy + ...+ apuy,.
Wenn nunr linear ablahgige Zeilenu;,, ..., u; von H existierten, d.h., auch ein nichttriviales Wort

(biyy-..,bi,) # 0 mit b u;, + ...+ bju;,, = 0, kdnnte dieses durch die Setzuhg:= 0 fur j ¢
{i1,...,4,} zu einem Worb € K" erggnzt werden. & dieses gilbH = 0, alsob € C, aberg(b) < r,
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alsod(C) < r (Widerspruch).

‘<" Wenn jer Zeilen vonH linear unabhngig sind, gilt &ir alle IndexmengeHi,...,i,} C N die
Implikation

ap Ui, +...+a,u, =0=>a; =...=a; =0.
Also gilt fura € C mit g(a) < rundaH = 0 aucha =0.m
Bemerkung:In dieser Vorlesung wird nicht allgemein auf die Frage eingegangen, wie bei einem
fehlerkorrigierenden Code zu einem \a@sgichten Wort € K™ mit 0 < g(zH) < r das rdchstgelegene

Wort o € C rekonstruiert wird. Dazu mssen die raglichen Worte mit denSyndromy := zH # 0
betrachtet werden.

Korrolar : Der (n, m)-CodeC seir-fehlererkennendgs r < k =n —m, dad(C) < k + 1.

BeweisDie Zeilen der Kontrollmatrix sind:-Vektoren. Da bchstenk linear unabhihgige existieren,
folgt aus SatB.5d(C) < k + 1, der Code erkenntdcthstens: Fehlerm

Also: Zur Erkennung vomr Fehlern sind mindestensPrifzeichen erforderlich.

Beispiel: Hamming-Codes sind-perfekte Codesiber K = GF(q), d.h., es giltd(C) = r + 1 = 3.
Nach dem Korollar isk = n — m > r = 2 erforderlich. Nach Sat3.5mussen in der Kontrollmatrix je
r = 2 Zeilen lin.unabh. sein, d.h., nicht Vielfache anderer. aalrst gibt esz]’C — 1 nichttriviale Zeilen,
von denen jede — 1 nichttriviale Vielfache hat. Daher gibt es

-1
a :1—i—q+...—|—qk_1
q—1

maogliche Zeilen von, und es folgin < (¢F —1)/(q — 1).

Bei Gleichheit,n = (¢* — 1)/(q — 1) = m + k, ist der Code dann 1-perfekt, da die Hamming-Schranke
aus Sat3.4angenommen wird:

"

1
-1
|C|—qm:q:1+q 1(q—1)-1+nq—1=2<>q—1

Jj=0

Firg=2k=3undn=(2>-1)/(2-1) =

7 hat die Kontrollmatrix die rechts gezeig- (1) 1 (1) A

te Gestalt. Dieser Code ist auch systematisch 10 1 "
mit G = (I;,G"). Die BedingungaH = 0 g-1111|-= (G'> &
entspricht der Bedingung, dal3 in jedem der 10 0 I3 v
3 gezeigten Kreise die Komponentensumme 01 0

gerade ist. Zahlen in den Kreisen: Indizes. 00 1

FehlerbehandlungDer Code kann einen Fehler korrigieren. Dessen Position kann, z.B., aus den betrof-
fenen Kreisen rekonstruiert werden. Bebfirig etwa voru; — z; sind die beiden oberen Kreise be-
troffen. Bei einer geeigneten Vertauschung der Indizes gibt das Syndibais Birdrwort die Position

des gedgiiten Zeichens an.
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Codes mit speziellen Zielsetzungen:

e Zyklische CodesBei diesen sind mit jedem Wodit= (aq,...,a,) € C auch alle zyklisch rotier-
ten, z.B.,(aq,...,a,,a1) € C Codeworte. lhr Vorteil ist, daR die De-/Codierung einfach und mit
schneller Hardware (SchieberegisteDifferenzengleichung) durchfirbar und eine Analyse im
PolynomringZ,[z] mdglich ist.

e Fehlerliindel (burs): Starke Sotungen (Blitz, Schaltvorgang, Kratzer auf CD) betreffen oft meh-
rere aufeinanderfolgende Zeichen (Bit). Das Sicherheitsniveau gegen sajciegsti kann durch
CodesuberK = GF(q) mit ¢ > 2 verbessert werden. Zur Codierung von CDs wird, z.B., folgen-
der Code verwendet.

Reed-Solomon-CodéiberGF(q): Sei

K = GF(q) = {0, 1,22, . ,Zq_l}, (Z() = 0, 21 = 1).

Die Kontrollmatrix wird definiert durch

0 0 0 1
1 0 0 0
1 ro... 1 00...01
H - _ = . - = K(q+1)><k
1 2 2 ... zg ! <( g);{ji’é“ 1>
1 241 z371 . zgjll

Hier steht unterhalb der nullten Zeile eiMandermonde-Matrixdaher sind jek Zeilen linear
unablangig und nach Sa&5istd(C) = k + 1, der Code ist-fehlererkennend. Dies¢n, m) =
(¢ + 1,9 + 1 — k)-Code hat den Informationsgehalt

@:q—l—l—k_l k

n g+l g+

Speziell fir ¢ = 2¢ hat der RS-Code eine @Rére Korrektudhigkeit gegen Fehlednitlel als ein
Binarcode der hinge/n. Als Beispiel seiq = 2%, n = 257, der Code sei-korrigierend, d.h.
k = 2r. Ein Codewort(aq,...,a257) € C kann mit8n = 2056 Bit codiert werden (induzierter
BinarcodeC*). Fehler in< 8r — 7 (z.B. 33) aufeinanderfolgenden Bits betreffesthsten: Byte
(im Beispielr = 5)

[ X000 XXXX ] XXXX [ XXXX X |

und kdnnen daher korrigiert werden niit = 16 Pnif-Bit (im Zahlbeispiel8k = 80). Flr einen
reinen BirarcodeB mit 8n Stellen, deBr — 7 = 33 (dann aber beliebig verteilte) Fehler korrigie-
ren konnte, gilt nach der Hammingschranke (Sat® im Beispiel

8n  8r—7 33
2_ > Z 20_56 > 2056 > (2024) S 9239
|B| = J 33 33!

Dieser Birarcode beatigt also mehr als 239 Bibit gegeniber den 80 Rifbit des Reed-Solomon-
Codes.
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3.3 Kryptographie, Asymmetrische Verfahren

Die Zielsetzung ist der Austausch von Nachrichten zwischen Persbialice) und B (Bob) tiber eine
offentliche Verbindung so, dal3 Dritte den Inhalt nicht verstehen. Die Codierung der Nachricht ist wieder
eine injektive (hier i.a. bijektive) Abbildung : X — Y auf der Menge der NachrichteX. Jetzt soll

aber fir Dritte die Decodierung ' =: d nicht maglich sein. Oft vaihlt manc aus einer bestimmten
Klasse von Funktionen, die von Parameternaaigh.’ Diese Parameter werden d&uhlisselgenannt.

Symmetrische Verfahren (klassisch): Absender und EmpéingerB treffen eine geheime Absprache
Uber beide Funktioneaund d (Morbedingungsicherer Schisselaustausgh

gehelm|d—| """""""""""""""" geheim
A e B

Beispiel Substitutions-Codd®ie Nachrichten sind Worteber einem Alphabetd (Bits, Buchstaben,
Zeichen-Gruppen), als&@ = A". Zur Codierung wird jedes Zeichen durch ein anderes ersetzt,cd.h.,
hat mit Substitutioner; : A — A die Form

c: x=(21,...,25) = (c1(z1),c2(22), ..., cn(xn)).

Einfache Variantez;(z) = (z + a;) mod|A|, Addition (zyklische) eines Schsselbegrifffay, ..., an).
Beim SchiisselwortAPRIL und Addition modulo 27:

DISKR ETE-M ATHEM ATIK
APRIL APRIL APRIL APRI

In der gezeigten Variante ist das Verfahren unsicher, da deussdiliviederholt wird=6- AT trifft zwei-

mal auf AP) und aus Klartext besteht:(Ansatz fir Attacken. Umgekehrt ist das Verfahren beweisbhar
sicher, wenn die Zeichen des Sa$déls statistisch ideal gleichverteilt sind und der @&&$81 nur ein-
mal verwendet wird Einmalschlissel,one-time-payl Das Verfahren basiert aber auf dem sicheren
Austausch der Sch$sel.

Asymmetrische Verfahren (Diffie/Hellman 1976): Hier setzt man die Kenntnis #nweg-Funktioen
(Fallttir-Funktionen): voraus mit folgenden Eigenschaften

1. Die Auswertung:(z) der Codierungsfunktionuf'eine Nachricht: € X ist effizient durchéihrbar
(polynomieller Aufwand).

2. Aus Kenntnis einer geheimen Eigenschaft vd@nn die Decodierungsfunktiah= ¢ ' effizient
konstruiert und ausgewertet werden.

3. Bei Kenntnis der Abbildung alleine istc ! praktisch nicht berechenbar (Aufwand exponentiell).
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Beispiele von Einweg-Funktionen folgenadpr, ihr Einsatz erwglicht folgende Anwendungen:

e Sichere Kommunikation ohne sicheren Sdsélaustausch (public-key-Kryptosysteme): Jeder Teil-

nehmerA und B konstuiertsein perénlichesPaarcy4, d 4 bzw.cp, dg an Abbildungen und schickt
nur die Beschreibung vanan den anderen (d.h4, verdffentlicht c 4, hélt d 4 geheim). Nun kann
B seine Nachricht: 3 verschiisselt als:4(z5) an A senden und nuA kann diese mit 4 lesen,
umgekehrt schickl die Nachrichtz 4 alscp(z4) anB.

A PN I ge h'é_l'm

Digitale Unterschrift, - AusweisA kann durch die Kenntnis voi, seine Identat nachweisen,
indem er eine beliebige Nachrichimit d 4 codiert und das Pa#t, d4(z)) an B schickt. B pruft

die Korrektheit durch Anwendung der bekannten Abbildung= d;l. Zur Absicherung gegen
das Kopieren alter Nachweise kanmraus der zu signierenden Nachricht gebildet (Unterschrift)
oder vonB an A geschickt werden (Ausweis).

A :
N [ea] Ok

Spezielle EinwegfunktionerDie gdngigen Verfahren operieren in Restklassenririggnda diese Struk-
turen sehr gut untersucht sind. Zur Absicherung verwendet man dabei sehr groRerZgbiern?°?),
interpretiert Nachrichten also als Zahlen mit> 200 Dezimalstellen.

Diskreter LogarithmusBei nichtlinearen Abbildungen sind die Auswertungen voaund ¢! oft von
unterschiedlicher Komplext, z.B., bei Exponentiation und Wurzel- bzw. Logarithmus-Berechnung. Es
seip € P,a € Zp,a # 1,und

exp, : ¢ — y =a” (modp), z € Zj,.

Die Exponentialfunktiorexp, : Z, — Zj, ist aber i.a. nicht injektiv. Nach dem S&2 von Fermat gilt
fur jedesa € Z,,

a?~! = 1 (modp).

Eine Zahla, fur diea?~! die erstePotenz mit Divisionsrest 1 ist, heiRtimitvwurzelmodulop:

a Primitvwurzel moduly : <= {a” =1(modp),z e N= 1z >p— 1}

Fir diesen Fall ist die Abbildungxp, : = +— " (modp) tatsichlich bijektiv auf{1,...,p — 1} und
damit umkehrbar (d.h., eine Permutation). Die Umkehrung tdigkreter LogarithmusDie Anzahl der
Primitivwurzeln ist gleich der Anzahl der zu— 1 teilerfremden Zahler< p — 1.

Beispiel:p = 11, Primitivwurzeln sindz = 2, 6,7, 8. Fiira = 7 etwa ist die Folgé7’ (modp) : 1 < i <

10) =

(7,5,2,3,10,4,6,9,8,1).
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Man kennt bisher keinen polynomiellen Algorithmus zur Berechnung des diskreten Logarithmus (aktu-
elle Abschitzung:O (exp(C[n'/3(logn)?/3]), n = log p), daher ist Bedingung 3uif Einwegfunktionen
erfillt. Auch die erste Bedingung wird eingehalten, da der Aufwamdifé Auswertung der Exponenti-
alfunktion i.w. nur quadratisch mit der Stellenzatdaetst (Sat8.6). Zunachst wird die Abwicklung der
Kommunikation besprochen.

DasEl-Gamal-Verfahrerbasiert auf der Sicherheit des diskreten Logarithmus.

Offentlich bekannt: (groRe) Primzahlund Primitivwurzele modulop.
Nutzer A wabhlt: r < p — 1 geheim, veoffentlicht seinen Schissels = o" (modp)
Nutzer B Ubermitteltzz:  wahltk < p — 1 zufllig, hélt K = s* (modp) geheim,
sendetw := a* (modp) undy := Kz, (modp).
Nur NutzerA weiR: K = s* (modp) = a"* (modp) = w" (modp);
entschlisselt durch Divisiorr, = (y/K) (modp).
K hat hier die Funktion eines geheimen EinmalaskEls. Ohne Kenntnis vormufte der Logarithmus
von s oderw berechnet werden, was in dem genanntenf¥nbereich aber undurcihirbar ist. Zur
Auswertung der Exponentialfunktion selbst gibt es aber ein einfaches Verfahren.

Satz 3.6 Es seienn, k € N. Die Berechnung vom* erfordert fochsten2[log, k] Multiplikationen,
fur k = 2" genaun = log, k Multiplikationen.

Beweisa) Beik = 2" erfordertn-faches Quadrieren = log, k£ Multiplikationen:
n n— 2
mb =m? = <m2 1) .

b) Allgemein seik = Z;‘:o b;27, b; € {0,1}, die Bindrdarstellung vork. Dann gilt

m-mzh% Hm Hm .

bj=1

Parallel zur Berechnung van?, ..., m?" berdtigt so die vornrm* maximaln weitere Multiplikationen.

[ ]

Da jede Multiplikation (modulg) von n-stelligen ZahlenO(n?) Ziffern-Operationen kostet, werden
insgesamiO(n3) Ziffern-Operationen di m* (modp) berotigt, wennp (undm,k < p) héchstensn
Stellen haben.

DasRSA-VerfahrerfRivest, Shamir, Adleman) basiert auf der Schwierigkeit der Faktorisierung grof3er
Zahlen. Zur Ver- und Entscisselung wird auch hier die Potenzierung verwendetofdentliche Schilissel
besteht aus der (gro3en) Bagisind dem Exponenten ein geheimer Exponeptdient zur Entschi$se-

lung. Also ist mitz,y € Zy,

c: z—y=z’(modm), (3.3)

d: y— z =y’ (modm).
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Hintergninde:
— Die Basism ist Produkt von zwei (geheimen) Primzahlery € P: m = pq.

— Fr die Exponenten, g gilt 1 <s,g <r:=(p—1)(¢ — 1) und
sg = 1 (modr).

Dann sinds, g teilerfremd zw- und gefofen zu zueinander inversen Abbildungeandd:

Satz 3.7 Es seim = pq, p,q € Pundsg = 1 (modr), s,g < r:= (p —1)(¢ — 1). Dann gilt

z* = x (modm) Vz € Zy,.

BeweisNach Sat8.2 (Fermat) geltendi'z ¢ {0,p, ¢} jeweilsz? ! = 1(modp) undz? ! = 1( modq).
Mit sg=1+kr=1+k(p—1)(¢g—1), k € N, folgt

2% =z - (zP"1)*D) = . 1 (modp).

Analog gilt z*9 = z( modgq). Daher gibt es Faktoret, as,a3 € Z mit %9 — z = a1p = aqq, also
%9 — x = azpq. Dies gilt auch it z = p,¢. m

Konstruktion: Jede Primzahy > max{p, ¢} ist teilerfremd zu-. Dendffentlichen Schissels berechnet
man dazu mit dem euklidschen Algorithmus #¢7'(g,r) (Wert ist 1), der die Faktoren, k in der
Darstellungl = sg + kr liefert, vgl. Beispiel.

Beispiel:p = 47,q = 59, m = pq = 2773, r = 46 - 58 = 2668. Wahleg = 157 € P.

. 2668 = 16 - 157 156,
Euklid zuggT' (2668, 157) : { +

157 = 1-156 +{1],

= 1] =157 —1.]156] = 157 — 1- (2668 — 16 - 157) = 17 - 157 — 1 - 2668, d.h.,s = 17,
Codierung: Buchstaben werden dezimal codiers 00, A = 01,...,7 = 26 und je zwei Zeichen zu
einer DezimalzahK 2626 < m zusammengefalt:

Text: | KO MM E_ MO RG EN
Codierung:| 1115 1313 0500 1315 1807 0514
Kryptogramm:| 1379 2395 1655 0422 0482 1643

Attacken:Eine Entschi$selung ist raglich, wenn die Faktoremundq vonm berechnet werderokinen.
Wenn allerdings die Faktoren ungéf gleich groR ¥ 10'%) sind, sich aber doch um einige Zehnerpo-
tenzen unterscheiden, ist diese Faktorisierung abelich aufwendig wie die Berechnung des diskreten
Logarithmus. Bei ungristiger Wahl der Wertg, ¢, ¢ kann man die Nachricht aber auch ohne Kenntnis
von p, ¢ entschlisseln. Denn zu jeder Nachricht= ¢! (y) gibt es einen Index so, daR die mehrfache
Anwendungc®(y) = ¢(- - - ¢(y) - - -) der Codierfunktion .3) die Nachrichtz = ¢! (y) = ¢**!(x) auf-
deckt, dieser Index sollte daher groRe Wert haben. Z.B. gilt im obigen Zahlbeispigkmi787 wieder
c*(y) = y, daher war3(y) = 0518 die Nachricht.
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Wenn solche &lle ausgeschlossen werden, geht man bisher davon aus, daf} die Faktorisieruing von
auch erforderlich ist, um das RSA-System zu brechen. Die Auswahl ‘gofientlicher Schiissel ist
daher eine weitere Aufgabe von Trust-Centern.

AbschlieRende Bemerkungen:

e Das RSA-Verfahren istuf"viele Anwendungen zu aufwendig und wird daher oft nur zum sicheren
Austausch von SchEseln i klassische Verfahren verwendet. In der Praxis wadflger das EI-Gamal-
Verfahren eingesetzt, z.B., beruht das digitale Unterschriftsverfahren DSA der amerikanischen Norm-
betorde NIST darauf.

e Bei der Absicherung von Kommunikation darf man sich nicht nur auf die Sicherheit der kryptographi-
schen Methoden verlassen, sondern mufl3 die gesamte Abwicklung der Kommunikation (Protokoll) mit
einbeziehen. Z.B. ist auch bei asymmetrischen Methoden eine reine bilaterale Verbindung nicht sicher,
nur der Schisselaustauschbér eine Treuhandstelle (Trust-Center) verhindert die Attacke durch eine
dritte PersorC, die eine direkte Verbindung zwischehund B vortauscht,

(—><—>

tatsichlich aber die zwischeA und B ausgetauschten ScisiSel durch eigene ersetzt.

e Die Absclatzung der Sicherheit einzelner Verfahren ist sehr schwierig, wenn sie auf &nsegén

Uber die (jetzigen und zukiftigen) Fhigkeiten Dritter basiert, da diese in der Regel geheim gehalten
werden. So war wahrscheinlich das Prinzip der Einwegverfahren verschiedenen Geheimdiensten schon
lange bekannt. Auch die Angabebéer die Sicherheit des RSA-Verfahrensissén laufend nach unten
korrigiert werden (vgl. Links auf DiMa-Seite).
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Graphen & Baume

4 Graphentheorie

Viele Fragestellungen, in denen unregeliige Beziehungen zwischen Objekten oder auwdth auftre-

ten, konnen abstrakt als Probleme in Graphen interpretiert und behandelt werden. Bei Computeranwen-
dungen ist dies, z. B., dann angebracht, wenn komplexe, dynamische Datenstrukturen (Zeiger) eingesetzt
werden. Auch durch die Verwendung von Diagrammen zur Veranschaulichung von BeziehBetgen (
tioner) werden Graphen benutzt.

Klassische Beispiele:

1. Eulers Konhigsberger Biackenproblem (1736): Gibt es einen Rundgang, der alle siebeck&n”
genau einmal benutzt (Euler-Zug)? Situation als Graph:

2. Schaltkreis-Netzwerke (Kirchhoff, 1847)

3. Kohlenwasserstoff-lsomere (Cayley, 186%), Ha), 1o:

Baume fir Butan: %—+—+—F und Isobutan: ++

4. Problem des Handlungsreisenden (Hamilton 1859)

5. Vierfarbenproblem (Morgan 1852, bewiesen 197?): LandkartgBraphen

4.1 Bezeichnungen

Defin. 4.1 Ein GraphG = G(P, L) besteht aus einer Mengé = P(G) von Ecken(Punkten) und
L = L(G) c (%) von 2-Mengen{u,v},u,v € P,u # v, die Kanten(Linien) heiRen. Bei einem
gerichteten GraphefDigraph) istL, C P x P, Kanten sind Paaréu,v), u,v € P, u # v.

Erlauterungen:

e Diese Definition entspricht der eines schlichten Graphen und schlie3t Schiimgehund Mehr-
fachkanten wie in Eulers Bckenproblem aus-¢ Multigraph).
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e Die Menge der Kanterl. kann als eine Relation auP inter- 2
pretiert werden (symmetrisch bei ungerichteten Graphen), um-
gekehrt definiert jede (un)symmetrische Relation &ukinen 4.
(Di)Graphen. > .10

. . . 6 9
Z.B. P = N und Teilbarkeitsrelation: 7 8

e Zur graphischen Darstellung von Graphen zeichnet man Ecken als Punkte, evtl. mit Bezeichnung,

und verbindet diese bei
ungerichteten Kantefw, v} durch Linien u_ v

gerichteten Kantefu, v) in Digraphen durch Pfeile ¥,V

Spezielle einfache Graphen:

o \olistandiger Grapt,: |P| =n, L = (Y),|L| = ().
Kl KQ K3 K4
e Hyperwtrfel @,,: |P| = 2", die Ecken sind ala-Worte uiber A := {0, 1} interpretierbar, mit der
Hamming-Distanzl ist L = {{u,v} : u,v € A", d(u,v) =1} = |L| = n2""L.

Qo Q1

e Petersen-GraphP| = 10, |L| = 15, verschiedene Darstellungen(!):

Gy

Da es jeweils viele unterschiedliche graphische Darstellungen des gleichen Graphen gibt, ist es ein wich-
tiges Problem, zu entscheiden, ob zwei Graphen "gleich”, d.h., isomorph sind.

Begriffe | bei GrapherG(P, L), Kanten werden ab jetzt ohne Klammern geschrieben:

Ordnung vonG ist | P
GroRRe vonG ist | L]
Teilgraph Ein Grapl’(P', L') ist Teilgraph vonG (P, L), wennP’ C P, L' C L ist. G’ heif3t

von P’ induzierterTeilgraph, wenn,’ = L N (1;).
Isomorphie  G(P, L) = G'(P',L’), wenn eine Bijektionf : P — P’ existiert mituv € L <=

flu)f(v) € I/

Weg ist eine FolgéV,, = (u1,us,...,uy,) von verschiedenen Ecken € P mit u;u; 41 €
LYi=1,...,n—1.Lange des Wegs ist — 1= Anzahl der Kanten

Kreis (Zyklus) ist ein geschlossener WBg = (u1,us, . . ., u,) Mitu,u; € L; die Lange
des Kreises ist

Abstand d(u,v) von Eckenu,v € P ist die LAnge des Wrzesten Wegs <« v; speziell wird

gesetzil(u,u) := 0, sowied(u,v) := oo, wenn kein Weg: « v existiert
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Durchmesser  vof¥: D(G) := max{d(u,v) : u,v € P}.

Nachbarn Knoternu,v € P hei3en benachbart (adjazen—=- wuv € L; die Kanteuv heil3t
inzidentzu v undwv; u,v sind End-Ecken vomwv.

Ecken-Grad seN (u) die Menge der Nachbarn vane P, dann heiRy(u) := |N(u)| Grad von
u. Eine Eckeu heil3tisoliert, wenng(u) = 0.

Beispiel:

e Teilgraph, die Graph-Eigenschaft wird & vorausgesetzt, z.B.

G = G = i von P’ induziert:A

e Isomorphie: 1 2 a
G= G'= A
3 4 b c

L = {12,13,14,23,24,34}, L' = {ab,ac,ad,bc,bd,cd}. Beide Graphen sind isomorph mit

f(l):a,f(2):b,f(3):c,f(4):d HE MR AL
e Weg, Kreis, Stral3enverbindungen um Marburg:

wz Gl
MR —GI — BU isteinWeg, MR — GI — W Z — HE ein Kreis: ¢ BU

e Abstand, Durchmessed{ M R, BU) = 2, der Durchmesser des Straengraphe®igt) = 3 =
d(HE, BU).

e Nachbarn, Eckengrad, im Stral3engraphen:

u MR AL GI
N(u) | {HE,GI, AL} {MR,GI} {MR,AL,BU,WZ}
g(u) 3 2 4

Der Vergleich der Eckengrade von zwei Graphen ist ein einfacher Test auf Nicht-lIsomorphie. Bei
Anwendung einer Bijektion bleiben die Eckengrade aller Ecken gleich und auch die Eckengrade
der End-Ecken jeder Kante:

12~

G G

Die Eckengrade sind in beiden Graphe, 3, 3, 4,4, 4, 4, allerdings treten nur i’ Kanten mit
2 End-Ecken vom Gragl auf.

Satz 4.1 Fur jeden GraphG(P, L) gilt

> g(u) =2|L].

ueP
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BeweisZu jeder Kante: = ab € L werden die beiden Paafe, k) und (b, k) gebildet. Die Gesamtzahl
dieser Paare it|L| (Zahlunguberk € L). Die Anzahl aller Paaréu, k) mitu = a ist|N(a)| = g(a).
Bei Summatioruber alle Ecken ergibt sich der gleiche Summen&git. m

Korollar Die Anzahl der Ecken ungeraden Grades in einem Graphen ist gerade.

BeweisDa die Gradsumme in Sadzl gerade ist, gilt bei Summation modulo 2 alses ) |, - g(u)( Mmod2).
Dabher tritt eine gerade Anzahl von Summaneei( mod2) auf.m

Fur Graphen mit konstantem Eckengrad= g¢(u)Vu € P (sogen.r-regulare Graphen, etwa die
vollstandigen mit = n. — 1) gilt daher

> g(w) =r|P|=2|L].

uepP
Bei den schon betrachteten Beispielen warKgidie Ordnung|P| = n, r = n — 1 und dahel|L| =
n(n — 1)/2 und beiQ,, war|P| = 2", r = n, also|L| = n2" 1.

4.2 Darstellung von Graphen

Zur Handhabung von tatinen’ Graphen (mitZL| < |P|?/2) in Algorithmen sind in der Regel dynami-
sche Speicher-Strukturen angebracht (Zeiger, Index-Zugriff auf Felder). Dieavaligé’ Speicherung

der jetzt eingaihrten Matrizen ist daher selten sinnvoll. Die folgenden Begriffe machen aber durch die
Querverbindung zur Linearen Algebra viele Hilfsmittel wegbar.

Defin. 4.2 SeiG(P, L) ein Graph mitP = {u1,...,u,} undL = {ky, ..., ky}. Man definiert dazu die

: : 1 wennu;u; € L
Adjazenzmatrix A = (a;;) € NO*™, q = Hitl
0 sonst
. . 1 wennu; € k;
Inzidenzmatrix B = (b;;) € No¥X™, b = i & A
0 sonst

Beispiel:Ungerichteter Graph mit =5, m = 6, L = {a, b, c,d, e, f }.

11 2 | Zeilen-
1 . .1 2 | summen 5
A=1]1 101 3 p= 3e [
11 . 1] 3 |Ecken- bl 9 e
11 2 ) grade
1 a 2
11 . .. 2 1 1 .
1 .1 . .. 12 . 1 .
B=|.1 .11 .|,BB"T=]1 . 3 11
11 .1 .11 31
11 11 2

Die Gestalt der Matrizendrigt noch von der Numerierung von Ecken (und Kanten) ab.
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Satz 4.2 Es seiG(P, L) ein Graph mitP = {u ...,u,}, |L| = m, A die Adjazenz- und die Inzi-
denzmatrix. Dann gilt:

a) A=AT, a;=0Vi=1,...,n.

b) Z aij = Zbij = g(u;) Vi, Z bij = 2Vj
j=1 j=1 i=1
> =Y by =2m=2|L|.
1,j=1 =1 j=1

c) A=BB"—diag(g(u),...,g(u)).
d) Es seidf =: (az(-;?))i,j, k € N. Dann istag-“) die Anzahl den; undu; verbindenden Kanteiige
(wig, - - -, us, ) der Langek, mitw;, = u;, u;, = wj, u; u; € L,1=1,... k.
In der letzten Aussageokinen Kanten und Ecken mehrfach auftreten, z.B.a@?t: g(u;).
BeweisDa Elemente vomd und B in {0, 1} liegen, entsprechen Summationen Abkingen.

a) Trivial: Die Symmetriez;; = a;; gilt bei ungerichteten Graphen, und da Schlingen verboten sind, ist

a;; = 0.
b) Rir die Summen gilt

> aij = [{uj : uu; € L} = g(u;), Anzahl Nachbarn
7j=1

m
Zbi]' =|{q € L: u; € q}| = g(u;), Anzahl der Kanten mit;,
j=1

n
> by =2,  jede Kante hat 2 Endpunkte.
i1

Die restlichen Aussagen entsprechen denen ausiSiatz

c) Mit den Einheitsvektoren; bekommt man die Matrixelementg; = e[ Ae; im Fall
1F£ 7 e;rBBTej :Zbilbﬂ = |{l: b1 #Of\bﬂ 750}| = |{q eL: u € qAuy Eq}| = Qjj,
=1
m m
i=j: ¢ BBTe; =Y b= bi=g(u), vglb).
I=1 I=1
d) Induktiv, ftir £ = 1 ist natirlich a;; = ag?). Schrittk — &k + 1:

ag-cﬂ) = e;rAkHej =el A- Akej = Zailal(f) = Z al(f) = Z ag-c). (4.1)
=1 a; 70 w €N (u;)

Der letzte Ausdruck summiert die Anzahl aller Kantege der langek, die vonNachbarnvon u; nach
u; gehen. Dies ist aber die Anzahl der Kantege; < u; mit Langek + 1. m
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SpezialfallBipartite Graphen
Ein GraphG(P, L) hei3tbipartit, wenn gilt

P=S+T (dh.SNT=0)und{uv e L=>u€ S, veT}

Alle Kanten verbinderS und T, es gibt keine Kanten innerhalb 1] 2] 3]
von S oderT'.

Solche Graphen treten bei Zuordnungsproblemen auf, z.B., mit
Personert = {a, b, c} und Aufgaberi™: a c

Fir|S| = ny, |T| = ng wird mit K,,, ,,, der vollseingige bipartite Graph
mit | L| = niny Kanten bezeichnet.

Kompakte Matrix-Darstellung bipartiter Graphen fit= (u1,...,up,), T = (v1,...,0n,):

1 wennu;v; € L

D e N " dy =
0 " {0 sonst

Offensichtlich gilt (Tirs =1,...,n1,5=1,...,n9):

de—g uz Zdlj_gvj
Durch Summatioruber alle dabei auftretenden Eckernift dies auf

> glu) = g(v)

u€eS veT

Hintergrund: MitP := S + T, n = nq + no, hat die Adjazenzmatrix des Graphen die Struktur

0 D
A= .
(o7 o)

_ .. 110
’ ... 1 0 1 11 0
Beispiel: %\ A=|1 1 . . .|, D= ( )
1 o 1 0 1
T:3 4 5 R
o1 . . .

Satz 4.3 Ein GraphG mitn > 2 Ecken ist genau dann bipartit, wenn alle Kreise geradede haben
(z.B., keine Kreise existieren).

Beweis'=" Sei G bipartit mit.S = {u;} undT = {v;} und Z = (21, 22,..., z,) €in Kreis der lange
m mit z; € S (0BdA). DaG bipartit ist, folgtzy € T, z3 € Sund induktivze, | € S, 29, € T, k > 1.
Daher istm gerade.

"<’ Es seiu € P mit g(u) > 0 fest gevahlt. Da alle Kreise geradeange besitzen, hat jeder Kreis
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Z = (u,z2o,...,29) gerade lahge2k, es seiz; = u. Die beiden Mengef’ und S werden gebildet
durch die Einteilung

S, iungerade,

Z; €

T, igerade.
Es ist nun zu zeigen, dassund T' so wohldefiniert sind, d.h., dass diese Einteilung uaalgig vom
gewdhlten Kreis ist (Eigenschadt(u, v) gerade isf\quivalenzrelation). Gegenannahme:
Firv € P gebe es zwei Kreise

(z1 =u,29,...), (Y1 =u,y2,...) Mit 295 1 = v = yy. Y2 U3
Dann lonte aber aus beiden ein neuer Krdis,, 2o, ..., 21, v v
Y211, ---,Yy2) Mit ungeraderLange2k — 1 +2/ —2 =2(k+1) -3 Z9 23 24

gebildet werdenw!

Die Einteilung betrifft nur Punkte, die vamaus ‘erreichbar’ sind. Das Verfahren kann aber ohne Wider-
spruch (s.0) mit anderen Startpunkten wiederholt wemlen.

Im Beweis ergab sich sogar, daR alle Wege zwischen Eckei§'oderT') gerade lange haben.

Beispiel: Der Hyperwirfel (), ist bipartit. Der Nullpunktu =

(0,...,0) € Z% hat gerades Hamming-Gewicht, alle Nachbarn aber ein

ungerades Code-Gewicht. Einteilung:= {a € Z] : g (a) geradé, Qs
T ={a € ZY : gu(a) ungeradé.

Begriffe II:

Zusammenhang G heil3t zusammerangend <= Vu,v € P 3Wegu <> v, d.h.,,D(G) < oo
Komponenten die Eigenschaftu,v) < oo (Erreichbarkeit) definiert eindquivalenzrelation
auf P, Aquivalenzklassen heiRen Komponenten ¢n

Bricke eine Kante heil3t Bcke, wenn ihre Streichung die Zahl der Komponenteoleth™
Wald zyklenfreier Graph
Baum zusammeramgender Wald

Gewichteter Graph, jede Kangec L hat ein Gewichtv(q), d.h., es ist eine ist eine Abbildung
w : L — R gegeben.

Beispiel:
e (G ist nicht zusammerdrigend, hat 2 Komponentd, b, ..,¢g} und w e d f b
{h,i}. Erreichbarkeit (Transitivétt der Aquivalenzrelation)d(a,c) < l
00, d(c,e) < 0o = d(a,e) < d(a,c) +d(c,e) < oo. \b/ e g ‘i
e Die Kantencd und hi sind Bricken.

d [ h

(44 C
e Durch Entfernung voihc undeg wird G zyklenfrei, also ein Wald mit W l
den beiden Bumen{a, b, .., g}, {h,i}. b e g ‘i

e Gewicht: In vielen Anwendungen kann man den Kanten Werte zuordnen, etwajegl Kosten,
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Kapazititen, etc. In einer Zeichnung schreibt man die Gewiafte) an die Kanten. Das Gewicht eines
Weges ist die Summe der Gewichte der auftretenden Kanten. Der Abstand zweier Punkte stimmt dann
mit dem Gewicht deslk’zesten Wegs zwischen ihneherein, wenn alle Kanten Gewicht 1 besitzen.

4.3 Die Transfer-Matrix-Methode

Mit Satz 4.2d k6nnen Abzahlprobleme zur Anzahl von Kantemgén bestimmter &rige auf Matrix-
Multiplikationen zurickgefihrt werden. Damit lassen sich auch kombinatorische Problesen) die
komplexere Zusammeahge als ir§2.2 beschreiben, z.B., bei Zustandsdiagrammen von endlichen Au-
tomaten.

Man legt dabei am besten auch Digrapli&iP, L) zugrunde und @Zisiert die Definition deAdjazenz-
matrix daflir entsprechendy;; € {0, 1},

aij =1 < (uj,u;) €L, u* u

i,j = 1,...,|P|. Dabei ldnnen sogar Schlingefu;, u;) zugelassen werden, eine ungerichtete Kante
{u,v} entspricht den beiden gerichtetém v) und (v, «). Die Adjazenzmatrix eines solchen Graphen
ist zwar i.a. nicht mehr symmetrisch, die wichtige Aussage von &atkist aber nicht betroffenuf die
k-te Potenz4® = (az(-;?))i,j gilt weiterhin

aE;-C) = |{Z : Z ist Kantenzug; — u; der Langek}|,

da sich der Beweisschritt (1) direkt tibertidgt. Mit Satzen der Linearen Algebra kann daraus sofort eine
Aussageuber die Anzahl allegeschlosseneKantenzige gemacht werden.

Satz 4.4 Zu dem DigrapherZ( P, L) seic; die Anzahl allergeschlossenelantenzige der langek €
N. Die Eigenwerte der AdjazenzmattikvonG seien)y, ..., A,, n := |P|. Dann gilt

n n
cr = Zagl;) = spur(A¥) = Z Af, keN.
j=1

j=1

Fur die erzeugende Funktiofi(z) = Y, cx2"* gilt auRerdem die Darstellung

Clr) = 282G 0y det(T — 24).

BeweisDie Darstellung vom;, als Spur der MatrixA* entspricht Sat#.2d. Da die Spur und Determinan-
te einer Matrix invariant sind untéthnlichkeitstransformationen, gilt sput*) = spu(.J%) = 3% A%,
wennJ = X ' AX die Jordan-Normalform vod ist. Rir die erzeugende Funktion folgt aus der Eigen-

wertdarstellung direkt

C(z) = chzk = zn:z:)\fzk = z": lijiijz

E>1 j=1k>1 j=1
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Da die Wertel — ),z gerade die Eigenwerte der Matiix- z A sind, ist der Hauptnenner dieser rationalen
Funktion(1 — X\1z)--- (1 — A\,2) = det(I — zA) = ¢(z). Da die Ableitung;’(z) aus einer Summe von
Produkten besteht, in der jeweils ein Linearfaktor fehltaériian die letzte Darstellung vari(z). m

Man kann auchuf jedes Indexpaa(i, ) zu der Folge(ag-“))kzo die erzeugende Funktion

Aij(z) == Zaz(-?)zk, z € C, (4.2)
E>0
betrachten, mitA® = I. Dazu faRt man am besten aJlg|? FunktionenA;;(z) zu einer MatrixF' von
Funktionen zusammen. Deren Gestafitl'sich explizit angeben.

Satz 4.5 Die zu einem Digraphetd/(P, L) mit |[P| = n in (4.2) gebildeten Funktionem;;(z) sind
rational. Zusammengefal3t als Matrixfunktiétiz) gilt fur sie die Aussage
n
Pp— .. — i -1
F(2) = (Ay (z))i’j:1 — (T—24)"".
Insbesondere gilt dahed;;(z) = p;;(2)/ det(I — zA) mit Polynomerp;; vom Gradn — 1.

BeweisNach Satz.2d sind die Koeffizientem%“) die Matrixelemente vom*: F(z) = (A;;(z)) =
> r>0(2A)". Bei Multiplikation dieser Reihe mif — 2 A gilt daher

(I—2A)F(z) = (I —24) Y (24" =3 (24" =" (z4)" =1,
k>0 k>0 k>1
also F(z) = (I — zA)~! (die auftretenden Reihen sindrfkleine z auch absolut konvergent). Die
Cramersche Regelif die Inverse(I — zA)~! zeigt nun, daR die Funktiones;; rational sind mit ge-
meinsamem Nennef(z) = det(/ — zA).m

AnwendungGesucht ist die Anzahly, aller k-Wortea, . . . a;, Uber dem Alphabetl, 2,3}, in denen die
Zeichenpaaré1 und23 verboten sind. Zur Beschreibung wird der Grapimit P = {1,2, 3} definiert.
Eine Kante(u, v) gibt es genau dann, wenn das Zeicheauf v folgen darf.

Ein zuldssiges:-Wort entspricht einem Kantenzug deagek — 1. Also

gilt fur die Anzahkoy, = 37, ;aff " = 174 amitd1 = (1,...,1)7. o

Nach Satzl.5ist dies der(k — 1)-te Koeffizient der Funktion

1
1TF(z) =171 — zA)~'1.

_ = O
_ = =
—_ o = W
N———

Der konkrete Fall wird durch den gezeigten Graphen und die zmgeh™ A = (
ge Adjazenzmatrix beschrieben. Hier gilt explizit miz) = det(I —
zA) =1—2z— 22 + 23,

. (1-2)? z z(1 - 2)
(I—zA) "= — | 2(1—-2) 1—2—-2? 22
q(z) 2
z z14+2) 1—z-—2
und somit
3+2—22

T —
1T F()1= 1—22—22+42%
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Die Wertew;, konnen daraus wieder durch Partialbruchzerlegung berechnet werden, ohne Detailrech-
nung folgt darausu, = ©(A\F~1), A\, = 2.247 (betragsmaximaler Eigenwert), v§R.4.

Anwendung Hier seiw;, die Anzahl derk-Worte uber dem Alphabef0,1}, in denen diedreifache
Wiederholungen eines Zeichens verboten ist. Hier kann mar“&eichenpaarenb mit a,b € {0, 1}
jeweils eine Ecke zuordnen. Eine Karté, bc) gibt an, dal das Tripelbc erlaubt ist. Analog zum vor-
herigen Beispiel folgt

4492
]lTF(z)Jl:%
10, 11 01 0 0 TETZ
00 1 1 2\ /1456y k-1
A= ~2(1- =) (——) .
N nea(1- ) (L)

In diesem Beispiel ist zway(z) = 1 — 2% — 223 — 2*, bei Summation der Elemente vénbleibt aber
nur der Nenner der Fibonacci-Folgg §, §2.3) tibrig.

5 Baume in Graphen

Bei vielen (Optimierungs-) Aufgaben in Graphen geht es darum, agfiohst sparsame Weise ¢glichst
wenige Kanten) alle Ecken zu erreichen. Der Suchgrapf ienthalt dann keine Kreise, ist also ein
Baum.

Defin. 5.1 Der Graph G(P, L) sei zusammemdmgend. Ein UntergrapiB mit Ordnung|P|, der ein
Baum ist, heiBaufspannender BauwonG.

Aufspannende Blime zu einem Graphen kann man konstruieren, indem man iterativ aus allen Kreisen
eine Kante streicht=$ Existenz). ki Baume gelten einige einfache Zusammeamie.

Satz 5.1 SeiG(P, L) ein Graph. Dann sin@quivalent:
a) G ist ein Baum.
b) Je zwei Ecken verbindet genau ein Weg.
c) G ist zusammeréngend und jede Kante ist eineiBBke.
d) G ist zusammerimgend undL| = |P| — 1.

Beweisa) < b): Gébe es zwei Wege, die zwei Eckem verbinden, bhnte aus beiden ein Kreis kon-
struiert werden. Umgekehrt gibt es auf einem Kreis immer zwei Wege zwischen verschiedenen Ecken.

b) < c¢): Seiuv € L. Nach Teil b) ist diese Kante die einzige Verbindung zwischemd v, durch
Streichen voruv wirde G zerfallen. Ware umgekehriiv keine Biicke, gibe es einen weiteren Weg
u <> v, der mituv zu einem Kreis wide.

a) < d): SeiW = (uy,ug,...,u), k < n:= |P|, ein ldngster Weg im Baurt'. Dann sind auch
alle Nachbarn vom in W, da der Weg sonst ventigert werdendainte. DaG keine Kreise entalt, gilt
wiw; € L nur firi = 2, daher istN (u;) = {u2} undg(u;) = 1. Durch Entfernen vom; und u;us
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zerfallt der RestgraptGGy (P2, Le) mit Po = P\ {u1}, Ly = L\ {ujuz}, daher auchNicHT und ist
wieder ein Baum (keine Kreise) mib,| — |Ls| = |P| — |L|. Da die Methode: — 1 mal angewendet
werden kann und,, dann nur noch eine Ecke eathgilt |P| — |L| = |P,| — |Ln] =1—-0.m

Baume sind somit die sparsamste Datenstruktur zur Verbindung aller Etkémes Graphen. Da sich
Methoden zur Durchquerung und Erzeugung vemiBén starlafineln, werden erstere zuerst behandelt.
Man startet an einer Anfangseckg € P (‘Wurzel’), die aber im Graph in der Regel keine besondere
Bedeutung hat.

5.1 Baum-Traversen

Zur ersclopfenden Bearbeitung voraBimen kommen zwei alternative Strategien in Frage.

e Tiefen-Sucheiln der Startecke:y wird eine der Miglichkeiten ausgesucht, in deactisten eine
der Folgenoglichkeiten weiterverfolgt. In einer Sackgasse kehrt man anggten, noch nicht
betrachteten Alternative zueck (‘backtrack’).

Vorteile: Aufeinander folgende Ecken sind miteinander verbunden, wei-
sen (je nach Problem) evihhnlichkeiten auf, die eine billige Anpas-

sung der Eckenbeschreibung egficht. ¢
Nachteile:UnglinstigeAste werden evtl. sehr weit untersucht.

e Breiten-Suche:Alle Alternativen in einem Knoten werden gleichrangig behandelt, die Traverse
steigt durch die ‘Baumebenen’ ab.
Vorteile: Glinstige Alternativen &finen bevorzugt werden.
Nachteile: Alle die Ecke beschreibenden Daten sind zu speichern, da
aufeinanderfolgende Ecken nicht verbunden sind. Da i.w. alle Knoten
der aktuellen Baumebene gespeichert werden, ist auch der Speicherbey .. Ny .~ 4 .
darf fiir die Ablaufverwaltung evtl. sehr hoch.

Die Abwicklung dieser beiden dualen Strategien erfordert die dynamische Verwaltung von Aufgaben-
Listen. In beiden Bllen ist dies aber mit sehr einfachen Datenstruktureglicii.

e Tiefen-Suche: Kelle(Stapel, stack, FILO). Diese Verwaltung wird vom Rechner bei rekursiver
Programmierung automatisch durchgeft’(Unterprogramm-Stapel).
Speicheroperationen: ]
push(speichern) unghop (lesen), gelesen wird jeweils das pus/_\‘ /\pOp
jungste gespeicherte Element, das dabei im Kellersgéit” % R
wird. @ @
Fur Traversen wird jeweils die aktuelle Eckeund der zuletzt bearbeitete Nachldagespeichert.
Im folgenden Algorithmus sind alle Ecken oberhalb der aktuellen im Keller.
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Vollstandige Tiefensuchétart in Eckeug:

w = nil; k := ug; {Wurzel}
repeat
if k& # nil then
begin bearbeité(); push(, k); v := k; k := nil end | {weiter nach unteh

else popg, k); {zuniick nach obeh
if k& = nil thenk :=ersternachfolget)
elsek :=nachsternachbak} {néchst.Nachfolgér

until kellerleer and £ = nil);

e Breiten-Suche: Schlandggqueue, FIFO).
Speicheroperationen:
speichern (ans Ende der Schlange) |
lesen (vom Kopf), gelesen wird das amn{sten
in der Schlange befindliche Element und dann ‘@n% % 7\\ 7\\ %
geloscht.
Vollstandige Breitensuchestart in Eckeuy:
speichreqy);
repeat lies(); bearbeiteg);

forall v :=nachfolger(;) do speichre()
until schlangeleer;

speichern

In der Schlange befinden sich jeweils die restlichen Ecken der aktuellen Baumebene und ein Teil
der Ecken aus derachsten.

Die Nummern an den Knoten des folgen-
den Baums beschreiben den unterschiedli- Tiefensuche Breitensuche
chen Ablauf. Bei Bearbeitung der Knoten Nr.

1 1
4 befinden sich die mit offenen Kreisen mar- 2 5 2 3
kierten im Speicher. 3 6 7 5° 6 7

Eine direkteUbertragung dieser Traversen auf allgemeine Graphendgtich durch Einihrung einer
Eckenmarkierung
m:P— M, uw~— m(u),

z.B., mitM = {0, 1} (ja/nein), M = Ny (Nummer),M = R (Kosten). In den obigen Algorithmen wird
mit der Markierung besuchter Eckeygnamischeine Baumstruktu3 erzeugt durch Einschankung der
maoglichen Nachfolger auf unmarkierte Nachbawin € nil heil3t unmarkiert):

Np(u) := N(u)N{v € P: m(v) = nil}.

Die Gestalt des Baumsahgt dann allerdings vom Ablauf ab, ist also insbesondere unterschiedlich bei
Tiefen- und Breitensuche.
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Beispiel:Die gemeinsame Startecke ist 1, die Eckenmarkierung bezeichnet die Reihenfolge bei der Tra-
verse.

Tiefensuche Breitensuche
o/ .8
8 6 5 3 6 7
1 2 4 1 2 5
3' 4 >

Beide Traversier-Algorithmen erzeugen bei Einsetiting aufNp offensichtlich dann einen aufspan-
nenden Baum, wen@@ zusammenarigend ist (Testverfahren!).

5.2 Kurzeste Wege

Gegebersei ein zusammemimgender Grapt( P, L) mit Gewichtsfunktionw : L — R, (‘Entfernung’
w > 0) und eine Startecke, € P (und evtl. Zielecke: € P).
Gesuchist ein WegS = (ug, u1, . .., z) mit minimalem Gesamtgewicht

dy(ug, z) == w(S) = min{w(T) : T ist Wegug <> z},

wobei die Weghinge definiert ist durch

!
w(T) :== Zw(vj_lvj) fur den Wedl" = (vy,ve, ..., v;).
j=2
In dem folgenden Algorithmus wird dazu sogar das erweiterte Problemstgelstimale Teilwege, «+»
u zu allen Punktem, € P zu finden. Daherdllt dieses Verfahren in die folgende Kategorie.
Bezeichnung:Ein Algorithmus, der in jedem Schritt die aktuell optimale MalRnahme
durchtihrt, wird gieriger Algorithmus (‘greedy method’) genannt.
Prinzip (Dijkstra-Algorithmus )
Beginnend mitZ, = {ug}, Ko = 0, wird schrittweise ein Zen-
trumsbaumG(Z, K) der zuu, nachstgelegenen Ecken und der
dahin tihrenden Kanten aufgebaut. tiasten Schritt sei der Teil-
baumZ(G;, K;) mit

. ._'-_.__0 v

ZZ':{U[),’U,l,....Ui}, Ki:{k‘l,...,ki},
|Zi| = |K;| + 1, vorhanden. Dieser Baum wird um die zy
néchstgelegene Ecke ¢ Z; und die ausZ(G;, K;) dorthin P\ Z;
fuhrende Kante erweitert, d.h., um,; € P\ Z; mit Uit1

dy (g, uir1) = min{dy, (ug,v) : v € P\ Z;}.
Durchfuhrung: In den schon gefundenen Ecken \G(Z;, K;) wird als Markierung

m(uj) = dy(uo,uj), u; € Z;, j=1,...,1,
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der (kirzeste) Abstand zu, vermerkt. kif alle Nachbarn vor;,
N(Z;)) ={N(uj)\ Z;: 7=0,...,i},

kann dann die Wzeste Entfernung zu, durch Betrachtung der aus; herausfihrenden Kantem ;v
berechnet werdenufv € N(Z;) gilt

dw(ug,v) = min{m(u;) + w(ujv) : u; € N(v) N Z;}.

AlgorithmusD: Aufspannender BaumukZester Wege (Dijkstra).
Z = {up}; K :=0; m(ug) := 0;
fori:=1to|P|—1do
beginminab := oo; z := nil; q := nil;
foralluv € L doif (u € Z) and(v ¢ Z) then
begina := m(u) + w(uv);
if a < minabthen beginminab := a; = := v; ¢ := uv end;

end;m(z) := minab;
Z:=ZU{zr}; K := KU{q};
end;

Im markierten Schri sollte die Suche auf die aug hinaustihrenden Kanten eingesemkt werden.
Dazu kann evtl. eine Liste der Randeck®P \ Z;) von Z; mitgeflihrt werden. (Datenstruktur?)

Beispiel:Graph mit Kantengewichten: 1
Schritte im Dijkstra-Algorithmus
mit Entfernungenn (u;): )

6
2 2 3 2 3 2 3
< : \ @
uo\ [m) uo< Uq ug
1 1 1 1 V4 1 Vg

Satz 5.2 Bei einem zusammeihgenden Graphe (P, L) mit Gewichtw : L — Ry erzeugt der
Dijkstra-Algorithmus einen aufspannenden Baum, in dem alle Wege von der Stargeziieanderen
Ecken inG Wege minimalen Gewichts sind. Der Aufwand des Algorithmu3(ige|?).

Beweisa) Induktiv ist nachzuweisen, dal3 die Formal flie Gewichtsfunktion im Algorithmus korrekt
ist, dal also gilt

dw(up,u;) = min{m(u;) + w(uw) : w € N(v), v € N(Zi—1)} = m(u;j) + w(uju;).

SeidazuV = (ug,...,y,v,...,u;) ein kirzester Wegmiyy € Z;,_1,v € P\ Z;_;. Dann gilt

Def
du(uo,u;) = m(y) +w(yv) +dy(v,u;) > mu;) +wujug) + 0 > dy(ug, u;).
~————
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b) Im i-ten Schrittis{P \ Z;| = n — i, n = | P|, der Aufwand ist hier daher
(n — %) (Additionen fir dy,) + (n — i)(Min-Vergleiche).

Durch Summation folgt ein Gesamtaufwand \&{n?/2) + ... ~ n? Operationen. AuRRerdem sind im
Schritt die ausZ; ; hinaustinrenden Kanten mit einem Gesamtaufwand @gn?) bestimmbarm

5.3 Minimale aufspannende Buume

Anwendundgostenminimale Versorgungsnetze: Eine bestimmte Anzahl von Teilnehmern soll durch min-
destens eine Verbindung erreicht werden (Wege, Fluglinien, Leitungen, Rechner-Vernetzung). Die Teil-
nehmer bilden dabei die Ecken eines Graphen, diglitiien Verbindungen die Kanten. Die Kantenge-
wichte entsprechen den Kosten der Einzelverbindung.

Ein aufspannender Baum mit minimalem Gesamtgewicht ist durchieiiges Verfahrenden Algorith-

mus von Kruskal, berechenbar mit dem Aufwan( Z|?). Dieser erzeugt einen Wald, in dem Teilbiie
schrittweise durch Kanten minimalen Gewichts zusammengefal3t werden.

Prinzip: Ly := 0, der WaldG, := G(P, Ly) hat|P| Komponenten. Der Schritt 1 < i < | P|, bestimmt
die neue Kanté; € L\ L;_; vonG(P, L;) undL; = L; 1 U {k;} gemal}

w(k;) = min{w(¢) : G(P, Li—1 U {¢}) kreisfrei}.

Durchfuhrung: Die beiden wesentlichen Schritte sind die Suche nach der jeweils minimalen Kante und
die Entscheidung, ob die Hinzunahme dieser Kante zu einem Kreisti wirde.

Die wiederholte Minimumsuche ist trivial nach dem Sortieren einer Tabelle der Kanten nach fallendem
Gewicht (AufwandO(|L|log |L|)), eine ausgeatilte Kante wird in der Tabelle gedcht.

Weiterhin lassen sich Zyklen vermeiden, wenn die neue Kante Eckeveaschiedenen @imenver-
bindet. Diese Frage kann nach Markierung der Ecken mit einer Baum-Nummerdbatmitift werden,

zu Beginn istm(u;) = 7, j = 1,...,|P|, in Go. Nach Auswahl der neuen Kankg = uv werden die
Baumnummern angeglichen, z.B., alle aufu) gesetzt durch

setzem(e) := m(u) fur allee € P mit m(e) = m(v).

Zur Konkretisierung des Verfahrens $B| = n, die Kanten seien zu Beginn als Fdlf..7] gespeichert,
mit den VerweiserL[k].u, L[k].v auf die Endpunkte der Kante[k].

AlgorithmusK : Minimaler aufspannender Baum (Kruskal)

r:=|L|; k:=r;fori:=1l.ndom(u;) := 1, {Init.: n triviale Baume
sortiere(); {sortieren, Gewicht fallenid
repeat
q := m(L[k].u); p := m(L[k].v); {kurzeste Kantp
fori:=1..n doif m(u;) = p thenm(u;) := gq; {Baume zusammenfasgen
Lk.r=1:=Lk+1l.or:=r—1k:=r; {Kante bschen
while (k > 0) and(m(L[k].u) # m(L[k].v)) dok := k — 1; | {n&chste Butke}
until & = 0;
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Beispiel mit| P| = 1200, |L| = 10° vgl. §6.

6 Euler- und Hamilton-Touren

Zwei Arten von vollséindigen Rundreisen durch Graphen haben in der Graphentheorie eine besondere
Bedeutung. Sie werden in ungewichteten Graphen als Existenzfrage, in gewichteten Graphen als Opti-
mierungsprobleme behandelt.

ungewichtet, Existenz? gewichtet, Optimierungsaufgabe

Ein Eulerzug ist eine zusammemmgende| Brieftragerproblem (Kanten=Stral3en): Euler-
Kantenfolge(k,...,k,}, ¢ = |L|, die jede| zug minimalen Gewichts.
Kante genau einmal erdhi'und zur Startecke
zuntickkehrt.
Ein Hamiltonkreisist ein Kreis (der lahge| Problem des Handlungsreisenden (TSR=
n = | P|), der jede Ecke genau einmal ealth’| veling salesman problemHamiltonkreis mi-
nimalen Gewichts.

Beim Eulerproblem betrachtet man meist Multigraphen (Mehrfachkanten, Schlingen). Die Graphen hei-
Reneulerschbzw. hamiltonschwenn sie einen Eulerzug bzw. Hamiltonkreis enthalten.

Beispiel: Hamt onsch

Eulersch Petersen-Graph:

nicht hamiltonsch

0

Beide Fragestellungerokhen in zwei Formen auftreten, als die der

« Existenz:Hat der Graph die Eigenschai| bzw.[H?

e Konstruktioneiner Tour minimalen Gewichts in gewichteten Graphen. Bei diesen Optimierungsproble-
men wird in die Frageestellung oft eine geeignete Erweiterung des Graphen eingescsdar(lit
Uberhaupt Rundreisen existieren.

Die Existenz kann beiE | einfach charakterisiert werden, ist diese Frage schwer und nur im
Einzelfall zu kéren.

Satz 6.1 Ein zusammerédngender MultigraphG(P, L) mit L # () ist genau danreulersch wenn es
keine Ecken ungeraden Grades gibt.

Konstruktion einer Euler-Tour: vgl. Literatur (Aigner).

Die Losung zum Problem des Handlungsreisenden (TSP) ist sehr schwenrenkillerdings Blfie-
rungsbsungen mit Hilfe von besprochenen Verfahren konstruiert werden. Daher wird jetdtSdas
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(traveling-salesman-problem) behandelt in der folgenden Form. B3 sei(u4, ..., u,), |P| = n und
G(P,L) = K, vollstindig. Die Gewichtsfunktions entspricht dann einer symmetrischen Matrix mit
Eintragen

wij = wj; = w(ug,uj) > 0.

Durch Anordnung nach dem ersten Index der Kantengewichte im Gesamtgewléht=3," ; wj;, .,
int+1 1= i1, €ines Hamiltonkreisegu;,, . . ., u;, ) reduziert sich das TSP auf folgendes kombinatorische
Minimierungsproblem

n
w(H) = w(r) == w; ;) = min, = zyklisch (6.1)
i=1
Zugelassen sind hier nur zyklische Permutationen, welche aus genau einem Zyklus bestehen.
2
BeISplel’LU(H) = w13 + w34 + wyo + wos + wWx1 1 3
= w13 + Was + W34 + Wy + W51
12345
d.h.,m= (35421)' S 4

Nach Satzl.8 gibt ess,; = (n — 1)! zyklische Permutationen vofl,...,n}. Eine erschpfende
Untersuchung aller Mlichkeiten ist daherui'groReren nicht durchtihrbar (vgl.§2.4 mit Stirlingformel
Satz2.7). Es ist auch kein Algorithmus bekannt, der das (strenge) Minimierungsproblem wesentlich
schneller bst.

Daher behilft man sich mitdeuristikenzur Konstruktion ‘guter’ Rundreisen. Diese beziehen sich oft auf
dasmetrischeT SP, bei dem die Kostenmatniretrischist, d.h., die Dreieckungleichungifdie Gewichte
gilt,

wij < wy +wy; V1<, 5,0 < n.

Da die kirzeste Einwegverbindung aller Ecken der minimale aufspannende Baams§5.3 ist, kann

kein HamiltonkreisH kurzer sein:iw(H) > w(B). Interpretiert man jede Kante des Baums als Dop-
pelkante, ist darin ein Eulerzug miehge2w(B) enthalten. Daraus kann man durch ‘Albkén’ einen
Hamiltonkreis machen, indem mauber schon besuchte Ecken hinwegspringt. Wegen der Dreieckun-
gleichung ist er nichtdiger als der Eulerzug:(B) < w(H) < 2w(B).

Durchfuhrung der MST-Heuristikminimal spanning tree):

e Bestimme minimalen aufspannenden Baum mit Algorithidu§5.3)

e Wahle Wurzel, und flihre Baumtraverse mit Tiefensuche durgh.{). Markiere besuchte
Ecken und nimm Kante zwischen den beiden zuletzt markierten Ecken in denfKaié
Rucksprung zuuy.

Beispiel:zum Ablauf, links der aufspannende Baum, rechts die daraus abgeleitete Tour.
1 5 1 5
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Da auch it den optimalen Kreis7 gilt w(B) < w(H), wird dessen hhge durchw(H) < 2w(H)
um nicht mehr als 100%berschritten. Andere Heuristiken (Christofidespkén den Verlust auf 50%
reduzieren.

Praktisches BeispiellP| = 1200 Punkte sind zudllig in der Ebene verteilt, das Kantengewicht zwi-
schen zwei Punkten entspricht dem Euklid-Abstand, allerdings werden nur Kanten bis zuagigeRL"
eingefihrt = |L| = 10°.

Minimaler  aufspannender
Baum,
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Die KomplexitatsklassenP und NP

Die Probleme mit Hamiltonkreisen sind ParadebeispietebEsonders schwere Aufgaben, die nur f~
kleine ProblemgrRenn exakt gebst werden kinnen, vgl.§2.4. Zur Pazisierung gibt es eine Einteilung

in Komplexitdtsklassenut Entscheidungsprobleme (ja/nein-Ergebnis). Bamiltonproblem(HP), die

Frage, ob ein Graph hamiltonsch ist, ist offensichtlich ein Entscheidungsproblem. Auch das TSP kann
durch Einfihrung einer Schrank& € R zu einem solchen gemacht werden, indem man nach der Exi-
stenz eines Hamiltonkreisé$ mit Langew(H) < M fragt. Entscheidend ist beim Studium der einsetz-
baren Verfahren die Entwicklung des Aufwands in Abbigkeit von einer Problemgi8en. Insbeson-

dere interessiert man sich dafob der Aufwand in annehmbarer Form (polynomiell) oder astronomisch
(exponentiell) anachst.

Standardisierungen:

ProblemgibRRen: Darunter versteht man die zur Formulierung des Problems erforderliche Bit-Anzahl.
Komplexi&tsklass: Entscheidungsproblemeyrfdie ein Algorithmus mipolynomiellerLaufzeit exi-
stiert, d.h., ein- € R so, daR der Aufwand in Alamgigkeit vonn wachst wieO(n").

Beim Hamiltonproblem kann die Adjazenzmatrix béi| = m Ecken mitn = m(m — 1)/2 Bit ge-
speichert werden. W die Durchmusterung allgin — 1)! zyklischen Permutationen veath'sich der
Aufwand wie die Funktior(y/n)!, die stirker als jedes Polynom amwefist, vgl. Sat2.7. Andererseits
kann fiir einen Weg der afigen leicht geprift werden, ob er ein Hamiltonkreis ist, einegiiche Losung
kann also schnell verifiziert werden. Dies ist charakteristiscitie rachste Problemklasse.
Komplexi&tsklass (Nichtdeterministisch polynomiell): Entscheidungsproblenoe,dié mankei-
nenpolynomiellen Losungs-Algorithmus kenntufdie eine losung aber in polynomieller Zeit verifi-
zierbar ist.

Ein bisher ungalstes Problem der Komplegistheorie ist die Frage, ob die beiden Klassen gleich oder
verschieden sin=’? Allerdings kann manufdie Klasse NP besonders rapentative Probleme
identifizieren, die NP-vollstiidigen Probleme. Dies sind solche, aus dem@suhg in polynomieller Zeit
die polynomielle losbarkeit aller NP-Probleme folgenuvde. Die NP-Vollstinhdigkeit des Hamilton-
Problems wurde 1972 nachgewiesen. Da auch andere bekannt schwere Problem Blfdiglsitid,
und fir keines polynomielle ALgorithmen bekannt sind, vermutet man, dafictaish giIt@ #* .
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