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0 EINLEITUNG 1

Gliederung: 0 Einleitung

A Kombinatorik

B Algebra

C Graphentheorie

0 Einleitung

Bei vielen Verfahren aus dem (weiteren) Bereich der Informatik treten mathematische Hintergr¨unde als

Grundlage der Verfahren oder bei ihrer (Aufwands-) Analyse auf. Einige Problemstellungen sollen diese

Perspektive im Beispiel aufzeigen.

Aufwandsanalyse

Ein klassisches Beispiel ist die Aufwandsanalyse bei Sortier-Algorithmen.

Elementares Beispiel:Bestimme Maximalwert vonx[1]; : : : ; x[n], n � 1;

Anweisung Aufwand

Z1: k := n� 1;m := x[n]; 2

Z2: while k > 0 do begin n

Z3: if x[k] > m then n� 1

Z4: m := x[k]; An

Z5: k := k � 1; n

end

Der Algorithmus ben¨otigt 2n � 1 Ver-

gleiche undAn + n + 2 sonstige

Oper./Zuweisungen.

Hauptproblem:Wert vonAn? In welchem Sinn?

Minimalwert An = 0, wennx[m] = maxi x[i],

Maximalwert An = n� 1, wennx[1] > x[2] > : : : x[n],

Mittel-Wert An = ?? (unter welchen Annahmen?)

An hängt offensichtlich von der Anordnung derx[i], aber nicht von deren tats¨achlichen Werten ab. Also:

oBdA: x[i] 2 f1; : : : ; ng (d.h. Gleichheit ausgeschlossen).

Daher sind allen! Permutationen dieser Menge zu betrachten, z.B., bein = 3 also folgende 6 F¨alle :

Perm.: 123 132 213 231 312 321

An = 0 1 0 1 1 2 Mittelwert=5/6
Im allgemeinen Fall ist nachweisbar:An

�= lnn (Rekursionsformel)

Ähnliche Situation: Quicksort. ! A Kombinatorik
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Optimierungsprobleme in Graphen

Das Vorgehen bei mehrstufigen Entscheidungsprozessen kann oft als das Durchlaufen eines Entscheidungs-

Baums/-Graphen interpretiert werden. Je nach Fragestellung kann sich das Problem dann auf eine der

folgenden abstrakten Fragen reduzieren:

Finde kürzesten Weg zwischen zwei Knoten des Graphen

Finde einen Weg durch alle Knoten des Graphen, usw.

Beispiel:

— Zuordnung von Mitarbeitern auf Aufgaben

— Zuordnung von Prozessen auf Prozessoren (Parallel-Rechner)

— etc.

1 2 3
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Primitiv-Algorithmus:Betrachte alle Permutationen vonfa; b; cg, berechne jeweils Ko-

sten/Gewinn bei Zuordnung auf die Probleme 1,2,3.

Frage: Erzeugung aller Permutationen (!x1.4)? Günstige?

abc

acb

bac

bca

cab

cba

Q
QQ

�
��

�
��

Q
QQ

Von acb zu bac wechseln alle Zuordnun-

gen, alle zugeh¨origen Kosten sind dort neu

zu berechnen. Ist Durchlauf m¨oglich nur mit

Einzel-Vertauschungen?Rechts:Nur Trans-

positionen (Nachbarvertauschungen, Rest un-

verändert)

abc
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cab
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Codierung

In den Bedeutungen (dreiK ): Mathem. Hilfsmittel:

1. Korrektur: Übertragungsfehler erkennen/korrigieren endliche Vektorr¨aume

2. Komprimierung: Daten-Umfang verringern Graphen/B¨aume

3. K ryptographie: Kopie, F¨alschung von Daten verhindern endliche Zahlk¨orper

Daten-̈Ubertragung, Stationen:

Datenquelle - Codierung - Übertragungsweg - Decodierung - Nachricht

Übertragungsweg konkret: Telefonleitung, Netzwerk, Datentr¨ager (CD, Papier).

Problem 1: Übertragung, Speicherung st¨oranfällig (Störsignal, Besch¨adigung)

Problem 2: Transferzeit, Speicherplatz von Datenmengen reduzieren

Problem 3: Bei offenen Wegen Mith¨oren, Kopien, F¨alschung durch Dritte verhindern
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Zu 1 Fehler-erkennende / -korrigierende Codes

Einfachster Fall: Zus¨atzliche Pr¨ufziffer, der Code wirdredundand, z.B.,

1aParitätsbit bei Binärcodes, 7-Bit+Parit¨at:

’D’= 0 1 0 0 0 1 0 0

das höchste Bit wird so gesetzt, daß die Zahl der Einsen gerade ist. Erkennt Verf¨alschung eines

Bits (Korrektur! Protokoll)

1b Prüfzeichen im täglichen Leben, bei

Nummern für Verkaufsartikel, Bankkonten, Geldscheinen, B¨ucher (ISBN).

Häufiger menschlicher Fehler: Vertauschung aufeinanderfolgender Zeichen (’Flip’).

Generelle Pr̈ufkonstruktion:

Zulässige Nummern (Code-Worte) erf¨ullen eine gegebene (lineare!) Bedingung.

z.B., gerade Parit¨at des Wortesa0a1 : : : an, ai 2 f0; 1g heißt, daßa0 + a1 + � � � + an gerade ist, d.h.,

Rest 0 bei Division durch 2 besitzt:
nX
i=0

ai � 0 (mod2):

Durch Parität ist aber keine Vertauschung von Zeichen erkennbar. Ausweg bei Nicht-Dualzahlen: ge-

wichtete Summe.

ISBN-Nummern, z.B., haben 10 Stellenx1; : : : ; x10, zulässige Nummern erf¨ullen die Bedingung

10X
i=1

i xi � 0 mod11

d.h., Summe ist Vielfaches der Primzahl 11.

Beispiel: ISBN= 3 5 2 8 0 7 2 6 8 7

PrüfS. inN: 3+10+6+32+0+42+14+48+72+70 =297=27 � 11
PrüfS. inZ11 : 3+10+6+10+0 +9 +3 +4 +6 +4 =55� 0

Die Rechnung kann also auf die mit den Divisionsresten bzgl. 11 zur¨uckgeführt werden. Da 11 Primzahl

ist, ist die MengeZ11 dieser Divisionsreste algebraisch einKörper (! x3.1). Für die Informatik sehr

praktische Primzahlen sind

127 = 27 � 1; 231 � 1 (Mersenne); 257 = 28 + 1; 65537 = 216 + 1 (Fermat):

Durch Hinzufügen weiterer Pr¨ufziffern so, daß die zul¨assigen Codew¨orter mehrerelinear unabḧangige

Bedingungen erf¨ullen, können sogar einzelne Fehler korrigiert werden.

Hamming Codex1x2 : : : x7
16 Codeworte, 3 Pr¨ufziffern, &%

'$
&%
'$

&%
'$
5

7

4
6

3 2

1
die Summe der Stellen in jedem

Kreis ist gerade: 3 lin. unabh.

Bedingungen

1 Fehler behebbar ! B Algebra,x3

Zu 2. Wenn in der Datenquelle Datenwerte mit unterschiedlicher H¨aufigkeit auftreten, ist derInforma-

tionsgehaltder verschiedenen Werte nicht gleich. In Texten vieler Sprachen gilt dies insbesondere: der
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Text DISKRT MATHMATIK ist noch lesbar, da ’E’ der h¨aufigste Buchstabe im (deutschen) Alphabet ist

und daher nur geringen Informationsgehalt hat. Der Anteil von ’e’ ist ca.0:147 > 1=7.

Beispiel: Die Nachricht bananenbesteht aus 7 Stellen mit 4 unterschiedlichen Zeichen. Bei Standard-

codierung mit 2 Bit,a = 00, b = 01, c = 10, n = 11, benötigt die codierte Nachricht2 � 7 = 14 Bit:

01001100111011.

Einfache Decodierung: Zerschneiden in 2-Bit-St¨ucke.

Günstiger:Kurze Codeworte f¨ur häufige Buchstaben, z.B.,n = 0, a = 10, b = 110, e = 111 (Länge 3!).

Codierte Nachricht1101001001110hat Länge 13 Bit.

Decodierung?? Kein Codewort ist Anfang eines anderen!

! Durchgehen durch Nachricht bis ein Zeichen erkannt ist.

HintergrundCodebaum(�= Suchbaum): Start an derWurzeldes Baums oben,

je nach Bitwert wird rechter oder linker Ast verfolgt bis zumBlatt

�
�

@
@

0 1

n �
�

@
@

0 1

a �
�

@
@

0 1

b e

Zu 3. Kryptographie, Risiken im̈Ubertragungsweg:

NachrichtN - Codierungc - Übertragung - Decodierungd - NachrichtN

Ziel: Codierte Nachrichtc(N) von Mithörer nicht lesbar. Nur der Empf¨anger kennt die Decodier-

Abbildungd = c�1 und kann die NachrichtN = d(c(N)) rekonstruieren.

Meist gilt: Die Abbildungen h¨angen von einem ParameterS ab, genannt ’Schl¨ussel’.

Klassisch: einfache Abbildungenc; d mit gleichem Schl¨ussel für c und d, z.B., stellenweise Addition

mod 26:
N = D I S K R E T E M A T H E M A T I K

S = A P R I L A P R I L A P R I L A P R

E Y K T
Die Sicherheit solchersymmetrischerVerfahren hängt von der vorherigen(!) sicheren̈Ubermittlung des

Schlüssels ab.

Weitere Bedingung: Schl¨usselzeichen zuf¨allig verteilt, keine Wiederholung (Einmalschl̈ussel).

Asymmetrische Verfahren[Diffie&Hellmann]:

Voraussetzung:d ist nicht aus der Kenntnis vonc herleitbar (’Falltür-Funktion’).

Sichere Kommunikation zwischenA undB:
A kenntdA, sendetcA offen anB (an alle),

B codiert Nachricht mitcA
B kenntdB , sendetcB offen anA (an alle)

A codiert Nachricht mitcB

A
dA

geheim
XXXXXz

�

cB -

cA�

dB

B
-
PP

PPi geheim

Der Besitzer des Codes muß nat¨urlich (in Kenntnis einer geheimen Hintergrundinformation)d zu c kon-

struieren können, nicht aberAndere. Die gängigsten Fallt¨urfunktionen beruhen auf algebraischen Opera-
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tionen in endlichen Zahl-Ringen /-K¨orpern, z.B.,

RSA [Rivest-Shamir-Adleman]:

Der Besitzer w¨ahlt eine große Zahlm (�= 200 Dezimalen) und Exponentens; g 2 f1; : : : ;m � 1g. Die

Nachricht wird codiert als Zahl inZm. Damit werden die Abbildungen definiert

c :

(
Zm ! Zm

N 7! N s(modm) =: X
d :

(
Zm ! Zm

X 7! Xg(modm) =: N

Geheimer Hintergrund:m = pq ist das Produkt von zwei großen Primzahlen. Der geheime Exponent

(Decodier-Schl¨ussel)g ist so gewählt, daß gilt

sg � 1 mod(p� 1)(q � 1):

Diese Konstruktion erfordert die Kenntnis der Faktorenp und q. Die Faktorisierungm ! p; q ist für

andere beim > 10200 auf absehbare(?) Zeit undurchf¨uhrbar.

Weitere Anwendungen:Digitale Unterschrift (Bundesgesetz!, Trust-Center), verfallende E-mails (Microsoft-

Prozess) ! B Algebra,x3.3

Teil A

Kombinatorik

1 Endliche Mengen

1.1 Elementare Regeln

Bezeichnungen im Zusammenhang mit Operationen von MengenA1; A2; : : : ; Ak:

� Vereinigungder Mengen
k[
i=1

Ai := A1 [A2 [ : : : [Ak:

Wenn dabei die Mengenpaarweise disjunktsind, wird diese disjunkte Vereinigung auch als Sum-

me geschrieben:
kX
i=1

Ai :=

k[
i=1

Ai; wenn Ai \Aj = ; 8i 6= j:

� DasCartesische Produktder Mengen ist die Menge allerk-Tupel(a1; : : : ; ak):

kY
i=1

Ai := A1 �A2 � : : :�Ak = f(a1; : : : ; ak) : ai 2 Ai; i = 1; : : : ; kg:

Im Gegensatz zur Vereinigung spielt hier nat¨urlich die Reihenfolge der Faktoren ein Rolle.
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� Größevon endlichen Mengen: F¨ur eine endliche MengeA bezeichnet

jAj := Anzahl der Elemente vonA:

Bis auf wenige Ausnahmen werden im folgenden nur endliche Mengen betrachtet. F¨ur diese gelten fol-

gende Rechenregeln.

Satz 1.1 a) Die MengenA1; : : : ; Ak, seien paarweise disjunkt,Ai\Aj = ; 8i 6= j. Für ihre Vereinigung

gilt

j
nX
i=1

Aij =
nX
i=1

jAij:

b) Für das Cartesische Produkt beliebiger MengenA1; : : : ; Ak gilt

jA1 �A2 � : : :�Akj =
kY
i=1

jAij:

Der Beweis ist trivial und kann durch Induktion ¨uber die Zahl der Mengen und die Anzahl der Elemente

geführt werden.

Bemerkung:Der allgemeine Fall von Teil a) wird sp¨ater im x1.5 behandelt.Beispiel: Zu a)In vielen

Anwendungen sind die MengenAi Teilmengen einer GesamtmengeA, die durch sich gegenseitig aus-

schließende EigenschaftenEi charakterisiert werden:

Ai := fx 2 A : x erfüllt Eig:

Als Beispiel seiA(n) die Menge aller Permutationen der MengeN := f1; : : : ; ng � N, d.h.,

A(n) := f(a1; : : : ; an) : ai 2 N; ai 6= aj8i 6= jg:

Zur Bestimmung der ZahlPn = jA(n)j wird A(n) zerlegt in

Ai(n) := f(a1; : : : ; an) 2 A : ai = n| {z }
=Ei

g; i = 1; : : : ; n;

d.h. in allen Elementen vonAi steht in der Positioni der Wertn. Da in den restlichenn� 1 Positionen

alle Permutationen (der restl.n� 1 Werte) möglich sind, giltjAi(n)j = Pn�1 und mit Satz1.1 folgt

Pn = jA(n)j = j
nX
i=1

Ai(n)j =
nX
i=1

jAi(n)j = nPn�1:

Dies ist eine (triviale)Rekursionsformel, die mit dem AnfangswertP1 = 1 auf das bekannte Ergebnis

Pn = n(n� 1) � � � 2 � 1 = n! führt.

Zu b)Die Produktregel des Satzes ist immer dann anwendbar, wenn man beimehrstufigenEntscheidun-

gen voneinanderunabḧangigeAlternativen hat. Um z.B. von Marburg ¨uber Gießen nach Frankfurt zu

fahren gebe es
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3 mögl. Wege MR! GI: a; b; c

5 mögl. Wege GI! F: �; �; 
; Æ; �
MR - GI - F

Daher existieren3 � 5 = 15 mögliche Wege MR! F . Denn in einer ‘Wegbeschreibung’, d.h., einem

Paar(x; �) können
für x 3 verschiedene Werte ausfa; b; cg und

für � 5 verschiedene Werte ausf�; �; 
; Æ; �g
unabhängig voneinander eingetragen werden. Es gibt also einebijektve(eineindeutige) Zuordnung von

Wegen und 2-Tupeln aus dem cartesischen Produktfa; b; cg � f�; �; 
; Æ; �g.
Dies ist ein Beispiel f¨ur die Anwendung von

Satz 1.2 Wenn eine bijektive AbbildungA! B zwischen MengenA;B existiert, giltjAj = jBj.

Daher kannn, z.B., bein-elementigen Mengen auch oBdAA = N gesetzt werden.

1.2 k-Stichproben

Viele Betrachtungen von Auswahlm¨oglichkeiten können (vgl.x1.1) auf die Auswahl vonk Elementen

aus einern-elementigen GrundmengeA (Alphabet) zur¨uckgeführt werden. Die tats¨achlich auftretenden

Anzahlen hängen dabei von den einzuhaltendenRegelnab:

R Reihenfolge: diek gewählten Elemente k¨onnen alsk-Tupel (Reihung beachtet) oder alsk-

Menge (Reihenfolge unwichtig, beiA = N etwa werden die Zahlen oBdA nach der Gr¨oße

angeordnet) betrachtet werden.

W Wiederholung: Elemente vonA dürfen beliebig oft (Ziehen mit Zur¨ucklegen) oder

höchstens einmal (ohne Zur¨ucklegen) vorkommen.

Für diesek-Stichproben verwendet man in Abh¨angigkeit von den Regeln unterschiedliche Bezeichnun-

gen:
Bezeichnung Reihenfolge! Reihenf. egal

Wiederholung Worte Multimengen

keine Wiederh. k-Permutationen Teilmengen

Die möglichen Anzahlen unterschiedlicherk-Stichproben m¨ussen in den vier F¨allen getrennt diskutiert

werden:

1. k-Worte: Die Menge derk-Worte ist einfach das cartesische Produkt

f(a1; : : : ; ak) : ai 2 Ag =
kY
i=1

A;

nach Satz1.1 ist die Anzahl derk-Worte:nk.

2. k-Permutationen: Eine Beschreibung der Gesamtmenge ist

f(a1; : : : ; ak) : ai 2 A; ai 6= aj8i 6= jg:
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Die Größe dieser Menge bestimmt man rekursiv:

Zur Wahl von a1 gibt es n Möglichkeiten

Zur Wahl von a2 gibt es n� 1 Möglichkeiten (Wert vona1 vergeben)

.. .. .. ..

Zur Wahl von ak gibt es n� k + 1 Möglichkeiten

Die Gesamtanzahl ist daher

n(n� 1) � � � (n� k + 1) =
n!

(n� k)!
=: nk ‘fallende Faktorielle’ (1.1)

Analog: n(n+ 1) � � � (n+ k � 1) =
(n+ k � 1)!

(n� 1)!
=: nk ‘wachsende Faktorielle’ (1.2)

Grenzfälle dieser Definitionen:

— nn = n!, für n = 0 wird definiert0! := 1.

— nn+k = 0 für k > 0: A hat zu wenige Elemente, in dem Produkt tritt Faktor 0 auf.

3. k-Teilmengen: Im Unterschied zum letzten Fall stehen in der folgenden Beschreibung

ffa1; : : : ; akg : ai 2 A; ai 6= aj8i 6= jg =: T

Mengenklammern, daher ist die Bedingungai 6= aj eigentlich überflüssig. Die Anzahl derk-

Teilmengen wird durch folgenden Wert angegeben:�
n

k

�
=

n!

k!(n� k)!
=
nk

k!
; Binomialkoeffizient: (1.3)

Später wird diese Behauptung nochmal direkt durch Induktion bewiesen, hier erfolgt dies durch

Zurückführung auf die MengeS allerk-Permutationen.

Man betrachte die Abbildungf : S ! T ,

f : (a1; : : : ; ak) 7! fa1; : : : ; akg;

die einek-Permutation auf die Menge der auftretenden Elemente abbildet.f ist surjektiv, aber

nicht injektiv, da allek! Permutationen eines bestimmtenk-Tupels(a1; : : : ; ak) auf die gleiche

Menge abgebildet werden. Aus Teil 2 folgt daher die Anzahlnk=k!.

4. k-Multimengen: Nach Definition sind die Elemente einer Menge verschieden. Wenn man dagegen

Wiederholungen zul¨aßt, redet man von einer Multimenge. Auch Multimengen werden mit den

üblichen Mengenklammern bezeichnet.

Z.B. ist f1; 3; 3; 4; 4; 4g eine Multimenge ¨uberf1; 2; 3; 4g, wobei das Element 1 mitVielfachheit

1, die 3 mit Vielfachheit 2 und die 4 mit Vielfachheit 3 auftritt.

Sei nunS die Menge derk-MultimengenüberN . Für ein Element vonS,

fa1; : : : ; akg 2 S geltea1 � a2 � : : : � ak:
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Mit der MengeT der k-Teilmengen vonf1; : : : ; n + k � 1g wird die Abbildungf : S ! T

definiert durch

f : fa1; : : : ; akg 7! fa1; a2 + 1; a3 + 2; : : : ; ak + k � 1g:

Das Bildfb1; : : : ; bkg := f(fa1; : : : ; akg) 2 T ist tatsächlich eine Menge, dab1 < b2 < : : : < bk

gilt. Da explizit die Umkehrabbildungg : T ! S angegeben werden kann durch

g(fb1; : : : ; bkg) = fb1; b2 � 1; : : : ; bk � k + 1g

(nachrechnen!), istf bijektiv und nach Satz1.2gilt daher

jSj = jT j =
�
n+ k � 1

k

�
=
n(n+ 1) � � � (n+ k � 1)

k!
=
nk

k!
:

Zusammenfassung:

Satz 1.3 Aus einer GrundmengeA, jAj = n, werden jeweilsk Elemente geẅahlt. Die Anzahl der dabei

möglichen F̈alle ist je nach Z̈ahlregel:

Anzahl Reihenfolge! Reihenf. egal

Wiederholung nk (Worte)
nk

k!
=
�n+k�1

k

�
(Multimengen)

keine Wh. nk (Permut.)
nk

k!
=

�
n

k

�
(Teilmengen)

Anwendung:

Die Anzahlen aus Satz1.3treten nat¨urlicherweise auf bei der Betrachtung bestimmter Klassen von Abbil-

dungen, z.B., der Aufteilung von B¨allen auf Schubladen (Hash-Funktionen!). Dazu seiK := f1; : : : ; kg
(Bälle) und wiederN := f1; : : : ; ng (Fächer), es werden AbbildungenK ! N diskutiert. Einfache

Fälle:

Anzahl aller Abbildungen ist nk (jeder Wert hatn mögl.Bilder)

Anzahl derinjektiven Abbildungen ist nk (belegte F¨acher sind blockiert)

Anzahl dersurjektiven Abbildungen?

Bei dieser Frage ist nat¨urlich k � n vorauszusetzen. Bei einer surjektiven Abbildung geh¨ort zu jedem

b 2 N (mind.) ein Urbild, d.h., es gilt

f�1(b) := fa 2 K : f(a) = bg 6= ;:

Als Abbildung vermitteltf eine eindeutige und vollst¨andige Zuordnung, d.h.,

f�1(b) \ f�1(c) = ; für b 6= c; und K =
X
b2N

f�1(b):



1 ENDLICHE MENGEN 10

Daher stellt das Mengensystemff�1(b) : b 2 Ng eine disjunkte Zerlegung vonK in n Teilmengen dar,

eine sogenannte

n� Partition der MengeK mit jKj = k � n:

Die Anzahl diesern-Partitionen wird mitSkn bezeichnet. Da f¨ur jede Partition dien Bildwerte permu-

tierbar sind, ist die Anzahl der surjektiven Abbildungen

jSurj(K;N)j = n!Skn:

Die ZahlenSkn heißenStirling-Zahlen 2. Artund haben mehrere Bedeutungen (!x1.3).

1.3 Identitäten & Rekursionen für elementare Koeffizienten

Bei den Binomialkoeffizienten �
n

k

�
=
nk

k!
=

n!

k!(n� k)!

bestimmtk die Anzahl der Faktoren, an der Stelle vonn kann aber eine beliebige reelle oder komplexe

Variable auftreten. Auch der Fallk = 0 läßt sich mit0! = 1 undn0 := 1 erklären, denn
�n
0

�
= 1 ist die

Anzahl der leeren Teilmengen, auch bein = 0:
�0
0

�
= 1.

Defin. 1.1 Für x 2 C ; k 2 ZwerdenBinomialkoeffizienten(als Polynome) definiert:�
x

k

�
:=

1

k!
xk =

1

k!
x(x� 1) � � � (x� k + 1)

(mit dem Wert0 für k < 0), wobeixk := x(x� 1) � � � (x� k + 1), xk := x(x+ 1) � � � (x+ k � 1).

Elementare Identit¨aten:

Satz 1.4 Mit x 2 C , k; n 2 N0 gilt

a)

�
n

k

�
=

�
n

n� k

�
(= 0; k > n);

b)

��x
k

�
= (�1)k

�
x+ k � 1

k

�
c)

�
x

k

�
=

�
x� 1

k � 1

�
+

�
x� 1

k

�
; k � 1

d)
nX

m=0

�
m

k

�
=

�
n+ 1

k + 1

�
;

e)
nX

k=0

�
x+ k

k

�
=

�
x+ n+ 1

n

�
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Beweis

a)

�
n

k

�
=
nk

k!
=

n!

k!(n� k)!
=

�
n

n� k

�
; nk = 0 für k > n:

b) (�x)k = (�x)(�x� 1) � � � (�x� k + 1) = (�1)kx(x+ 1) � � � (x+ k � 1) = (�1)kxk:
c)

1

k!
xk =

1

k!
x(x� 1)k�1 =

1

k!
(k + (x� k))(x� 1)k�1 =

1

(k � 1)!
(x� 1)k�1 +

1

k!
(x� 1)k:

d) Induktionübern, n = 0:
�0
0

�
= 1 =

�1
1

�
; k > 0:

�0
k

�
= 0 =

� 1
k+1

�
. Schritt:

nX
m=0

�
m

k

�
+

�
n+ 1

k

�
I:V:
=

�
n+ 1

k + 1

�
+

�
n+ 1

k

�
c)
=

�
n+ 2

k + 1

�
:

e) Induktionübern, n = 0:
�x
0

�
=
�x+1

0

�
= 1; Schritt:

nX
k=0

�
x+ k

k

�
+

�
x+ n+ 1

n+ 1

�
I:V:
=

�
x+ n+ 1

n

�
+

�
x+ n+ 1

n+ 1

�
c)
=

�
x+ n+ 2

n+ 1

�
:

Die wichtige Regel c) kann f¨ur x = n 2 N als Rekursionsformel zur Berechnung der Binomialkoeffizi-

enten
�
n
k

�
verwendet werden mit den Randbedingungen�

n

0

�
= 1 8n � 0;

�
n

k

�
= 0 8k > n:

Die führt auf dasPascal-Dreieck:

k = 0 1 2 3 4 5 6 7

n = 0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

Die Regel a) beschreibt die Symmetrie bzgl. der Mittelachse, die Regeln d),e) behandeln darin Summen

längs Diagonalen bzw. Vertikalen. Die Tatsache, daß die Gesamtzahl der Teilmengen einern-Menge

durch Vereinigung allerk-Teilmengen,0 � k � n, zustandekommt,

2n =

nX
k=0

�
n

k

�
;

die Summe in Zeilen des Pascal-Dreiecks also gerade2n ist, ist ein Spezialfall im

Satz 1.5 Für x; y 2 C , n 2 N0 gilt

a) (x+ y)n =

nX
k=0

�
n

k

�
xkyn�k (Binomischer Satz)

b)

�
x+ y

n

�
=

nX
k=0

�
x

k

��
y

n� k

�
(Vandermonde-Identität)
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Beweisa) Mit Induktionübern, Summationsverschiebung und Satz1.4c), vgl. Analysis 1.

b) Nur für x; y 2 N. Es seienX;Y disjunkte Mengen mitjXj = x, jY j = y. Der Binomialkoeffizient

gibt die Anzahl dern-TeilmengenA vonX [ Y = X + Y an. Bein-TeilmengenA gibt es für jedes

k � n zur Wahl

von A \X mit jA \Xj = k:
�x
k

�
Möglichk.

von A \ Y mit jA \ Y j = n� k:
� y
n�k

�
Möglichk.

d.h., zusammen
�x
k

�� y
n�k

�
Möglichk.

'

&

$

%
X

Y�
�

�
�k n� k

Summation ¨uberk führt zur Behauptung.

Die Verallgemeinerung des Binomischen Satzes aufm Summanden ist der Multinomische Satz:

(x1 + : : :+ xm)n =
X

n1+::+nm=n

n!

n1! � � � nm!
xn11 � � � xnmm

= n!
X
j�j=n

x�

�!

(Multi-Index-Schreibweise Analysis 2,

Satz v.Taylor,� = (n1; : : : ; nm))

Beispiel:(a+ b+ c)3 = 6(a
3

3! +
a2b
2!1! +

a2c
2!1! +

ab2

1!2! +
ac2

1!2! +
abc
1 + b3

3! +
b2c
2!1! +

bc2

1!2! +
c3

3! ) = a3 + 3a2b+

3a2c+ 3ab2 + 3ac2 + 6abc+ b3 + 3b2c+ 3bc2 + c3.

Stirling-Zahlen

Die erste Bedeutung der Stirlingzahlen 2. Art wurde schon inx1.3 angesprochen:

Defin. 1.2 Es seiA eine Menge mitjAj = nElementen. Die Anzahl der Zerlegungen vonA in k disjunkte

Teilmengen (k-Partitionen) wird mitSnk bezeichnet.Snk heißtStirling-Zahl2. Art.

Triviale Werte vonS sind:Sn0 = 0 (n > 0), Snk = 0 (k > n), weiter wird gesetztS00 := 1. Eine

Rekursionsformel f¨ur diese Stirlingzahlen und ihre zweite Bedeutung enth¨alt der

Satz 1.6 a) Es gilt die Rekursionsformel

Snk = Sn�1;k�1 + kSn�1;k; k; n 2 N:

b) Es gilt die Polynom-Identität

xn =

nX
k=0

Snk x
k ; x 2 C ; n 2 N0 :

Beweisa) SeijAj = n unda 2 A fest gewählt.

Fall 1: Aus jeder der(k� 1)-Partitionen der RestmengefAg n fag kann durch Hinzunahme der Menge

fag einek-Partition vonA gemacht werden, die Anzahl istSn�1;k�1.
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Fall 2: Aus jeder derk-Partitionen vonA n fag kann durch Hinzuf¨ugen vona in einer der Teilmengen

einek-Partition vonA erzeugt werden. Daa in jede vonk Teilmengen eingef¨ugt werden kann, f¨uhrt

dieser Fall aufk � Sn�1;k Partitionen.

Die Gesamtanzahl ergibt sich aus der Summe der beiden F¨alle.

b) Zunächst seix = m 2 N (triviale Fälle werden f¨ur m � n vermieden). Dann istmn die Anzahl

dern-Worte gebildet mit einemm-AlphabetM , jM j = m. Die Menge dieser Worte wird jetzt disjunkt

zerlegt in die Mengen vonn-Worten, die genauk verschiedeneWertehaben,0 � k � n. Für jedes solche

k werde die IndexmengeN = f1; : : : ; ng zerlegt ink disjunkte Teile:

N1 + : : : +Nk = N

(Für diese Aufteilung ex.Snk Möglichkeiten)

n-Tupel: (a1; a2; a3; : : : ; an)

A
A
��A
A
��

N1 N2 Nk

Komponenten innerhalb einer MengeNj haben dabei alle den gleichen Wert. Zur Auswahl derk ver-

schiedenen Werte ausM zuN1; : : : ; Nk gibt esm(m � 1) � � � (m � k + 1) = mk Möglichkeiten (k-

Permutationen!). Aus der Summenformel von Satz1.1 folgt daher

mn =

nX
k=0

Snkm
k:

Mit m0 = 1 = S00m
0 ist dabei auch der Falln = 0 abgedeckt. Aus dieser Identit¨at folgt, daß das

Polynom

xn �
nX

k=0

Snk x
k ; x 2 C ;

vom Gradn 2 N0 auf allen nat¨urlichen Zahlen verschwindet, also mehr alsn Nullstellen hat. Nach dem

Fundamentalsatz der Algebra ist es daher identisch Null.

Mit der Rekursion aus Teil a) k¨onnen die Zahlen wieder berechnet werden:

k = 0 1 2 3 4 5 6

n = 0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 1 3 1

4 0 1 7 6 1

5 0 1 15 25 10 1

6 0 1 31 90 65 15 1

7 0 1 63 301 350 140 21 1

Snk

Für einige Indexwerte lassen sich Formeln f¨ur die Stirlingzahlen angeben:

Sn1 = Snn = 1, daSn1 = Sn�1;0 + Sn�1;1 = Sn�1;1 undSnn = Sn�1;n�1 + n � 0.

Sn2 = 2n�1 � 1, daSn2 = Sn�1;1 + 2Sn�1;2 = 1 + 2Sn�1;2.

Sn;n�1 =
�n
2

�
= Sn�1;n�2 + (n� 1)Sn�1;n�1

Ind:
=
�n�1

2

�
+ n� 1.
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Bemerkung:Nach Satz1.6b sind dieSnk Koeffizienten eines Basiswechsels, da die einfachen Potenz-

funktionen (Monome)xn durch die Basisfxkg der Faktoriellen (Newton-Polynome, vgl. Satz 2.2) dar-

gestellt werden. Den umgekehrten Wechsel beschreibt

Defin. 1.3 Die Stirling-Zahlen 1.Artsind die Koeffizientensn;k in der Darstellung

xn =

nX
k=0

(�1)n�ksnkxk; x 2 C ; n 2 N0 :

Triviale Werte sind dabei:s0;0 := 1, sn;k = 0 (k > n) und

sn;0 = 0 (n > 0); da dann lim
x!0

xn = 0:

Auch für die Stirlingzahlen 1. Art gibt es eine Rekursionsformel und einen kombinatorischen Hinter-

grund, für den eine wichtige Anwendung auf Sortierverfahren diskutiert wird.

Satz 1.7 Es gilt die Rekursion

sn;k = sn�1;k�1 + (n� 1)sn�1;k; k; n 2 N:

BeweisInduktionübern: Fürn = 0 ist x0 = x0 = 1, alsos00 = 1 und für n = 1 ist x1 = 1 �x1+0 �x0.
Für n > 1 gilt

xn = xn�1(x� n+ 1) = x � xn�1 � (n� 1)xn�1

I:V:
=

n�1X
j=0

(�1)n�1�jsn�1;jxj+1 +
nX

k=1

(�1)n�k(n� 1)sn�1;kxk

=

nX
k=1

(�1)n�ksn�1;k�1xk + : : :

=

nX
k=1

(�1)n�k
�
sn�1;k�1 + (n� 1)sn�1;k

�
xk

Def
=

nX
k=0

(�1)n�ksnkxk:

In der 2. Zeile wurde der Summationsbereich um die trivialen Elementesn�1;0 = sn�1;n = 0 modifiziert

und zur 3. Zeile erfolgte die Indexverschiebungk = j + 1.

Wertetabelle: k = 0 1 2 3 4 5 6

n = 0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 2 3 1

4 0 6 11 6 1

5 0 24 50 35 10 1

6 0 120 274 225 85 15 1

7 0 720 1764 1624 735 175 21 1

snk

Spezialfälle: sn1 = (n� 1)!, sn;n�1 =
�
n
2

�
, snn = 1.
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Bemerkung:Faßt man die Stirlingzahlen bis zu einer gewissen Ordnungm als (untere Dreieck-) Matrizen

auf, vgl. die Tabellen, dann zeigen Satz1.6und die letzte Definition, daß die Matrizen
�
Snk

�m
n;k=0

und�
(�1)n�ksnk

�m
n;k=0

zueinander invers sind, da sie jeweils den umgekehrten Basiswechsel beschreiben.

Daher gilt
nX

k=0

Snk(�1)k�jskj = Ænj =

nX
k=0

(�1)n�ksnkSkj:

Kombinatorischer Hintergrund n-Permutationen:

Die Menge allern-Permutationen vonN = f1; : : : ; ng entspricht der Menge allerbijektivenAbbildun-

genN ! N . Schreibweise:

� : N ! N als

�
1 2 3 : : : n

�(1) �(2) �(3) : : : �(n)

�
:

Wichtige spezielle Permutationen sind dieZyklen(zyklische Vertauschungen).

Defin. 1.4 Ein Zyklus der L̈angek � n, geschrieben als(a1; a2; : : : ; ak) ist die Permutation� : N !
N mit

�(a1) = a2; �(a2) = a3; : : : ; �(ak) = a1; sowie�(i) = i für i 62 fa1; : : : ; akg:
Unver̈anderte Elemente einer Permutation� nennt man wiëublich Fixpunkte.

Fixpunkte können als Zyklen der L¨ange 1 interpretiert werden. Von zentraler Bedeutung sind die Zyklen,

da sich jede Permutation alsProdukt disjunkter Zyklendarstellen läßt. Die Zyklendarstellung ist aber nur

eindeutig, wenn man bestimmte Standardisierungen vornimmt [Knuth 1, S. 176].

Beispiel: � =

�
1 2 3 4 5 6 7 8 9

5 8 3 1 9 7 6 2 4

�
= (1; 5; 9; 4)(2; 8)(6; 7)(3). � besteht also aus

einem Fixpunkt, 2 Vertauschungen und einem Viererzyklus(1; 5; 9; 4) = (5; 9; 4; 1) = : : : :

Die kombinatorische Bedeutung der Stirling-Zahlen 1.Art behandelt der folgende Satz. Bei der Anzahl

der Zyklen werden dabei die Fixpunkte (Einerzyklen) mitgez¨ahlt.

Satz 1.8 Die Anzahl der Permutationen vonN = f1; : : : ; ng mit genauk Zyklen istsnk.

BeweisÄhnlich zu Satz1.6a, zunächst gilts0k = 0 (k > 0), sn0 = 0 (n > 0), setzes00 := 1. Für n > 0

wird wieder ein Elementa 2 N fest gewählt und es sei0 � k � n.

Fall 1: (a) ist Fixpunkt der Permutationen. Die Permutationen der restlichen Elemente bestehen dann

ausk � 1 Zyklen. Daher tritt dieser Fallsn�1;k�1 mal auf.

Fall 2: a tritt in einem nichttrivialen Zyklus auf, d.h.,N n fag besteht auch ausk Zyklen. Dann kann

a in der Zyklendarstellung an jeder vonn � 1 Positionen auftreten (der Eintrag am Ende eines Zyklus

ergibt keine neue Permutation). Dieser zweite Fall tritt(n� 1)sn�1;k mal auf.

Die Rekursion stimmt also mit der aus der Definition dersnk überein.
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Anwendung Permutationen treten in der Informatik auf, wenn Daten am Platz umgeordnet werden, etwa

beim Bewegen eines Blocks innerhalb eines Speicherbereichs (vgl.Übung) oder beim Sortieren.

Für den erforderlichen Bewegungsaufwand (große Einheiten auf Platten?!) ist die Anzahl und

Länge der Zyklen der erforderlichen Permutation entscheidend. F¨ur das folgende kann man davon

ausgehen, daß die gew¨unschte Reihenfolge der Datens¨atze (Records) durch ein Indexfeldp[1::n]

der Ausgangspositionen gegeben ist (d.h. die inverse Permutation). Beim Bewegen eines Blocks ist

das klar, beim Sortieren kannp durch Vorsortieren der Schl¨ussel bestimmt werden. Die minimale

Anzahl von Bewegungen im Datenfeldx[1::n] wird durch folgenden Algorithmus verwendet, der

die Permutation durch Verfolgung der einzelnen Zyklen erzeugt. Die Zahl der Bewegungen ist

dabei �
Anzahl der nichttrivialen Zyklen

�
+
�

Summe der Zyklenl¨angen> 1
�
:

Algorithmus P: Umordnungx[1::n] alsx[i] := x[p[i]], i = 1; : : : ; n.

i := 1;

while i � n do begin

if p[i] <> i then Fixpunkte ignorieren

beginh := x[i]; k := i; einen Platz freimachen

repeatj := k; k := p[j]; Zyklus verfolgen

x[j] := x[k]; p[j] := j; umspeichern & markieren

until k = i; Zyklus fertig

x[j] := h;Zyklus schließen

end;i := i+ 1; nächster Zyklus

end;

Zur Bestimmung des Aufwands f¨ur diesen Algorithmus wird diemittlereAnzahlBn der ausgef¨uhr-

ten Bewegungen im AlgorithmusP bestimmt. Die Mittelung wird dabei ¨uber alle Permutationen

vonN durchgeführt. Da pro Zyklus nur eine zus¨atzliche Bewegung erforderlich ist, gilt

Bn =
1

n!

X
�

�
(Anzahl nichttriv.Zyklen) + (Summe Zyklenl¨angen> 1)

�
:

Die Gesamtl¨ange aller Zyklen istn, daher kann der zweite Summand auch durchn� f(�) ersetzt

werden, wobeif(�) die Anzahl der Fixpunkte der Permutation� ist. Der erste Summand kann

analog umformuliert werden als(Anzahl der nichttriv.Zyklen)=(Anzahl aller Zyklen)�f(�). Daher

ist also auch

Bn =
1

n!

X
�

�
(Anzahl aller Zyklen) + n� 2f(�)

�
:

Nach Satz1.8 ist die Anzahl der Permutationen mit genauk Zyklen bekannt, es folgt daher

Bn =
1

n!

� nX
k=0

ksnk + n!n� 2
X
�

f(�)
�

= n+
1

n!

nX
k=0

ksnk � 2
1

n!

X
�

f(�)| {z }
=1

:
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Der unterklammerte Ausdruck ist die mittlere Anzahl der Fixpunkte und hat den Wert 1 ([Knuth-

1,S.177]). Da er mit dem negativen Vorzeichen auftritt, spielt er f¨ur die Abschätzung auch kei-

ne Rolle. Hauptproblem ist die Berechnung der ersten Summe. Hierzu wird jetzt die Technik

derErzeugenden Funktionen(vgl. x2.3) angewendet. Die gesuchte Summe hat n¨amlich den WertP
k ksnk = G0(1), wenn man das mit den Koeffizientensnk gebildete Polynom betrachtet. Nach

Definition ist dieses

G(x) :=

nX
k=0

snkx
k =

nX
k=0

(�1)ksnk(�x)k = (�1)n(�x)n:

Aus Satz1.4b folgtG(x) = (�1)n(�x)n = xn = x(x+1) � � � (x+ n� 1) undG(1) = n!. Nach

der Produktregel gilt

G0(x) = (x+ 1) � � � (x+ n� 1) + x(x+ 2) � � � (x+ n� 1) + : : :+ x � � � (x+ n� 2)

= G(x)
� 1
x
+

1

x+ 1
+ : : :+

1

x+ n� 1

�
und an der Stellex = 1 also

G0(1) = G(1)
�
1 +

1

2
+ : : :+

1

n

�
= n!Hn

Für die hier eingef¨uhrte harmonische Zahl giltHn � 1 + lnn (s.u.). Als Ergebnis folgt, daß die

Anzahl der Bewegungen im AlgorithmusP im Mittel

Bn = n+Hn � 2 � n+ lnn� 1

ist. Im Vergleich dazu ben¨otigen die besten Sortierverfahren (Quicksort) im Mitteln � lnn Bewe-

gungen, also daslnn-fache (z.B.n = 1024: lnn
:
= 6:93). Wenn also der Bewegungsaufwand

erheblich teurer ist als der Schl¨usselvergleich, lohnt sich ein Vorsortieren der Schl¨ussel und an-

schließende Ausf¨uhrung von AlgorithmusP.

Defin. 1.5 Für n 2 N ist dieharmonische Zahl Hn :=
nP

k=1

1
k .

Hn kann einfach mit dem Integralkriterium abgesch¨atzt werden. Da1k �R k
k�1

dx
x = lnk � ln(k � 1) gilt f ür k > 1, folgt

Hn = 1 +

nX
k=2

1

k
� 1� ln 1 + ln 2� ln 2 + : : : + lnn = 1 + lnn: k � 1 k

1=k

Mit Hn läßt sich eine weitere Reihe der Stirlingzahlen bestimmen, es giltsn;2 = (n � 1)!Hn�1. Denn

mit Satz1.7undsn1 = (n� 1)! folgt

sn2
(n� 1)!

=
sn�1;1
(n� 1)!

+
(n� 1)sn�1;2

(n� 1)!
=

1

n� 1
+

sn�1;2
(n� 2)!

=
1

n� 1
+

1

n� 2
+ : : :+ 1 = Hn�1:
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1.4 Erzeugung allerk-Stichproben

Als Grundlage einfacher Abz¨ahl- oder Optimierungsalgorithmen im Bereich derk-Stichproben k¨onnen

Verfahren zur Erzeugung aller m¨oglichen Elemente dienen. Zun¨achst ist es dabei hilfreich, eine Reihen-

folge durch Anordnung der Figuren zu definieren. Dazu werden allek-Stichproben alsk-Tupel geschrie-

ben, als Grundmenge (Alphabet) wirdN = f1; : : : ; ng zugrundegelegt.

Defin. 1.6 Dask-Tupela = (a1; : : : ; ak) heißtlexikographisch kleineralsb = (b1; : : : ; bk) (kurza < b),

wenn

9m 2 f1; : : : ; kg : a1 = b1; : : : ; am�1 = bm�1; am < bm:

Diese Definition entspricht der ¨ublichen Sortierreihenfolge in Lexika, Telefonb¨uchern und bei Dezimal-

zahlen.

Die Gesamtmenge aller zu einer Vorschrift geh¨origen k-Tupel kann dann, z.B., in aufsteigender Rei-

henfolge erzeugt werden. Dazu beginnt man mit dem lexikalisch kleinsten (zul¨assigen) Element. Der

Übergang zum n¨achstgr¨oßeren kann durch die NachbarfunktionON erklärt werden, wobeib := ON(a)

das zua nächstgr¨oßere Element angibt. Bei den vier Stichprobenarten ist das entscheidende Problem

bei der Konstruktion vonON die Bestimmung des Indexm mit (a1; : : : ; am�1) = (b1; : : : ; bm�1) für

b = ON(a).

1. k-Worte: Dies ist der einfachste Fall, Startwort ist(1; : : : ; 1). b = ON(a) entspricht dem Z¨ahlen

mit Übertrag:

m = maxfi : ai < ng; bm := am + 1; (bm+1; : : : ; bk) = (1; : : : ; 1):

Bemerkung:Dies ist zwar die ¨ubliche Zählweise, hat aber f¨ur Traversen-Anwendungen den Nach-

teil, daß sich beimÜbertrag sehr viele Stellen gleichzeitig ¨andern. Abz¨ahlmethoden inf0; 1gk
(Traversen im ‘Hypercube’/Parallelrechner), bei denen sich in jedem Schritt nur eine Stelle ¨andert,

werden durch Gray-Codes realisiert (stetige Hypercube-Traversen).

2. n-Permutationen (k = n): Startwort ist die wachsende Folge(1; 2; : : : ; n). Zur Motivation wird

das Zählverfahren am Beispieln = 4 erläutert.

12�34; 1�243; 13�24; 1�342; 14�23; �1432; 21�34; : : :

Die Worteändern sich jeweils ab der ¨uberstrichenen Position (= m). Diese Position ist dadurch

definiert, daß der folgende unterstrichene Teil die l¨angstefallendeZiffernfolge am Wortende ist.

Derüberstrichene Wert wird dabei mit dem n¨achstgr¨oßeren aus dem fallenden Rest getauscht. Also

ist b = ON(a) gegeben durch

m = maxfi : ai < ai+1g; bm := minfai : ai > am; i > mg;
(bm+1; : : : ; bk) = sort%(fam; : : : ; ang n fbmg):
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Anmerkung:Die aufsteigende Sortierung ist hier einfach durchzuf¨uhren, da nach Definition von

m gilt am+1 > : : : > an. Daher ist das Restwort nur zu spiegeln undam mit dem nächstgr¨oßeren

Wert darin zu tauschen. Dazu wird die Stellel mit al > am > al+1 bestimmt und dann die

Elemente umgeordnet:

a = (a1; : : : ; am�1; am;  � al;  � an)

b = (a1; : : : ; am�1; al; �! am; �! a?)

Durch Streichen der letzten Stelle sind auch dien� 1-Permutationen abgedeckt.

Bemerkung:Wie im letzten Fall existieren bei Verzicht auf die lexikalische Reihenfolge Verfahren,

die alle Permutationen nur durch einzelne Vertauschungen erzeugen.

3. k-Permutationen,k < n�1: Startwort(1; 2; : : : ; k). Erhöht wird die am weitesten rechts stehende

Stelleam, für die nicht alle gr¨oßeren Werte ausN schon links von ihr vertreten sind. Rechts von

am werden m¨oglichst kleine Werte gew¨ahlt. Formal definiert man dazuAi := fa 2 N : a >

ai; a =2 fa1; : : : ; ai�1gg, 2 � i � k. Damit ergibt sichON aus

m := maxfi : Ai 6= ;g; bm := minAm;

(bm+1; : : : ; bk) := min-sort%(N n fa1; : : : ; am�1; bmg):

Die letzte Operation bedeutet Auswahl der kleinsten Elemente, steigend sortiert.

Beispiel:Die 3-Permutationen ausf1; : : : ; 5g, ihre Anzahl ist53 = 5 � 4 � 3 = 60:

12�3; 12�4; 1�25; 13�2; 13�4; 1�35; 14�2; 14�3; 1�45; 15�2; 15�3; �154; 21�3; 21�4; 2�15; 231; : : :

4. k-Teilmengen (k < n) werden alsk-Tupel mit monoton wachsenden Elementen interpretiert, das

Startwort ist(1; 2; : : : ; k). Da das gr¨oßtek-Tupel(n� k+1; : : : ; n� 1; n) ist und die Monotonie

erhalten bleiben muß, wird jeweils die letzte Stelle inkrementiert, f¨ur die nochai < n� k+ i gilt:

m = maxfi : ai < n� k+ ig; (bm; bm+1; : : : ; bk) := (am+1; am+2; : : : ; am+ k�m+1):

Beispiel:Alle 3-Teilmengen ausf1; : : : ; 5g, die Anzahl ist
�5
3

�
= 10.

12�3; 12�4; 1�25; 13�4; 1�35; �145; 23�4; 2�35; �245; 345:

1.5 Inklusion-Exklusion

Hier wird die allgemeine Version der Summenformel aus Satz1.1a für nicht-disjunkte Vereinigungen

behandelt und einige Anwendungen dazu.

Beispiel:1) Bei Vereinigung von zwei nicht-disjunkten TeilmengenA,

B werden in der SummejAj+ jBj die Elemente aus dem Durchschnitt

D := A \B offensichtlich doppelt gez¨ahlt. Daher ist

jA [Bj = jAj+ jBj � jA \Bj:

'
&

$
%

A

D

'
&

$
%B
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2) Problem:Wieviele Zahlen zwischen 1 und 30 sind teilerfremd zu 30?

Die beschriebene Menge wirdS genannt. Da 30 die Faktorzerle-

gung30 = 2 � 3 � 5 besitzt, kommen keine der Zahlen in Frage,

die in einer der Mengen

A1 = f2i : i = 1; : : : ; 15g;
A2 = f3i : i = 1; : : : ; 10g;
A3 = f5i : i = 1; : : : ; 6g

liegen. Das Komplement der MengeS ist alsoA1 [A2 [A3. S

D

'

&

$

%
A1

'

&

$

%A2

'

&

$

%
A3

Eine naive Verallgemeinerung der letzten Formel f¨uhrt für jA1 [A2 [A3j auf die Anzahl

jA1 [A2 [A3j ?
= jA1j+ jA2j+ jA3j � jA1 \A2j � jA1 \A3j � jA2 \A3j:

Dabei wurde also die Doppelz¨ahlung für Elemente aus den SchnittenAi \ Aj korrigiert. Allerdings

werden Elemente aus dem gemeinsamen SchnittD := A1 \A2 \A3, die in jA1j+ jA2j+ jA3j dreimal

gezählt wurden, jetzt auch dreimal wieder abgezogen. Daher muß die letzte Formel noch einmal umjDj
korrigiert werden:

jA1 [A2 [A3j = jA1j+ jA2j+ jA3j � jA1 \A2j � jA1 \A3j � jA2 \A3j+ jA1 \A2 \A3j:

Für die einleitende Frage ergibt sich daher folgende Antwort:jA1j = 15, jA2j = 10, jA3j = 6, jA1 \
A2j = jf6i : i = 1; ::; 5gj = 5, jA2 \ A3j = jf15i : i = 1; 2gj = 2, jA1 \ A3j = 3, jDj = 1. Damit

folgt

jA1 [A2 [A3j = 15 + 10 + 6� 5� 2� 3 + 1 = 22; d.h.,jSj = 30 � 22 = 8:

Den allgemeinen Fall behandelt der folgende Satz, der unter den Bezeichnungen ’Ein- Ausschalt-Formel’,

’Siebtheorem’, ’Inklusions-Exklusions-Prinzip’ bekannt ist.

Satz 1.9 (Ein-Ausschalt-Formel von Sylvester) Für jede FamiliefAi : i = 1; : : : ; ng, n 2 N, endlicher

Mengen gilt��� n[
i=1

Ai

��� =

nX
i=1

jAij �
X

1�i1<i2�n
jAi1 \Ai2 j+

X
1�i1<i2<i3�n

jAi1 \Ai2 \Ai3 j � : : :

+(�1)n�1jA1 \ : : : \Anj

=
nX

k=1

(�1)k�1
X

1�i1<::<ik�n
jAi1 \ : : : \Aik j:

Bemerkung:Im k-ten Summanden wird ¨uber allek-Teilmengen der IndexmengeN summiert, vgl.x1.4-

4.

BeweisInduktion übern. Der Falln = 1 gilt trivialerweise. Ansonsten wird die Basisregel

jA [Bj = jAj+ jBj � jA \Bj (1.4)
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angewendet. Die EA-Formel gelte nun f¨ur n, bei Vereinigung vonn+ 1 Mengen gilt dann

Z :=
��� n+1[
i=1

Ai

��� = ���� n[
i=1

Ai

�
[An+1

���
(1.4)
=

��� n[
i=1

Ai

���+ ���An+1

���� ���� n[
i=1

Ai

�
\An+1

���
=

��� n[
i=1

Ai

���+ ���An+1

���� ��� n[
i=1

(Ai \An+1)
���:

Nun betreffen beide auftretenden Vereinigungen genaunMengen, mit der Induktionsvoraussetzung folgt

Z =

nX
k=1

(�1)k�1
X

i1<::<ik�n
jAi1 \ : : : \Aik j+ jAn+1j

�
nX
j=1

(�1)j�1
X

i1<::<ij�n
jAi1 \ : : : \Aij \An+1j:

Der SummandjAn+1j ergänzt die erste Summe beik = 1. In der letzten Summe stehen alle Durchschnit-

te von jej + 1(=: k) Mengen miti1 < : : : < ij � n < n+ 1 =: ij+1. Im j-ten Summanden ist daher

das Vorzeichen(�1)j korrekt. Außerdem treten hier alle Summanden auf, die in der ersten Summe bei

k = j + 1 fehlen, nämlich die mitik = n+ 1.

Falls die Größe der Durchschnittsmengen nur von der Anzahl der schneidenden Mengen abh¨angt, ver-

einfacht sich die Formel wesentlich.

Korollar Für jedesk � n 2 N gelte

jAi1 \ : : : \Aik j = dk für beliebige1 � i1 < :: < ik � n;

die Größe derk-Durchschnitte sei alsodk, unabḧangig von derk-Teilmengefi1; : : : ; ikg. Dann ist��� n[
i=1

Ai

��� = nX
k=1

(�1)k�1
�
n

k

�
dk:

BeweisFür jedesk tritt der Summanddk genau
�n
k

�
mal auf, dies ist die Anzahl derk-Teilmengen von

N , vgl. Satz1.3.

AnwendungAnzahl surjektiver Abbildungen: Es seiSur(M;N) die Menge der surjektiven Abbildun-

genM ! N , wobei (oBdA)M = f1; : : : ;mg; N = f1; : : : ; ng undm � n ist. In x1.2 wurde dazu

festgestellt, daß bei jeder Abbildungf 2 Sur(M;N) die Familie der Urbildmengenff�1(b) : b 2 Ng
einen-Partition vonM bildet. Daher istjSur(M;N)j = n!Smn.

Mit der EA-Formel wird dieser Wert nun explizit berechnet. Dazu wird das Komplement der gesuchten

MengeSur(M;N) in der Menge aller Abbildungen,Abb(M;N) = NM dargestellt,

NM n Sur(M;N) = A1 [ : : : [An:
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Die Anzahl aller Abbildungen ist dabeijNM j = nm, vgl. x1.2. Die MengenAi werden definiert durch

Ai := ff 2 Abb(M;N) : i =2 f(M)g; i = 1; : : : ; n:

Ai enthält alle Abbildungen, bei deneni 2 N nicht als Bild auftritt. In den Durchschnitten solcher

Mengen treten immer weniger Bildwerte auf, daher ist

jAi1 \ : : : \Aik j =
���nf : M ! N n fi1; : : : ; ikg

o��� = (n� k)m =: dk:

Aus dem Korollar folgt nun

jSur(M;N)j = jNM j � jA1 [ : : : [Anj = nm �
nX

k=1

(�1)k�1
�
n

k

�
(n� k)m

=

nX
k=0

(�1)k
�

n

n� k

�
(n� k)m =

nX
j=0

(�1)n�j
�
n

j

�
jm:

Insbesondere gilt also die explizite Darstellung f¨ur die Stirlingzahlen 2.Art

Sm;n =
1

n!

nX
j=0

(�1)n�j
�
n

j

�
jm: (1.5)

Anwendung Anzahl fixpunktfreiern-Permutationen (Derangements)Dn. Wieviele M̈oglichkeiten gibt

es, Briefe in adressierte Umschläge zu stecken so, daß keiner richtig eingeordnet ist?

Weiterer Hintergrund: Beim Sortierproblem inx1.3 (AlgorithmusP) spielte die mittlere Zahl der Fixpunkte

von Permutationen eine Rolle. Die Anzahl der Permutationen mit genauk Fixpunkten ist
�
n

k

�
Dn�k, da bei der

Wahl der Fixpunkte
�
n

k

�
Fälle möglich sind, der Rest aber fixpunktfrei sein muß.

Wie bei der vorherigen Anwendung wird das Komplement zur Menge aller Permutationen betrachtet,

entfernt wird die Vereinigung der Mengen

Ai := f� : �(i) = ig; i = 1; ::; n;

wobei bei den Permutationen inAi der Werti Fixpunkt ist. Da bei Fixierung vonk Werteni1; : : : ; ik für

die restlichen Werte(n� k)! Permutationen ¨ubrig bleiben, gilt für die Durchschnitte

jAi1 \ : : : \Aik j = (n� k)! =: dk:

Mit dem Korollar folgt

Dn = n!� jAi1 [ : : : [Aik j = n!�
nX

k=1

(�1)k�1
�
n

k

�
(n� k)!

=
nX

k=0

(�1)k n!
k!

= n!
nX

k=0

(�1)k
k!

:

Die letzte Summe ist der Beginn der Reihe f¨ur e�1. Für größeren ist daher die mittlerer Anzahl fixpunkt-

freier Permutationen
1

n!
Dn
�= 1

e

:
= 0:368:
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Im Briefbeispiel gibt es daher eine Wahrscheinlichkeit von 63%, daß wenigstens einer der Briefe richtig

ankommt. Allgemein ist die Anzahl der Permutationen mit genauk Fixpunkten�
n

k

�
Dn�k = nk

n�kX
j=0

(�1)j 1
j!
�= nk

e
:

Zur (praktischen) Berechnung der Derangement-Zahlen gibt es aber auch einen anderen Ansatz, der im

nächsten Paragraphen eine Rolle spielt:

Satz 1.10 Die AnzahlDn fixpunktfreiern-Permutationen (Derangements) ist

Dn = n!

nX
k=0

(�1)k
k!

:

Außerdem gilt mitD1 = 0, D2 = 1 die lineare Rekursionsformel

Dn = (n� 1)(Dn�1 +Dn�2); n = 2; 3; : : : :

BeweisFür n > 2 sei � eine fpf-Permutation undi = �(1) bezeichne den ersten Bildwert (i 6= 1).

Fallunterscheidung:

Fall 1, �(i) = 1: Dann ist(1; i) ein 2-Zyklus (Transposition), f¨ur die restlichen Wertef2; : : : ; ng n fig
gibt esDn�2 fpf Permutationen.

Fall 2, �(i) 6= 1: Durch Entfernen voni aus� und folgende Erg¨anzung

� =

�
2 : : : i� 1 1 i+ 1 : : : n

�(2) : : : �(i� 1) �(i) �(i+ 1) : : : �(n)

�
entsteht eine Permutation vonN n fig mit �(1) = �(i) 6= 1. Von den so konstruierten Permutationen

sindDn�1 fixpunktfrei und können durch Erg¨anzung um1 7! i = �(1) wieder zu einer fpf-Permutation

vonN gemacht werden.

Beide Fälle zeigen, daß f¨ur jedesi 6= 1 alsoDn�1 + Dn�2 fpf Permutationen existieren mit�(1) = i.

Daher istDn das(n� 1)-fache dieser Summe.



2 FOLGEN UND REKURSIONEN 24

2 Folgen und Rekursionen

2.1 Summen- und Differenzenrechnung

Bei geeigneter̈Ubertragung der Begriffe k¨onnen viele Regeln der Differential- und Integralrechnung von

Funktionen auf Differenzen bzw. Summen von Folgenwerten (Funktionswerten) ¨ubertragen werden.

Defin. 2.1 Für Folgenf : Z! C bzw. Funktionenf : R ! C werden folgende Abbildungen definiert

S : f 7! f(�+ 1); d.h.,(Sf)(x) = f(x+ 1) Schiebe-Operator/Translation;

� : f 7! f(�+ 1)� f(�); d.h.,(�f)(x) = f(x+ 1)� f(x); Vorwärts-Differenzenoperator;

r : f 7! f(�)� f(� � 1); d.h.,(rf)(x) = f(x)� f(x� 1) Rückẅarts-Differenzenoperator:

Zur Herleitung von Rechenregeln sind die Darstellungen� = S � I,r = I � S�1 hilfreich. Die in der

Definition noch verwendete Klammer um die Bildfunktion wird dabei meist weggelassen, z.B., wie in

(rf)(x) = rf(x) = f(x)� S�1(x) = f(x)� f(x� 1):

Außerdem wird bei Folgen das Argument weiterhin als Index geschrieben, die gleiche Regel lautet bei

(an) etwa

rak = ak � S�1ak = ak � ak�1:

Die erste Summationsregel ist eine Analogie zum Hauptsatz der Differential-/Integral-Rechnung und

betrifft Teleskopsummen:

n�1X
k=0

�f(k) = f(1)� f(0) + f(2)� f(1) + : : :+ f(n)� f(n� 1) = f(n)� f(0) =: f
���n
0
;(2.1)

nX
k=1

rf(k) = f(1)� f(0) + f(2)� f(1) + : : :+ f(n)� f(n� 1) = f(n)� f(0) =: f
���n
0
:

Achtung: In dieser und anderen Formeln sind die Auswertungspunkte beif
��� nicht identisch mit den

Summationsgrenzen.

Eine Analogie zur partiellen Integration ist

Satz 2.1 Für u; v : R ! C (bzw.Z! C ) gilt die Regel derpartiellen Summation

n�1X
k=0

u(k)�v(k) = uv
���n
0
�

n�1X
k=0

(�u(k))Sv(k)

= u(n)v(n)� u(0)v(0) �
n�1X
k=0

(�u(k))v(k + 1)
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BeweisDie Behauptung folgt als Teleskopsumme (2.1) aus der Produktregel

�(u(k)v(k)) = u(k + 1)v(k + 1)� u(k)v(k) = (u(k + 1)� u(k))v(k + 1) + u(k)(v(k + 1)� v(k))

= (�u(k))Sv(k) + u(k)�v(k):

Beide Regeln sind dann von Interesse, wenn man gen¨ugend viele Paare von Funktionen/Folgen kennt

mit f = �u. Man nenntu dabei einediskrete Stammfunktionvonf .

Bei der Differentiation waren die Regeln f¨ur Monomexm besonders einfach,(xm)0 = mxm�1, m 2 N.

Bei Differenzenbildung gilt dies f¨ur die in Defin.1.1eingeführten Faktoriellen:

�xm = (x+ 1)m � xm = (x+ 1)xm�1 � xm�1(x�m+ 1) = mxm�1

rxm = xm � (x� 1)m = xm�1(x+m� 1)� (x� 1)xm�1 = mxm�1:

Insbesondere reduziert sich auch bei Differenzbildung der Polynomgrad um eins. Durch Umkehrung

folgt mit (2.1) die Summationsregel

n�1X
k=0

(x+ k)m =
ym+1

m+ 1

���y=x+n
y=x

=
(x+ n)m+1 � xm+1

m+ 1
:

Mit Hilfe der geometrischen Summe erh¨alt man für festesa 2 R die

Differenzen-Regel �ax = ax+1 � ax = (a� 1)ax;

Summations-Regel
n�1P
k=0

ax+k = = ay

a� 1

���y=x+n
y=x

:

In der Analysis war hierbei der Falla = e besonders einfach, jetzt ist es der Falla = 2:

�2x = 2x;

n�1X
k=0

2x+k = 2y
���y=x+n
y=x

:

Anwendung1) Arithmetische Summen, Satz1.6zeigt:

n�1X
k=0

km =
n�1X
k=0

mX
i=0

Smik
i =

mX
i=0

Smi

n�1X
k=0

ki =
mX
i=0

Smi
1

i+ 1
xi+1

���n
0

=
mX
i=0

Smi
ni+1

i+ 1
:

2) Gemischt arithmetisch-geometrische Summe
P

k2k. In Satz2.1 wähle manu(x) = x, v(x) = 2x,

dann gilt2x = �2x, �u = 1. Es folgt

n�1X
k=0

k2k = x2x
���n
0
�

n�1X
k=0

(�u(k))(Sv(k)) = n2n �
n�1X
k=0

1 � 2k+1 = n2n � 2x+1
���n
0

= n2n � 2n+1 + 2 = (n� 2)2n + 2:

3) Die Regeln c), d) in Satz1.4für Binomialkoeffizienten sind Spezialf¨alle der Regeln f¨ur xm :

�

�
x

m

�
=

�
x

m� 1

�
;

n�1X
k=0

�
k

m

�
=

�
x

m+ 1

����n
0
=

�
n

m+ 1

�
:
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Höhere Differenzen werden induktiv definiert,

�nf := �(�n�1f); n 2 N:

Auch hierfür ergeben sich besonders einfache Regeln bei den Faktoriellen,

�nxm =mn xm�n: (2.2)

Man beachte, daß in der Formel nur Faktorielle auftreten, f¨ur n > m ist das Ergebnis dabei null. Die

genaue Gestalt der h¨oheren Differenz kann durch formale Anwendung des Binomischen Satzes auf�n =

(S � I)n berechnet werden. F¨ur Polynomef gibt es auch eine, zum Satz von Taylor analoge, Umkehr-

Beziehung.

Satz 2.2 a) Für n 2 N undf : R ! C gilt

�nf(0) =

nX
k=0

(�1)n�k
�
n

k

�
f(k):

b) Seif ein Polynom vom Gradn. Dann gilt dieNewton-Darstellung

f(x) =
nX

k=0

�
x

k

�
�kf(0) =

nX
k=0

�kf(0)

k!
xk; x 2 R:

Beweisa) Die formale Anwendung der binomischen Formel ergibt

�nf(x) = (S � I)nf(x) =
nX

k=0

�
n

k

�
(�1)n�kSkf(x) =

nX
k=0

�
n

k

�
(�1)n�kf(x+ k):

b) Nachx1.3 ist klar, daß die Faktoriellenxk, k = 0; : : : ; n, eine Basis des Raums aller Polynome

vom Maximalgradn bilden. Daher existiert eine Darstellungf(x) =
Pn

k=0 bkx
k. Bei Anwendung der

Differenzenregel (2.2) erhält man

�if(x) =

nX
k=i

bkk
i xk�i ) �if(0) = bi i!;

daxk�i nur für i = k im Punkt Null nicht verschwindet.

Anwendung Bei f(x) = xn gilt nach Satz1.6 f(x) = xn =
Pn

k=0 Snkx
k. Nach Teil b) von Satz2.2

folgt daher�kf(0) = k!Snk und Teil a) best¨atigt daher die Formel (1.1.5)

Snk =
1

k!

kX
j=0

(�1)k�j
�
k

j

�
f(j) =

1

k!

kX
j=0

(�1)k�j
�
k

j

�
jn:

Bemerkung:Die Teile a) und b) von Satz2.2sind wieder zueinander inverse Formeln (vgl. Nachsatz zu

Satz1.7), mit x = n gilt
nX

k=0

�
n

k

�
(�1)k�j

�
k

j

�
= Ænj ; j; n 2 N:
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Dies bedeutet, daß die Matrizen von Binomialkoeffizienten bis zu einer bestimmten Ordnung zueinander

invers sind, z.B., 0BBBB@
1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1CCCCA
�1

=

0BBBB@
1

�1 1

1 �2 1

�1 3 �3 1

1 �4 6 �4 1

1CCCCA :

Durch eine andere Aufteilung der Vorzeichen ergibt sich sogar eine selbst-inverse (involutorische) Ma-

trix:

P :=

0BBBBB@
1

1 �1
1 �2 1

1 �3 3 �1
1 �4 6 �4 1

1CCCCCA = P�1; d.h.,

8><>:
an =

Pn
k=0(�1)k

�n
k

�
bk 8n

()
bn =

Pn
k=0(�1)k

�n
k

�
ak 8n

2.2 Lineare Differenzengleichungen

Für die meisten bisher behandelten Gr¨oßen existieren lineare Rekursionen (vgl. Binomialkoeff., Stirling-

zahlen, Derangement-Zahlen). F¨ur lineare Rekursionen von Folgen (einfach indizierte Gr¨oßen) gibt es

Aussagen zur L¨osungsstruktur und ein L¨osungsverfahren f¨ur wichtige Spezialf¨alle.

Beispiel:Tilgungs-/Zinsgleichung: Ein StartkapitalK0 vermehrt sich durch Verzinsung mit dem Faktor

a = 1 + p nach der (einstufigen) Zins-Rekursion

Kn = aKn�1; n � 1 ) Kn = anK0:

Ein aufwendigeres Beispiel trat in Satz1.10 für die Derangement-Zahlen aufDn = (n � 1)(Dn�1 +

Dn�2). Dies war einezweistufige Rekursion, einfacher ist:

Beispiel:Die Fibonacci-Folge wird mitF0 := 0; F1 := 1, definiert durch die

zweistufige Rekursion

Fn = Fn�1 + Fn�2; n � 2:

Wertetabelle:
n = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ...

Fn = 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 ...

Der Standard-L¨osungsansatz ist hier analog zur ZinsgleichungFn = c � zn,

z 2 C (mit cz 6= 0). Durch Einsetzen in die Rekursion erh¨alt man

Fn � Fn�1 � Fn�2 = (z2 � z � 1)zn�2c !
= 0 8n � 2:

Quadrat-Spirale:

5

8
13

21

34

Regel: An längere

Rechteckseite wird

Quadrat angesetzt

Um hier null zu erreichen, muß der Vorfaktor verschwinden,

z2 � z � 1 = 0; also z =
1

2
(1�

p
5) =

(
1:618034 =: z1;

�0:618034 =: z2:



2 FOLGEN UND REKURSIONEN 28

Es gibt also zwei m¨ogliche Lösungen (auchc ist noch beliebig), welche ist die gesuchte?

Da die Rekursion linear ist, k¨onnen verschiedene L¨osungen linear ¨uberlagert werden, daher erf¨ullt auch

die FolgeFn := c1z
n
1 + c2z

n
2 für bel.c1; c2 die Rekursion:

Fn � Fn�1 � Fn�2 = c1z
n
1 + c2z

n
2 � c1z

n�1
1 � c2z

n�1
2 � c1z

n�2
1 � c2z

n�2
2

= c1 (z
2
1 � z1 � 1)| {z }

=0

zn�21 + c2 (z
2
2 � z2 � 1)| {z }

=0

zn�22 � 0 8n � 2 (!):

Um auch die StartwerteF0; F1 zu beschreiben, sind die Koeffizientenc1; c2 aus diesen zu bestimmen:

0 = F0 = c1z
0
1 + c2z

0
2 = c1 + c2; 1 = F1 = c1z1 + c2z2

) c2 = �c1, c1 = 1=
p
5. Für dieFibonacci-Folgeergibt sich also die explizite Darstellung

Fn =
1p
5
(zn1 � zn2 ) =

1p
5

h�1 +p5
2

�n � �1�p5
2

�ni 8n 2 N0 :
An dieser Darstellung kann man direkt das Verhalten der Folge f¨ur großen ablesen. Dajz1j > jz2j gilt,

wächst der erste Anteilc1zn1 in

Fn = c1z
n
1 + c2z

n
2 = zn1 (c1 + c2x

n); jxj = jz2j
z1

=
2

3 +
p
5
< 0:4;

wesentlich schneller als der zweite, f¨ur große n gilt also Fn �=
1p
5

�
1+
p
5

2

�n �= z1Fn�1. Das Seitenverh¨altnis bei der Quadratspirale

nähert sich daher demGoldenen Schnittz1 = q mit q = 1 + 1
q , bei dem

beide Rechtecke gleiches Seitenverh¨altnis haben.

1

q

1=q 1

Das hier im Spezialfall angewendete L¨osungsverfahren beruht auf zwei Eigenschaften, die noch einmal

allgemein formuliert werden. Die Aussagen sind v¨ollig analog zu denen bei linearen Differentialglei-

chungenk-ter Ordnung.

Satz 2.3 Zuk 2 N undn � k seien Koeffizientenan1; : : : ; ank 2 C gegeben,ank 6= 0 8n � k. Dann ist

die Menge der L̈osungen derk-stufigen homogenenlinearen Differenzengleichung

xn + an1xn�1 + : : :+ ankxn�k = 0 für n = k; k + 1; k + 2; : : : (2.3)

eink-dimensionaler linearer Unterraum der Menge aller komplexen FolgenAbb(N0 ; C ).

BeweisEs seiL die Lösungsmenge der Differenzengleichung.

a) Linearität: Für zwei Folgen(xn); (yn) 2 L und beliebige�; � 2 C gilt f ür die Folge(�xn + �yn):

(�xn + �yn) + an1(�xn�1 + �yn�1) + : : :+ ank(�xn�k + �yn�k)

= � (xn + an1xn�1 + : : :+ ankxn�k)| {z }
=0

+� (yn + an1yn�1 + : : :+ ankyn�k)| {z }
=0

= 0;
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b) Jede Folge, die L¨osung der Differenzengleichung ist, ist durch ihrek Anfangswertex0; : : : ; xk�1
eindeutig bestimmt. Eine Basis(y(0)n ); : : : ; (y

(k�1)
n ) vonL kann durch die Startwerte

y(j)n = Ænj ; 0 � n; j � k � 1

definiert werden. Da schon die Anfangsabschnitte(y
(j)
0 ; : : : ; y

(j)
k�1) nach Konstruktion linear unabh¨angig

sind, sind dies auch die ganzen Folgen(y
(j)
n ). Daher ist dimL � k. Sei nun(xn) 2 L beliebig. Für den

Abschnitt(x0; : : : ; xn) gibt es Konstanten�0; : : : ; �k�1 (nämlich�j = xj) mit

xn = �0y
(0)
n + : : :+ �k�1y(k�1)n ; n = 0; : : : ; k � 1:

Nach Teil a)überträgt sich diese Linearkombination ¨uber die Differenzengleichung induktiv auf die

restlichen Elementen � k:

xn = �
kX
i=1

anixn�i = �
kX
i=1

ani

k�1X
j=0

�jy
(j)
n�i =

k�1X
j=0

�j

�
�

kX
i=1

aniy
(j)
n�i
�
=

k�1X
j=0

�jy
(j)
n :

Daher ist dimL = k.

Bei Kenntnis einer Basis vonL kann also jede L¨osung explizit konstruiert werden.

Beispiel: Bei den Derangementzahlen sind die Koeffizienten in (2.3) an1 = an2 = �(n � 1). Eine

Lösung der Dfz-Gl. wurde in Satz1.10angegeben, eine andere (lin. unabh.) ist(xn) = (n!), denn

xn = (n� 1)
�
(n� 1)! + (n� 2)!

�
= (n� 1)(n� 1 + 1)(n� 2)! = n! :

Bei den Fibonacci-Zahlen waren die Koeffizientenan1 = an2 = �1 unabhängig vonn. Für diesen Fall

gibt es ein allgemeines L¨osungs-Verfahren.

Satz 2.4 Die Koeffizienten der Differenzengleichung (2.3) seienkonstant, d.h., unabḧangig vonn (anj �
aj8n). Dascharakteristische Polynom

p(z) := zk + a1z
k�1 + : : : + ak�1z + ak; z 2 C ;

dieser Gleichung besitzek verschiedene Nullstellenz1; : : : ; zk 2 C . Dann ist eine Basis des Lösungs-

raumsL der Differenzengleichung gegeben durch die Folgen(zn1 )n; : : : ; (z
n
k )n, d.h., jede ihrer L̈osungen

(xn)n läßt sich mit�j 2 C darstellen in der Form

xn = �1z
n
1 + : : :+ �kz

n
k ; n 2 N0 :

BeweisJede derk Folgeny(j)n := znj , n 2 N0 , erfüllt (mit an0 := 1) für n � k

kX
i=0

aiy
(j)
n�i =

kX
i=0

aiz
n�i
j = zn�kj

� kX
i=0

aiz
k�i
j

�
= zn�kj p(zj) = 0:
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Also ist (y(j)n ) 2 L. Dabei sind die Folgen(y(j)n ), j = 1; : : : ; k, linear unabh¨angig, da dies schon f¨ur ihre

Anfangsabschnitte gilt:

det

0B@ y
(1)
0 : : : y

(1)
k�1

...
...

y
(k)
0 : : : y

(k)
k�1

1CA = det

0B@ 1 z1 : : : zk�11
...

...

1 zk : : : zk�1k

1CA =
Y
i>j

(zi � zj) 6= 0:

DieseVandermonde-Determinanteverschwindet nicht, da diezj n.V. verschieden sind.

Beispiel:1) Fibonacci-Folgexn = xn�1 + xn�2 (vgl. oben).

p(z) = z2 � z � 1; z1=2 =
1

2
� 1

2

p
5; ) xn = �1(

1

2
+

1

2

p
5)n + �2(

1

2
� 1

2

p
5)n:

2) Rekursionxn = xn�1 + 2xn�2, als Differenzengleichungxn � xn�1 � 2xn�2 = 0.

p(z) = z2 � z � 2; z1=2 =
1

2
� 3

2
; ) xn = �12

n + �2(�1)n:

Die Koeffizienten sind aus den Anfangswertenx0; x1 zu bestimmen:

�12
0 +�2(�1)0 = x0

�12 ��2 = x1

)
) 3�1 = x0 + x1 ) �2 =

2

3
x0 � 1

3
x1:

3) Bei der reellen Differenzengleichungxn � 2xn�1 + 2xn�2 = 0 treten komplexe Nullstellen auf:

p(z) = z2 � 2z + 2 = (z � 1)2 + 1; z1=2 = 1� i 2 C ) xn = �1(1 + i)n + �2(1� i)n:

Diese Folge ist wegenz2 = �z1 reell, wenn�2 = ��1 gilt. Mit den Anfangswertenx0 = 0; x1 = 1 folgt,

z.B.,
0 = �1 +�2

1 = �1(1 + i) +�2(1� i) = (�1 + �2)| {z }
=0

+i(�1 � �2) :

Also ist�1 � �2 = 2�1 = �2�2 = �i und daher mit1 + i =
p
2 exp(i�=4)

xn = � i

2
(1 + i)n +

i

2
(1� i)n = Re(� i(1 + i)n) = 2n=2 sin

n�

4
:

Bemerkung:Im Satz wird der Fall mehrfacher Nullstellen vonp nicht behandelt (vgl.̈Ub. 13).

Inhomogene Gleichungen:Wird bei der Zinsgleichung eine konstante Ratenzahlungb eingeführt, ändert

sich die Rekursion zuKn = aKn�1 + b. Die Bestimmung der L¨osung ist (a 6= 1) analog zu fr¨uher.

Kn = aKn�1 + b = a2Kn�2 + ab+ b = a3Kn�3 + a2b+ ab+ b = : : :

= anK0 + b(an�1 + an�2 + : : : + 1) = anK0 + b
an � 1

a� 1
:

Der erste Bestandteil,anK0, ist die Lösung der homogenen Gleichung, dazu wird der vonb herstam-

mende Anteil addiert. Dies ist ein allgemeines Prinzip:
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Satz 2.5 Die allgemeine L̈osung derinhomogenen linearen Differenzengleichung

xn + an1xn�1 + : : :+ ankxn�k = bn für n = k; k + 1; k + 2; : : :

hat die Formxn = xHn + cxn; n 2 N0 , wobei(cxn) eine spezielle L̈osung der inhomogenen Gleichung

ist, und(xHn ) die allgemeine L̈osung der homogenen Gleichung aus Satz2.3 ist. Unter den spezielleren

Voraussetzungen von Satz2.4 ist also

xn = cxn + �1z
n
1 + : : :+ �kz

n
k ; n 2 N0 :

BeweisEs seien(cxn) und(xn) zwei Lösungen der inhomogenen Gleichung. Dann ist die Differenzfolge

(xn �cxn) eine Lösung der homogenen Gleichung:

xn �cxn + an1(xn�1 �[xn�1) + : : :+ ank(xn�k �[xn�k)
= (xn + an1xn�1 + : : :+ ankxn�k)� (cxn + an1[xn�1 + : : :+ ank[xn�k)

= bn � bn = 0 8n � k:

Bei Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten k¨onnenspezielle Inhomogenitäten durch ge-

eigneten Ansatz behandelt werden:

a) Konstante,bn � c 8n: Für p(1) 6= 0 führt der Ansatzcxn � d zum Erfolg:

cxn + : : : + ak[xn�k = (1 + a1 + : : :+ ak)d
!
= c

ist lösbar, wenn1 + a1 + : : : + ak = p(1) 6= 0 gilt. Die spezielle Lösung ist danncxn � c=p(1).

b) Allgemeine Polynome,bn =
Pm

j=0 
jn
j. Ansatzcxn =

Pm0

j=0 Æjn
j mit m0 � m.

Für p(1) 6= 0 undm0 = m ergibt sich ein lineares Gleichungssystem f¨ur die KoeffizientenÆ0; : : : ; Æm.

Im Fall p0(1) = 0 ist ein höherer Polynomgradm0 > m im Ansatz erforderlich.

c) Exponentialfunktionenbn = c qn: Ansatzcxn = Æ qn erfolgreich für p(q) 6= 0 (für p(q) = 0 ist (qn)

dagegen schon L¨osung der homogenen Gleichung).

2.3 Erzeugende Funktionen

Einige der eingef¨uhrten Folgen (Binomialkoeffizienten, Stirlingzahlen) sind gleichzeitig Koeffizienten

spezieller Polynome. Dieser Zusammenhang ist verantwortlich f¨ur bestimmte Rechenregeln mit diesen

Zahlen. Analog l¨aßt sich zu jeder Folge(an) die zugeh¨orige Potenzreihe zumindestens formal (d.h., ohne

Konvergenzdiskussion) betrachten, um zus¨atzliche Hilfsmittel zug¨anglich zu machen.

Defin. 2.2 Zur Folge(an)n�0 wird die erzeugende Funktiondefiniert durch die formale Reihe

A(z) :=
X
n�0

anz
n; z 2 C :



2 FOLGEN UND REKURSIONEN 32

’Formal’: Rechenregeln unabh¨angig von Konvergenzfragen. Aus der Analysis ist, z.B., das Cauchy-

Produkt bekannt:

A(z)B(z) =
X
n�0

anz
n
X
n�0

bnz
n =

X
n�0

(

nX
j=0

ajbn�j) zn = C(z); mit (2.4)

cn =
nX
j=0

ajbn�j; n � 0:

Indexverschiebung (! Differenzen-Rechnug, -Gleichungen):

(bn) = (0; a0; a1; : : :) ) B(z) =
X
n�1

an�1zn = zA(z);

(an) = (b1; b2; : : :) ) A(z) =
X
n�0

bn+1z
n = (B(z)� b0)=z:

Eine wichtige Anwendung betrifft spezielle gewichtete Summen von Folgenelementen, die etwa bei

mittleren Anzahlen, Erwartungswerten (vgl. AlgorithmusP) auftreten. Dazu geh¨ortX
n�1

nan = A0(1); da A0(z) =
X
n�1

nanz
n�1:

Summen mit h¨oherenn-Potenzen lassen sich aus denen mit Faktoriellen zusammensetzen, es giltX
n�j

nj an = A(j)(1); j 2 N:

Beispiele:

1. an � 1: A(z) =
P

n�0 z
n = 1

1�z (formale geometrische Reihe). Die Funktion

1

1� z
B(z) =

1

1� z

X
n�0

bnz
n = b0 + (b0 + b1)z + (b0 + b1 + b2)z

2 + : : : ;

nach (2.4), gehört zurdiskreten Stammfunktionder Folge(bn).

2. m 2 N fest,an =
�m
n

�
: A(z) =

P
n�0

�m
n

�
zn = (1 + z)m, Binomial-Summe,

x 2 R fest,an =
�x
n

�
: A(z) =

P
n�0

�x
n

�
zn = (1 + z)x, Binomial-Reihe.

3. Stirlingzahlen (m 2 N fest), nach Definition inx1.3 gilt: Zuan = (�1)m�nsmn gehört A(z) =

zm und zubn = smn die FunktionB(z) = zm.

4. Harmonische Zahlen:(Hn) ist die diskrete Stammfunktion zur Folge(bn) = ( 1n)n�1 und es gilt

B(z) =
P

n�1
1
nz

n =
R z
0

dx
1�x = � ln(1� z). Mit 1) folgt

H(z) =
X
n�1

Hnz
n =

1

1� z
ln

1

1� z
:
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Die erzeugenden Funktionen von linearen Rekursionen sind rationale Funktionen. Bei der Fibonacci-

Folge seiF (z) :=
P

n�0 Fnz
n mit F0 = 0; F1 = 1. Aus der RekursionFn = Fn�1 + Fn�2 folgt

F (z) = z +
X
n�2

Fnz
n = z + z

X
n�2

Fn�1zn�1 + z2
X
n�2

Fn�2zn�2

= z + (z + z2)F (z)) F (z) =
z

1� z � z2
: (2.5)

Das Beispiel wird sp¨ater weitergef¨uhrt, die allgemeine Problemklasse behandelt

Satz 2.6 Die erzeugende FunktionX(z) =
P

n�0 xnz
n für jede L̈osung der linearen Differenzenglei-

chung mit konstanten Koeffizienten

xn + a1xn�1 + : : :+ akxn�k = bn; n � k;

hat die Form

X(z) =
B(z) + q(z)

A(z)
:

Dabei ḧangt A(z) =
Pk

n=0 anz
n mit dem charakteristischen Polynomp in Satz2.4 über A(z) =

zkp(1=z) zusammen. Außerdem istq(z) =
Pk�1

n=0

Pn
j=0 ajxn�jz

n undB(z) =
P

n�k bnz
n.

BeweisMit a0 := 1 folgt aus der Differenzengleichung

B(z) =
X
n�k

bnz
n =

X
n�k

� kX
j=0

ajxn�j
�
zn =

X
n�k

kX
j=0

xn�jzn�jajzj

=
kX

j=0

�X
n�j

xn�jzn�jajzj �
k�1X
n=j

xn�jajzn
�

=
X
m�0

xmz
m

kX
j=0

ajz
j � q(z)

-
n

6j

�
��
	

k

��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��

n� j = m

= X(z)A(z) � q(z):

Den Zusammenhang mit der Darstellung aus Satz2.4, d.h., die Koeffizienten vonX bekommt man

durch Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion und den Einsatz der geometrischen Reihe. Bei der

Fibonacci-Folge ergibt sich aus (2.5) mit z1=2 = (1�p5)=2 und1� z � z2 = (1 � z1z)(1 � z2z) der

Ansatz

F (z) =
z

1� z � z2
=
�1 + �1z

1� z1z
+
�2 + �2z

1� z2z
:

DurchÜbergang zum Hauptnenner und Vergleich der Z¨ahler folgt

z = �1 + �2 + (�1 + �2 � �1z2 � �2z1)z � (�1z2 + �2z1)z
2;

woraus sich durch Koeffizientenvergleich etwa�1 = �2 = 0 und insgesamt die folgende Darstellung

ergibt, die der vom Anfang des Paragraphen entspricht:

F (z) =
z1zp

5(1� z1z)
� z2zp

5(1� z2z)
=

1p
5

X
n�1

�
zn1 � zn2

�
zn:
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AnwendungCatalansche ZahlenCn:

Bedeutung:Cn sei die Anzahl der zul¨assigen Klammerungen bei Auswertung des (nicht kommutativen)

Produktsa1a2 � � � an von n Größen. Diese Anzahl ist identisch mit der Zahl bin¨arer (Auswertungs-)

Bäume mitn Blättern bzw.n� 1 Verzweigungsknoten. Es gilt(C0 := 0)

C1 = 1: a1

C2 = 1: (a1a2)

C3 = 2: (a1a2)a3 = a1(a2a3)

n = 3
�
�

A
A
AA

�
�
A
A

�
�
��

@
@
�
�
A
A

Allgemein sind für jedesj; 1 � j < n innnerhalb der ¨außeren Klammerung bei

a1 � � � an = (a1 � � � aj| {z }
Cj

) � (aj+1 � � � an| {z }
Cn�j

)

zusätzlichCj � Cn�j weitere Klammerungen m¨oglich. Daher gilt für n � 2:

Cn = C1Cn�1 + C2Cn�2 + : : : + Cn�1C1 =
n�1X
j=1

CjCn�j:

Dies ist einenichtlineareRekursion. Allerdings entspricht die darin auftretende Summe einer Faltung

wie beim Cauchy-Produkt von Potenzreihen. Daher gilt f¨ur die erzeugende Funktion

C(z) = z +
X
n�2

Cnz
n = z +

X
n�2

n�1X
j=1

CjCn�jzn
(2.4)
= z + C(z)2:

Also gilt C2(z) � C(z) + z = 0 ) C(z) = 1
2 � 1

2

p
1� 4z. Von diesen beiden L¨osungen kommt aber

wegen der StartbedingungC0 = C(0) = 0 nur die mit dem negativen Vorzeichen in Frage. Schließlich

liefert die allgemeine Binomialreihe die Darstellung

C(z) =
1

2
� 1

2

p
1� 4z =

1

2
� 1

2

X
n�0

�
1=2

n

�
(�4z)n =

X
n�1

1

n

�
2n� 2

n� 1

�
zn:

Die letzte Umformung folgt bei(12)
n = 1

2(�1
2 )(�3

2) � � � (32 � n) = (�1)n�12�n � 1 � 3 � 5 � � � (2n � 3)

durch Ergänzung der geraden Faktoren von(2n� 2)!.

Ergebnis:Für n � 1 existierenCn = 1
n

�2n�2
n�1

�
Möglichkeiten zur Klammerung vonn-Produkten.

2.4 Aufwandsanalyse bei rekursiven Algorithmen

Zur Lösunggroßer Problemeist beim Einsatz von Algorithmen das asymptotische Wachstum des Auf-

wands in Abhängigkeit von einem geeigneten Gr¨oßenparametern1 entscheidend. Zum Vergleich des

Wachstumsvon Funktionen f¨ur große Argumenten� 1 gibt es unterschiedlich pr¨azise Begriffe:
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Defin. 2.3 Gegeben seien Funktionenf; g : N ! R (g(n) = 0 nur endlich oft). Man sagt, es gilt (für

n!1)

a) f(n) = o(g(n)) :() 8" > 09n0 > 0 : jf(n)j � "jg(n)j 8n � n0:

b) f(n) = O(g(n)) :() 9C;n0 > 0 : jf(n)j � Cjg(n)j 8n � n0:

c) f(n) = �(g(n)) :() 9C1; C2; n0 > 0 : C1jg(n)j � jf(n)j � C2jg(n)j 8n � n0:

d) f(n) � g(n) :() f(n)=g(n)! 1; n!1:

Sprechweisen: a) ‘f wächst langsamer alsg’, ’ f ist klein-o vong’

b) ‘f wächst nicht schneller alsg’, ’ f ist groß-O vong’

c) ‘f undg wachsen gleich schnell’, ’f ist Theta vong’

d) ‘f undg sind asymptotisch gleich’.

Beispiel:p undq seien Polynome inn. Dann gilt für n!1:
a)p(n) = o(q(n)) () Gradp < Gradq;

b) p(n) = O(q(n)) () Gradp � Gradq

c) p(n) = �(q(n)) () Gradp = Gradq.

d) p(n) � q(n) () Gradp = Gradq und die höchsten Koeffizienten haben gleichen Betrag.

Außerdem gilt (vgl. Analysis I):p(n) = o(ean) für a > 0; logn = o(p(n)) für Gradp > 0.

Für den Wachstumsvergleich mit Fakult¨aten ist der folgende Satz entscheidend.

Satz 2.7 (Stirling-Formeln)

n! �
�n
e

�np
2�n; ln(n!) � n lnn:

Beweis(für die 2. Formel) Elementar giltlnn! = ln(2 � 3 � � � n) =Pn
k=2 lnk.

Da der Logarithmus eine monoton wachsende Funktion ist, giltZ k

k�1
lnx dx � lnk �

Z k+1

k
lnx dx = x(lnx� 1)

���k+1
k

:

Durch Summation folgt:n lnn� n+ 1 =

x(lnx� 1)
���n
1
� lnn! � x(lnx� 1)

���n+1
2

-
k � 1 k k + 1

= (n+ 1) ln(n+ 1)� n� 1� 2 ln 2 + 2: Im Grenzübergangn!1 gilt daher

1 n lnn� n+ 1

n lnn
� lnn!

n lnn
� (n+ 1) ln(n+ 1)� n� 1� 2 ln 2 + 2

n lnn
! 1:

Wachstum bei Rekursionen

Bei stark strukturierten Algorithmen kann der Aufwand oft durch eine Rekursion ¨uber die Problemgr¨oße

beschrieben werden.Ähnliches gilt für Größenangaben rekursiv definierter Objekte (Sprachen). Dazu ist

die Wachstumsabsch¨atzung solcher Rekursionen hilfreich.
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1. In der Situation von Satz2.4 gilt f ür jede Lösung(xn) der homogenenlinearen Rekursionxn =

O(�n), wobei� = maxfjzj j : 1 � j � kg ist, denn

jxnj = j
kX

j=1

�jz
n
j j = �n

��� kX
j=1

�j(
zj
�
)n
���| {z }

glm. beschr.

:

Für die Fibonacci-Zahlen k¨onnen diese Aussagen noch pr¨azisiert werden:

Fn = �(�n); Fn � 1p
5
�n; � =: (1 +

p
5)=2:

2. Teile-und-Herrsche-Algorithmen (divide and conquer): Gemeinsames Prinzip solcher Algorith-

men ist die (rekursive) Aufteilung des Gesamtproblems in kleinere Teile und die anschließende

Zusammenf¨uhrung der Teill¨osungen.

Beispiel:Sortieren durch Mischen (merge-sort), zwei gleichartig

sortierte Kartenstapel der L¨angen=2 können mitn Vergleichen

zu einem sortierten vereinigt werden. Das Prinzip ist auch schon

auf die Teilstapel anwendbar. Aufwand:

T (n) = 2T (
n

2
) + n; T (1) = 0: HH���HH���HH���HH���HH������HH

HH���HH���HH���HH���HH������HH

HH���HH���HH���HH���HH���HH���HH���HH���HH������HH

-

PPPq

Für n = 2m ist dies eine einstufige lineare Rekursion, wenn manxm := T (2m) betrachtet. Dann

gilt xm = 2xm�1 +2m = 2kxm�k + (m� k)2m = m2m = n log2 n. Die Größenordnung ¨andert

sich nicht, wennn keine Zweierpotenz ist:T (n) = �(n log2 n). Für die Anzahl der Runden hat

man trivialerweiseR(n) = R(n=2) + 1. Mit der Bezeichnungdxe := minfn 2 Z : n � xg gilt

allgemein:

Satz 2.8 Für die positive, monoton wachsende FunktionT gelte mita � 1; b > 1 undg � 0 die

Beziehung

T (n) = aT
�
dn
b
e
�
+ g(n); n 2 N:

Mit q := log a= log b = logb a gilt dann

T (n) = �(nq) wenn g(n) = O(np); p < q;

T (n) = �(nq logn) wenn g(n) = �(nq);

T (n) = O(np) wenn g(n) = O(np); p > q:

BeweisZunächst werden wieder die Wertexm := T (bm) in n = bm betrachtet. F¨ur diese läßt sich

die Rekursion induktiv l¨osen:

xm = axm�1 + g(bm) = a2xm�2 + g(bm) + ag(bm�1) = : : :

= amx0 +

m�1X
j=0

ajg(bm�j): (2.6)
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Nach Definition gilta = bq. Das Wachstum vonxm hängt nun davon ab, obam = bmq = nq oder

g(bm) schneller wachsen.

a) Für g(n) � Cnp undp < q folgt g(bi) � Cbip und in (2.6) daher

xm � amx0 + C

m�1X
j=0

ajbp(m�j) = am
�
x0 + C

m�1X
j=0

(bp=a)m�j
�
:

Da n.V. bp < bq = a gilt, ist die Summe Teil einer konvergenten geom. Reihe und daher be-

schränkt. Also istamx0 � xm � C 0am. Das Ergebnis folgt nun mitam = bmq = nq.

b) FürC1n
q � g(n) � C2n

q ist

xm � amx0 � C1

m�1X
j=0

ajbq(m�j) = C1a
m

m�1X
j=0

1 = C1ma
m = C1n

q logb n:

Die Abschätzung nach unten folgt analog mitC2 stattC1.

c) g wächst schneller alsnq = am, dap > q:

xm � amx0 + C
�m�1X

j=0

ajb�pj
�
bmp � np

�
x0 +

c

1� a=bp

�
:

Da hiera = bq < bp gilt, ist die Summe wieder glm. beschr¨ankt.

Wegen der vorausgesetzten Monotonie vonT kann der bisher ausgesparte Falln 62 bN durch

’Aufrunden’ abgedeckt werden:T (n) � T (bm) mit m = dlogb ne.
Der dritte Fall im Satz ist bei der Analyse vonParallelen Algorithmen wichtig, hier ista �= 1

(Teilprobleme parallel gel¨ost), mit b � 2 gilt 0 � q � 1. Bei einer gen¨ugenden Anzahl von

Prozessoren tritt in der Regel daher der letzte Fall ein,T (n) = O(g(n)), d.h., die Vereinigung der

Teillösungen bestimmt den Aufwand.

Die Komplexität eines Verfahrens begrenzt die Gr¨oße der damit praktisch l¨osbaren Probleme. Dies gilt

auch bei den heute und zuk¨unftig verfügbaren Rechnerleistungen. Der zur Zeit schnellste Rechner hat ei-

ne Leistung von 2.3 TeraFLOPS, d.h., von2�1012 Gleitpunkt-Operationen pro Sekunde (www.top500.org).

Die folgende Tabelle zeigt f¨ur verschiedene FunktionenT und Größenordnungenn ZahlwerteT (n), so-

wie die Problemgr¨oßenmax, die auf einem Teraflop-Rechner in 1 Minute l¨osbar ist (6�1013 Operationen).

n = 10 100 103 106 109 nmax

n lgn 10 200 3000 6 � 106 1010 5 � 1012
Auf- n2 100 104 106 1012 1018 8 � 106
wand n3 1000 106 109 1018 1027 4 � 104
T (n) 2n 1000 1030 10301 xxx xxx 46

Mit Verfahren vom exponentiellem Wachstum des Aufwands sind nur sehr kleine Probleme l¨osbar. Auf

diesem Argument beruhen, z.B., Sicherheits¨uberlegungen in der Kryptographie.
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Teil B

Algebra

3 Endliche algebraische Strukuren

3.1 Endliche Körper

Nichtnumerische Algorithmen mit algebraischem Hintergrund k¨onnen in endlichen Zahlk¨orpern exakt

durchgeführt werden (keine Rundungsfehler wie bei Gleitpunktrechnung). Solche Algorithmen sind die

Basis fehlererkennender Codierungen und moderner kryptographischer Verfahren. Zu endlichen K¨orpern

kommt man durch Betrachtung von Restklassen.

Zum 2 N stellt die Relation

x � y :() x� y 2 mZ; d.h., 9k 2 Z : x� y = km

eineÄquivalenzrelationdar (symmetrisch, reflexiv, transitiv). Es gibtm Äquivalenzklassen[0]; [1]; : : : ; [m�
1]. Zahlenx; y 2 Z liegen dann in der gleichen Klasse, wenn sie gleichen Divisionsrest bzgl.m haben,

d.h., wenn siekongruent modulom sind:

[x] = [y] () xmodm = ymodm () (x� y) � 0 (modm):

Der Divisionsrest l¨aßt sich durchxmodm = x�mbx=mc berechnen. Die Re-

chenregeln f¨ur Äquivalenzklassen (Restklassen) entsprechen denen der ganzen

Zahlen:

[x] + [y] = [(x+ y)modm]; [x][y] = [(xy)modm];

allerdings wie auf einem Kreis (Ring!), wo die Wertem;m+1; : : : mit 0; 1; : : :

identifiziert werden.

&%
'$

0

1

Bezeichnung:Quotienten-Ring Zm := Z=(mZ) mit dem Vertretersystemf0; 1; : : : ;m � 1g der Rest-

klassen. Diese werden im folgenden ohne Klammern geschrieben mit der Null0, der Eins1.

AnwendungQuersummenregel:9 teilt n 2 N () 9 teilt Quersumme.

Aus der Beziehung10 � 1(mod9) folgt für die Dezimaldarstellung der Zahln =
Pk

i=0 ai10
i:

nmod9 =
� kX
i=0

ai10
i)mod9 �

� kX
i=0

(ai mod9) (10i mod9)| {z }
=1

�
mod9 =

� kX
i=0

ai

�
mod9:

Bezeichnung:P=Menge der Primzahlen,P � N.

Satz 3.1 Für m 2 N istZm ein kommutativer Ring mit Eins. Für p 2 P istZp ein Körper.
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Erläuterung:In Zm gilt immer [m] = [0]. Wenn nunm = pq ist, folgt [pq] = [p][q] = [0] und daher hat

p (analogq) kein multiplikativ Inverses. Denn w¨arey ein Element mit[yp] = [1] folgte ein Widerspruch

aus[q] = [1][q] = [ypq] = [y][pq] = [0].

Beispiel, KörperZ3:

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

� 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1

Der folgende Satz ist als probabilistischer Primzahltest verwendbar (Test mit vielenn).

Satz 3.2 (Kleiner Satz von Fermat) Seip 2 P undn 2 N kein Vielfaches vonp. Dann gilt

np�1 � 1 (modp):

BeweisFür festesn ist die Abbildung

f1; : : : ; p� 1g ! f1; : : : ; p� 1g
x 7! (nx) (modp)

bijektiv, also eine Permutation (multiplikative Gruppe). Daher gilt

u := 1 � 2 � � � (p� 1) � n(2n) � � � ((p� 1)n) � unp�1 (modp):

Mit v := u�1 folgt nun1 � vu � v(unp�1) � np�1 (modp).

Weitere endliche K¨orperK existieren nur mitjKj = pn, p 2 P, n 2 N.

Für jede solche Primzahlpotenzq = pn existiert (bis auf Isomorphie) genau ein K¨orper mitjKj = q =

pn, dasGaloisfeldK = GF (q).

Bemerkung:Insbesondere existiert auf den Bin¨arworten (p = 2) der Längen eine Körperstruktur!

Zur Konstruktion: Man geht aus vom Polynomring

Zp[x] := fa0 + a1x+ a2x
2 + : : : : ai 2 Zpg

über dem K¨orperZp mit der üblichen Addition und Multiplikation (Cauchy-Produkt!). Nun betrachtet

man wieder Divisionsreste bei der Polynomdivision und w¨ahlt dazu ein festes Polynomf(x) 2 Zp[x]
mit Gradn. Für g(x); h(x) 2 Zp[x] wird die Relation

g(x) � h(x) (modf(x)) :() 9q(x) 2 Zp[x] : g(x) � h(x) = q(x)f(x)

erklärt. Zu jedem Polynomg(x) kann der Divisionsrestr(x) mit Gradr � n � 1 durch Polynom-

Division (s.u.) bestimmt werden. Die so definierte Relation ’�’ ist wieder eineÄquivalenzrelation, und

Restklassenbildung f¨uhrt auf die Rechenregeln

[g(x)] + [h(x)] = [g(x) + h(x)]; [g(x)][h(x)] = [g(x)h(x)];

also istZp[x]modf(x) ein Ring, der Quotientenring. Dieser hat das Vertretersystem

fa0 + a1x+ : : :+ an�1xn�1 : aj 2 Zpg; (3.1)
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da die Restklassen[g(x)] = [r(x)] gleich sind, wenng(x) = q(x)f(x) + r(x) gilt mit Grad r < n.

Umgekehrt folgt aus der Verschiedenheit von zwei Polynomenr1(x); r2(x) vom Grad< n, daß nat¨urlich

auchr1(x) 6� r2(x) (modf(x)) ist, daf(x) den größeren Gradn hat, also[r1(x)] 6= [r2(x)]. Daher ist

(3.1) ein Vertretersystem und dies zeigt���Zp[x]modf(x)
��� = pn:

Dieser Ring ist dann wieder ein K¨orper, wennf(x) in einem geeigneten Sinn unzerlegbar ist.

Defin. 3.1 Das Polynomf 2 Zp[x] heißt irreduzibel, wenn gilt

f(x) = g(x)h(x); g(x); h(x) 2 Zp[x] ) Gradg = 0 oder Gradh = 0:

Beispiel:f(x) = x2 + 1 2 Z3[x] ist irreduzibel. Denn ausx2 + 1 = (x + a)(x + b) = x2 + (a +

b)x + ab folgt b = �a = 2a und 1 = ab = 2a2. Die letzte Gleichung ist aber unl¨osbar, da (vgl.

Multiplikationstabelle oben) sowohl2 � 12 = 2 als auch2 � (22) = 2 � 1 = 2 ist.

Satz 3.3 f(x) 2 Zp[x] sei ein irreduzibles Polynom vom Gradn überZp; p 2 P. Dann ist

Zp[x]modf(x) Körper mitpn Elementen:

(o.Beweis)

Beispiel:Z3[x]mod(x2 + 1) hat32 = 9 Elemente. Die Addition operiert stellenweise:

[a0 + a1x] + [b0 + b1x] = [(a0 + b0) + (a1 + b1)x]:

Bei der Multiplikation zweier Polynome hat das normale Produkt(a0+a1x)(b0+b1x) = a0b0+(a0b1+

a1b0)x+ a1b1x
2 i.a. den Grad 2. Mit[�1] = [2] 2 Z3 führt Polynom-Division hier auf

(a1b1x
2 +(a0b1 + a1b0)x +a0b0) : (x

2 + 1) = a1b1

a1b1x
2 +a1b1

+(a0b1 + a1b0)x +a0b0 + 2a1b1 = Divisions-Rest

Die Mulitplikation lautet also[a0+a1x]�[b0+b1x] =
[(a0b0+2a1b1)+ (a0b1+a1b0)x]. Die vollständige

Multiplikationstabelle ist rechts f¨ur Koeffizienten-

paare(a0; a1), (b0; b1) ohne Klammern abgedruckt.

Es gilt, z.B.: Einselement1 = (1; 0) und 1 =

(2; 0)2 = (0; 1)(0; 2) = (1; 1)(2; 1) = (1; 2)(2; 2).

Anmerkung:Mit 2 = �1 entspricht die Produktre-

gel in der Form[(a0b0�a1b1)+(a0b1+a1b0)x] der

der komplexen ZahlenC .

� 00 10 20 01 11 21 02 12 22

00 00 00 00 00 00 00 00 00 00

10 00 10 20 01 11 21 02 12 22

20 00 20 10 02 22 12 01 21 11

01 00 01 02 20 21 22 10 11 12

11 00 11 22 21 02 10 12 20 01

21 00 21 12 22 10 01 11 02 20

02 00 02 01 10 12 11 20 22 21

12 00 12 21 11 20 02 22 01 10

22 00 22 11 12 01 20 21 10 02
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3.2 Fehlerkorrigierende Codierungen

Problematik: Bei der̈Ubertragung oder Speicherung von Daten ist, je nach Umfeld, eine Sicherung gegen

Verfälschung (! Fehlerkorrektur) oder Kopieren (! Kryptographie) erw¨unscht.

Sender Empfänger

Störung
�
�
���

Mithören

@
@
@@R

- r
@@��
B
B
�
�

r
@@��
B
B
�
�

ComputerSpeichern
-

Lesen� Kopie
@
@R

EineCodierungeines (Signals bzw.) AlphabetsX ist eine injektive Abbildung

c : X ! A� :=
[
n�0

An

auf die Menge aller Worte ¨uber einem AlphabetA, jAj = q � 2. Bei Binärcodes istA = f0; 1g. Die

Injektivität ist erforderlich um ¨uberhaupt eine eindeutige Decodierung m¨oglich zu machen.

Zunächst werden nur Codes fester L¨angen betrachtet, sogenannteBlockcodesmit c : X ! An. Eine

Erkennung oder sogar Korrektur von Fehlern ist dann m¨oglich, wennc nicht surjektivist, d.h.C :=

c(X) 6= An. Denn nur dann k¨onnen zulässige (2 c(X)) und verfälschte (2 An n c(X)) Codeworte

unterschieden werden.

Beispiel:X = A2, A = f0; 1g, m = 2, Wiederholungscode der L¨angen = 2m, bei dem jedes Wort

zweimal gesendet wird:

c :

(
A2 ! A4

a 7! aa

C = c(X) = f0000; 0101; 1010; 1111g;
nur 4 von24 = 16 Codeworten zul¨assig.

Allgemein konstruiert man Codes oft so, daß zum Informationszeichenk Kontroll- bzw. Prüf-Zeichen

hinzukommen:n = m+ k.

Ziel: Mit möglichst wenig Kontrollzeichen Sicherheit gegenzu erwartendeVerfälschungen erreichen

(hängt ab vom Umfeld, Art und H¨aufigkeit von St¨orungen).

Die Informationsrate des Codesmn = m
m+k sollte dabei m¨oglichst hoch sein, damit bei einer bestimmten

Sicherheitsstufe m¨oglichst viele zulässige Codeworte existieren.

6

-

An

rr
rr
r

rr
rr
r

rr
rr
r

rr
rr
r

rr
rr
r

rr
rr
r

��
��@@
@@
x

Prinzip: Decodierung erkennt ein falsches Wortx an Ei-

genschaftx =2 C, kann Verfälschung korrigieren, wenn

Abstandminfd(x; a) : a 2 Cg zum nächstgelegenes Wort

a 2 C klein genug.

Fragen:Metrik? Günstige Verteilung vonC � An?

Begriffe: Zu Wortena = (a1; : : : ; an); b = (b1; : : : ; bn) 2 An sei

d(a; b) := jfi : ai 6= bigj die Hamming-Distanz:

Diese hat die Eigenschaften einer Metrik inAn.
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Bei fehlertoleranten Codierungen geht man davon aus, daß auf dem betrachtetenÜbertragungsweg h¨ochstens

r Zeichen pro Codewort gest¨ort werden und weitergehende St¨orungen ein gen¨ugend kleines Restrisi-

ko darstellen. Solche St¨orungen k¨onnen dannentdecktwerden, wenn zul¨assige Codeworte immer eine

größere Hamming-Distanz alsr besitzen. Beim doppelten Abstand2r von Codeworten k¨onnen Fehler

sogarkorrigiert werden. Daher wird definiert

d(C) := minfd(a; b) : a 6= b; a; b 2 Cg; die Code-Distanz:

Der CodeC heißt dann

r-fehlererkennend, wennd(C) � r + 1,

r-fehlerkorrigierend, wenn d(C) � 2r + 1

Erläuterung:Die Störung eines Wortesa 2 C in maximalr Stellen heißt, daß das verf¨alschte Wortx in

der Kugel

Br(a) := fx 2 An : d(a; x) � rg
liegt. Wenn kein anderes Wort vonb 2 C in Br(a) liegt, Br(a) \ C = fag, ist x =2 C und der Fehler

wird erkannt. Dieser Fehler kann sogarkorrigiert werden, wenn das n¨achste Wort ausC sogar weiter als

2r vona entfernt ist:
r-Fehler wird

erkannt

r r
a

bx�
�
��

�
�
��@

@
@@

@
@
@@�
�
��

�
�
��@

@
@@

@
@
@@r

Br(a) Br(b)

r-Fehler wird

korrigiert

r r
a

bx�
�
��

�
�
��@

@
@@

@
@
@@�

�
��

�
�
��@

@
@@

@
@
@@

Br(a) Br(b)

Der folgende Satz gibt an, wieviele Worte ein fehlerkorrigierender Code enthalten kann.

Satz 3.4 (Hamming-Schranke) F̈ur den CodeC � An mit jAj = q seid(C) = 2r + 1 ungerade. Dann

gilt

jCj � qnPr
j=0

�n
j

�
(q � 1)j

:

BeweisDie r-Kugeln um verschiedene Codeworte sind disjunkt,Br(a) \ Br(b) = ; 8a; b 2 C; a 6= b

nach Voraussetzung. Sei nuna 2 C beliebig. Dann hata genau�
n

j

�
(q � 1)j Nachbarnb mit d(a; b) = j;

da diej Fehlerstellen inf1; : : : ; ng auf
�n
j

�
Möglichkeiten wählbar und in jeder Fehlstelleq � 1 Werte

möglich sind. Also ist der Inhalt einer Kugel

jBr(a)j =
rX

j=0

�
n

j

�
(q � 1)j :

Da die (disjunkte!) Vereinigung aller Kugeln Teil vonAn ist, folgt��� [
a2C

Br(a)
��� = jCj rX

j=0

�
n

j

�
(q � 1)j � jAnj = qn:
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Wenn dier-Kugeln einesr-fehlerkorrigierenden CodesAn lückenlosüberdecken, nennt man den

Coder � perfekt ()
[
a2C

Br(a) = An:

Beispiel:Einfacher Wiederholungs-Code,A = f0; 1g mit n = 2r+1: Es giltC = f0 : : : 0; 1 : : : 1g, also

jCj = 2 undd(C) = n = 2r + 1. Aus Satz3.4 folgt

rX
j=0

�
n

j

�
(2� 1)j =

rX
j=0

�
2r + 1

j

�
= 22r = 2n�1

der Code ist alsor-perfekt. Interessantere Beispiele folgen hier:

Lineare Codes

Entscheidend bei der Konstruktion sind algebraische Strukturen, daher sei das AlphabetA = K :=

GF (q) ein Körper, wobeijKj = q Primzahlpotenz ist. Dann ist die Menge dern-WorteAn = Kn ein

K-Vektorraum. Jeder lineare UnterraumC � Kn heißt linearer Code, genauer linearer(n;m)-Code,

wenn dimC = m. Wegen der Linearit¨at vereinfachen sich die Aussagen zur Distanz:

d(a; b) = g(b � a); g(w) := jfi : wi 6= 0gj Gewicht vonw;

d(C) = minfg(a) : a 2 C; a 6= 0g:

Die Hilfsmittel aus der Linearen Algebra f¨uhren auf folgende Begriffe (Wortea 2 Kn als Zeilenvekto-

ren):

Defin. 3.2 Es seiC � Kn ein linearer(n;m)-Code. Einem�n-Matrix G, deren Zeilen eine Basis von

C bilden, heißtGeneratormatrixdes CodesC. Der duale Codewird definiert durch

C? := fw 2 Kn : 0 = wcT =: w � c8c 2 Cg:

Jeden� (n�m) Matrix H, deren Spalten eine Basis des dualen CodesC? bilden, heißtKontrollmatrix

vonC.

Bedeutung:Bei Empfang eines Zeichensz 2 Kn ist es die erste Aufgabe, dessen Unversehrtheit zu

prüfen. Dazu dient dieKontrollmatrix. Da gilt

a 2 C () a ? C? () aH = 0;

kann die Unversehrtheit vonz anhand der FragezH = 0? überprüft werden.

JedeGeneratormatrixG kann zur Codierung dienen. Wenn die Nachricht im AlphabetX = Km vor-

liegt, ist die Abbildung

c :

(
Km ! C

w 7! wG
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eine lineare Codierung. Es existieren verschiedene Generatormatrizen (Basen) f¨ur C. Der Übergang zu

einer anderen Generatormatrix vonC entspricht einer Umcodierung, d.h., einem Basiswechsel, im Aus-

gangsraumX. Der Zusammenhang zwischen der Generator- und Kontrollmatrix eines Codes ist auch

einfach:

a 2 C () f9w 2 Km : wG = ag () aH = wGH = 0;

Also sindG undH gekoppelt durch die Bedingung

GH = 0 2 Km�(n�m): (3.2)

Bei allgemeinen Codes ist zurDecodierung, also zur Rekonstruktion einer Nachrichtw aus einem Co-

deworta das lineare Gleichungssystem

wG = a zu lösen:

Eine Generatormatrix heißtsystematisch, wennG = (Im; G
0) ist mitG0 2 Km�k, k = n�m. Dann hat

die Codierung f¨urw 2 Km die Form

c(w) = wG = (w;wG0);

d.h., die Codierung besteht aus der Nachrichtw undk = n�m Kontroll-/PrüfzeichenwG0. Die Lösung

eines Gleichungssystems entf¨allt, es istw = (a1; : : : ; am). Auch die Kontrollmatrix ist einfach aufge-

baut:

H =

��G0
Ik

�
;

denn es giltGH = �ImG0 +G0Ik = 0.

Beispiel:Der binäre(n; n� 1) Paritätscode hat (inGF (2): �1 = 1) die

GeneratormatrixG =

0@ 1 0 1
.. .

...

0 1 1

1A ; KontrollmatrixH =

0@ 1
...

1

1A 2 Kn�1:

Bei Konstruktion und Existenzfragen linearer Codes hilft folgender Satz. Wegen der linearen Struktur

vonC braucht man im Beweis oBdA nur die St¨orung des Null-Wortes zu betrachten.

Satz 3.5 Ein (n;m)-CodeC � Kn mit d(C) � r+1 existiert genau dann, wenn es eine Kontrollmatrix

H 2 Kn�k; k = n�m, gibt so, daßje r Zeilen vonH linear unabḧangig sind.

BeweisZu zeigen ist, daßg(a) � r + 1 gilt f ür jede nichttriviale L¨osung vonaH = 0.

‘)’ Es seienui; i = 1; : : : ; n die Zeilen vonH. Dann gilt

a = (a1; : : : ; an) 2 C () 0 = aH = a1u1 + : : : + anun:

Wenn nunr linear abhängige Zeilenui1 ; : : : ; uir von H existierten, d.h., auch ein nichttriviales Wort

(bi1 ; : : : ; bir) 6= 0 mit bi1ui1 + : : : + biruir = 0, könnte dieses durch die Setzungbj := 0 für j =2
fi1; : : : ; irg zu einem Wortb 2 Kn ergänzt werden. F¨ur dieses giltbH = 0, alsob 2 C, aberg(b) � r,
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alsod(C) � r (Widerspruch).

‘(’ Wenn je r Zeilen vonH linear unabh¨angig sind, gilt für alle Indexmengenfi1; : : : ; irg � N die

Implikation

ai1ui1 + : : :+ airuir = 0) ai1 = : : : = air = 0:

Also gilt für a 2 C mit g(a) � r undaH = 0 aucha = 0.

Bemerkung:In dieser Vorlesung wird nicht allgemein auf die Frage eingegangen, wie bei einemr-

fehlerkorrigierenden Code zu einem verf¨alschten Wortz 2 Kn mit 0 < g(zH) � r das nächstgelegene

Wort a 2 C rekonstruiert wird. Dazu m¨ussen die m¨oglichen Worte mit demSyndromy := zH 6= 0

betrachtet werden.

Korrolar : Der (n;m)-CodeC seir-fehlererkennend) r � k = n�m, dad(C) � k + 1.

BeweisDie Zeilen der Kontrollmatrix sindk-Vektoren. Da h¨ochstenk linear unabh¨angige existieren,

folgt aus Satz3.5d(C) � k + 1, der Code erkennt h¨ochstensk Fehler.

Also: Zur Erkennung vonr Fehlern sind mindestensr Prüfzeichen erforderlich.

Beispiel:Hamming-Codes sind1-perfekte Codes ¨uberK = GF (q), d.h., es giltd(C) = r + 1 = 3.

Nach dem Korollar istk = n�m � r = 2 erforderlich. Nach Satz3.5müssen in der Kontrollmatrix je

r = 2 Zeilen lin.unabh. sein, d.h., nicht Vielfache anderer. Zun¨achst gibt esqk � 1 nichttriviale Zeilen,

von denen jedeq � 1 nichttriviale Vielfache hat. Daher gibt es

qk � 1

q � 1
= 1 + q + : : :+ qk�1

mögliche Zeilen vonH, und es folgtn � (qk � 1)=(q � 1).

Bei Gleichheit,n = (qk � 1)=(q � 1) = m+ k, ist der Code dann 1-perfekt, da die Hamming-Schranke

aus Satz3.4angenommen wird:

qn

jCj =
qn

qm
= qk = 1 +

qk � 1

q � 1
(q � 1) = 1 + n(q � 1) =

1X
j=0

�
n

j

�
(q � 1)j :

Für q = 2; k = 3 undn = (23�1)=(2�1) =

7 hat die Kontrollmatrix die rechts gezeig-

te Gestalt. Dieser Code ist auch systematisch

mit G = (I4; G
0). Die BedingungaH = 0

entspricht der Bedingung, daß in jedem der

3 gezeigten Kreise die Komponentensumme

gerade ist. Zahlen in den Kreisen: Indizes.

H =

0BBBBBBBBBB@

1 1 0

0 1 1

1 0 1

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCCCCCCCCA
=

�
G0

I3

� &%
'$
&%
'$

&%
'$
5

7

4
6

3 2

1

Fehlerbehandlung:Der Code kann einen Fehler korrigieren. Dessen Position kann, z.B., aus den betrof-

fenen Kreisen rekonstruiert werden. Bei St¨orung etwa vona1 ! z1 sind die beiden oberen Kreise be-

troffen. Bei einer geeigneten Vertauschung der Indizes gibt das SyndromzH als Binärwort die Position

des gest¨orten Zeichens an.
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Codes mit speziellen Zielsetzungen:

� Zyklische Codes:Bei diesen sind mit jedem Worta = (a1; : : : ; an) 2 C auch alle zyklisch rotier-

ten, z.B.,(a2; : : : ; an; a1) 2 C Codeworte. Ihr Vorteil ist, daß die De-/Codierung einfach und mit

schneller Hardware (Schieberegister� Differenzengleichung) durchf¨uhrbar und eine Analyse im

PolynomringZ2[x] möglich ist.

� Fehlerb̈undel(burst): Starke St¨orungen (Blitz, Schaltvorgang, Kratzer auf CD) betreffen oft meh-

rere aufeinanderfolgende Zeichen (Bit). Das Sicherheitsniveau gegen solche St¨orungen kann durch

Codes ¨uberK = GF (q) mit q > 2 verbessert werden. Zur Codierung von CDs wird, z.B., folgen-

der Code verwendet.

Reed-Solomon-CodëuberGF (q): Sei

K = GF (q) = f0; 1; z2; : : : ; zq�1g; (z0 = 0; z1 = 1):

Die Kontrollmatrix wird definiert durch

H =

0BBBBBBBB@

0 0 0 : : : 1

1 0 0 : : : 0

1 1 1 : : : 1

1 z2 z22 : : : zk�12
...

...

1 zq�1 z2q�1 : : : zk�1q�1

1CCCCCCCCA
=

�
0 0 : : : 0 1

(zji )
q�1;k�1
i;j=0

�
2 K(q+1)�k

Hier steht unterhalb der nullten Zeile eineVandermonde-Matrix,daher sind jek Zeilen linear

unabhängig und nach Satz3.5 ist d(C) = k+1, der Code istk-fehlererkennend. Dieser(n;m) =

(q + 1; q + 1� k)-Code hat den Informationsgehalt

m

n
=
q + 1� k

q + 1
= 1� k

q + 1
:

Speziell für q = 2` hat der RS-Code eine gr¨oßere Korrekturf¨ahigkeit gegen Fehlerb¨undel als ein

Binärcode der L¨ange`n. Als Beispiel seiq = 28, n = 257, der Code seir-korrigierend, d.h.

k = 2r. Ein Codewort(a1; : : : ; a257) 2 C kann mit8n = 2056 Bit codiert werden (induzierter

BinärcodeC�). Fehler in� 8r � 7 (z.B. 33) aufeinanderfolgenden Bits betreffen h¨ochstenr Byte

(im Beispielr = 5)
xxxx xxxx xxxx xxxx x

und können daher korrigiert werden mit8k = 16r Prüf-Bit (im Zahlbeispiel8k = 80). Für einen

reinen BinärcodeB mit 8n Stellen, der8r� 7 = 33 (dann aber beliebig verteilte) Fehler korrigie-

ren könnte, gilt nach der Hammingschranke (Satz3.4) im Beispiel

28n

jBj �
8r�7X
j=0

�
2056

j

�
�
�
2056

33

�
� (2024)33

33!
> 2239:

Dieser Binärcode ben¨otigt also mehr als 239 Pr¨ufbit gegen¨uber den 80 Pr¨ufbit des Reed-Solomon-

Codes.
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3.3 Kryptographie, Asymmetrische Verfahren

Die Zielsetzung ist der Austausch von Nachrichten zwischen PersonenA (Alice) undB (Bob) über eine

öffentliche Verbindung so, daß Dritte den Inhalt nicht verstehen. Die Codierung der Nachricht ist wieder

eine injektive (hier i.a. bijektive) Abbildungc : X ! Y auf der Menge der NachrichtenX. Jetzt soll

aber für Dritte die Decodierungc�1 =: d nicht möglich sein. Oft wählt manc aus einer bestimmten

Klasse von Funktionen, die von Parametern abh¨angt. Diese Parameter werden dannSchl̈usselgenannt.

SymmetrischeVerfahren (klassisch): AbsenderA und EmpfängerB treffen eine geheime Absprache

über beide Funktionenc und d (Vorbedingung:sicherer Schl̈usselaustausch).

A

geheim
dA -

@@R cA - dA

B

���

geheim

Beispiel Substitutions-Code: Die Nachrichten sind Worte ¨uber einem AlphabetA (Bits, Buchstaben,

Zeichen-Gruppen), alsoX = An. Zur Codierung wird jedes Zeichen durch ein anderes ersetzt, d.h.,c

hat mit Substitutionenci : A! A die Form

c : x = (x1; : : : ; xn) 7! (c1(x1); c2(x2); : : : ; cn(xn)):

Einfache Variante:ci(x) = (x+ ai)modjAj, Addition (zyklische) eines Schl¨usselbegriffs(a1; : : : ; an).

Beim SchlüsselwortAPRIL und Addition modulo 27:

DISKR ETE-M ATHEM ATIK

APRIL APRIL APRIL APRI

EYKDC ..... ..... ....

In der gezeigten Variante ist das Verfahren unsicher, da der Schl¨ussel wiederholt wird () AT trifft zwei-

mal auf AP) und aus Klartext besteht (! Ansatz für Attacken). Umgekehrt ist das Verfahren beweisbar

sicher, wenn die Zeichen des Schl¨ussels statistisch ideal gleichverteilt sind und der Schl¨ussel nur ein-

mal verwendet wird (! Einmalschlüssel,one-time-pad). Das Verfahren basiert aber auf dem sicheren

Austausch der Schl¨ussel.

AsymmetrischeVerfahren (Diffie/Hellman 1976): Hier setzt man die Kenntnis vonEinweg-Funktionen

(Falltür-Funktionen)c voraus mit folgenden Eigenschaften

1. Die Auswertungc(x) der Codierungsfunktion f¨ur eine Nachrichtx 2 X ist effizient durchf¨uhrbar

(polynomieller Aufwand).

2. Aus Kenntnis einer geheimen Eigenschaft vonc kann die Decodierungsfunktiond = c�1 effizient

konstruiert und ausgewertet werden.

3. Bei Kenntnis der Abbildungc alleine istc�1 praktisch nicht berechenbar (Aufwand exponentiell).
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Beispiele von Einweg-Funktionen folgen sp¨ater, ihr Einsatz erm¨oglicht folgende Anwendungen:

� Sichere Kommunikation ohne sicheren Schl¨usselaustausch (public-key-Kryptosysteme): Jeder Teil-

nehmerA undB konstuiertsein pers̈onlichesPaarcA; dA bzw.cB ; dB an Abbildungen und schickt

nur die Beschreibung vonc an den anderen (d.h.,A veröffentlicht cA, hält dA geheim). Nun kann

B seine NachrichtxB verschlüsselt alscA(xB) anA senden und nurA kann diese mitdA lesen,

umgekehrt schicktA die NachrichtxA alscB(xA) anB.

A
dA

geheim
XXXXXz

�

cB -

cA�

dB

B
���

PP
PPi geheim

� Digitale Unterschrift, - Ausweis:A kann durch die Kenntnis vondA seine Identit¨at nachweisen,

indem er eine beliebige Nachrichtz mit dA codiert und das Paar(z; dA(z)) anB schickt.B prüft

die Korrektheit durch Anwendung der bekannten AbbildungcA = d�1A . Zur Absicherung gegen

das Kopieren alter Nachweise kannz aus der zu signierenden Nachricht gebildet (Unterschrift)

oder vonB anA geschickt werden (Ausweis).

A
dA

geheim

@@R -

z�z

cA
-

B

OK

Spezielle EinwegfunktionenDie gängigen Verfahren operieren in RestklassenringenZm, da diese Struk-

turen sehr gut untersucht sind. Zur Absicherung verwendet man dabei sehr große Zahlenm (> 10200),

interpretiert Nachrichten also als Zahlen mitn > 200 Dezimalstellen.

Diskreter LogarithmusBei nichtlinearen Abbildungenc sind die Auswertungen vonc und c�1 oft von

unterschiedlicher Komplexit¨at, z.B., bei Exponentiation und Wurzel- bzw. Logarithmus-Berechnung. Es

seip 2 P, a 2 Zp; a 6= 1; und

expa : x 7! y � ax (modp); x 2 Zp:

Die Exponentialfunktionexpa : Zp! Zp ist aber i.a. nicht injektiv. Nach dem Satz3.2von Fermat gilt

für jedesa 2 Zp
ap�1 � 1 (modp):

Eine Zahla, für dieap�1 die erstePotenz mit Divisionsrest 1 ist, heißtPrimitvwurzelmodulop:

a Primitvwurzel modulop :() fax � 1 (modp); x 2 N ) x � p� 1g:

Für diesen Fall ist die Abbildungexpa : x 7! ax (modp) tatsächlich bijektiv auff1; : : : ; p � 1g und

damit umkehrbar (d.h., eine Permutation). Die Umkehrung heißtdiskreter Logarithmus. Die Anzahl der

Primitivwurzeln ist gleich der Anzahl der zup� 1 teilerfremden Zahlen� p� 1.

Beispiel:p = 11, Primitivwurzeln sinda = 2; 6; 7; 8. Für a = 7 etwa ist die Folge(7i (modp) : 1 � i �
10) = (7; 5; 2; 3; 10; 4; 6; 9; 8; 1).
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Man kennt bisher keinen polynomiellen Algorithmus zur Berechnung des diskreten Logarithmus (aktu-

elle Abschätzung:O(exp(C[n1=3(logn)2=3]); n = log p), daher ist Bedingung 3 f¨ur Einwegfunktionen

erfüllt. Auch die erste Bedingung wird eingehalten, da der Aufwand f¨ur die Auswertung der Exponenti-

alfunktion i.w. nur quadratisch mit der Stellenzahl w¨achst (Satz3.6). Zunächst wird die Abwicklung der

Kommunikation besprochen.

DasEl-Gamal-Verfahrenbasiert auf der Sicherheit des diskreten Logarithmus.

Öffentlich bekannt: (große) Primzahlp und Primitivwurzela modulop.

NutzerA wählt: r < p� 1 geheim, ver¨offentlicht seinen Schl¨ussels � ar (modp)

NutzerB übermitteltxB: wähltk < p� 1 zufällig, hältK � sk (modp) geheim,

sendetw :� ak (modp) undy :� Kxb (modp).

Nur NutzerA weiß: K � sk (modp) � ark (modp) � wr (modp);

entschlüsselt durch Divisionxb � (y=K) (modp).

K hat hier die Funktion eines geheimen Einmalschl¨ussels. Ohne Kenntnis vonr müßte der Logarithmus

von s oderw berechnet werden, was in dem genannten Gr¨oßenbereich aber undurchf¨uhrbar ist. Zur

Auswertung der Exponentialfunktion selbst gibt es aber ein einfaches Verfahren.

Satz 3.6 Es seienm; k 2 N. Die Berechnung vonmk erfordert ḧochstens2dlog2 ke Multiplikationen,

für k = 2n genaun = log2 k Multiplikationen.

Beweisa) Beik = 2n erfordertn-faches Quadrierenn = log2 k Multiplikationen:

mk = m2n =
�
m2n�1

�2
:

b) Allgemein seik =
Pn

j=0 bj2
j , bj 2 f0; 1g; die Binärdarstellung vonk. Dann gilt

mk = m
P

bj2
j

=
nY
j=0

mbj2
j

=
Y
bj=1

m2j :

Parallel zur Berechnung vonm2; : : : ;m2n benötigt so die vonmk maximaln weitere Multiplikationen.

Da jede Multiplikation (modulop) von n-stelligen ZahlenO(n2) Ziffern-Operationen kostet, werden

insgesamtO(n3) Ziffern-Operationen f¨ur mk (modp) benötigt, wennp (undm; k < p) höchstensn

Stellen haben.

DasRSA-Verfahren(Rivest, Shamir, Adleman) basiert auf der Schwierigkeit der Faktorisierung großer

Zahlen. Zur Ver- und Entschl¨usselung wird auch hier die Potenzierung verwendet. Der ¨offentliche Schl¨ussel

besteht aus der (großen) Basism und dem Exponentens, ein geheimer Exponentg dient zur Entschl¨usse-

lung. Also ist mitx; y 2 Zm

c : x 7! y � xs (modm); (3.3)

d : y 7! x � yg (modm):
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Hintergründe:

— Die Basism ist Produkt von zwei (geheimen) Primzahlenp; q 2 P: m = pq.

— Für die Exponentens; g gilt 1 � s; g � r := (p� 1)(q � 1) und

sg � 1 (modr):

Dann sinds; g teilerfremd zur und geh¨oren zu zueinander inversen Abbildungenc undd:

Satz 3.7 Es seim = pq, p; q 2 P undsg � 1 (modr), s; g < r := (p� 1)(q � 1). Dann gilt

xsg � x (modm) 8x 2 Zm:

BeweisNach Satz3.2(Fermat) gelten f¨urx 62 f0; p; qg jeweilsxp�1 � 1(modp) undxq�1 � 1(modq).

Mit sg = 1 + kr = 1 + k(p� 1)(q � 1); k 2 N, folgt

xsg = x � (xp�1)k(q�1) � x � 1 (modp):

Analog gilt xsg � x(modq). Daher gibt es Faktorena1; a2; a3 2 Z mit xsg � x = a1p = a2q, also

xsg � x = a3pq. Dies gilt auch für x = p; q.

Konstruktion: Jede Primzahlg > maxfp; qg ist teilerfremd zur. Denöffentlichen Schl¨ussels berechnet

man dazu mit dem euklidschen Algorithmus f¨ur ggT (g; r) (Wert ist 1), der die Faktorens; k in der

Darstellung1 = sg + kr liefert, vgl. Beispiel.

Beispiel:p = 47; q = 59;m = pq = 2773, r = 46 � 58 = 2668. Wähleg = 157 2 P.

Euklid zuggT (2668; 157) :

(
2668 = 16 � 157 + 156 ;

157 = 1 � 156 + 1 ;

) 1 = 157� 1 � 156 = 157 � 1 � (2668 � 16 � 157) = 17 � 157� 1 � 2668, d.h.,s = 17.

Codierung: Buchstaben werden dezimal codiert,= 00; A = 01; : : : ; Z = 26 und je zwei Zeichen zu

einer Dezimalzahl� 2626 < m zusammengefaßt:

Text: KO MM E MO RG EN

Codierung: 1115 1313 0500 1315 1807 0514

Kryptogramm: 1379 2395 1655 0422 0482 1643

Attacken:Eine Entschl¨usselung ist m¨oglich, wenn die Faktorenp undq vonm berechnet werden k¨onnen.

Wenn allerdings die Faktoren ungef¨ahr gleich groß (> 10100) sind, sich aber doch um einige Zehnerpo-

tenzen unterscheiden, ist diese Faktorisierung aber ¨ahnlich aufwendig wie die Berechnung des diskreten

Logarithmus. Bei ung¨unstiger Wahl der Wertep; q; g kann man die Nachricht aber auch ohne Kenntnis

vonp; q entschlüsseln. Denn zu jeder Nachrichtx = c�1(y) gibt es einen Indexk so, daß die mehrfache

Anwendungck(y) = c(� � � c(y) � � �) der Codierfunktion (3.3) die Nachrichtx = c�1(y) = ck+1(x) auf-

deckt, dieser Index sollte daher große Wert haben. Z.B. gilt im obigen Zahlbeispiel mity = 1787 wieder

c4(y) = y, daher warc3(y) = 0518 die Nachricht.
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Wenn solche F¨alle ausgeschlossen werden, geht man bisher davon aus, daß die Faktorisierung vonm

auch erforderlich ist, um das RSA-System zu brechen. Die Auswahl ‘guter’ ¨offentlicher Schl¨ussel ist

daher eine weitere Aufgabe von Trust-Centern.

Abschließende Bemerkungen:

� Das RSA-Verfahren ist f¨ur viele Anwendungen zu aufwendig und wird daher oft nur zum sicheren

Austausch von Schl¨usseln für klassische Verfahren verwendet. In der Praxis wird h¨aufiger das El-Gamal-

Verfahren eingesetzt, z.B., beruht das digitale Unterschriftsverfahren DSA der amerikanischen Norm-

behörde NIST darauf.

� Bei der Absicherung von Kommunikation darf man sich nicht nur auf die Sicherheit der kryptographi-

schen Methoden verlassen, sondern muß die gesamte Abwicklung der Kommunikation (Protokoll) mit

einbeziehen. Z.B. ist auch bei asymmetrischen Methoden eine reine bilaterale Verbindung nicht sicher,

nur der Schl¨usselaustausch ¨uber eine Treuhandstelle (Trust-Center) verhindert die Attacke durch eine

dritte PersonC, die eine direkte Verbindung zwischenA undB vortäuscht,

A  ! C  ! B

tatsächlich aber die zwischenA undB ausgetauschten Schl¨ussel durch eigene ersetzt.

� Die Abschätzung der Sicherheit einzelner Verfahren ist sehr schwierig, wenn sie auf Einsch¨atzungen

über die (jetzigen und zuk¨unftigen) Fähigkeiten Dritter basiert, da diese in der Regel geheim gehalten

werden. So war wahrscheinlich das Prinzip der Einwegverfahren verschiedenen Geheimdiensten schon

lange bekannt. Auch die Angaben ¨uber die Sicherheit des RSA-Verfahrens m¨ussen laufend nach unten

korrigiert werden (vgl. Links auf DiMa-Seite).



52

Teil C

Graphen & Bäume

4 Graphentheorie

Viele Fragestellungen, in denen unregelm¨aßige Beziehungen zwischen Objekten oder Zust¨anden auftre-

ten, können abstrakt als Probleme in Graphen interpretiert und behandelt werden. Bei Computeranwen-

dungen ist dies, z. B., dann angebracht, wenn komplexe, dynamische Datenstrukturen (Zeiger) eingesetzt

werden. Auch durch die Verwendung von Diagrammen zur Veranschaulichung von Beziehungen (Rela-

tionen) werden Graphen benutzt.

Klassische Beispiele:

1. Eulers Königsberger Br¨uckenproblem (1736): Gibt es einen Rundgang, der alle sieben Br¨ucken

genau einmal benutzt (Euler-Zug)? Situation als Graph:

����2

@
@

�
�

@
@

�
�

����4

����1
��

����3

@@

2. Schaltkreis-Netzwerke (Kirchhoff, 1847)

3. Kohlenwasserstoff-Isomere (Cayley, 1857)C2nH2n+2:

Bäume für Butan: r r r r und Isobutan: r r rr
4. Problem des Handlungsreisenden (Hamilton 1859)

5. Vierfarbenproblem (Morgan 1852, bewiesen 197?): Landkarten! Graphen

4.1 Bezeichnungen

Defin. 4.1 Ein GraphG = G(P;L) besteht aus einer MengeP = P (G) von Ecken(Punkten) und

L = L(G) � �
P
2

�
von 2-Mengenfu; vg; u; v 2 P; u 6= v, die Kanten (Linien) heißen. Bei einem

gerichteten Graphen(Digraph) istL � P � P , Kanten sind Paare(u; v); u; v 2 P; u 6= v.

Erläuterungen:

� Diese Definition entspricht der eines schlichten Graphen und schließt Schlingenfu; ug und Mehr-

fachkanten wie in Eulers Br¨uckenproblem aus (! Multigraph).
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� Die Menge der KantenL kann als eine Relation aufP inter-

pretiert werden (symmetrisch bei ungerichteten Graphen), um-

gekehrt definiert jede (un)symmetrische Relation aufP einen

(Di)Graphen.

Z.B.P = N und Teilbarkeitsrelation:

q2q3
q4 q5 q
6 q7 q8 q9

q10

/

�
N

~
?

R

-

� Zur graphischen Darstellung von Graphen zeichnet man Ecken als Punkte, evtl. mit Bezeichnung,

und verbindet diese bei
ungerichteten Kantenfu; vg durch Linien q qu v

gerichteten Kanten(u; v) in Digraphen durch Pfeile q q-u v

Spezielle einfache Graphen:

� Vollständiger GraphKn: jP j = n, L =
�P
2

�
, jLj = �n

2

�
.

K1r K2r r K3

�
��

A
AA

K4

�
��@
@@

� Hyperwürfel Qn: jP j = 2n, die Ecken sind alsn-WorteüberA := f0; 1g interpretierbar, mit der

Hamming-Distanzd istL = ffu; vg : u; v 2 An; d(u; v) = 1g ) jLj = n2n�1.

Q0r Q1r r Q2 Q3
�� ��

�� ��

� Petersen-Graph,jP j = 10, jLj = 15, verschiedene Darstellungen(!):

q q q q
q q q qq q

Da es jeweils viele unterschiedliche graphische Darstellungen des gleichen Graphen gibt, ist es ein wich-

tiges Problem, zu entscheiden, ob zwei Graphen ”gleich”, d.h., isomorph sind.

Begriffe I bei GraphenG(P;L), Kanten werden ab jetzt ohne Klammern geschrieben:
Ordnung vonG ist jP j
Größe vonG ist jLj
Teilgraph Ein GraphG0(P 0; L0) ist Teilgraph vonG(P;L), wennP 0 � P , L0 � L ist.G0 heißt

vonP 0 induzierterTeilgraph, wennL0 = L \ �P 0

2

�
.

Isomorphie G(P;L) �= G0(P 0; L0), wenn eine Bijektionf : P ! P 0 existiert mituv 2 L ()
f(u)f(v) 2 L0

Weg ist eine FolgeWn = (u1; u2; : : : ; un) von verschiedenen Eckenui 2 P mit uiui+1 2
L 8i = 1; : : : ; n� 1. Länge des Wegs istn� 1= Anzahl der Kanten

Kreis (Zyklus) ist ein geschlossener WegZn = (u1; u2; : : : ; un) mit unu1 2 L; die Länge

des Kreises istn

Abstand d(u; v) von Eckenu; v 2 P ist die Länge des k¨urzesten Wegsu $ v; speziell wird

gesetztd(u; u) := 0, sowied(u; v) :=1, wenn kein Wegu$ v existiert
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Durchmesser vonG: D(G) := maxfd(u; v) : u; v 2 Pg.
Nachbarn Knotenu; v 2 P heißen benachbart (adjazent)() uv 2 L; die Kanteuv heißt

inzidentzuu undv; u,v sind End-Ecken vonuv.

Ecken-Grad seiN(u) die Menge der Nachbarn vonu 2 P , dann heißtg(u) := jN(u)j Grad von

u. Eine Eckeu heißtisoliert, wenng(u) = 0.

Beispiel:

� Teilgraph, die Graph-Eigenschaft wird beiG0 vorausgesetzt, z.B.

G = r r
r r
�
��@
@@

G0 = r r
r

�
�� vonP 0 induziert:r r

r
�
��

� Isomorphie:

G = r r
r r1 2

3 4�
��@
@@

G0 = r r
b c

a

d�
�
�

@
@

@
r

��
�

HH
Hr

L = f12; 13; 14; 23; 24; 34g, L0 = fab; ac; ad; bc; bd; cdg. Beide Graphen sind isomorph mit

f(1) = a; f(2) = b; f(3) = c; f(4) = d

� Weg, Kreis, Straßenverbindungen um Marburg:

MR�GI �BU ist ein Weg,MR�GI �WZ �HE ein Kreis:

s s s
s s
s
�
��

HE MR AL

WZ GI

BU

� Abstand, Durchmesser:d(MR;BU) = 2, der Durchmesser des Straßengraphen istD(G) = 3 =

d(HE;BU).

� Nachbarn, Eckengrad, im Straßengraphen:

u MR AL GI

N(u) fHE;GI;ALg fMR;GIg fMR;AL;BU;WZg
g(u) 3 2 4

Der Vergleich der Eckengrade von zwei Graphen ist ein einfacher Test auf Nicht-Isomorphie. Bei

Anwendung einer Bijektion bleiben die Eckengrade aller Ecken gleich und auch die Eckengrade

der End-Ecken jeder Kante:

G
�
�

�
�@

@

@
@

HHHH

HHHH

?�=
�
�

�
�@

@

@
@

��
��

HHHH
G0

Die Eckengrade sind in beiden Graphen3; 3; 3; 3; 4; 4; 4; 4, allerdings treten nur inG0 Kanten mit

2 End-Ecken vom Grad3 auf.

Satz 4.1 Für jeden GraphG(P;L) gilt X
u2P

g(u) = 2jLj:
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BeweisZu jeder Kantek = ab 2 L werden die beiden Paare(a; k) und(b; k) gebildet. Die Gesamtzahl

dieser Paare ist2jLj (Zählungüberk 2 L). Die Anzahl aller Paare(u; k) mit u = a ist jN(a)j = g(a).

Bei Summation ¨uber alle Ecken ergibt sich der gleiche Summenwert2jLj.
Korollar Die Anzahl der Ecken ungeraden Grades in einem Graphen ist gerade.

BeweisDa die Gradsumme in Satz4.1gerade ist, gilt bei Summation modulo 2 also0 �Pu2P g(u)(mod2).

Daher tritt eine gerade Anzahl von Summanden� 1(mod2) auf.

Für Graphen mit konstantem Eckengradr = g(u)8u 2 P (sogen.r-regul̈are Graphen, etwa die

vollständigen mitr = n� 1) gilt daherX
u2P

g(u) = rjP j = 2jLj:

Bei den schon betrachteten Beispielen war beiKn die OrdnungjP j = n, r = n � 1 und daherjLj =
n(n� 1)=2 und beiQn war jP j = 2n, r = n, alsojLj = n2n�1.

4.2 Darstellung von Graphen

Zur Handhabung von ‘d¨unnen’ Graphen (mitjLj � jP j2=2) in Algorithmen sind in der Regel dynami-

sche Speicher-Strukturen angebracht (Zeiger, Index-Zugriff auf Felder). Die vollst¨andige Speicherung

der jetzt eingef¨uhrten Matrizen ist daher selten sinnvoll. Die folgenden Begriffe machen aber durch die

Querverbindung zur Linearen Algebra viele Hilfsmittel verf¨ugbar.

Defin. 4.2 SeiG(P;L) ein Graph mitP = fu1; : : : ; ung undL = fk1; : : : ; kmg. Man definiert dazu die

Adjazenzmatrix A = (aij) 2 Nn�n0 ; aij =

(
1 wennuiuj 2 L
0 sonst

Inzidenzmatrix B = (bij) 2 Nn�m0 ; bij =

(
1 wennui 2 kj
0 sonst

Beispiel:Ungerichteter Graph mitn = 5, m = 6, L = fa; b; c; d; e; fg.

A =

0
BBBBB@

: 1 1 : :

1 : : 1 :

1 : : 1 1

: 1 1 : 1

: : 1 1 :

1
CCCCCA

2

2

3

3

2

9>>>>>>=
>>>>>>;

Zeilen-

summen

=

Ecken-

grade r
r
r
r�� @@
r

1 2

3 4

5

a

b c
d

e f

B =

0
BBBBB@

1 1 : : : :

1 : 1 : : :

: 1 : 1 1 :

: : 1 1 : 1

: : : : 1 1

1
CCCCCA
; BBT =

0
BBBBB@

2 1 1 : :

1 2 : 1 :

1 : 3 1 1

: 1 1 3 1

: : 1 1 2

1
CCCCCA
:

Die Gestalt der Matrizen h¨angt noch von der Numerierung von Ecken (und Kanten) ab.
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Satz 4.2 Es seiG(P;L) ein Graph mitP = fu; : : : ; ung; jLj = m, A die Adjazenz- undB die Inzi-

denzmatrix. Dann gilt:

a) A = AT; aii = 0 8i = 1; : : : ; n:

b)
nX
j=1

aij =

mX
j=1

bij = g(ui)8i;
nX
i=1

bij = 28j

nX
i;j=1

aij =

nX
i=1

mX
j=1

bij = 2m = 2jLj:

c) A = BBT � diag(g(u1); : : : ; g(un)):

d) Es seiAk =: (a
(k)
ij )i;j ; k 2 N. Dann ista(k)ij die Anzahl derui unduj verbindenden Kantenzüge

(ui0 ; : : : ; uik) der Längek, mitui0 = ui, uik = uj , uil�1uil 2 L, l = 1; : : : ; k.

In der letzten Aussage k¨onnen Kanten und Ecken mehrfach auftreten, z.B., gilta
(2)
ii = g(ui).

BeweisDa Elemente vonA undB in f0; 1g liegen, entsprechen Summationen Abz¨ahlungen.

a) Trivial: Die Symmetrieaij = aji gilt bei ungerichteten Graphen, und da Schlingen verboten sind, ist

aii = 0.

b) Für die Summen gilt

nX
j=1

aij = jfuj : uiuj 2 Lgj = g(ui); Anzahl Nachbarn;

mX
j=1

bij = jfq 2 L : ui 2 qgj = g(ui); Anzahl der Kanten mitui;

nX
i=1

bij = 2; jede Kante hat 2 Endpunkte.

Die restlichen Aussagen entsprechen denen aus Satz4.1.

c) Mit den Einheitsvektorenei bekommt man die Matrixelementeaij = eTi Aej im Fall

i 6= j : eTi BB
Tej =

mX
l=1

bilbjl = jfl : bil 6= 0 ^ bjl 6= 0gj = jfq 2 L : ui 2 q ^ uj 2 qgj = aij ;

i = j : eTi BB
Tei =

mX
l=1

b2il =

mX
l=1

bil = g(ui); vgl. b).

d) Induktiv, für k = 1 ist natürlich aij = a
(k)
ij . Schrittk ! k + 1:

a
(k+1)
ij = eTi A

k+1ej = eTi A � Akej =

nX
l=1

aila
(k)
lj =

X
ail 6=0

a
(k)
lj =

X
ul2N(ui)

a
(k)
lj : (4.1)

Der letzte Ausdruck summiert die Anzahl aller Kantenz¨uge der Längek, die vonNachbarnvonui nach

uj gehen. Dies ist aber die Anzahl der Kantenz¨ugeui $ uj mit Längek + 1.



4 GRAPHENTHEORIE 57

SpezialfallBipartite Graphen

Ein GraphG(P;L) heißtbipartit, wenn gilt

P = S + T (d.h.S \ T = ;) undfuv 2 L) u 2 S; v 2 Tg:

Alle Kanten verbindenS undT , es gibt keine Kanten innerhalb

vonS oderT .

Solche Graphen treten bei Zuordnungsproblemen auf, z.B., mit

PersonenS = fa; b; cg und AufgabenT :

1 2 3

����
��r

@@��
BB��

r
@@��
BB��

r
@@��
BB��a b c

Für jSj = n1, jT j = n2 wird mitKn1;n2 der vollstängige bipartite Graph

mit jLj = n1n2 Kanten bezeichnet.
K3;3

Kompakte Matrix-Darstellung bipartiter Graphen mitS = (u1; : : : ; un1), T = (v1; : : : ; vn2):

D 2 Nn1�n20 ; dij =

(
1 wennuivj 2 L
0 sonst

Offensichtlich gilt (für i = 1; : : : ; n1, j = 1; : : : ; n2):

n2X
j=1

dij = g(ui);

n1X
i=1

dij = g(vj):

Durch Summation ¨uber alle dabei auftretenden Ecken f¨uhrt dies aufX
u2S

g(u) =
X
v2T

g(v):

Hintergrund: MitP := S + T , n = n1 + n2; hat die Adjazenzmatrix des Graphen die Struktur

A =

�
0 D

DT 0

�
:

Beispiel: s s s
s s

�
��

A
AA

�
�
��A

AA

S :

T :

1 2

3 4 5

A =

0
BBBBB@

: : 1 1 0

: : 1 0 1

1 1 : : :

1 0 : : :

0 1 : : :

1
CCCCCA

, D =

�
1 1 0

1 0 1

�
.

Satz 4.3 Ein GraphG mit n � 2 Ecken ist genau dann bipartit, wenn alle Kreise gerade Länge haben

(z.B., keine Kreise existieren).

Beweis‘)’ Sei G bipartit mitS = fuig undT = fvjg undZ = (z1; z2; : : : ; zm) ein Kreis der Länge

m mit z1 2 S (oBdA). DaG bipartit ist, folgtz2 2 T , z3 2 S und induktivz2k�1 2 S, z2k 2 T , k � 1.

Daher istm gerade.

’(’ Es seiu 2 P mit g(u) > 0 fest gewählt. Da alle Kreise gerade L¨ange besitzen, hat jeder Kreis
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Z = (u; z2; : : : ; z2k) gerade Länge2k, es seiz1 = u. Die beiden MengenT undS werden gebildet

durch die Einteilung

zi 2
(

S; i ungerade,

T; i gerade.

Es ist nun zu zeigen, dassS undT so wohldefiniert sind, d.h., dass diese Einteilung unabh¨angig vom

gewählten Kreis ist (Eigenschaftd(u; v) gerade isẗAquivalenzrelation). Gegenannahme:

Für v 2 P gebe es zwei Kreise

(z1 = u; z2; : : :); (y1 = u; y2; : : :) mit z2k�1 = v = y2l:

Dann könte aber aus beiden ein neuer Kreis(z1; z2; : : : ; z2k�1;
y2l�1; : : : ; y2) mit ungeraderLänge2k � 1 + 2l � 2 = 2(k + l) � 3

gebildet werden.W!

s��
A
A

s s
@
@ss s s��u v

y2 y3

z2 z3 z4

Die Einteilung betrifft nur Punkte, die vonu aus ‘erreichbar’ sind. Das Verfahren kann aber ohne Wider-

spruch (s.o) mit anderen Startpunkten wiederholt werden.

Im Beweis ergab sich sogar, daß alle Wege zwischen Ecken vonS (oderT ) gerade Länge haben.

Beispiel: Der Hyperwürfel Qn ist bipartit. Der Nullpunkt u =

(0; : : : ; 0) 2 Zn2 hat gerades Hamming-Gewicht, alle Nachbarn aber ein

ungerades Code-Gewicht. Einteilung:S = fa 2 Zn2 : gH(a) geradeg,
T = fa 2 Zn2 : gH(a) ungeradeg. �

�
�
��

�
�
�
��

�
�
�
��

�
�
�
��A

A
A
AA

A
A
A
AA

@
@
@
@@

@
@
@
@@

Q3

Begriffe II:

Zusammenhang G heißt zusammenh¨angend() 8u; v 2 P 9Wegu$ v, d.h.,D(G) <1
Komponenten die Eigenschaftd(u; v) < 1 (Erreichbarkeit) definiert einëAquivalenzrelation

aufP , Äquivalenzklassen heißen Komponenten vonG

Brücke eine Kante heißt Br¨ucke, wenn ihre Streichung die Zahl der Komponenten erh¨oht.

Wald zyklenfreier Graph

Baum zusammenh¨angender Wald

Gewichteter Graph, jede Kanteq 2 L hat ein Gewichtw(q), d.h., es ist eine ist eine Abbildung

w : L! R gegeben.

Beispiel:

� G ist nicht zusammenh¨angend, hat 2 Komponentenfa; b; ::; gg und

fh; ig. Erreichbarkeit (Transitivit¨at derÄquivalenzrelation):d(a; c) <

1; d(c; e) <1) d(a; e) � d(a; c) + d(c; e) <1.

q q q q qq q qA
AA
�
��q

a

b

c d f

e g i

h

� Die Kantencd undhi sind Brücken.

� Durch Entfernung vonbc undeg wird G zyklenfrei, also ein Wald mit

den beiden B¨aumenfa; b; ::; gg, fh; ig.
q q q q qq q qA
AAq

a

b

c d f

e g i

h

� Gewicht: In vielen Anwendungen kann man den Kanten Werte zuordnen, etwa Wegl¨angen, Kosten,
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Kapazitäten, etc. In einer Zeichnung schreibt man die Gewichtew(k) an die Kanten. Das Gewicht eines

Weges ist die Summe der Gewichte der auftretenden Kanten. Der Abstand zweier Punkte stimmt dann

mit dem Gewicht des k¨urzesten Wegs zwischen ihnen ¨uberein, wenn alle Kanten Gewicht 1 besitzen.

4.3 Die Transfer-Matrix-Methode

Mit Satz 4.2d können Abzählprobleme zur Anzahl von Kantenz¨ugen bestimmter L¨ange auf Matrix-

Multiplikationen zurückgeführt werden. Damit lassen sich auch kombinatorische Probleme l¨osen, die

komplexere Zusammenh¨ange als inx2.2 beschreiben, z.B., bei Zustandsdiagrammen von endlichen Au-

tomaten.

Man legt dabei am besten auch DigraphenG(P;L) zugrunde und pr¨azisiert die Definition derAdjazenz-

matrix dafür entsprechend,aij 2 f0; 1g,

aij = 1 () (ui; uj) 2 L; r r-
ui uj

i; j = 1; : : : ; jP j. Dabei können sogar Schlingen(ui; ui) zugelassen werden, eine ungerichtete Kante

fu; vg entspricht den beiden gerichteten(u; v) und (v; u). Die Adjazenzmatrix eines solchen Graphen

ist zwar i.a. nicht mehr symmetrisch, die wichtige Aussage von Satz4.2d ist aber nicht betroffen, f¨ur die

k-te PotenzAk = (a
(k)
ij )i;j gilt weiterhin

a
(k)
ij = jfZk : Zk ist Kantenzugui ! uj der Längekgj;

da sich der Beweisschritt (4.1) direkt überträgt. Mit Sätzen der Linearen Algebra kann daraus sofort eine

Aussage ¨uber die Anzahl allergeschlossenenKantenzüge gemacht werden.

Satz 4.4 Zu dem DigraphenG(P;L) seick die Anzahl allergeschlossenenKantenz̈uge der L̈angek 2
N. Die Eigenwerte der AdjazenzmatrixA vonG seien�1; : : : ; �n, n := jP j. Dann gilt

ck =
nX
j=1

a
(k)
jj = spur(Ak) =

nX
j=1

�kj ; k 2 N:

Für die erzeugende FunktionC(z) =
P

k�1 ckz
k gilt außerdem die Darstellung

C(z) = �z q
0(z)

q(z)
; q(z) := det(I � zA):

BeweisDie Darstellung vonck als Spur der MatrixAk entspricht Satz4.2d. Da die Spur und Determinan-

te einer Matrix invariant sind unter̈Ahnlichkeitstransformationen, gilt spur(Ak) = spur(Jk) =
Pn

j=1 �
k
j ,

wennJ = X�1AX die Jordan-Normalform vonA ist. Für die erzeugende Funktion folgt aus der Eigen-

wertdarstellung direkt

C(z) =
X
k�1

ckz
k =

nX
j=1

X
k�1

�kj z
k =

nX
j=1

�jz

1� �jz
:
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Da die Werte1��jz gerade die Eigenwerte der MatrixI�zA sind, ist der Hauptnenner dieser rationalen

Funktion(1� �1z) � � � (1� �nz) = det(I � zA) = q(z). Da die Ableitungq0(z) aus einer Summe von

Produkten besteht, in der jeweils ein Linearfaktor fehlt, erh¨alt man die letzte Darstellung vonC(z).

Man kann auch f¨ur jedes Indexpaar(i; j) zu der Folge(a(k)ij )k�0 die erzeugende Funktion

Aij(z) :=
X
k�0

a
(k)
ij z

k; z 2 C ; (4.2)

betrachten, mitA0 = I. Dazu faßt man am besten allejP j2 FunktionenAij(z) zu einer MatrixF von

Funktionen zusammen. Deren Gestalt l¨aßt sich explizit angeben.

Satz 4.5 Die zu einem DigraphenG(P;L) mit jP j = n in (4.2) gebildeten FunktionenAij(z) sind

rational. Zusammengefaßt als MatrixfunktionF (z) gilt für sie die Aussage

F (z) :=
�
Aij(z)

�n
i;j=1

= (I � zA)�1:

Insbesondere gilt daherAij(z) = pij(z)=det(I � zA) mit Polynomenpij vom Gradn� 1.

BeweisNach Satz4.2d sind die Koeffizientena(k)ij die Matrixelemente vonAk: F (z) = (Aij(z)) =P
k�0(zA)

k. Bei Multiplikation dieser Reihe mitI � zA gilt daher

(I � zA)F (z) = (I � zA)
X
k�0

(zA)k =
X
k�0

(zA)k �
X
k�1

(zA)k = I;

alsoF (z) = (I � zA)�1 (die auftretenden Reihen sind f¨ur kleine z auch absolut konvergent). Die

Cramersche Regel f¨ur die Inverse(I � zA)�1 zeigt nun, daß die FunktionenAij rational sind mit ge-

meinsamem Nennerq(z) = det(I � zA).

AnwendungGesucht ist die Anzahlwk allerk-Wortea1 : : : ak über dem Alphabetf1; 2; 3g, in denen die

Zeichenpaare11 und23 verboten sind. Zur Beschreibung wird der GraphG mit P = f1; 2; 3g definiert.

Eine Kante(u; v) gibt es genau dann, wenn das Zeichenv aufu folgen darf.

Ein zulässigesk-Wort entspricht einem Kantenzug der L¨angek�1. Also

gilt f ür die Anzahlwk =
P

i;j a
(k�1)
ij = 1lTAk�11l mit 1l = (1; : : : ; 1)T.

Nach Satz4.5 ist dies der(k � 1)-te Koeffizient der Funktion

1lTF (z)1l = 1lT(I � zA)�11l:

Der konkrete Fall wird durch den gezeigten Graphen und die zugeh¨ori-

ge Adjazenzmatrix beschrieben. Hier gilt explizit mitq(z) = det(I �
zA) = 1� 2z � z2 + z3,

1
r

3
r j






J
JJ]

2 rj

A =

0@ 0 1 1

1 1 0

1 1 1

1A :

(I � zA)�1 =
1

q(z)

0@ (1� z)2 z z(1� z)

z(1� z) 1� z � z2 z2

z z(1 + z) 1� z � z2

1A
und somit

1lTF (z)1l =
3 + z � z2

1� 2z � z2 + z3
:
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Die Wertewk können daraus wieder durch Partialbruchzerlegung berechnet werden, ohne Detailrech-

nung folgt darauswk = �(�k�11 ), �1
:
= 2:247 (betragsmaximaler Eigenwert), vgl.x2.4.

Anwendung Hier seiwk die Anzahl derk-Worte über dem Alphabetf0; 1g, in denen diedreifache

Wiederholungen eines Zeichens verboten ist. Hier kann man den22 Zeichenpaarenab mit a; b 2 f0; 1g
jeweils eine Ecke zuordnen. Eine Kante(ab; bc) gibt an, daß das Tripelabc erlaubt ist. Analog zum vor-

herigen Beispiel folgt

r r
r r
?

@
@
@@-

6
�

00 01

10 11

A =

0BBB@
0 1 0 0

0 0 1 1

1 1 0 0

0 0 1 0

1CCCA
1lTF (z)1l =

4 + 2z

1� z � z2
)

wk � 2
�
1� 2p

5

��1 +p5
2

�k�1
:

In diesem Beispiel ist zwarq(z) = 1 � z2 � 2z3 � z4, bei Summation der Elemente vonF bleibt aber

nur der Nenner der Fibonacci-Folge (2.5, x2.3) übrig.

5 Bäume in Graphen

Bei vielen (Optimierungs-) Aufgaben in Graphen geht es darum, auf m¨oglichst sparsame Weise (m¨oglichst

wenige Kanten) alle Ecken zu erreichen. Der Suchgraph inG enthält dann keine Kreise, ist also ein

Baum.

Defin. 5.1 Der GraphG(P;L) sei zusammenhängend. Ein UntergraphB mit OrdnungjP j, der ein

Baum ist, heißtaufspannender BaumvonG.

Aufspannende B¨aume zu einem Graphen kann man konstruieren, indem man iterativ aus allen Kreisen

eine Kante streicht () Existenz). F¨ur Bäume gelten einige einfache Zusammenh¨ange.

Satz 5.1 SeiG(P;L) ein Graph. Dann sind̈aquivalent:

a)G ist ein Baum.

b) Je zwei Ecken verbindet genau ein Weg.

c)G ist zusammenḧangend und jede Kante ist eine Brücke.

d)G ist zusammenḧangend undjLj = jP j � 1.

Beweisa) () b): Gäbe es zwei Wege, die zwei Eckenu,v verbinden, k¨onnte aus beiden ein Kreis kon-

struiert werden. Umgekehrt gibt es auf einem Kreis immer zwei Wege zwischen verschiedenen Ecken.

b) () c): Seiuv 2 L. Nach Teil b) ist diese Kante die einzige Verbindung zwischenu undv, durch

Streichen vonuv würdeG zerfallen. Wäre umgekehrtuv keine Brücke, gäbe es einen weiteren Weg

u$ v, der mituv zu einem Kreis w¨urde.

a) () d): SeiW = (u1; u2; : : : ; uk), k � n := jP j, ein längster Weg im BaumG. Dann sind auch

alle Nachbarn vonu1 in W , da der Weg sonst verl¨angert werden k¨onnte. DaG keine Kreise enth¨alt, gilt

u1ui 2 L nur für i = 2, daher istN(u1) = fu2g und g(u1) = 1. Durch Entfernen vonu1 undu1u2
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zerfällt der RestgraphG2(P2; L2) mit P2 = P n fu1g, L2 = L n fu1u2g, daher auchNICHT und ist

wieder ein Baum (keine Kreise) mitjP2j � jL2j = jP j � jLj. Da die Methoden � 1 mal angewendet

werden kann undPn dann nur noch eine Ecke enth¨alt, gilt jP j � jLj = jPnj � jLnj = 1� 0.

Bäume sind somit die sparsamste Datenstruktur zur Verbindung aller EckenP eines Graphen. Da sich

Methoden zur Durchquerung und Erzeugung von B¨aumen stark ¨ahneln, werden erstere zuerst behandelt.

Man startet an einer Anfangseckeu0 2 P (‘Wurzel’), die aber im Graph in der Regel keine besondere

Bedeutung hat.

5.1 Baum-Traversen

Zur ersch¨opfenden Bearbeitung von B¨aumen kommen zwei alternative Strategien in Frage.

� Tiefen-Suche:In der Starteckeu0 wird eine der Möglichkeiten ausgesucht, in der n¨achsten eine

der Folgem¨oglichkeiten weiterverfolgt. In einer Sackgasse kehrt man zur j¨ungsten, noch nicht

betrachteten Alternative zur¨uck (‘backtrack’).

Vorteile:Aufeinander folgende Ecken sind miteinander verbunden, wei-

sen (je nach Problem) evtl.̈Ahnlichkeiten auf, die eine billige Anpas-

sung der Eckenbeschreibung erm¨oglicht.

Nachteile:UngünstigeÄste werden evtl. sehr weit untersucht.

r r
�
�

r r
@@

r
��
�

� Breiten-Suche:Alle Alternativen in einem Knoten werden gleichrangig behandelt, die Traverse

steigt durch die ‘Baumebenen’ ab.

Vorteile: Günstige Alternativen k¨onnen bevorzugt werden.

Nachteile:Alle die Ecke beschreibenden Daten sind zu speichern, da

aufeinanderfolgende Ecken nicht verbunden sind. Da i.w. alle Knoten

der aktuellen Baumebene gespeichert werden, ist auch der Speicherbe-

darf für die Ablaufverwaltung evtl. sehr hoch.

r r r r-
�
�

�
�

�
�

�
�

A
A

A
A

A
A

A
A

r r
�� ��@@ @@
��
�
-
rHHH

Die Abwicklung dieser beiden dualen Strategien erfordert die dynamische Verwaltung von Aufgaben-

Listen. In beiden F¨allen ist dies aber mit sehr einfachen Datenstrukturen m¨oglich.

� Tiefen-Suche: Keller(Stapel, stack, FILO). Diese Verwaltung wird vom Rechner bei rekursiver

Programmierung automatisch durchgef¨uhrt (Unterprogramm-Stapel).

Speicheroperationen:

push(speichern) undpop(lesen), gelesen wird jeweils das

jüngste gespeicherte Element, das dabei im Keller gel¨oscht

wird. HH���HH���HH���HH���HH������HH

HH���HH������HH
HH���HH������HH

R

R

push pop

Für Traversen wird jeweils die aktuelle Eckeu und der zuletzt bearbeitete Nachbark gespeichert.

Im folgenden Algorithmus sind alle Ecken oberhalb der aktuellen im Keller.



5 BÄUME IN GRAPHEN 63

Vollständige Tiefensuche, Start in Eckeu0:

u := nil; k := u0; fWurzelg
repeat

if k 6= nil then

begin bearbeite(k); push(u; k); u := k; k := nil end fweiter nach unteng
else pop(u; k); fzurück nach obeng
if k = nil thenk :=ersternachfolger(u)

elsek :=nächsternachbar(k) fnächst.Nachfolgerg
until kellerleer and (k = nil);

� Breiten-Suche: Schlange(queue, FIFO).

Speicheroperationen:

speichern (ans Ende der Schlange)

lesen (vom Kopf), gelesen wird das am l¨angsten

in der Schlange befindliche Element und dann

gelöscht.

r
@@��
BB��

r
@@��
BB��

r
@@��
BB��

r
@@��
BB��

r
@@��
BB��

�
lesen

?

speichern

Vollständige Breitensuche, Start in Eckeu0:

speichre(u0);

repeat lies(u); bearbeite(u);

forall v :=nachfolger(u) do speichre(v)

until schlangeleer;

In der Schlange befinden sich jeweils die restlichen Ecken der aktuellen Baumebene und ein Teil

der Ecken aus der n¨achsten.

Die Nummern an den Knoten des folgen-

den Baums beschreiben den unterschiedli-

chen Ablauf. Bei Bearbeitung der Knoten Nr.

4 befinden sich die mit offenen Kreisen mar-

kierten im Speicher.

Tiefensuche

r r r r
3 4 6 7

c2 r 5
�� ��@@ @@
��
�cHHH1

Breitensuche

r c c c
4 5 6 7

r r2 3
�� ��@@ @@
��
�rHHH1

Eine direkteÜbertragung dieser Traversen auf allgemeine Graphen ist m¨oglich durch Einführung einer

Eckenmarkierung

m : P !M; u 7! m(u);

z.B., mitM = f0; 1g (ja/nein),M = N0 (Nummer),M = R (Kosten). In den obigen Algorithmen wird

mit der Markierung besuchter Eckendynamischeine BaumstrukturB erzeugt durch Einschr¨ankung der

möglichen Nachfolger auf unmarkierte Nachbarn (m = nil heißt unmarkiert):

NB(u) := N(u) \ fv 2 P : m(v) = nilg:

Die Gestalt des Baums h¨angt dann allerdings vom Ablauf ab, ist also insbesondere unterschiedlich bei

Tiefen- und Breitensuche.
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Beispiel:Die gemeinsame Startecke ist 1, die Eckenmarkierung bezeichnet die Reihenfolge bei der Tra-

verse.
Tiefensuche

r
r
r
r
r
r
r
r

1 2
3

4

8 6 5

7 rr
��r @@
rr
r

�� @@r r

Breitensuche

r
r
r
r
r
r
r
r

1 2
4

5

3 6 7

8

��
r r@@r

�� @@r r rr r
Beide Traversier-Algorithmen erzeugen bei Einschr¨ankung aufNB offensichtlich dann einen aufspan-

nenden Baum, wennG zusammenh¨angend ist (Testverfahren!).

5.2 Kürzeste Wege

Gegebensei ein zusammenh¨angender GraphG(P;L) mit Gewichtsfunktionw : L! R+ (‘Entfernung’

w � 0) und eine Starteckeu0 2 P (und evtl. Zieleckez 2 P ).

Gesuchtist ein WegS = (u0; u1; : : : ; z) mit minimalem Gesamtgewicht

dw(u0; z) := w(S) = minfw(T ) : T ist Wegu0 $ zg;

wobei die Weglänge definiert ist durch

w(T ) :=

lX
j=2

w(vj�1vj) für den WegT = (v1; v2; : : : ; vl):

In dem folgenden Algorithmus wird dazu sogar das erweiterte Problem gel¨ost, optimale Teilwegeu0 $
u zu allen Punktenu 2 P zu finden. Daher f¨allt dieses Verfahren in die folgende Kategorie.

Bezeichnung:Ein Algorithmus, der in jedem Schritt die aktuell optimale Maßnahme

durchführt, wirdgieriger Algorithmus (‘greedy method’) genannt.

Prinzip (Dijkstra-Algorithmus )

Beginnend mitZ0 = fu0g, K0 = ;, wird schrittweise ein Zen-

trumsbaumG(Z;K) der zuu0 nächstgelegenen Ecken und der

dahin führenden Kanten aufgebaut. Imi-ten Schritt sei der Teil-

baumZ(Gi;Ki) mit

Zi = fu0; u1; : : : :uig; Ki = fk1; : : : ; kig;

jZij = jKij + 1; vorhanden. Dieser Baum wird um die zuu0
nächstgelegene Eckeu =2 Zi und die ausZ(Gi;Ki) dorthin

führende Kante erweitert, d.h., umui+1 2 P n Zi mit

r r rr r
r

'

&

$

%

G(Zi;Ki)

u0

b
b
b

v

P n Zir
ui+1

ki+1

dw(u0; ui+1) = minfdw(u0; v) : v 2 P n Zig:

Durchführung: In den schon gefundenen Ecken vonG(Zi;Ki) wird als Markierung

m(uj) := dw(u0; uj); uj 2 Zi; j = 1; : : : ; i;
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der (kürzeste) Abstand zuu0 vermerkt. Für alle Nachbarn vonZi,

N(Zi) := fN(uj) n Zi : j = 0; : : : ; ig;

kann dann die k¨urzeste Entfernung zuu0 durch Betrachtung der ausZi herausf¨uhrenden Kantenujv

berechnet werden, f¨ur v 2 N(Zi) gilt

dw(u0; v) = minfm(uj) + w(ujv) : uj 2 N(v) \ Zig:

AlgorithmusD: Aufspannender Baum k¨urzester Wege (Dijkstra).

Z := fu0g; K := ;; m(u0) := 0;

for i := 1 to jP j � 1 do

beginminab :=1; x := nil; q := nil;

forall uv 2 L do if (u 2 Z) and(v =2 Z) then 1

begina := m(u) + w(uv);

if a < minab then beginminab := a; x := v; q := uv end;

end;m(x) := minab;

Z := Z [ fxg; K := K [ fqg;
end;

Im markierten Schritt1 sollte die Suche auf die ausZi hinausführenden Kanten eingeschr¨ankt werden.

Dazu kann evtl. eine Liste der RandeckenN(P n Zi) vonZi mitgeführt werden. (Datenstruktur?)

Beispiel:Graph mit Kantengewichten:

Schritte im Dijkstra-Algorithmus

mit Entfernungenm(ui): 1

2

6

15 2

1
4r

r r
r r

r

u0

1

u0

1

2

u0

1

2 3

u0

1

2 3

4

u0

1

2 3

4

6

Satz 5.2 Bei einem zusammenhängenden GraphenG(P;L) mit Gewichtw : L ! R+ erzeugt der

Dijkstra-Algorithmus einen aufspannenden Baum, in dem alle Wege von der Starteckeu0 zu anderen

Ecken inG Wege minimalen Gewichts sind. Der Aufwand des Algorithmus istO(jP j2).
Beweisa) Induktiv ist nachzuweisen, daß die Formel f¨ur die Gewichtsfunktion im Algorithmus korrekt

ist, daß also gilt

dw(u0; ui) = minfm(ul) + w(ulv) : ul 2 N(v); v 2 N(Zi�1)g = m(uj) +w(ujui):

Sei dazuW = (u0; : : : ; y; v; : : : ; ui) ein kürzester Weg mity 2 Zi�1, v 2 P n Zi�1. Dann gilt

dw(u0; ui) = m(y) + w(yv)| {z }+dw(v; ui) Def� m(uj) + w(ujui) + 0 � dw(u0; ui):
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b) Im i-ten Schritt istjP n Zij = n� i, n = jP j, der Aufwand ist hier daher

(n� i)(Additionen für dw) + (n� i)(Min-Vergleiche):

Durch Summation folgt ein Gesamtaufwand von2(n2=2) + : : : � n2 Operationen. Außerdem sind im

Schritt 1 die ausZi�1 hinausführenden Kanten mit einem Gesamtaufwand vonO(n2) bestimmbar.

5.3 Minimale aufspannende B̈aume

Anwendungkostenminimale Versorgungsnetze: Eine bestimmte Anzahl von Teilnehmern soll durch min-

destens eine Verbindung erreicht werden (Wege, Fluglinien, Leitungen, Rechner-Vernetzung). Die Teil-

nehmer bilden dabei die Ecken eines Graphen, die m¨oglichen Verbindungen die Kanten. Die Kantenge-

wichte entsprechen den Kosten der Einzelverbindung.

Ein aufspannender Baum mit minimalem Gesamtgewicht ist durch eingieriges Verfahren, den Algorith-

mus von Kruskal, berechenbar mit dem AufwandO(jLj2). Dieser erzeugt einen Wald, in dem Teilb¨aume

schrittweise durch Kanten minimalen Gewichts zusammengefaßt werden.

Prinzip:L0 := ;, der WaldG0 := G(P;L0) hat jP j Komponenten. Der Schritti, 1 � i < jP j, bestimmt

die neue Kanteki 2 L n Li�1 vonG(P;Li) undLi = Li�1 [ fkig gemäß

w(ki) = minfw(`) : G(P;Li�1 [ f`g) kreisfreig:
Durchführung: Die beiden wesentlichen Schritte sind die Suche nach der jeweils minimalen Kante und

die Entscheidung, ob die Hinzunahme dieser Kante zu einem Kreis f¨uhren würde.

Die wiederholte Minimumsuche ist trivial nach dem Sortieren einer Tabelle der Kanten nach fallendem

Gewicht (AufwandO(jLj log jLj)), eine ausgew¨ahlte Kante wird in der Tabelle gel¨oscht.

Weiterhin lassen sich Zyklen vermeiden, wenn die neue Kante Ecken ausverschiedenen B̈aumenver-

bindet. Diese Frage kann nach Markierung der Ecken mit einer Baum-Nummer leicht ¨uberprüft werden,

zu Beginn istm(uj) = j; j = 1; : : : ; jP j; in G0. Nach Auswahl der neuen Kanteki = uv werden die

Baumnummern angeglichen, z.B., alle aufm(u) gesetzt durch

setzem(e) := m(u) für allee 2 P mit m(e) = m(v):

Zur Konkretisierung des Verfahrens seijP j = n, die Kanten seien zu Beginn als FeldL[1::?] gespeichert,

mit den VerweisenL[k]:u, L[k]:v auf die Endpunkte der KanteL[k].

AlgorithmusK : Minimaler aufspannender Baum (Kruskal)

r := jLj; k := r; for i := 1::n dom(ui) := i; fInit.: n triviale Bäumeg
sortiere(L); fsortieren, Gewicht fallendg
repeat

q := m(L[k]:u); p := m(L[k]:v); fkürzeste Kanteg
for i := 1::n do if m(ui) = p thenm(ui) := q; fBäume zusammenfasseng
L[k::r � 1] := L[k + 1::r]; r := r � 1; k := r; fKante löscheng
while (k > 0) and(m(L[k]:u) 6= m(L[k]:v)) dok := k � 1; fnächste Br¨uckeg

until k = 0;
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Beispiel mitjP j = 1200, jLj = 105 vgl. x6.

6 Euler- und Hamilton-Touren

Zwei Arten von vollständigen Rundreisen durch Graphen haben in der Graphentheorie eine besondere

Bedeutung. Sie werden in ungewichteten Graphen als Existenzfrage, in gewichteten Graphen als Opti-

mierungsprobleme behandelt.

ungewichtet, Existenz? gewichtet, Optimierungsaufgabe

E Ein Eulerzug ist eine zusammenh¨angende

Kantenfolge(k1; : : : ; kqg, q = jLj, die jede

Kante genau einmal enth¨alt und zur Startecke

zurückkehrt.

Briefträgerproblem (Kanten=Straßen): Euler-

zug minimalen Gewichts.

H Ein Hamiltonkreis ist ein Kreis (der Länge

n = jP j), der jede Ecke genau einmal enth¨alt.

Problem des Handlungsreisenden (TSP=tra-

veling salesman problem): Hamiltonkreis mi-

nimalen Gewichts.

Beim Eulerproblem betrachtet man meist Multigraphen (Mehrfachkanten, Schlingen). Die Graphen hei-

ßeneulerschbzw.hamiltonsch, wenn sie einen Eulerzug bzw. Hamiltonkreis enthalten.

Beispiel:

Eulersch

s s
s s
�
�
�
�@

@
@
@@

@

�
�

�
�

@
@s s

Hamilt onsch
Petersen-Graph:
nicht hamiltonsch

Beide Fragestellungen k¨onnen in zwei Formen auftreten, als die der

� Existenz:Hat der Graph die EigenschaftE bzw. H ?

� Konstruktioneiner Tour minimalen Gewichts in gewichteten Graphen. Bei diesen Optimierungsproble-

men wird in die Frageestellung oft eine geeignete Erweiterung des Graphen eingeschlossen (E ), damit

überhaupt Rundreisen existieren.

Die Existenz kann beiE einfach charakterisiert werden, beiH ist diese Frage schwer und nur im

Einzelfall zu klären.

Satz 6.1 Ein zusammenḧangender MultigraphG(P;L) mit L 6= ; ist genau danneulersch, wenn es

keine Ecken ungeraden Grades gibt.

Konstruktion einer Euler-Tour: vgl. Literatur (Aigner).

Die Lösung zum Problem des Handlungsreisenden (TSP) ist sehr schwer, es k¨onnen allerdings N¨ahe-

rungslösungen mit Hilfe von besprochenen Verfahren konstruiert werden. Daher wird jetzt dasTSP
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(traveling-salesman-problem) behandelt in der folgenden Form. Es seiP = (u1; : : : ; un), jP j = n und

G(P;L) = Kn vollständig. Die Gewichtsfunktionw entspricht dann einer symmetrischen Matrix mit

Einträgen

wij = wji = w(ui; uj) � 0:

Durch Anordnung nach dem ersten Index der Kantengewichte im Gesamtgewichtw(H) =
Pn

l=1wilil+1 ,

in+1 := i1, eines Hamiltonkreises(ui1 ; : : : ; uin) reduziert sich das TSP auf folgendes kombinatorische

Minimierungsproblem

w(H) = w(�) :=

nX
i=1

wi;�(i)
!
= min; � zyklisch: (6.1)

Zugelassen sind hier nur zyklische Permutationen, welche aus genau einem Zyklus bestehen.

Beispiel:w(H) = w13 + w34 + w42 + w25 + w51

= w13 + w25 + w34 + w42 + w51.

d.h.,� =
�1 2 3 4 5
3 5 4 2 1

�
.
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�
��
r 2
r4CCC
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��

Nach Satz1.8 gibt essn;1 = (n � 1)! zyklische Permutationen vonf1; : : : ; ng. Eine ersch¨opfende

Untersuchung aller M¨oglichkeiten ist daher f¨ur größeren nicht durchführbar (vgl.x2.4 mit Stirlingformel

Satz2.7). Es ist auch kein Algorithmus bekannt, der das (strenge) Minimierungsproblem wesentlich

schneller löst.

Daher behilft man sich mitHeuristikenzur Konstruktion ‘guter’ Rundreisen. Diese beziehen sich oft auf

dasmetrischeTSP, bei dem die Kostenmatrixmetrischist, d.h., die Dreieckungleichung f¨ur die Gewichte

gilt,

wij � wil + wlj 81 � i; j; l � n:

Da die kürzeste Einwegverbindung aller Ecken der minimale aufspannende BaumB ausx5.3 ist, kann

kein HamiltonkreisH kürzer sein:w(H) � w(B). Interpretiert man jede Kante des Baums als Dop-

pelkante, ist darin ein Eulerzug mit L¨ange2w(B) enthalten. Daraus kann man durch ‘Abk¨urzen’ einen

Hamiltonkreis ~H machen, indem man ¨uber schon besuchte Ecken hinwegspringt. Wegen der Dreieckun-

gleichung ist er nicht l¨anger als der Eulerzug:w(B) � w( ~H) � 2w(B).

Durchführung der MST-Heuristik(minimal spanning tree):

� Bestimme minimalen aufspannenden Baum mit AlgorithmusK (x5.3)

� Wähle Wurzelu0 und führe Baumtraverse mit Tiefensuche durch (x5.1). Markiere besuchte

Ecken und nimm Kante zwischen den beiden zuletzt markierten Ecken in den Kreis~H auf.

Rücksprung zuu0.

Beispiel:zum Ablauf, links der aufspannende Baum, rechts die daraus abgeleitete Tour.
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Da auch für den optimalen KreiŝH gilt w(B) � w(Ĥ), wird dessen L¨ange durchw( ~H) � 2w(Ĥ)

um nicht mehr als 100% ¨uberschritten. Andere Heuristiken (Christofides) k¨onnen den Verlust auf 50%

reduzieren.

Praktisches Beispiel:jP j = 1200 Punkte sind zuf¨allig in der Ebene verteilt, das Kantengewicht zwi-

schen zwei Punkten entspricht dem Euklid-Abstand, allerdings werden nur Kanten bis zu einer L¨angeR

eingeführt) jLj = 105.

Minimaler aufspannender

Baum,

und Rundreise-

Heuristik MST.
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Die KomplexitätsklassenP und NP

Die Probleme mit Hamiltonkreisen sind Paradebeispiele f¨ur besonders schwere Aufgaben, die nur f¨ur

kleine Problemgr¨oßenn exakt gelöst werden k¨onnen, vgl.x2.4. Zur Präzisierung gibt es eine Einteilung

in Komplexitätsklassen f¨ur Entscheidungsprobleme (ja/nein-Ergebnis). DasHamiltonproblem(HP), die

Frage, ob ein Graph hamiltonsch ist, ist offensichtlich ein Entscheidungsproblem. Auch das TSP kann

durch Einführung einer SchrankeM 2 R zu einem solchen gemacht werden, indem man nach der Exi-

stenz eines HamiltonkreisesH mit Längew(H) �M fragt. Entscheidend ist beim Studium der einsetz-

baren Verfahren die Entwicklung des Aufwands in Abh¨angigkeit von einer Problemgr¨oßen. Insbeson-

dere interessiert man sich daf¨ur, ob der Aufwand in annehmbarer Form (polynomiell) oder astronomisch

(exponentiell) anw¨achst.

Standardisierungen:

Problemgr̈oßen: Darunter versteht man die zur Formulierung des Problems erforderliche Bit-Anzahl.

KomplexiẗatsklasseP : Entscheidungsprobleme, f¨ur die ein Algorithmus mitpolynomiellerLaufzeit exi-

stiert, d.h., einr 2 R so, daß der Aufwand in Abh¨angigkeit vonn wächst wieO(nr).

Beim Hamiltonproblem kann die Adjazenzmatrix beijP j = m Ecken mitn = m(m � 1)=2 Bit ge-

speichert werden. F¨ur die Durchmusterung aller(m � 1)! zyklischen Permutationen verh¨alt sich der

Aufwand wie die Funktion(
p
n)!, die stärker als jedes Polynom anw¨achst, vgl. Satz2.7. Andererseits

kann für einen Weg der L¨angen leicht geprüft werden, ob er ein Hamiltonkreis ist, eine m¨ogliche Lösung

kann also schnell verifiziert werden. Dies ist charakteristisch f¨ur die nächste Problemklasse.

KomplexiẗatsklasseNP (Nichtdeterministisch polynomiell): Entscheidungsprobleme, f¨ur die mankei-

nenpolynomiellen Lösungs-Algorithmus kennt, f¨ur die eine Lösung aber in polynomieller Zeit verifi-

zierbar ist.

Ein bisher ungel¨ostes Problem der Komplexit¨atstheorie ist die Frage, ob die beiden Klassen gleich oder

verschieden sind,P = NP ? Allerdings kann man f¨ur die Klasse NP besonders repr¨asentative Probleme

identifizieren, die NP-vollst¨andigen Probleme. Dies sind solche, aus deren L¨osung in polynomieller Zeit

die polynomielle Lösbarkeit aller NP-Probleme folgen w¨urde. Die NP-Vollst¨andigkeit des Hamilton-

Problems wurde 1972 nachgewiesen. Da auch andere bekannt schwere Problem NP-vollst¨andig sind,

und für keines polynomielle ALgorithmen bekannt sind, vermutet man, daß tats¨achlich gilt P 6= NP .
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