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1 Einleitung

Die meisten Systeme der realen Welt dndern ihren Zustand mit der Zeit. Viele Naturwissen-
schaften (Wirtschaftswissenschaften, ..) untersuchen die Gesetze solcher Systeme mit dem Ziel,
dafiir (vereinfachte) mathematische Modelle herzuleiten. Zeitabhéngige Modelle treten meist
als Differentialgleichungen (bei kontinuierlicher Zeit) oder als Rekursionsvorschriften (diskrete
Zeit) auf. Im Fall gewohnlicher Differentialgleichungn (Systeme mit endlich vielen Freiheitsgra-
den) 148t sich die Existenz von Losungen solcher Modelle unter einfachen Annahmen beweisen.
Die Angabe expliziter Losungen ist aber nur in einfachen Ausnahmeféllen moglich. Wenn man
an speziellen Losungen interessiert ist, d.h. an der Simulation des Modells, muss man daher
Computer und numerische Verfahren einsetzen (— Numerik von Differentialgleichungen). Oft
ist man aber iiberhaupt nicht an einzelnen Losungen interessiert, sondern an Aussagen iiber die
Menge aller Losungen, wie etwa das Verhalten bei langen Zeitrdumen oder die Existenz von
Gleichgewichten. Dies ist das Thema der Dynamischen Systeme. Es wird sich zeigen, dass man
bei vielen Modellen kritische Punkte identifizieren kann, deren Analyse eine qualitative Aussage
iiber das Verhalten aller Losungen erlaubt. Teilweise 1é8t sich dadurch der Phasenraum, d.h. der
Raum aller moglichen Zusténde in verschiedene Bereiche zerlegen, in denen man das Verhalten

der Losungen vorhersagen kann, ohne diese im Einzelnen berechnen zu miissen.

Dadurch wird man in die Lage versetzt, die Systeme auf einer hoheren Ebene zu diskutieren.
Mathematische Modelle realistischer Systeme héngen immer auch von bestimmten Parametern
ab, etwa Materialparametern (Physik), Re-/Produktionsraten (Biologie, Wirtschaft), Zinsnive-
aus (Finanzmathematik), etc. Bei vielen Systemen beobachtet man beim Uberschreiten bestimm-
ter Parameterwerte eine grundlegende Anderung der Losungsstruktur (ein zu stark belasteter
Stab knickt). Diesen Punkt nennt man eine Verzweigung oder Bifurkation. Durch Kenntnis der
Verzweigungspunkte und weiterer Eigenschaften 148t sich daher das prinzipielle Verhalten eines

Systems oder Modells weitgehend beschreiben.

1.1 Beispiele

Bei dynamischen Systemen beobachtet man Gréflen aus einem Zustandsraum Z (Phasenraum),
welche sich in Abhéngigkeit von einer Zeit t aus einer Zeitskala T #ndern (formale Definitio-
nen folgen spéter). Ein wesentliche Prézisierung des Begriffs ist dabei, dass die Bewegung des
Objekts (die Bahn), durch Anfangs- Zeitpunkt und -Zustand eindeutig festgelegt ist und sich
Bahnstiicke aneinanderkoppeln lassen. Ein grundlegendes Unterscheidungsmerkmal bei dynami-
schen Systemen ist die Struktur von Zustandsraum und Zeitskala, ndmlich die Frage, ob sie ein
Kontinuum (R) darstellen oder diskret sind (N, Z). Daher werden zunéchst 3 Beispiele behan-

delt, die sich in diesem Aspekt unterscheiden.
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Zustandsraum Z
Z=R" Z=N
Kontinuum T =R | Beisp. |1.1.1

diskret T = N | Beisp.|1.1.2] Beisp.|1.1.3

Zeit T

Dabei werden auch schon typische Fragestellungen und Analysemethoden angesprochen.

Beispiel 1.1.1 Losungen von Differentialgleichungen (Dglen) stellen die wichtigste Klasse von
dynamischen Systemen dar. Hier sind Zeit und Zustand natiirlich kontinuierlich, T = R, Z = R".
Als klassisches Beispiel wird das physikalische Pendel betrachtet.

Auf eine an einer beweglichen, masselosen Stange der Lénge /¢

hidngende Masse m wirkt die Erdanziehung senkrecht nach unten
mit der Kraft mg. Wenn die Stange um den Winkel a ausgelenkt
ist, ist die Riickstellkraft nur proportional zu sin(a). Nach dem
Newtonschen Gesetz ist dann bei fehlender Reibung die Beschleu-
nigung der Masse entgegengesetzt zu dieser Kraft mgsin(a). In

der realen Zeit 7 gilt daher

2
mé% = —myg sin(a(7)).
Als Erstes erkennt man, dass das Modell iiberhaupt nicht von der Masse m abhingt. Der einzi-
ge, verbleibende Parameter w? := g/¢ > 0 bestimmt die Grundfrequenz der Pendelschwingung.
Auch diesen Parameter kann man aber noch eliminieren durch Ubergang zu einer natiirlichen
Zeitskala t := w7, indem man die Funktion z(t) = a(t/w) betrachtet, also die Darstellung
a(7) = x(wT). Die Ableitungen von z(t) werden mit 2/, 2" bezeichnet und nach der Kettenregel
bekommt man mit 2”(t) = (d?a/dr?)/w? = —sin(z(t)) eine Gleichung ganz ohne Parameter.
Dieses Vorgehen ist eine Standardmafinahme, um die Zahl der Modellparameter zu reduzieren.
Wenn man beim Pendel aber noch eine Dampfung (Luftwiderstand) beriicksichtigt, die propor-
tional zur Geschwindigkeit da/dt ist, 148t sich der zugehorige Widerstands-Parameter nicht auch

noch eliminieren. Man bekommt dann fiir z(¢) die folgende Differentialgleichung
2"(t) + B2’ (t) + sin(z(t)) =0, B>0. (1.1.1)

Diese nichtlineare Dgl zweiter Ordnung ist bekanntlich dquivalent zum System erster Ordnung

(RO _ () _ (a0
y“)‘<y§<t>> (—sin@l(t))—ﬂyg(t)) ) v <x’<t>>' (42

Da die Ableitung f’ der rechten Seite global existiert und beschrinkt ist, existiert fiir jeden An-
fangswert y(0) genau eine Losung der Dgl. Fiir kleine Auslenkungen x = y; = 0 kann der Sinus
linear approximiert werden, sin(y1) 2 y1, und fiihrt auf die lineare Gleichung z” 4+ 82’ +x =0
(Schwingungsgleichung) mit konstanten Koeffizienten, die man explizit 16sen kann. Thre Eigen-

schaften wurden in der Analysis 2 ausfiihrlich diskutiert.

Hier soll das nichtlineare Problem direkt anhand des Richtungsfelds der Dgl untersucht werden.
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Die folgende Grafik links zeigt das ungedédmpfte Feld zu 8 = 0 im Rechteck [—4, 4] x [—3, 3] mit
einigen Bahnen {y(t) : 0 <t < 20}.
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Das Richtungsfeld wird durch die blauen Fihnchen markiert, die an einem Punkt y = (y1,2)"
in Richtung des Feldes f(y) zeigen. Wie ein Wind reifit das Feld eingebrachte Teilchen mit und
erzeugt so die rot gezeigten Bahnen. Der Punkt § = 0 = (0,0)7 ist ein Gleichgewicht, denn ein
nicht ausgelenktes Pendel bleibt in Ruhe: y(0) = § = y(t) = gVt € R. Bahnen in der Néhe
dieses Gleichgewichts sehen aus wie Kreise und entsprechen tatséchlich harmonischen Schwin-
gungen 2 c(cost,sint)T mit fester Periode 27. Ein wesentlicher Unterschied zum linearen Fall
ist aber, dass bei beliebig lange Perioden erreicht werden kénnen, wenn das Pendel fast
bis zur Vertikalen hochschwingt. Dazu muss man sich in der obigen Skizze die Decke wegdenken
und Schwingungen bis z 22 7 betrachten. Im Phasenraum gehotrt dazu die spindelférmige Bahn,
rechts sind die beiden Komponentenfunktionen gezeigt. An der Abflachung erkennt man, dass
das Pendel bei einer Auslenkung in die Vertikale nahe 4+ fast zum Stillstand kommt. Diese ver-
tikalen Auslenkungen (Phasenraumkoordinaten (£, 0)) sind tatséchlich weitere Gleichgewichte,
allerdings instabil. Die nicht-periodische Bahn, die das Diagramm verlifit, gehdrt zu einem Uber-
schlag, bei dem der Winkel x = y; iiber 7 hinaus anwéchst. Im Grenzfall zwischen diesen beiden
Losungen gibt es eine besondere Losung (spitze Spindel), die man in der Realitéit aber nicht
beobachten kann. Es handelt sich um die beiden Bahnen von dem Gleichgewicht (—m,0) zum

anderen (m,0), bzw. umgekehrt, deren Laufzeit aber unendlich ist, fiir die zugehorigen Losungen

y(t) gilt limy 40 y(t) = (£m7,0).
Obwohl man die Pendelgleichung nicht explizit 16sen kann, 148t sich die Gestalt der Bahnen
einfach verifizieren. Denn beim ungedédmpften Pendel bleibt folgende Funktion (die ”Energie”)

unverandert

1
H(y) = §y§ — cos(y1).

(1.1.3)
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Denn auf jeder Losung y(t) von gilt
G HW) = 5 (Ln(t)? — cos(un(1))) = valt)yh(1) + sinan (1) (1)
= —y2(t) sin(y1(t)) + sin(y1(t))y2(t) = 0.

Also ist H(y(t)) = H(y(0)) konstant und die Losungsbahnen des ungeddmpften Pendels laufen

auf den Hohenlinien der Funktion H.

Bei einer leichten Dampfung S = 0.1 > 0 &ndert sich die Situation wesentlich, die Bahnen

laufen spiralférmig auf den Nullpunkt zu und gehoren zu geddmpften Schwingungen.
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Die Kurven rechts zeigen eine solche. Das geddmpfte Pendel kommt asymptotisch zur Ruhe in
einem der Punkte y*) = (2k7,0)T, k € Z, welche Gleichgewichtspunkte des Systems darstellen
mit f(y*)) = 0. Diese Gleichgewichte sind fiir 3 > 0 sogar anziehend (attraktiv), alle Bahnen aus

einer Umgebung dieser Punkte laufen dorthin. Dies 1483t sich auch mit Hilfe der Energiefunktion

H bestéitigen, jetzt gilt %H(y(t)) = —By3(t) < 0, solange y # 0 ist. Die hier angesprochenen

Fragen und Begriffe werden in der Vorlesung eine zentrale Rolle spielen.

Beispiel 1.1.2 Bei diskreter Zeit T = N bekommt man eine wichtige Klasse von dynamischen
Systemen dadurch, dass man zur Zeit £ € N den Folgezustand x(k + 1) € Z durch eine feste
Vorschrift Fy, : £ — Z aus dem aktuellen z(k) bestimmt, z(k+1) := Fj(z(k)). Als Bahn
(:r(k))k>0 erhdlt man also einfach eine Folge (m(k))k>0. Besonders einfach wird die Situation,

wenn immer die gleiche Abbildung F' verwendet wird. Die Folge wird dann also aus dem Startwert

z(©) erzeugt durch die Iteration

B = Py, k=0,1,.... (1.1.4)

Iterations-Folgen verwendet man zur numerischen Berechnung der Losungen von Gleichungs-
systemen (vgl. Vorlesung Numerische Basisverfahren). Tatsichlich konvergiert die in (1.1.4)

definierte Folge dann gegen einen Fixpunkt z = F(z) € Z, wenn die Abbildung F' die Vor-
aussetzungen des Banachschen Fizpunktsatzes erfiillt. Beim dynamischen System ([1.1.4)) sind
die Gleichgewichte gerade die Fixpunkte von F'. Bei nicht-kontraktiven Abbildungen kann das
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Verhalten wesentlich komplizierter sein.

Ein bekanntes Beispiel erhélt man mit der Funktion
F(z):=azx(l—2x), a>0,

in Z = R. Sie gilt als diskretes Modell fiir das Wachstum einer Population mit beschréinkten
Resourcen. Dabei bezeichnet z(¥) € [0,1] in der k-ten Generation den Anteil an einer gedachten

Maximalpopulation und im Ubergang zur nichsten Generation

2D = g (1 — 20 2
|

T

gibt der markierte Vorfaktor r den Zuwachs an. Fiir kleine 2(*¥) < 1 entspricht dieser i.w. dem
Wert a, fiir () 2 1 kann die Zahl der Uberlebenden aber wegen Ubervilkerung fast bis auf null

einbrechen.

Die Funktion F' hat die Fixpunkte 0 und z =1 — é Der zweite Fixpunkt ist positiv fiir a > 1.
Wegen F'(z) = a(l — 2z) und F'(0) = a, F'(1 — 1) = 2 — a ist die Abbildung F kontraktiv
in einer Umgebung von 0 fiir ¢ < 1 und in einer Umgebung von z = 1 — é fir 1 < a < 3.
Mit Startwerten (%) € [0, 1] konvergiert die Folge daher gegen null fiir a < 1 und gegen
z=1-— % fiir 1 < a < 3. Im ersten Fall a < 1 stirbt die Population daher aus, fir 1 < a < 3
stellt sich dagegen ein stabiles Gleichgewicht bei z =1 — % < 1 ein.

Fiir a > 3 konvergiert die Folge aber nicht mehr. Dies sieht man am Beispiel mit a = 3.2 anhand

der Folgenwerte

k:\ 0 1 2 3 4 5 6 7
x<k>:\o.75 0.6 0.768 0.5701632 0.7842468 0.541452 0.7945015364 0.5224603

Offensichtlich ist das Verhalten dennoch iiberschaubar, die Folge wechselt zwischen 2 Haufungs-

2k+1)) konvergieren. Dies it sich leicht

punkten, gegen die die beiden Teilfolgen (z(2%)), (a(
bestétigen. Mit ((1.1.4) bekommt man fiir aufeinanderfolgende Elemente der ersten Teilfolge den
Zusammenhang

2Pk+2) = (kD)) = F(F(z®R)), ke Ny.

Dies ist eine neue Iteration nur fiir die Teilfolge mit der Abbildung

F%(z) = F(F(z)) = a(az(1 - z)) (1 — (az(1 - :C))) =a’z(1 - z)(1 — ax + az?).
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Diese iterierte Abbildung F? besitzt natiirlich noch die -
alten Fixpunkte O und 1— é, aber auch noch zwei weitere,

024 —~

némlich /N 7\

s = %(a 41t/ —2a-3), N4

044 |
|

welche man auch in der Graphik erkennt. Man priift nun / |

leicht nach, dass F? fiir a« = 3.2 nun in einer Umgebung 03| ﬂ

dieser beiden neuen Werte kontraktiv ist und bestétigt ' W

T T T T 1
0 02 04 06 08 1

damit die Konvergenz der beiden Teilfolgen.

Demnach wurde durch Vergréferung des Parameters a bei Uberschreiten des Werts 3 aus ei-
ner konvergenten Folge eine Folge, die in der Grenze in einen Zweier-Zyklus iibergeht. Diese
grundlegende Anderung des Verhaltens nennt man eine Verzweigung oder Bifurkation. Bei wei-
terer Vergroflerung von a kommt es nun zu weiteren Perioden-Verdopplungen, d.h. zu Folgen
mit 4, 8,16, ... Hiufungspunkten, welche in immer kiirzeren Absténden eintreten. Ab a = 3.57
gibt es aber keine Regelméfigkeiten mehr, die Folgen bleiben zwar beschréinkt, ihre Entwicklung
hiingt aber jetzt extrem empfindlich von dem Anfangswert (%) ab. Diese Situation nennt man
Chaos. Fiir a > 4 sind die Iterationsfolgen unbeschrénkt fiir fast alle Startwerte. Die folgenden
Graphiken zeigen das Verzweigungsdiagramm der Haufungspunkte (vertikale Achse) im Bereich
a € [0,4] (horizontale Achse) im linken Bild ganz und rechts den interessantesten Ausschnitt
mit a € [3.4,3.8].

Beispiel 1.1.3 Dieses ganz diskrete Beispiel (T = Z = Ny) geht auf Lothar Collatz zuriick und
berechnet eine Folge natiirlicher Zahlen (zy)ken,, iterativ aus dem Startwert zp € Np durch

folgende Vorschrift:

wenn x; gerade,

%xk,
Th+1 = F(xk) = (115)

3xy + 1, wenn x; ungerade.
Die Vorschrift reduziert also in der Faktor-Zerlegung von x; zunéchst alle Zweierpotenzen und
erzeugt dann, wenn sie auf eine ungerade Zahl trifft mit zp,1 = 3z + 1 sofort wieder eine gerade.
Beispiele fiir solche Collatz-Folgen sind
1,4,2,1,4,2,1,4,2, 1,4, 2, 1,...
17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1,...
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Die erste Folge besteht einfach aus dem Dreier-Zyklus 4, 2,1, widhrend die néchste zunéchst
anwichst und dann aber im gleichen Zyklus endet. Auch mit anderen Startwerten zg € N
beobachtet man das Gleiche und daher stellte Collatz 1937 die Vermutung auf, dass jede Folge in
FEins endet (bzw. in dem Zyklus 1,4, 2). Diese Behauptung konnte jedoch trotz grofien Interesses
bis heute nicht bewiesen werden, denn die Folge verhélt sich tatséchlich sehr irreguldr. So kann
weder ein einfacher Zusammenhang zwischen dem Startwert z¢ und der Stoppzeit (wenn z,, = 1)
oder dem Anwachsen der Folgenelemente hergestellt werden. Dies sieht man in den beiden ersten
Graphiken weiter unten, die fiir die Startwerte o < 1000 (horizontale Achse) links die Stoppzeit
(maximal m = 179) zeigen, in der Mitte den Maximalwert der Folgenelemente (250504 bei
xo = 703). Das rechte Diagramm zeigt die Werte der Folge zj zu xy = 703 iiber k € Ny.

Zur Analyse der Collatz-Folge bieten sich vor allem diskrete Strukturen an wie etwa Graphen (N
ist die Knotenmenge, eine Kante zwischen j, k existiert, wenn j = F'(k)). Daher werden solche

Systeme in dieser Vorlesung nicht betrachtet.

1.2 Bezeichnungen

Ein Dynamisches System beschreiben das Verhalten einer beobachtbaren Gréfle in einem Zu-
standsraum Z, der aber in dieser Vorlesung endlichdimensional sein wird, also i.w. Z = R". In
der Praxis sind diese Groflen oft auf einen kleineren Definitionsbereich D C Z begrenzt. Dies
1a8t sich aber meist durch geeignete Ergénzungen auf den Fall D = Z zuriickfithren (s.u.), den
wir im Folgenden betrachten. Das System wird dabei zu verschiedenen ”Zeiten” t € T betrach-
tet. Die Zeitachse T ist dabei zunéchst eine Halb-Gruppe (T, +), bei umkehrbaren (reversiblen)
Systemen kann (T, +) auch eine Gruppe sein. Die wichtigsten Beispiele sind Ny bzw. Z (diskretes
DS) und R> :={z € R: z > 0} bzw. R (kontinuierliches DS).

Definition 1.2.1 Es sei T eine Zeitachse. Die stetige Abbildung ¢ : T x R™ — R™ heifit dyna-

misches System, wenn gilt

0(0;z) =2 VzeR", (1.2.1)
o(t+ s;2) = @(s;p(t;x)) Vt,s € T, x € R™. (1.2.2)

Die Menge B(z) := {p(t;x) : t € T} heifft Bahn (Trajektorie,Orbit) eines Startpunktes x € Z.
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Die Abbildung ¢ — ¢(t;x) bezeichnet eine

o(t+ s;x)

Kurve (Flusslinie), die zur Zeit 0 im Punkt

beginnt. Dies entspricht Bedingung (1.2.1)).

Die 2. Bedingung (|1.2.2) besagt, dass die
Kurve von 0 nach ¢t 4+ s aus den beiden

Teilstiicken zwischen z und ¢(t;x) =: y so- x = ¢(0;x)

wie ¢(s;y) besteht.

Bemerkung: Die Flusslinien eines dynamischen Systems héngen insbesondere nicht vom An-
fangszeitpunkt tg ab, sondern alleine vom Startpunkt und der Laufzeit t —ty. Dies entspricht bei
Differentialgleichungen der Situation von autonomen Problemen, vgl. Beisp. Insbesondere
héngt die Bahn B(z) = {¢(¢;z) : t € T} nicht mehr vom Startzeitpunkt ab (bei einer Gruppe
T). Die gesamte Abbildung ¢ : T x R™ — R"™ beschreibt somit einen Fluss, der den Anfangswert
x mit sich reift. Dies kann man durch Einfiihrung der Abbildungs-Schar ¢! : R® — R™ mit
Parameter ¢ € T fiir ¢'(x) = p(t;x) betonen. Dann entsprechen die beiden Bedingungen aus
Def. den intuitiv eingéngigen Rechenregeln

¢ =1Id = p0z)=2z vz € R",

ths _ 8 o ot N o " (1.2.3)
P =9 o’ = pt+sx)=9(sp(tx) VtseT,zeR",

die (nicht ohne Grund) denen der Exponentialfunktion entsprechen. Fiir s = —t € T folgt aus
(1.2.3) insbesondere auch, dass man den Fluss umkehren kann,

= (") (1.2.4)

Bemerkung: Eine wichtige Konsequenz aus der Kozyklen-
Eigenschaft (1.2.3p) dynamischer Systeme ist, dass durch
jeden Punkt z € R™ genau eine Bahn geht, da Bahnen

unmoglich

sich nicht kreuzen kénnen. Denn, wenn sich Bahnen an

einer Stelle z € R™ iiberschneiden sollten, ¢(s1;2) = z =
v(t1;y), dann gilt wegen (1.2.3p) fiir ¢t € T, dass

p(t;2) = @t —s1;0(s152)) = @t — s1;2) = p(t = s150(t1;9)) = p(t — 51+ t1;9)

und die beiden L&sungen unterscheiden sich nur in einer Verschiebung der Zeitachse, die im

Zustandsraum aber nicht sichtbar ist.

Zur Illustration seien hier zwei typische Fille angesprochen, welche spiter teilweise noch

ausfiihrlicher behandelt werden.

Beispiel 1.2.2 Es sei ' : R™ — R" eine nichtlineare Abbildung. Diese erzeugt ein dynamisches
System mit diskreter Zeit T = Ny durch die Iteration

0(0;2) =z, @(t;x):=Fi(z)= F(Ft_l(a:)), teN. (1.2.5)
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Dieses Beispiel ist eine der Motivationen fiir die Schreibweise ¢!. Die Umkehrregel ([1.2.4) gilt

aber nur, wenn F' eine Bijektion ist und T = Z.

Beispiel 1.2.3 Den wichtigsten Fall dynamischer Systeme stellen die Anfangswertprobleme
von Differentialgleichungen dar. Ein autonomes System wird beschrieben durch das Vektorfeld
f: R®™ — R™ und definiert das dynamische System ¢(t;x) = y(t) durch die Losung das An-
fangswertproblem
y(t) =fyt), teR, y(0) ==,

mit Anfangswert z € R™. Da mit einer Losung y(t) der autonomen Dgl auch y(t — ty) eine
Losung ist, kann man als Startzeitpunkt oBdA null wéhlen, wie in y(0) = z. Die Zeit T = R
ist hier kontinuierlich und fiir endlich-dimensionale Zustandsraume Z ist auch die Betrachtung

negativer Zeiten sinnvoll. Denn die Funktion v(t) = y(—t) erfiillt die Gleichung v'(t) = —y/(—t) =
—f(0(1)-

Bemerkung: Ein allgemeines System von Differentialgleichungen «'(t) = g(¢,u(t)) 1d8t sich in
ein autonomes umformen, indem man die Zeit ¢ als zusétzliche Unbekannte einfithrt. Das fiihrt

zum erweiterten, jetzt aber autonomen, Problem

u(t) = (“(t)> IS (g(y”“(t)’“(t))> = £(y(0).

t 1

Daher muss man das Richtungsfeld eines autonomen Problems im R", das eines nicht-autonomen

Problems aber im R™t! studieren.

Bemerkung: Zu einem kontinierlichen dynamischen System ¢(¢; z), t € R, kann man auf einfache
Weise auch immer ein zeitdiskretes System mit T = Z konstruieren, indem man die Lésung nur
auf einem Zeitgitter {kT : k € T}, z.B. mit der Periode T betrachtet (Stroboskop-Abbildung).
Die Funktion F' in ist dabei definiert durch

F(z):= o(T;x).

Eine andere Moglichkeit ist die Betrachtung von ¢ nur an Zeitpunkten t;, kK € Z, wo eine
bestimmte Eigenschaften erfiillt ist, etwa der Durchgang durch eine Hyperebene, w' o(ty; ) = v
(Poincaré-Schnitt).

Von besonderem Interesse bei dynamischen Systemen sind ausgezeichnete Punkte des Pha-
senraums, die gleichzeitig triviale, einpunktige Bahnen B(z) = {x}, also zeitkonstante Losungen,
darstellen. Dann interessiert man sich natiirlich auch fiir die Dynamik in einer Umgebung dieser
Punkte. Zur Beschreibung von Umgebungen bendtigt man Normen. In der Vorlesung werden
die Holder-Normen zu p € [1, 00| betrachtet,

n

/
Izl = (S lasl?) ", zec (1.2.6)

j=1
welche hier schon im Komplexen definiert werden, da spéter komplexe Transformationen der

Systeme betrachtet werden. Die wichtigsten Vertreter sind die Summennorm, ||z|[y = 327, |z;],
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die Euklidnorm ||z([2 :== /377 [z;|* und die Maximumnorm ||z := max}_, [z;|. Oft spielt
die tatséchlich verwendete Norm keine Rolle, dann wird kein Index angegeben. Einfache Umge-

bungen sind die Kugeln
K. (z):={yeC": |y—z| <r}. (1.2.7)

Diese werden in folgender Definition verwendet.

Definition 1.2.4 Ein Punkt & € R™ heifit Gleichgewichtspunkt (Ruhepunkt, Aquilibrium ) des
dynamischen Systems @, wenn t — p(t; ) konstant ist, also p(t; &) = &Vt € T. Das Gleichge-

wicht & heifft stabil, wenn zu jedem € > 0 ein d > 0 existiert so, dass
x € Ks(z) = ¢(t,x) € K(2) Vt > 0.
Dieser Punkt & heifst attraktiv, wenn ein € > 0 existiert so, dass
x € K () = ¢(t;x) = & (t — 00).

Der Punkt & heif$t asymptotisch stabil, wenn er stabil und attraktiv ist. Ein Punkt heifft instabil,

wenn er nicht stabil ist.

Bei der Iteration 2+ := F(z®) k € N, vgl. Beisp. sind gerade die Firpunkte & =
F(&) der Funktion F Gleichgewichte, bei autonomen Differentialgleichungen y/(t) = f(y(t)) wie
in Beisp. die Nullstellen von f mit f(z) = 0. Die Charakterisierung der Stabilitit von

Gleichgewichtspunkten wird im Folgenden eine grundlegende Rolle spielen.
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2 Gewohnliche Differentialgleichungen

2.1 Grundlagen

Bei allgemeinen Systemen von Differentialgleichungen sucht man eine differenzierbare Losungs-

kurve t — y(t) € R™, welche eine Bedingung der Form
F(t,y(),y'(t)) = 0Vt € [to, t]

erfiillt. Dabei ist F': R x R” x R™ — R" eine gegebene Funktion. Der Fall, dass diese Gleichung
nicht eindeutig nach der Unbekannten 3’ aufgelést werden kann, tritt in der Praxis 6fter auf

(z.B. rollendes Rad), ist aber kein Thema dieser Vorlesung. Hier werden nur explizite Systeme

y'(t) = f(ty(t)), te lto,te] (2.1.1)

betrachtet mit einer stetigen Funktion f(¢,u) und f: R x R™ — R™. Bevor die Existenz von

Losungen betrachtet wird werden Bezeichnungen fiir verschiedene Spezialfille eingefiihrt.

Definition 2.1.1 Das Problem heifst

autonom, f(u)
linear, wenn f(t,u) =< At)u+ g(t)
linear homogen, A(t)u

mit A: R — R"™" ¢g: R— R™

Jeder dieser Spezialfille besitzt wichtige Eigenschaften, welche spéter behandelt werden. Als
primére Aufgabe betrachtet man bei Differentialgleichungen das Anfangswertproblem, bei dem
man eine Losung von (2.1.1) sucht, die zu einem Anfangszeitpunkt ¢ty von einem Anfangswert

x € R™ ausgeht,

Eine grundlegende Methode zur Untersuchung der ’

kkkkkkkkkkkkkk

Losungen von Differentialgleichungen ist das Richtungs- H e S -
feld. Bei einer Losung y : [to, te] — R™ beschreibt y(t)

P B A A A

. . n / P A R
eine Kurve im R"™ und ¢'(¢) den Tangentenvektor an L L
diese Kurve im Punkt y(¢). Nach (2.1.1) ist bei einer L e
L4 S O A A

Losung die Tangentenrichtung v im Punkt § = y(t) p s Y,
aber gleichzeitig durch die Vorschrift v = f(¢,7) gege- L S
g g f( ’y) g g PR A P A A A
ben. Daher kann man nun ohne Kenntnis einer Lésung VR P A N A
A P S A

an jeder Stelle (¢,y) des Bereichs [tg, t.] x R™ einen Rich-
tungsvektor v := f(t,y) anhiingen (Fihnchen im Bild). |- - = = = = = = = =« = =« - =

Eine Losung y(t) des Anfangswertproblems (2.1.2)) ist s 5

dadurch ausgezeichnet, dass sie im Punkt (¢g,z) beginnt und sich dann in das Richtungsfeld
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einschmiegt, d.h. dass an jeder Stelle (¢,y(t)) die Tangente genau in der Richtung f(t,y(t)) zeigt
wie bei der roten Kurve. Das Diagramm zeigt das Beispiel der Dgl ¢/ = 1 — 32 = f(y). Diese
ist autonom und daher hiangt das Richtungsfeld nicht von ¢ ab. Dies erkennt man daran, dass
alle Féhnchen mit gleichem y-Wert parallel sind. Bei autonomen Systemen betrachtet man das
Richtungsfeld daher meist nur im R"™, ohne t-Achse (vgl. Beisp.

Fiir eine stetige Funktion f existiert zu jedem Punkt (¢p,z) aus dem Definitionsbereich
von f (mindestens) eine Losung, die bis zum Rand des Definitionsbereichs verlduft (Satz von
Peano). Eindeutigkeit auf abgeschlossenen Intervallen bekommt man, wenn man fiir f noch eine

Lipschitz-Bedingung im zweiten Argument fordert.

Satz 2.1.2 (Picard-Lindelsf) Die auf dem Streifen [to,te] x R™ definierte stetige Funktion
f(t,u) erfille dort eine Lipschitz-Bedingung

| f(t,u) — f(t,v)]| < L|lu—v| Yu,v € R", t € [to, te], (2.1.3)

mit einer Lipschitzkonstanten L > 0. Dann besitzt das Anfangswertproblem genau eine
Lésung y € (Cto, te])™. Fiir diese gilt die Schranke
L(t—to)

e

ly(t) — zf| < max | f(s, )|, € [to,tc]. (2.1.4)

L to<s<t

Beweis Der Beweis verwendet den Banachschen Fixpunktsatz bei der zu (2.1.2]) dquivalenten

Integralgleichung

t

y(t) =x+ t f(s,y(s))ds, t € [to,te]. (2.1.5)

Die rechte Seite stellt einen nichtlinearen Operator im Raum B := (C[to, t.])" dar
F: B— B, u— (F(u)(t) = x—l—/tf(&u(s)) ds.
to
Es wird jetzt gezeigt, dass F' in B versehen mit der gewichteten Norm
[ ulle := max{|u(t) e~ 1) ;¢ € [to, t]}

fiir £ > L eine Kontraktion ist, B ist natiirlich auch in dieser Norm ein Banachraum. Aufgrund
der Lipschitzbedingung (2.1.3)) sieht man fiir u,v € B, dass

I (u) = F(v)]l¢ = maxe™ 10| /t (f(s,uls)) = f(s,0(s)))ds|

t
< max 10—t / £ (s, u(s)) = F(s,0(s))]|ds

t

t
<L maxe_g(t_t())/ e e=t0) ||u(s) — v(s)|le= 710 ds
to

t
<L max e Ht—to) / ets=t0) gg Hu — ’UHZ
to

L
=~ (1= e N lu—vfle < Zllu—o]e.
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Fir L/¢ < 1 ist die Abbildung F' also kontrahierend im Banachraum B und besitzt somit
einen eindeutigen Fixpunkt y = F(y) € B. Da diese Funktion y = y(¢) stetig ist, ist es auch der
Integrand f(¢,y(t)) in (2.1.5)) und dessen Stammfunktion somit sogar diffbar: y(t) € (C'[to, te])™.

Zur Abschitzung der Differenz y(t) — x betrachtet man wieder ,

t
Iyt —m-n/ (5,9(5)) — f(s,2)) ds + | f(s,)ds]

to
t
L M@—mw+/wmwmw
to to

Die Schranke (2.1.4) folgt hieraus mit dem folgenden Gronwall-Lemma. ]

Bei der Untersuchung des Verlaufs von Losungen wie im letzten Beweis kommt man oft auf
Integral- oder Differential- Ungleichungen. Abschéitzungen bekommt man dafiir mit dem folgen-
den Lemma. In der Formulierung werden insbesondere auch fallende Lésungen beriicksichtigt
mit a < 0.

Lemma 2.1.3 (Gronwall-Lemma) Gegeben seien o, 3,7 € R, 5,7 > 0, und eine nichtnega-
tive Funktion u € Clto, te].

a) Gilt fiir o > 0 die Ungleichung
u(t) <y + /tt (a u(s)+ p)ds, Vt € [to,t.],
0
dann folgt fiir t € [to,t.| die Abschditzung
mwﬁ{€W%WV+®_§’a#Q (2.1.6)
v+ B(t — o), a=

b) Ist u differenzierbar in [to, te] und gilt u(ty) < =y, sowie
u'(t) < au(t) + B Vt € [to, te],

dann folgt fiir beliebige o € R.

Beweis Der Fall a = 0 ist trivial. Fiir @ > 0 und & > 0 sei v(t) := e*(~t0) (e -7 + g) - g Diese
Funktion erfiillt die Gleichung v(t) = ¢ + v + ftz (av(s) + B) ds. Durch Subtraktion folgt

u(t) —ov(t) < —e+ a/ (u(s) - v(s)) ds, t € [to,te],

to
insbesondere auch u(ty) —v(ty) < —e < 0. Da u, v stetig sind, ist die Differenz in einer Umgebung
von to negativ. Sei nun t; > to der erste Punkt mit u(¢;) = v(¢1). Dann folgt dort aber aus der
Integral-Ungleichung ein Widerspruch, da

0=u(t;) —v(t1) < —e+ a/tl (u(s) —v(s))ds <0

to

<0
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ist. Somit gilt u(t) < v(t) fiir ¢ € [to, t] und alle ¢ > 0 und damit die Behauptung.
b) Fiir a # 0 sei v(t) := e~ *(¢=10) (y(t) + 3/a). Dafiir gilt nach Voraussetzung

V' (t) = et (4 (t) — au(t) — B) < 0.

<0

Also ist v nicht wachsend und mit v(t) < v(to) = v + 3/« folgt die Behauptung (2.1.6]). [ ]

Beispiel 2.1.4 Als Beleg fiir die Notwendigkeit der Lipschitz-Bedingung (2.1.3)) dient die Dgl

y'(t) = ]yl

Die rechte Seite f(u) = y/|u| > 0 ist stetig, in null aber nicht Lipschitz-stetig. Der Punkt § = 0
ist ein Gleichgewichtspunkt und daher ist y(¢) = 0 eine Losung. Mit jedem a,b € R und a < b

16st aber auch
—i(z—a)? z<a
y(t) =14 0, a<x<b (2.1.7)
Hz-b?% b<uz
die Differentialgleichung, denn fiir < a ist y'(t) = £(a —
z) = /3@ —a)? und fir z > b gilt Y (t) = Lz —b) =

1(z —b)2. AuBerdem ist y stetig. Mit einer Anfangsbe- b

dingung y(0) = —1 folgt zwar a = 1, aber (2.1.7) ist dann

mit jedem b > 1 eine Losung des Anfangswertproblems, die- 14

se also nicht eindeutig.

Bemerkung: Der Satz ist auf sehr viele Differentialgleichungen zunéchst nicht direkt an-
wendbar, etwa bei v/ = 14 y? =: f(y), da die rechten Seiten keine globale Lipschitz-Bedingung
erfiillen. Denn im speziellen Fall gilt |f(u) — f(v)| = |u + v||u — v| und der Vorfaktor |u + v| ist
natiirlich nicht auf ganz R beschrénkt. Ein einfacher Ausweg ist, dass man die Funktion f(y)
auflerhalb eines beschrinkten Bereichs modifiziert, etwa indem man sie konstant nach auflen
fortsetzt. Die so modifizierte Funktion f erfiillt natiirlich eine globale Lipschitzbedingung und
Satz zeigt die Existenz einer Losung g(t) zu ' = f(g), 7(0) = . Mit Hilfe der Schranke
iiberpriift man, ob diese Losung § den nicht-modifizierten Bereich iiberhaupt verlassen
hat. Wenn das nicht der Fall ist, ist klar, dass § mit der eigentlichen Losung y {ibereinstimmt.
Die spezielle Losung y(t) = tan(t) mit tan’(t) = 1 + tan?(¢) ist unbeschrinkt. Sie zeigt, dass

diese Modifikationsmethode mglw. nur anwendbar ist bei hinreichend kleinen Intervallen [tg, t.].

Ein Ziel der Vorlesung ist es, Aussagen iiber eine groere Gesamtheit von Losungen (d.h. nicht
nur fiir einzelne) zu treffen. Dazu ist es hilfreich, wenn man die Auswirkung von Anderungen

der Anfangswerte abschéitzen kann.
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Satz 2.1.5 Die Funktion f : RxR™ — R" sei stetig und erfille die Lipschitz- Bedingung
mit L > 0. Dann gilt fir je zwei Losungen 2'(t) = f(t, 2(t)), v'(t) = f(t,y(t)) der Differential-
gleichung die Ungleichung

l12(8) = y(@)II < 7 z(t0) —y(to)l, ¢ = to.

Beweis Durch Subtraktion der Integralgleichungen (2.1.5)) fiir z und y bekommt man
t

12() =y = [|2(t0) — y(to) + / (f(s,2(s)) = f(s,y(s)))ds]|

to

< ) =t + L [ () = (s) s

Fiir diese Ungleichung beweist Lemma mit u(t) := ||z(t) — y(t)|| die Behauptung. ]

Da nichttriviale Lipschitzkonstanten positiv sind, wichst der Vorfaktor im Satz [2.1.5] expo-
nentiell mit der Zeit ¢ an, obwohl man bei vielen Differentialgleichungen aufeinander zulaufende
Losungen, also fallende Abstéinde, beobachtet (etwa bei y' = —y). In diesen Fillen bekommt

man in der Euklidnorm mit dem folgenden Begriff prazisere Schranken.

Definition 2.1.6 Eine Funktion f : R x R™ — R"” erfillt eine einseitige Lipschitz-Bedingung

mit der Konstanten pu € R, wenn gilt

(u— U)T(f(t,u) — f(t,v) < pllu— v||3 Vu,v € R", t € [to, te]. (2.1.8)

Wenn f eine Lipschitzbedingung (2.1.3) mit L in der Euklidnorm erfiillt, erfiillt f natiirlich
auch (2.1.8)) mit |u| < L. Bei geeignetem f kann die neue Bedingung aber auch mit negativem

u gelten und fithrt dann im folgenden Satz zu Schranken, die mit der Zeit ¢ fallen.

Satz 2.1.7 Die Funktion f: R x R" — R"™ sei stetig und erfiille eine einseitige Lipschitzbedin-

gung mit u € R. Dann gilt fir je zwei Losungen 2'(t) = f(t,2(t)), ¥/ (t) = f(t,y(t)) der
Differentialgleichung die Ungleichung

12(8) = y()ll2 < e |2(to) — y(to)ll2, ¢ = to.

Beweis Da z und y differenzierbar sind, ist dies auch die Funktion u(t) := ||2(¢) — y(¢)|3 > 0.
Fiir deren Ableitung gilt

~
—
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U (1) = 2(2(t) —y(®) () — y
< 2u)|2(t) — y(6)|3 = 2pu(t).

Aus v/ (t) < 2uu(t) folgt mit dem Gronwall-Lemma u(t) < u(to)e**=*) und durch Ubergang
zu \/u(t) die Behauptung. ]
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Beispiel 2.1.8 Fiir die rechte Seite der autonomen Dgl o/ (t) = 1 —y(t)? gilt mit f(t,u) = 1 —u?
ft,u) — f(t,v) = —ud +0* = —(u? + uv 4 v?)(u — v).

Wenn man hier direkt zu Betréigen {ibergeht, erhilt man in einem unbeschrinkten Streifen
iiberhaupt keine endliche Lipschitzkonstante L (— Modifikationstrick). Mit dem Innenprodukt
dagegen ergibt sich
(u—v)(f(t,u) — f(t,0)) = (u—v)(—u® + ) = —(u® +uv +v?) (u — v)?
——
>0

< —(u® = 2fuv| + %) (u = v)? = ~(fu] = [v])*(u—v)* <0

eine einseitige Lipschitz-Bedingung ([2.1.8]) mit x = 0. Mit Satz folgt daher, dass Losungen
x(t),y(t) dieses Problems sich nicht voneinander entfernen ||z(t) — y(t)|l2 < ||z(to) — y(to)]|2-
Daher ist z.B. das Gleichgewicht ¢ = 1 der Dgl stabil, vgl. Defin.

Bemerkung: Die verschiedenen Ergebnisse sollen mit den Begriffen fiir dynamische Systeme aus
der Einleitung in Beziehung gesetzt werden. Tatséchlich ist ¢(¢; x) := y(¢) mit der Losung y
von und der Anfangsbedingung y(0) = z (im autonomen Fall) unter den Voraussetzun-
gen von Satz ein dynamisches System im Sinne von Defin. Die Bedingung ,
©(0;2) = y(0) = x, entspricht gerade der Anfangsbedingung. Aus der eindeutigen Losbarkeit
folgt auch, dass die Losung z(t) eines weiteren Anfangswertproblems mit der selben Differenti-
algleichung, aber Anfangsbedingung z(t;) = y(t1) = ¢(t1;2) in ¢; nahtlos an die Losung y(t)
anschlieft, also stetig ist. Zu priifen bleibt nur noch, ob z(t) = p(t—t1;y(t1)) = (t—t1; p(t1;x))
auch stetig diffbar an y(t) anschlieft. Das folgt aber aus der Stetigkeit der rechten Seite f, denn
fir s <t; <t gilt

y'(s) = fy(s) = fly(tr)) = f(=(tr)) « f(2(t)) = 2'(1),

wenn s 7t und ¢ N\ t1. Damit gilt z(t) = o(t — t1; ¢(t1; 7)) = @(t; ) auch fir ¢ > ¢; und zeigt
Eigenschaft (1.2.2]).

Die Ungleichungen der letzten Sdtze sagen aber noch mehr aus iiber dieses dynamische System
. Mit Anfangswerten z, 2 € R™ entspricht Satz der folgenden Schranke in der Euklidnorm

lo(t; ) — @t 2) |2 < e |l — 2|2, t > to. (2.1.9)

Dies heifit, dass das dynamische System x — ¢(t; z) eine Lipschitz-Bedingung erfiillt mit Kon-
stante exp(u(t — to)), es héngt Lipschitz-stetig vom Anfangswert = ab. Fiir negatives p wird
die Lipschitz-Konstante sogar immer kleiner fiir ¢ — oo. Ist dabei & = (t; ) Vt ein Gleichge-
wicht, dann ist es fiir 4 < 0 attraktiv, vgl. Defin. Die Lipschitz-Stetigkeit 188t sich
noch verschérfen, wenn f differenzierbar ist. Dann existiert sogar die Ableitung der Abbildung

x — (t;x) nach dem Anfangswert x.
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Satz 2.1.9 Die Funktion f : R™ — R" sei im R™ zweimal stetig differenzierbar, ihre Ableitungen
fys fyy dort beschrinkt. Dann ist das dynamische System o(t;x), das die Lisung des AWPs
beschreibt, differenzierbar nach dem Anfangswert x. Fir gentigend kleines v € R™ und
t € [to,te] gilt dabei, dass

Pt +v) — p(tiz) = ult) + O(Jo]2), (2.1.10)
ist mit der Losung u(t) des linearen, homogenen Anfangswertproblems

u'(t) = f'(e(t; ) - u(t), ulto) =v. (2.1.11)

Beweis Mit L := max{||f,(2)]| : z € R"} erfiillt f die Lipschitzbedingung und daher
existieren die Losungen y(t) = o(t;2) und y(t) + w(t) = ¢(t;x + v). Dabei gilt w(ty) = v und
nach Satz auch die Schranke [|w(t)||2 < eXt—0)||v|| < K|v||, t € [to, te] mit K = eL{te=to),
Fiir die Differenz w(t) der beiden Losungen folgt

w'(t) = f(y() +w(t) — f(yt) = A®) - wt) +r(t),  Alt) = fy(y(1)),

mit einer Funktion r, fiir die ||r(t)|| < C|lw(t)||*> < CK?|lv||? gilt. Nach Ubergang zur Integral-
gleichung bei w und u aus (2.1.11)) liefert ein Vergleich der beiden

w(t) —u(t) = / (A(s)(w(s) —u(s)) + r(s))ds =

to

lw(t) = u(®)] < L/t lw(s) = u(s)llds + CK|[v]|*.

Das Gronwall-Lemma und w(to) — u(tg) = 0 liefern die Behauptung w(t) — u(t) = O(||v[|?). =

Tatséchlich ist eine homogene, lineare Differentialgleichung v'(t) = A(t)u(t), Ko-
effizient ist die Ableitungs-Matrix A(¢t) = f/(y(t)) der rechten Seite f, welche auf der Kurve
y(t) = o(t;z) ausgewertet wird. Allerdings ist dieses lineare System nicht mehr autonom! Im
folgenden Abschnitt wird sich zeigen, dass die Losung u von die Form u(t) = Y (t)v
besitzt mit einer Matrixfunktion Y (¢), einem sogenannten Fundamentalsystem der Dgl. Insbe-
sondere ist fiir festes t die Zuordnung v — u(t) eine lineare Abbildung und gegeben durch die
Matrix Y (¢). Damit besitzt exakt die Form, die Y'(¢) als Ableitung von ¢ nach dem Vek-
tor x identifiziert. Daraus folgt, dass die Richtungsableitung d¢/0v und die gesamte Ableitung
(Jacobi-Matrix) d¢/0x an der Stelle ¢ gegeben sind durch

—(tx) =Y (), ——(t;z)=Y(¢). (2.1.12)

2.2 Lineare Systeme von Differentialgleichungen

Linearisierung ist eine der grundlegenden Techniken in der Analysis, mit der man iiber die Ablei-

tungen das Verhalten eines Systems in einer Umgebung interessanter Punkte untersuchen kann.
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Obwohl in dieser Vorlesung autonome Probleme im Vordergrund stehen, fiithrt die Linearisierung
auch fiir autonome rechte Seiten f = f(y) im Satz doch auf ein zeitverdnderliches lineares

System. Daher wird jetzt der allgemeine Fall betrachtet beim linearen Anfangswertproblem

Y () = Alt)y(t) + g(t), t € [to,te],  y(to) ==, (2.2.1)

mit einer stetigen Matrixfunktion A(t) € R™™ und g € Clto,te]. Die Losung y 1d8t sich als
nicht-autonomes dynamisches System y(t) = ®(¢;tp, z) schreiben, das nun vom Startzeitpunkt
to abhingt. Fiir ein solches System dndern sich die Bedingungen aus Defin. folgendermafen:

O(t;t,x) =x, P+ s;to,x) = O(t+ s;t, P(t;tg,x)).
(t;t,x) ( 0,2) = ®( (t;to, z))
Diff. s

Das erste Argument hat jetzt also nicht mehr die Bedeutung einer Zeit- Differenz, sondern der
der aktuellen Zeit. Fiir festes ¢ ist die Abbildung x — ®(t;tg, ) zu (2.2.1)) affin linear, d.h. fiir
z,y € R" und A\, u € R mit A+ p =1 gilt

D(t;to, Ax + py) = A (t;to, ) + u®(t3to, y).

Dies erkennt man daran, dass die Differenz u(t) = ®(¢;to, z +v) — ®(¢; to, x) von zwei Losungen
das homogene System

u'(t) = A()u(t), wu(ty) = v, (2.2.2)

erfiillt. Das zu gehorige dynamische System sei mit ®p,(¢;tg,v) := u(t) bezeichnet. Offen-
sichtlich ist die Abbildung v — ®},(¢; o, v) linear. Zu dieser Abbildung gehort daher eine Matrix
Y (t;t0) € R™™ mit ®p(t;t0,v) = Y (t;t0)vVo € R™. Diese bildet ein spezielles Fundamental-
system der Dgl , d.h. ein System aus n linear unabhéngigen Losungen dieser Gleichung.
Diese Matrixfunktion ¢ — Y (t) = Y (¢;tg) 16st sogar das Matrix-Anfangswertproblem

Y'(t) = A@)Y (t), Y(to) = 1. (2.2.3)

Umgekehrt kann man n linear unabhéngige Losungen der homogenen Differentialgleichung zu
einer Matrixfunktion U(t) € R™*™ zusammensetzen. Diese bildet dann ein Fundamentalsystem,
U'(t) = At)U(t), und man bekommt mit Y (t;tg) = U(t)U(to)~! ein fiir normiertes
Fundamentalsystem. Dabei besitzt ein Fundamentalsystem fiir jeden Zeitpunkt ¢ > tg linear
unabhéngige Spalten, wenn dies am Anfangszeitpunkt ty galt, etwa wie in . Denn fiir die
sog. Wronski-Determinante W (t) := det (Y (t)) gilt W(tp) = 1 und die Differentialgleichung
(Beweis Analysis 2)

W'(t) = spur(A(t)) - W(t). (2.2.4)

Mit S(t) := fti) spur(A(s)) ds folgt daraus W (t) = eSOW (to) # 0 und dies zeigt die Regularitiit

des Fundamentalsystems, da die Exponentialfunktion im Reellen nie verschwindet. Mit einem
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beliebigen Fundamentalsystem U (t) kann man iiber die Variaton der Konstanten die folgenden
Losungsformeln fiir das inhomogene Problem ([2.2.2)) herleiten

t
y(t) =U(1) (U(to)_lir / U(s) ' g(s) ds) (2.2.5)
t
. 0
=Y(tto)r + [ Y(t;s)g(s)ds,
to
welche sich mit dem speziellen Fundamentalsystem Y (¢;-) vereinfacht. Denn man verfiziert so-

fort, dass y(to) = x ist und y/(t) = Y (t; to)z + Y (t;1)g(t) + [* Y (t; 5)g(s) ds = A(t) (y(t; to)z +
JL Y (t:s)g(s) ds) + g(t) gilt.

Die Losungsschranken aus §2.1] iibertragen sich natiirlich vereinfacht auf lineare Probleme.
Dies beginnt schon bei der einseitigen Lipschitzbedingung aus Defin 2.1.6] welche direkt mit
Hilfe der quadratischen Form der Matrix charakterisiert werden kann. Da. spiter auch komplexe
Matrizen auftreten, wird dieser Fall hier im Komplexen betrachtet. Dabei bezeichnet z* := z7

den konjugiert transponierten Vektor.

Definition 2.2.1 Zu einer Matrix A € C™*™ wird die Logarithmische Norm definiert durch

pu(A) == max{Rex* Az : z*z = 1}. (2.2.6)

Genau genommen wurde die zur Euklidnorm gehérige logarithmische Norm ps eingefiihrt, fiir sie
gilt Re (z*Az) < u(A)| /3. Man beachte, dass bei der Berechnung von p wegen p(A*) = u(A)
nur der hermitesche (symmetrische) Anteil (A + A*) der Matrix A eingeht, der nur reelle
Eigenwerte besitzt. Insbesondere ist in der Definition der Fall u(A) < 0 moglich und beim

Finsatz auch besonders interessant. Im folgenden Satz wird die durch

Y
I = max 12

: (2.2.7)
w0 ||z]lp

von der Holdernorm ||z||, induzierte Matrixnorm verwendet. Sie ist die kleinstmogliche Kon-
stante in der Ungleichung ||Yz||, < ||V, |, Yz € C™.

Satz 2.2.2 Die Funktionen A(t), g(t) in seien stetig auf [to,te] und
= max pu(A(t)).
tE€(to,te]
Dann gilt fiir jedes Fundamentalsystem von die Normschranke
1Y (t;8)|la < ™79 19 <s<t<t,, (2.2.8)

und fiir jede Lésung des inhomogenen Problems auch

t
ly(®)]l2 < e ly(to)]|2 +/ " g(s)]lads, to <t <te (2.2.9)
to
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Beweis Die Behauptung (2.2.8) ist ein Spezialfall von Satz denn im linearen Fall ist
L := max{||A(t)|| : t € [to,te]} < oo und die einseitige Lipschitzbedingung

(uw—0)"(f(t,u) = f(t,0)) = (u—v)"At)(u—v) < u(A®))llu vl

ist erfiillt mit der Konstanten u(A(t)) < . Fiir die Funktion y(¢) = Y (¢;s)z, x € R”, folgt
daher
1Y (85 9)zll2 < ) 2]

Dies entspricht der ersten Ungleichung (2.2.8) Diese kann jetzt in die Losungsformel ((2.2.5])

eingesetzt werden und fithrt auf

t
ly@ll2 < 1Y (£ t0)2]l2 + t 1Y (#;)ll2ll9(s)l2ds-
0

Mit([2.2.8]) folgt die Behauptung. ]

Beispiel 2.2.3 Fiir die Differentialgleichung im R?, 3/(t) = A(t)y(t) mit

0o 1 , -
A(t) = ) 5 ist U(t) = L 1
Tu? T2 2 v

ein Fundamentalsystem, wie man leicht nachpriift. Das spezielle Fundamentalsystem zur An-

fangsbedingung in 5 = 1 ist dann

. U\U -1 3/2

4572 /2
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2.3 Konstante Koeffizienten, Matrix-Exponential

Wenn die Matrix A des linearen Systems sogar konstant ist, das System also autonom, 1&3t
sich wie bei skalaren Problemen ein Fundamentalsystem explizit mit Hilfe der Exponentialfunk-
tion angeben. Im Satz iiber die Ableitung Op/0x tritt dieser Fall auf, wenn z = ¢ = y(t) zu
einer Gleichgewichtslosung gehort. Mit der expliziten Darstellung kann man dann das Verhalten
der Losungen in Abhéngigkeit von den Eigenwerten von A exakt klassifizieren. Diese Klassifika-
tion {ibertragt sich unter geeigneten Voraussetzungen auch auf allgemeine autonome Probleme,

ohne dass man deren Losungen explizit kennen muss.

Beispiel 2.3.1 (Wettriisten) Zwei konkurrierende Machtblocke legen ihre Riistungsausgaben
y1,y2 nach ihren eigenen Absichten fest, beriicksichtigen aber auch die Ausgaben des Gegners.
Ein einfaches, lineares Modell beschreibt die Ausgaben y1, o der beiden M#chte durch ein System
y' = f(y) = Ay + g mit konstanten Koeffizienten in der Form

Yy = —aiy1 +riy2 +by,

! (2.3.1)
Yo = Toy1r —agyz +bo.

Dabei sind aq, as > 0 Abriistungskoeffizienten, die den Abbau bei fehlender duflerer Bedrohung
beschreiben und 71,79 > 0 Aufriistungskoeffizienten als Reaktion auf die Riistungsausgaben des
Gegners. Fiir det(A) # 0 existiert ein Riistungsgleichgewicht mit f(3) = Ay + g = 0 im Punkt

A 1 b b
yAl __ 1 fabi+mibe . (2.3.2)
Y2 ajaz —rira \roby + aibo

Dieses ist positiv, § € ]R%_, wenn by,by > 0 gilt und auch det(A) = ajas — rire > 0 ist.

Entscheidend ist aber die Frage, ob sich die Riistungsausgaben auf diesen Wert einpendeln, weil

das Gleichgewicht stabil ist, oder ob eine ”Spirale” des Wettriistens entsteht.

Kriterien fiir diese Unterschiede werden in diesem Abschnitt entwickelt. Der dafiir grundle-
gende Satz wird fiir den komplexen Fall A € C™*" formuliert, da spéter auch Ahnlichkeitstrans-

formationen eingesetzt werden.

Satz 2.3.2 Zur Matriz A € C"*" konvergiert die Exponentialreihe

exp(tA) = et .= ﬁAJ (2.3.3)
i=o 7

in jeder Norm und fiir jedes t € R. Die Funktion Y (t) tA ist ein Fundamentalsystem und

=e
erfillt die Differentialgleichung Y'(t) = AY (t) mit Y (0) = I sowie die Rechenregel

el A — bAoA — osA A 5 1 e R.

Speziell fiir die 2-Norm gilt die Schranke

le"]l2 < e, ¢ > 0. (2.3.4)
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m I

Beweis Die Folge der Partialsummen S, := > =0 ﬁAj ist eine Cauchyfolge, denn fiir m > k >

ItA] gilt
P S Ly ek A1 A
— A < ST B4 < = |tA (LA | Lk
H;kﬂ ”‘;ﬂ Al < —lieAl ;( ) = BT AT

Da k! schneller wiichst als jede Potenz x* wird dieser Ausdruck beliebig klein und zeigt die
Cauchy-Eigenschaft der Folge, aus der die Konvergenz folgt. Die Funktionalgleichung ist eine

rein algebraische Identitét und folgt wie im Reellen. Eine Konsequenz daraus ist

Lo ema Ay _ Lopa =W tA
E(e —e ):E(e —1I)e :ZTA]e — Ae (h —0)
j=1
und verifiziert (e/4)’ = Ae!4. Die Normschranke entspricht (2.2.8). |

Vorsicht: Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion fiir exp(A + B) gilt nicht mit all-
gemeinen Matrizen A, B ! Nur fiir kommutierende Matrizen AB = BA gilt exp(A + B) =
exp(A) exp(B).

Bei konstanter Matrix A wird aus der Losungsformel (2.2.5) die Darstellung

t
0

und die Schranke ([2.2.9) gilt mit i = p(A).

tA

Bemerkung: Durch Einfithrung von S := e ist ¢! = S* := €' ein dynamisches System im Raum

C™ " fiir das die Rechenregeln ([1.2.3) gerade mit denen fiir Matrix-Potenzen zusammenfallen,
gOtJrS — Gtt+s — 6(t+s)A _ esA etA — §5Gt — S05 o Sat-

Insbesondere bildet {¢! : t € R} eine Gruppe.

In der Analysis 16st man lineare, autonome Systeme i.d.R. iiber den Ansatz y/(t) = eMv

und das daraus resultierende Eigenwertproblem Av = Av. Das Vorgehen entspricht aber genau
dem Satz unter Verwendung der Jordan-Normalform von A. Grundlage sind Basiswechsel
bei der Matrix (linearen Abbildung) A. Mit einer reguliren Matrix X € C"*" sind die beiden
Matrizen

X 'AX =B und A=XBX!

dhnlich zueinander und besitzen die gleichen Eigenwerte. Bei Matrixfunktionen wie A¥ und
exp(A) sieht man die grundlegende Bedeutung von Ahnlichkeitstransformationen. Denn es gilt

X TARX = (X71AX)* und daher auch

(o] o
1 . 1 . _
XA = XX =) (X TTAX) =¥ X (2.3.6)
— 9! — 9!

Die Berechnung der Exponentialfunktion wird also einfacher, wenn X !AX einfache Gestalt
hat. Dies gilt z.B. dann, wenn X eine Basis von Eigenvektoren (und Hauptvektoren) von A

enthélt. Daher sind die folgenden Spezialfille wichtig:
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e Fiir eine Diagonalmatriz

D = diag(d;) = ‘ ist et =
0 dy, ednt

Dies folgt einfach daraus, dass Produkte von Diagonalmatrizen wieder diagonal sind, also

auch D7 = diag(d{), j € N (sogar j € Z, wenn D regulér).

m
e ['iir eine Schiebematrix N := (5i7j_1> , der Dimension m x m
=1

,]=
01 0 .2 ym—1
01 Lt 5 m=1)]
m—1 tk 1 t (tm_Q)'
o . tN Yotk m—2)!
N = ist e = Z k'N =
0 k=0
1
0 0

Denn N verschiebt die Elemente eines Spaltenvektors um eins nach oben, (Nz); = ;41,1 <
m
m, (Nz), = 0. Die k-te Potenz verschiebt demnach um & Positionen, N* = (&',j—k), -
Z?]:
und daher ist N nilzyklisch, N* = 0 fiir k > m. Die Exponentialreihe hat daher tatséichlich

nur m Summanden.

e Fiir jedes € > 0 ist die Matrix N &hnlich zu e N. Denn mit der diagonalen Gewichtsmatrix
G. = diag;(¢"1) gilt

GS_INGE = (61_i5i7j715j_1>' = eN. (2.3.7)
Z!j

e Die einzelnen Blocke der Jordan-Normalform haben die Form A 4+ N € C™*™ . Da Al mit

jeder Matrix vertauschbar ist, gilt

t? i
Lt 5 (m=1)!
1 t t7n—2
G ATEN) _ At tN _ X ' (m=2)! | (2.3.8)
1

In der Jordan-Normalform wird die Matrix A mit einer Basismatrix X aus Eigen- und Haupt-
vektoren so transformiert, dass X 'AX Block-Diagonalform besitzt mit Blocken der Form
A+ Nj e C™*™i d.h.

Ml + Ny
A=X X (2.3.9)
e + Ny,
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Die Gesamtgrofie ist natiirlich m; + ... + my = n, Eigenwerte in verschiedenen Blocken kénnen
gleich sein. Dabei bilden die Eigen- und Hauptvektoren zU-1) . .. z(™i) zu jedem einzelnen
Jordanblock der Grofle m; eine Basis fiir den linearen Unterraum U; = span (ac(j’l), At )).
Dieser ist invariant unter A, es gilt AU; C Uj. Die Exponentialfunktion von A besitzt eine

analoge Form, aus den besprochenen Spezialfillen folgt der folgende Satz.

Satz 2.3.3 Es sei J := X 'AX die Jordan-Normalform von A mit den Eigenwerten
A1, .-, Ag. Dann gilt fiir die Fxponentialfunktion der Matriz A die Darstellung

e/\ltetNl

etA - X . X_l,
e)\ktetNk

wobei die Gestalt der Blicke e*tetNi durch gegeben ist. Jeder der Unterrdume Uy, ..., Uy
ist auch invariant bei der Exponentialfunktion, d.h. etAUj CU;,1<j<k.

Die letzte Aussage des Satzes besagt insbesondere, dass die Dynamik, d.h. die Verénderung des
Systemzustands e*4yy mit der Zeit, in jedem der invarianten Unterriume U; unabhéingig vom

Rest des Systems ist. Dies ist eine wichtige Grundlage fiir weitergehende Folgerungen.

Dynamik bei konstanten Koeffizienten

Die Aussagen zu linear-autonomen Systemen besitzen grundlegende Bedeutung fiir die Analyse
der Dynamik allgemeiner autonomer Probleme, dies wird jetzt im Detail diskutiert. Es ist klar,
dass beim homogenen linearen Problem der Nullpunkt ein Gleichgewicht des Systems
darstellt, § = 0 = ¢ = A(#)§ = 0. Und wenn A(t) regulir ist, ist dies auch der einzige
Gleichgewichtspunkt. Mit den eingefiihrten Hilfsmitteln 148t sich die Attraktivitdt und Stabilitét

des Nullpunkts bei konstanten Koeffizienten exakt charakterisieren.

Satz 2.3.4 Der Nullpunkt §j = 0 ist bei der Differentialgleichung y' = Ay genau dann attraktiv,
wenn fiir die Spektralabszisse a(A) der Matriz A € C™*™ gilt

a(A) := max Re\; < 0.
i=1

Beweis a) Wenn ein Eigenwert existiert mit ReA; > 0, dann ist mit dem zugehérigen Eigen-
vektor z(9) die Funktion y(t) = e*'z\9) eine spezielle Lésung von y/(t) = Ay(t). Fiir diese gilt
aber ||y(t)]| = |eM!||29D)|| = eferit||2D)|| > ||zU)|| fiir £ > 0 und damit ist der Nullpunkt nicht
attraktiv.

b) Es sei J = X 'AX die Jordan-Normalform von A. Durch eine zusitzliche Ahnlichkeits-
transformation mit der Diagonalmatrix G. aus (2.3.7) bekommt J = (XG.)"'AXG, in der
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Nebendiagonalen Elemente, die entweder null oder ¢ sind. Daher gilt fiir deren Logarithmische
Norm (mit Hilfe der Ungleichung |ab| < 3(a® + b?))

,u(j) = max Re (Z )\1’371|2 + j’l:,l'+ljix’l;+l)

[[z]l2=1 =1
- €
< max (Re Ai|zi|* + §(|$i|2 + |2it1]?))
T =1
< max (Re\; + ¢)|zi]* = a(A) +e.

< max.
Jalla=1 <

Da a = max; Re\; < 0 ist, ist mit £ := —a/2 > 0 auch u(J) < $a < 0 und zeigt, dass
fiir jede Losung von o/ (t) = Ju(t) gilt ||u(t)]]2 < e/?||u(0)]l2 = 0(t — c0). Jede Losung des
Ausgangsproblems 3/ (t) = Ay(t) = XG.J(XG.) 'y(t) hat daher die Form y(t) = XG.u(t) — 0
(t = 00). [ ]

Bemerkung: Der Beweis benutzte folgenden Zusammenhang zwischen Spektralabszisse und lo-

garithmischer Norm: Fiir jedes € > 0 gibt es eine Basismatrix X. (= XG¢) so, dass gilt
p(XTAX,) < a(A) +e. (2.3.10)

Umgekehrt ist natiirlich a(A) < p(A) und daher p(A) < 0 hinreichend fiir die Attraktivitdt des

Nullpunkts, vgl. (2.2.9).

Spéter werden auch noch andere Eigenwert-Konstellationen betrachtet. Eine erschopfende
Diskussion aller unterschiedlichen Situationen ist allerdings nur bei Dimension n = 2 iiberschau-
bar, insbesondere bei reeller Matrix A € R2*2. Daher werden jetzt Systeme in der Ebene R?
betrachtet. Bei der Losungsdarstellung gibt es nur 2 unterschiedliche Félle, ndmlich den mit Exi-
stenz einer Eigenvektorbasis und den Fall eines doppelten reellen Eigenwerts A; = Ao mit einem
Hauptvektor. Um die Anwendung auf Beispiele zu erleichtern werden die einzelnen Fille auch
mit den Daten der Originalmatrix A in Beziehung gesetzt. Dazu verwendet man die Darstellung

des charakteristischen Polynoms fiir n = 2 mit

det(\I — A) = A\ — oA +6, o :=spur(A), §:= det(A). (2.3.11)

2
Al/Q:%(Ui\/Z):%i\/UZ—d.

Vom Vorzeichen der Diskriminante A := o — 49 hiingt es ab, ob die Eigenwerte reell (A > 0)

Die beiden Eigenwerte sind

oder komplex (A < 0) sind. Aus der Formel leitet man auch leicht ab, dass fiir § > 0 beim
Vorzeichen der Eigenwerte gilt sign(Re\;/s) = sign(o). Eine Diskussion fiihrt auf folgende
Fallklassen:

A (A # 0): Da 2 linear unabhingige Eigenvektoren (1), 2(?) existieren mit Azl) = \;z0),
7 = 1,2, ist die Matrix X := (x(l),:c(Q)) € C?*2 reguldr. Dann ist die allgemeine Losung
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y(t) bzw. ein Fundamentalsystem U (t) gegeben durch

(1) At (2) Aot
zy'e z{'e
y(t) = etz 4 epetetz (@ = <$é1)€>\1t $§2)6>\2t> c=U(t)e (2.3.12)

mit U(t) = XetA, A = diag(\1, A2). Dies schlieBt auch den Fall komplexer Eigenwerte ein,
wobei aber Ay = A\; und z(? = z(1) gilt. Fiir eine reelle Losung y(t) € R? ist in diesem Fall

auch ¢9 = ¢;. Daher bilden auch

1

Re (e’\ltx(l)) =35 (e)‘ltx(l) + e’\2t:v(2)) = etRex (cos(Im Ait)Re M) — gin(Im A1 ¢)Im x(l))
1

Im (e’\lt:x(l)) = o (e’\ltm(l) - e)‘Zt:L‘(Q)) = etRen (sin(Im At)Re 21 4 cos(Im A1 ¢)Im 17(1))

eines anderes, reelles Fundamentalsystem U (¢)V mit V = %(ll_ii).

B (A = 0): Ein doppelter Eigenwert A\; = A2 = X ist natiirlich reell. Wenn es dazu nur

2) zur Basismatrix

einen Eigenvektor z(!) gibt, muss dieser durch einen Hauptvektor z!
X = (x(l),x(Q)) € R?*2 ergiinzt werden. Hier gilt nur noch Az® = \z® + (1 Aus

Satz folgt, dass Fundamentalsystem und allgemeine Losung jetzt die Gestalt

e)\t te/\t

0 e)\t

Ut)=X < ) . y(t) = e’\t((cl + eot)zM) + 0295(2)) (2.3.13)
besitzen. Im Unterschied zum Normalfall tritt plétzlich ein Polynomanteil cot auf. Dies
zeigt insbesondere, dass der Stabilitéits-Satz nicht mit der schwachen Ungleichung
Re); < 0 gilt. Denn im Fall A = 0 wéchst die spezielle Losung tz™® 4+ 2@ iiber alle

Grenzen fiir t — oco.

Das tatséichliche Verhalten der Losung beim Gleichgewicht null hdngt von der Konstellation
der Eigenwerte ab. Dazu werden 8 Félle betrachten, die auch noch einmal in der Tabelle [1| mit

Graphiken zusammengestellt werden. An iibersichtlichsten ist der komplexe Fall.

C (A < 0): In diesem Spezialfall von A ist Im A\; # 0 und daher treten tatséchlich oszillieren-
de Anteile cos(Im A1t), sin(Im A;¢) auf, die im Phasenraum zu einer Drehbewegung fiihren.
Das Wachstum fiir ¢ — oo wird aber duch den gemeinsamen Vorfaktor etRe bestimmt,
wobei Re \j = ¢/2 ist. Daher gibt es 3 Unterfille:

2c. Re)j<0]0<0,A<0 y(t) = 0(t — o0) stabiler Strudel
3c. ReAj=0|0=0A=-46<0 | y(t) periodisch Wirbelzentrum
4c. ReX;j>0|0>0,A<0 y(t) = oo (t — o) instabiler Strudel
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Bei reellen Eigenwerten (Fall A > 0) kann man fiinf wesentliche Fille unterscheiden.

1r.

2r.

3r.

4r.

5r.

Sattelpunkt, \iAg < 0 (6 < 0): Wenn etwa \; > 0 ist, gilt fiir ¢ — oo in (2.3.12)

At (1) Aot (2)

ylt)=rcre +coe

—00 —0

Hier sind fast alle Losungen unbeschriinkt, néimlich die mit ¢; # 0. Der Anteil in z(?)-
Richtung fallt gegen null. Daher laufen die Bahnen im Phasenraum zunéchst in Richtung

des Unterraums span ") und dann dort gegen unendlich.

Senke, stabiler Knoten, A\ < 0, A\ < 0 (0 < 0,0 < § < 0%/4): Nach Satz geht
jede Losung gegen null, y(t) — 0 (¢t — 00). Dies bedeutet aber nicht, dass etwa die Norm
|y(t)|l2 monoton fillt. Denn wenn die Eigenvektoren (1) und 2 nicht orthogonal sind,

kann die Norm zunéchst wachsen. Nur fiir u(A) < 0 fillt die Norm monoton gegen null

nach (22.8).

Gerade, ein \j = 0, z.B. Ay =0 (§ = 0), es gibt 2 Eigenvektoren. Fiir A; < 0 laufen alle
Bahnen asymptotisch in den Unterraum span (2 und kommen dort zur Ruhe. Fiir \; > 0

laufen alle Bahnen auflerhalb des Unterraums gegen unendlich.

Quelle, \1 > 0, X2 > 0 (0 > 0,0 < 6§ < 02/4): Alle Bahnen laufen nach unendlich,
y(t) — oo (t — 0).

Jordan-Kasten (Fall B), \; = Ay (0 = 02/4), es gibt keine EV-Basis. Fiir ¢ # 0 ist nach

GERE)
y(t) = e (0133(1) + co(tz™M + x(Q))).

Fiir kleine ¢ bewegt sich die Bahn zunichst in der Richtung ¢;z(!) 4 ¢92(®) und schwenkt
fiir grofere ¢ dann in den Unterraum span (M) ein, y(t) = cateMazM) | Fiir X > 0 gilt dabei
y(t) — oo. Umgekehrt konvergiert fiir A < 0 die Losung gegen null, aber erst nach einem

anfianglichen Anwachsen aufgrund des Faktors t.

Die Klassifikation bei Anwendungsbeispielen

wird einfacher, wenn man fiir die Fallunter- S
scheidung nicht zuerst die Eigenwerte berech-
nen mufl. Daher zeigt das Diagramm rechts in
der (o,d)-Ebene die Lage der verschiedenen
Bereiche, wobei die Fallnummer in den Krei-
sen angegeben sind. Zusétzlich zu den Ach-
sen ist die blaue Parabel § = 02/4 (A = 0)
eingezeichnet, die den rellen Fall unten vom
komplexen Fall oben trennt. Die Grenzfille 3r
und 5r betreffen nur die Kurven, auf denen die

Markierungen liegen.

€y

EWe [komplex

reell

® ®
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Eigenwerte reell

Eigenwerte komplex

1. ReAReXy <O Sattelpunkt —
N
2. Realteile negativ Senke stabiler Strudel
N
\\
3. Realteil(e) null A singulér Wirbelzentrum
(D
4. Realteile positiv Quelle instabiler Strudel
/T2
N
5. doppelter EW< 0 Jordanblock —
Pl

Tabelle 1: Dgl-Dynamik beim Nullpunkt fiir n = 2

28
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Bemerkung: Aufler im Fall 3, wo der Eigenwert null auftritt, gilt die angegebene Einteilung auch
bei inhomogenen autonomen Problemen y/(t) = Ay(t) + g =: f(y(¢)). Denn dann ist A regulér
und f(u) = A(u+ A71g) hat den einzigen Gleichgewichtspunkt § = —A~!g, um den sich die
Dynamik jetzt entfaltet, denn es ist (y — 9)' = A(y — §). Nur beim Eigenwert A = 0 und g # 0
tritt eine neue Situation ein. Denn wenn yg ein Kernvektor von A ist mit Ayy = 0 und g = Syo,
dann ist y(t) = yo + tg eine unbeschrinkte Losung, denn es gilt v/ (t) = g = A(yo + tg) + g. Dies
macht den Fall A = 0 undurchsichtiger.

Beispiel 2.3.5 (Wettriisten) Die Klassifikation wird auf das Riistungsbeispiel mit Matrix

. (—cu r )
2 —a2

angewendet. Es gilt 0 = spur(A) = —a; —az < 0 und A = 02 — 45 = (a3 — as)? + 4ryre > 0,
die Eigenwerte sind also reell. Die Entscheidung zwischen Fall 1r (Sattelpunkt) und 2r (Senke)

héngt nur vom Vorzeichen der Determinante § = ajas — r172 ab und es gilt

ajaz >rirz = Gleichgewicht § attraktiv, da A; /5 <0,
ajas < riro = Riistungswettlauf, da Ay > 0.

Wenn das Produkt der Riistungsfaktoren grofler als das der Abriistungsfaktoren ist (6 < 0),
kommt es zum Wettriisten, das in Beisp. bestimmte Gleichgewicht g liegt dann auch nicht
im positiven Quadranten Ri. Die Riistungsausgaben vor dem 1.Weltkrieg passen zu diesem

Modell im Fall des Riistungswettlaufs [M.Braun, Differentialgleichungen].

Es wird sich spéter zeigen, dass in allen Féllen der Tabelle[I]aufler dem Fall 3 mit Re A = 0 die
Dynamik robust ist beim Ubergang zu nichtlinearen Problemen. Daher bekommen die robusten

Fille einen besonderen Namen.

Definition 2.3.6 Die rechte Seite f des autonomen Systems y' = f(y) sei differenzierbar. Ein
Gleichgewichtspunkt § heifit hyperbolisch, wenn die Ableitungsmatriz f'(§) keine Eigenwerte
mit Realteil null besitzt. Wenn dabei Eigenwerte mit positivem und negativem Realteil auftreten,
heifit § Sattelpunkt.

Im hyperbolischen Fall kann man bei linear-autonomen Gleichungen ¢y’ = Ay + g die Eigenwerte

und Basisvektoren so nummerieren, dass die Jordan-Normalform in Satz aus maximal zwei

Blocken besteht,
Js €tJS
A=X X! =X X (2.3.14)
Ju etJu

mit reguldren Teilblocke Jg, J,,, fiir deren Eigenwerte gilt

ReA(Js) < 0 < ReA(Jy).
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Die Defin. [2.3.6]schliet natiirlich den Fall ein, dass alle EWe streng auf einer Seite der imaginéren
Achse liegen, dann ist nur einer der Blocke Jg, J,, vorhanden. Bei einem Sattelpunkt treten dagen
beide Blocke auf.

In der Klassifikation aus diesem Paragraphen schlieit der hyperbolische Fall alle Fille aufer
3(c+r1) ein. Bei einem Sattelpunkt §j = —A~!g entwickelt sich nach Satzdie Dynamik in den
zugehorigen invarianten Unterrdumen Us, U, unabhingig voneinander (genauer in den affinen
Unterrdumen g+ Us, g+ U, ). Insbesondere enthilt der stabile affine Unterraum g+ Us genau die
beschréinkten Losungen, fiir diese gilt sogar x = y(0) € § + Us = y(t) — 4 (t — oo). Fiir alle
anderen Startwerte, bei denen x ¢ ¢ + U ist und daher einen Anteil im instabilen Unterraum
9+ U, enthilt, ist die Losung y(¢) unbeschrénkt fiir t — oo wie beim Fall 1r, d.h., alle Losungen
¢ J+ Us sind unbeschrénkt fiir t — oco. Fiir t — —oo sind dagegen genau die Losungen ¢ 4§+ U,
beschréinkt. Daher verlaufen alle Bahnen B(z) mit « ¢ § + U, fiir t > 0 zunéchst grob parallel
zum stabilen Unterraum Ug, schwenken dann aber um und laufen asymptotisch in Richtung von
U, nach unendlich. Fiir Dimension 2 sehen die Bahnen daher aus wie die Hohenlinien bei einer
Sattelfléche.
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2.4 Nichtlineare Dynamik bei Gleichgewichtspunkten

Zur Untersuchung nichtlinearer autonomer Systeme

y'(t) = f(y(t), teR, (2.4.1)

geht man so vor, dass man zunichst alle Gleichgewichtspunkte ¢ mit f(g) = 0 sucht, dort ist
die konstante Funktion x(t) = ¢ eine Losung, da z'(t) = 0 = f(x(¢))Vt gilt. In einer Umgebung

von Gleichgewichten 148t sich das System sehr einfach linear approximieren (s.u.).

Jeder Gleichgewichtspunkt ¢ ist natiirlich eine Losung des nichtlinearen Gleichungssystems
f(@) = 0 mit f : R" — R™, wo also jede einzelne Komponentenfunktion f; verschwindet,
1 < i < n. Als Vorstufe kann man zuniichst diejenigen Hyperflichen (Kurven im R? fiir n = 2)
betrachten, wo jeweils nur eine dieser Komponenten f; null ist. Aus der Dgl folgt in solchen
Punkten somit, dass die Steigung y; = fi(y) = 0 der i-ten Losungskomponenten einer Lésung

y(t) dort null ist. Daher definiert man die verschiedenen Nullklinen durch
Ni={yeR": fi(y) =0}, i=1,...,n. (2.4.2)

Diese sind spezielle Isoklinen (=Linien/Flichen gleicher Steigung) zur Steigung 0. Die Menge
der Gleichgewichte ist die Menge aller Nullstellen von f und besteht daher aus dem Schnitt aller
Nullklinen ();; AV;. Das Studium der Nullklinen ist ein Hilfsmittel zur qualitativen Diskussion
der Dynamik. Da bei einer Losung y(t) beim Durchgang durch die Nullkline N; die i-te
Komponente von f (in der Regel) das Vorzeichen wech-

selt, unterteilen die Nullklinen den Gesamtraum R” in

mindestens 2" Teile, in denen die Tangenten der Losun- \N
gen jeweils im gleichen Oktanten/Quadranten des R™

liegen. Im Diagramm zeigen die Pfeile auf den Nullkli- \

nen, dass die Losungen dort achsenparallel verlaufen,

dann die Tangenten hinter dem Schnittpunkt ¢ mit der
anderen Nullkline aber ihre Richtung wechseln. In den
4 = 22 Bereichen dazwischen wird die Bewegungsrich- N l
tung grob mit den langen Pfeilen angedeutet. Diese zei- /

gen, dass der Fluss hier aus dem 6stlichen und westli- l

chen Bereich in den nordlichen und siidlichen verlauft.

Nach Satz 1i8t sich die Anderung der Gleichgewichtslosung z(t) = 4 bei einer kleinen
Storung v des Anfangswert © = ¢ 4+ v in erster Ndherung durch die Funktion u beschreiben,

welche das lineare Anfangswertproblem

u'(t) = f(Hult), u(0) =v, (2.4.3)
16st mit ty = 0 (oBdA). Da beim autonomen Problem die Ableitungsmatrix A = f'(y) un-
abhéingig von der Zeit ist, gilt fiir die Losung y(t) = ¢(t; ) nach die Darstellung

y(t) =5+ —9) + Ole = gI). (2.4.4)
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In einer Umgebung des Gleichgewichts wird die Dynamik also i.w. durch das Verhalten der
Exponentialfunktion bestimmt, wenn der Fehlerterm O(||z — §||?) nicht stort. Dieses ist bei

hyperbolischen Punkten der Fall (s.u.), daher wurde dieser Begriff auch eingefiihrt.

Vor der Einfiihrung weiterer Hilfsmittel werden zwei typische Beispiele aus der Biologie bzw.
Medizin betrachtet.

Beispiel 2.4.1 Das Modell von Lotka-Volterra behandelt die Populationsdynamik in einem
Riuber-Beute-Okosystem aus einer Beutespezies (Hasen) und Réubern (Fiichse). Es wird von
einem iiberschaubaren Gebiet (Insel) ausgegangen, wo Wanderungsbewegungen keine grofie Rolle
spielen. Die Gréfle y;(t) > 0 einzelner Populationen dndert sich generell immer nach dem Modell
y} = (aj —wj)y;, 7 = 1,2, wobei a; > 0 die Geburtenrate und w; > 0 die Sterberate ist, welche
von vielen Faktoren, insbesondere aber der anderen Spezies abhéingen kann. Im Lotka-Volterra-

Modell macht man dabei folgende Annahmen:

@ “ij

Hasen y1: | Geburtenrate oy konstant Sterberate proportional zur Zahl der

Fiichse, die Hasen jagen, wi = B1yo

Fiichse y2: | Uberlebensrate der Jungtiere prop. | Sterberate wo konstant

zum Nahrungsangebot, ag = Boy1

mit positiven Konstanten «, 8, w. Dies fiihrt auf das System

;L _ _
vy = (a1 —Biy2)n } N dys _ Payr —wo Y2 (2.4.5)

vy = (Payr —w2)yo dyr Y1 ar — Piys’

Da das System autonom ist, kann man es iiber den Ansatz yo = y2(y1) in die rechts gezeigte
einzelne Dgl iiberfithren, welche unter Verlust der Zeitinformation direkt Bahnen im Phasenraum
beschreibt (s.u.). Wegen der einfachen Form des Dgl-Systems kann man auch die Nullklinen

direkt ablesen. Beide Nullklinen bestehen aus jeweils zwei Geraden, es gilt
o w2
le{ZU:yl:O}U{y:M:E}a NQZ{y5?/2:0}U{y3y1:E}'

Die Schnittmenge A7 N N> besteht daher aus dem Nullpunkt und dem weiteren Gleichgewichts-

punkt ¢ := (%, %) im positiven Quadranten. Fiir die Ableitungsmatrix der rechten Seite des

Systems in (2.4.5) gilt

oy (a1 =By =B s [ 0 pev [0 =Bl
W _< Bayo 521/1—012) = 0= (0 —w2>’ @) <521?2 0 )

Das triviale Gleichgewicht 0 ist ein Sattelpunkt (EWe —wy < 0 < «1), wihrend f(¢) rein
imaginédre Figenwerte +i,/ajws besitzt. Weitere Eigenschaften werden spéter behandelt.

Beispiel 2.4.2 Bei einem einfachen Epidemie-Modell einer ansteckenden Krankheit, die nach

der Genesung zur Immunitdt fithrt (z.B. Grippe), wird die Bevolkerung in 3 Gruppen mit
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Bevolkerungsanteilen y;(t) > 0, j = 1,2, 3, eingeteilt. Die erste Gruppe ist die der Ansteckungs-
Gefiihrdeten, die zweite Gruppe die der Infizierten und die dritte die der Geheilten/Immunisier-
ten/Gestorbenen. Der Anteil y; der Gefihrdeten verringert sich durch Ansteckung (— Grup-
pe 2), die Anderung ist proportional zum Produkt 17, welches die Wahrscheinlichkeit eines
Zusammentreffens mit Infizierten angibt. Der Faktor a davor beschreibt die Héufigkeit einer
tatsichlichen Ubertragung. Die Infizierten bekommen den Zuwachs ay;ys aus der Gruppe 1, ihr
Anteil vermindert sich aber auch proportional zu ihrer Zahl, —fSy2, um die Genesenen (bzw.

Toten). Letztere wandern in die 3. Gruppe. Das System hat also die Form

1= —oye & 5
2
yo= (ay1—By2 ¢ = an =~ o (2.4.6)
(v5= Byz2 )

Da ys3 nicht in den ersten beiden Gleichungen auftritt und wegen y; +y5+y5 = 0 aus den anderen

bestimmt werden kann, wird nur das System zu y = (y1,2)" betrachtet. Die Nullklinen sind

N ={y: y1=0}U{y: y2 =0},
N2={y:y1=§}U{yiy2=0}- 1y2

Hier sind alle Punkte der y;-Achse Gleichgewichte, Bahnen
enden dort. Im positiven Quadranten des Phasenraums be-
wegen die Bahnen sich wegen 3} < 0 nach links (Gefihrdete /

fizierten steigt fiir y; > /o =: S und fillt fiir y; < S. Diese

Y1

werden weniger), bis sie eine Achse treffen. Die Zahl der In- T~
S

Situation ist durch die Pfeile im Diagramm angedeutet.

Den Verlauf der Infektion kann man auch durch Lésung der kombinierten Dgl dv/dx = —14S/x
aus (2.4.6) (fir v = y2, 2 = y1) bestimmen. Durch einfache Integration bekommt man

v(m):/(—1+s)dx251nx—x+c
x

mit einer Integrationskonstanten ¢, die aus der Anfangsbedingung y2(0) = Slny;1(0) —y1(0) + ¢
zu bestimmen ist. Wegen des Logarithmus kreuzt die Losung immer die y1-Achse in einem Punkt
71 > 0 mit v(§1) = 0, die Infektion endet also in lim; o, y(t) = (71,0)7, wo es keine Infizierten
mehr, aber immer noch einen Rest §; > 0 an Nicht-Immunisierten gibt. Eine Beispielkurve wird
in der Graphik gezeigt. Ein wichtiges Ergebnis ist der Schwellensatz der Epidemiologie:
fir y;1 > S gibt es zunéchst ein, evtl. sehr starkes, Anwachsen der Infizierten, also eine
Epidemie. Erst, wenn die Zahl der Gefihrdeten unter die Schwelle S = 5/«
gesunken ist, nimmt die Zahl der Infizierten ab und geht gegen null.
fir y3 < S gibt es keine Epidemie, yy(t) \, 0 fillt monoton gegen null.
Ein wichtiges Ziel der Gesundheitspolitik (WHO) ist es daher, die Zahl der Gefihrdeten durch

vorbeugende Immunisierung (Impfung) unter die Epidemie-Schwelle S = /a zu driicken.
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Lyapunov-Funktionen

Bei attraktiven Gleichgewichten kann man mit Hilfe von die Beweistechnik von Satz
iibertragen. Man kann aber auch die Technik mit der einseitigen Lipschitzbedingung aus Satz[2.1.7]
verallgemeinern. Tatséchlich wurde in diesem Beweisen eine sog. Lyapunov-Funktion verwendet.
Fiir manche Anwendungsprobleme lassen sich spezielle Lyapunov-Funktionen konstruieren, die
eine genaue Analyse ermdglichen, manchmal sogar exakt. Die folgende Definition behandelt sog.

quadratische Lyapunov-Funktionen V' (z), ihr Gradient V' ist ein Zeilenvektor.

Definition 2.4.3 Die differenzierbare Funktion V : R™ — R heifit lokale Lyapunov-Funktion
des Systems beim Gleichgewicht §, wenn es Konstanten 8 > o > 0,v > 0 gibt mit

allz —gl? < V(z) < Bllz — gl
Vi(@)f(z) < =V (x),

fir x € {u: V(u) < e}. Wenn diese Ungleichungen fir alle x € R™ gelten, heifst V' globale

Lyapunov-Funktion.

Die Lyapunov-Funktion hat als einzige Nullstelle den Gleichgewichtspunkt ¢ und die zweite
Bedingung besagt, dass f(x) im Punkt x eine Abstiegsrichtung beim Graph von V ist. Fiir
Systeme, deren rechte Seite f eine einseitige Lipschitzbedingung mit p < 0 erfiillt, ist ganz
einfach V(z) = ||z — |3 eine Lyapunov-Funktion, vgl. Satz Das Beweisprinzip dieses
Satzes tibertragt sich direkt, denn mit jeder Loésung y(¢) von gilt nach Definition

%V(y(t)) =V'(y(®)y'(t) = V' (y(1)) f (y(t)) < =V (y(t))- (2.4.7)

Dies ist wieder eine Differential-Ungleichung fiir die Funktion V' (y(¢)). Bei manchen Systemklas-

sen sind Lyapunov-Funktionen direkt angebbar.

Beispiel 2.4.4 Eine Dgl ' = f(y) heit Gradientensystem, wenn eine Funktion ¢ : R” — R
existiert so, dass f(u) = —V(u) = —¢'(u)T ist. Die Losungskurven eines solchen Systems laufen
(wie flieBendes Wasser) iiberall in Richtung des stirksten Abstiegs der Funktion u — ¢(u).
Daher ist V' := ¢ auch eine (i.a. nicht-quadratische) Lyapunov-Funktion mit v = 0, denn in

jeder Losung y(t) gilt

%w(y(t)) = Vo(y(t) Ty (t) = —Veyn))I3 < 0.

Unter zusétzlichen Voraussetzungen an ¢ gelten evtl. auch die Eigenschaften aus Defin.

Der folgende Satz enthélt zwei unterschiedliche Voraussetzungen, die die Attraktivitit eines
Gleichgewichts garantieren. Die erste ist abstrakt, die zweite tibertrégt die lineare Stabilitdt von
Satz indem eine lokale Lyapunov-Funktion konstruiert wird.

Satz 2.4.5 FEs sei §j € R" ein Gleichgewichtspunkt des Systems .
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a) Wenn eine Lyapunov-Funktion V bei § existiert gemdajf$ Definition dann gqilt fiir die
Losung y(t) = @(t; x) mit V(z) < e, dass

ally(t) = gl> < V(y(t) < e V(z) < ez — g% t 20, (2.4.8)

fiir v > 0 ist also § insbesondere attraktiv, y(t) — ¢ (t — 00).

b) Wenn f € C%(D) ist in einer abgeschlossenen Umgebung D von § und die Spektralabszisse
der Ableitungsmatriz in § negativ ist, d.h. a(f’(g)) < 0 gilt, dann ist § attraktiv.

Beweis a) Aus folgt die mittlere Schranke fiir die Funktion u(t) := V(y(t)) aus dem
Gronwall-Lemma Insbesondere verlidfit y wegen V(y(t)) < V(xz) < € nicht das Bassin
{u: V(u) < e} aus Defin. Die anderen Ungleichungen entsprechen den Annahmen aus
der Definition.

b) Nach dem Beweis von Satz existiert eine Basis X so, dass u(X TAX) < La(A) <0 ist
fir A = f'(9), vgl. . Damit zeigt man, dass V(z) := || X (2 —9)||? eine lokale Lyapunov-
Funktion bei § ist. Die Schranken fiir V gelten mit o = 1/||X |3 und 8 = || X ~!||3. Da f zweimal
stetig diffbar ist, gilt fiir x € R”

X (f@) = f@) = X TAX(X Tz = Xg) 47
mit [|r]| < C1| X~z — 9)||2 = C1V (). Fiir den Gradienten V'(z) = 2(X '(z — ¢)) T X! folgt

V(@) f(z) =2(X e —9) X (flz) - fwn
= 2(X Mz — ) X TAX (X — ) + 2(X (= — 9))
).

< (a(4) + V@)V (@

Da die Klammer fiir kleines V(z) durch eine negative Konstante beschrinkt ist, etwa —vy =
La(A) fiirr V(z) < a(A)?/(4C3) =: ¢ folgt die Behauptung. ]

Die folgenden Beispiele zeigen, dass die Nichtlinearitét die lineare Attraktivitdt eines Gleich-
gewichts nicht stort. Im Grenzfall a(A) = 0 bleibt allerdings kein Spielraum fiir (nichtlineare)

Storungen, die einfache lineare Stabilitét iibertrégt sich daher nicht ins Nichtlineare.

y'(t) = Ay(t) + ly(®) 113 (g)

hat das Gleichgewicht § = 0 und dort die Ableitungsmatrix f/(0) = A (Definition unten). Der
nichtlineare Term addiert darauf eine mit ||y|3 wachsende Stérung. Die Auswirkungen sind (fiir
B =0.5) in den Bildern zu sehen. Im Fall a) ist a(A) = u(A) = —1, der Nullpunkt ist attraktiv

und in seiner Nihe laufen die Bahnen (rot) weiter in den Ruhepunkt. Denn es gilt

Beispiel 2.4.6 Das System

1
Syl =y"y =y Ay + Bllyl* 1Ty < (~1+ Bv2lyll2)llyll3 < 0
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fiir 0 < Bv2||y|l2 < 1. Erst bei groBerer Entfernung vom Nullpunkt tauchen auch unbeschriinkte

Losungen auf. Die Nullklinen lassen sich sogar explizit berechnen:

(yQ - 1)2 - 17
(ya—1)* — 1.

(y1 —1)2
(y1 +1)?

!

M: 0=Ff@) = —n—p+i@i+) =
|

No: 0= fo(y) = y1_3/2+%(y%+y%) =

NI~ N~
NI DN

_l’_
+
Beide Nullklinen sind daher Kreise mit Radius v/2, mit Mittelpunkt (1,1)T bei N7 und (—1,1)
bei NVa. Im Inneren der Kreise sind die jeweiligen Komponenten f; negativ, im rechten Kreis gilt

daher ¢} < 0 und im linken g5 < 0. Das Problem hat ein zweites Gleichgewicht in (0,2), das

aber instabil ist (Farbe magenta).

Im Fall b) im rechten Bild sind die Eigenwerte rein imaginér, a(A) = a(—A) = 0. Das Wirbel-
zentrum wird aber instabil fiir 8 # 0. Fiir kleine ||y(0)|| macht sich das erst nach sehr langen

Laufzeiten bemerkbar, die Bahn im Bild startet daher weit weg vom Gleichgewicht.

-1 -1 0 2
A= L a(A) = -1, b) A= a(A) = 0.

2 (1 _1>a<> ) (_1 O)au
I 4 JI J/ ~/ B T T T T e e e e e

VLI

\\iﬁf

NSE IR R

INRENES | LSS

I VAR NI

jl/ § ? vy

//////// / / j‘ { t i i - .
e S v/ / JX - -
S g7/ LA ~ o
S i T S S N
TS Y R S N N N

2.5 Invariante Mengen

Bei Existenz einer Lyapunov-Funktion kann man Bereiche des Phasenraums angeben (Bassins),
in welche die Losung sich hinbewegt (Satz und Beweis). Entsprechende Begriffe werden jetzt
eingefiihrt. Da man bei autonomen Dglen problemlos positive und negative Zeiten ¢ betrachten
kann, wird jetzt die ganze Zeitachse T = R zugrunde gelegt, fiir das zugehotrige dynamische
System ¢ ist dann B(z) = {¢(t; ) : t € R} die Bahn (der Orbit). Davon unterschieden werden
die Halborbits B (x) := {¢(t;x) : t > 0} und B~ (z) := {o(t;z) : t < 0}.

Definition 2.5.1 Bei einem dynamischen System ¢ heifit die Menge M C R™ positiv invariant,
wenn BT (x) C MYz € M ist. M heifit negativ invariant, wenn B~ (x) C MVx € M ist, und

invariant, wenn sie positiv und negativ invariant ist, B(x) C M Vx € M.

Wegen (0;-) = Id keine echte Teilmengen: M positiv/negativ invariant <= B¥(M) = M.
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Bemerkung: Mit einer Lyapunov-Funktion V' besagt die mittlere Ungleichung in , dass
V(y(t)) <eV(z) <V(z), t >0, gilt, die Losung y(t) ist auf V also nicht aufsteigend. Wenn
der Startwert = daher in einem Bassin {u: V(u) <7}, 0 <r <e, liegt, dann verweilt die ganze
Losung auch darin fiir ¢ > 0. Damit ist jede dieser ineinander geschachtelten Bassinmengen

{u: V(u) < r} positiv invariant.

Auch bei allgemeineren Gleichgewichten bleiben dynamische Eigenschaften vom linearen
Fall erhalten, zumindestens lokal. Denn die lokale Dynamik ist auch bei allen hyperbolischen
Gleichgewichten g robust, wo nach Defin. keine Eigenwerte von f/({) rein imaginér sind.
Die erste, lokale Aussage besagt, dass in einer Umgebung des Gleichgewichts die Dynamik nur

leicht deformiert wird, die Bilder aus Tabelle [1| aufler im Fall 3 also nur leicht verzerrt.

Satz 2.5.2 (Hartmann-Grobmann) Es sei y ein hyperbolischer Gleichgewichtspunkt und f
stetig differenzierbar, A := f'(§). Dann gibt es einen Homdomorphismus h : M — N zwi-

schen einer Umgebung M von § und einer Nullumgebung N so, dass fir gentigend kleine t gilt

h(p(t;z)) = etAh(z) Yo € M, d.h.

ho(t;-) = eh.

Der Beweis ist allerdings zu aufwéndig fiir diese Vorlesung. Nach der Aussage des Satzes wer-
den insbesondere die stabilen und instabilen affinen Unterrdume ¢ + Us, § + U, aus §2.3] lokal
leicht deformiert. An ihre Stelle treten allgemeinere Flichen (Mannigfaltigkeiten), die man auch
auBerhalb der Umgebungen aus Satz fortsetzen kann. Sie bestehen aus allen Bahnen, die

bei positiver oder negativer Zeit in den Punkt g laufen.

Ws(9) = {z: o(t;z) = §(t = o0)}

. X (2.5.1)
Wu(9) = {z: o(t;z) = §(t — —00)}.

Diese Fliachen heiflen die stabilen (Wy) bzw. instabilen Mannigfaltigkeiten (W,,) zum hyperboli-
schen Gleichgewichtspunkt ¢. Bei der genauen Definition mufl man einige Vorsicht walten lassen,
da sie iiber Satz zundchst nur in einer Umgebung eindeutig definiert sind. Bei einer diffe-
renzierbaren rechten Seite f sind die wesentlichen Eigenschaften dieser Mannigfaltigkeiten, dass
z.B. Wy die gleiche Dimension wie der stabile Unterraum U, von f’(¢) besitzt und insbesondere
dieser stabile Unterraum g + Uy tangential an Wy ist (vgl. Beisp. [2.5.3]). Bei einem Sattelpunkt

sind tatséchlich beide Mannigfaltigkeiten vorhanden und sie sind in kleinen Umgebungen auch
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verschieden, wobei gilt § € Ws(y) N Wy, (7). Die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten sind

insbesondere wieder invariante Mengen (mit einer Dimension < n).

In manchen Féillen kénnen beide Mannigfaltigkeiten aber in einiger Entfernung von {g}
ineinander iibergehen, dann kann der Schnitt W(g) N Wy (§) eine umfangreichere invariante
Menge sein. Dazu gehort ein sog. homokliner Orbit {y(t) : t € R}, der (zur Zeit t — —o0) in
7 startet, sich tangential zum instabilen Unterraum g + U, davon entfernt und fiir grofle Zei-
ten (t — +o00) tangential zum stabilen § + U, zuriickkehrt, allerdings mit unendlicher Laufzeit,
limy—, 1 oo y(t) = §. Von einem heteroklinen Orbit spricht man, wenn fiir 2 Gleichgewichte 71 # g
gilt Wy, (1) N Ws(g2) # 0, und eine Losung existiert mit y(—oo) = 1, y(+00) = ¢2. Diese homo-
klinen bzw. heteroklinen Orbits kann man in der Praxis wegen der unendlichen Laufzeit i.d.R.
nicht beobachten, ihre Existenz erkléirt aber das Verhalten von Bahnen in ihrer Nachbarschaft

wie im Fall des Pendels.

Beispiel 2.5.3 Aufler der stabilen Ruhelage (0,0) besitzt das Pendel u.a. auch den Gleichge-
wichtspunkt 9 = (m,0)7 (kopfiiber), der ein Sattelpunkt ist. Die Ableitung der rechten Seite f

aus (1.1.2)) ist fiir 8 = 0 dort
0 1 01
ey = =
7o) = ( coS T O) (1 O)

mit dem instabilen Eigenraum U, = span(}) zum
EW 1 und dem stabilen Eigenraum Ug = spcm(_ll)
zum EW -1. Im Bild sind die zugehérigen affinen
Unterrdume eingezeichnet (griin: stabil, rot: insta-
bil) und die stabilen und instabilen Mannigfaltig-
keiten, welche im Gleichgewicht ¢ die beiden Un-
terrdume beriihren (”tangential sind”). Zu Bahnen
auf Wy und W, gehort aber eine unendlich lange
Schwingungsdauer, das ungestorte Pendel kommt

asymptotisch zur Ruhe. In Schwarz sind Bahnen

mit endlicher Schwingungsperiode eingezeichnet.

Die Bahnen auf W, W, laufen zwischen den Uberkopf-Positionen (km,0), k € Z. Im Unterschied
zum linearen Fall kénnen auch Bahnen aus der instabilen Mannigfaltigkeit W,, beschrinkt blei-
ben. Dies gilt fiir die Bahn von ¢ = (7, 0) durch (0, —2) zur anderen Uberkopf-Position (—,0),
die ebenfalls ein Sattelpunkt ist. Diese Bahn verbindet zwei Sattelpunkte mit unendlicher Lauf-

zeit, limy_, 4o y1(t) = Fm, sie ist ein heterokliner Orbit.

Zu einem Gleichgewichtspunkten gehort die triviale Bahn B(y) = {g}, sie ist eine besonders
einfache invariante Menge. Bei Existenz einer Lyapunov-Funktion gibt es sogar ganze, ineinander
geschachtelte Familien invarianter Mengen. Ein weiteres Beispiel sind periodische Losungen wie
beim ungedampften Pendel, denn jede periodische Bahn ist wegen der Kozyklenbedingung

auch eine invariante Menge. Periodische Bahnen unterscheiden sich aber von den Bassin-Mengen
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einer Lyapunov-Funktion dadurch, dass man sie nicht weiter verkleinern kann. ”Minimale” inva-
riante Mengen konstruiert man durch Beobachtung von Losungskurven iiber sehr lange Zeiten,
d.h. durch Betrachtung der Halb-Orbits B* (z) := {o(t;x) : t > 0}.

Definition 2.5.4 Die w-Limesmenge w(x) eines Punktes x € R" ist die Menge aller Haufungs-
punkte des Halborbits BT (x), d.h.

w(z) :={y : es gibt eine Folge (ty)r > 0 mit ty, — oo, p(tg;x) — y(k — 00)}

Tatséchlich erhélt man die Limesmenge w(x) auch als Schnitt aller Endstiicke des Halborbits,

sie ist abgeschlossen und positiv invariant,

w(w)= o) : s =8, BHw() = wla).

t>0

Die a-Limesmenge a(x) wird analog zum Grenzwert ¢ — —oo definiert. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafl endet eine beschrinkte Losung in ihrer w-Limesmenge. Bei einigen Aussagen

wird demn#chst der Abstand eines Punktes u € R™ von einer Menge M C R" verwendet,
dist(u, M) :=inf{||u —v| : ve M}. (2.5.2)

Wenn M kompakt ist, wird das Infimum auch angenommen. Wenn BT (x) beschriinkt ist fiir ein
x € R", kann man zeigen, dass dann w(z) # () kompakt und zusammenhingend ist und es gilt
lim¢so0 dist((t; ), w(z)) = 0, d.h. die Losung ¢(t; z) verlduft am Ende beliebig nahe an/in der

Limesmenge.

Beispiel 2.5.5 Mit einem Parameter § € R wird die Differentialgleichung

<y11) = <_y2> +B(1 — i —13) <y1> =: f(y) (2.5.3)
) 1 Y2

betrachtet. Fiir § = 0 sind die Bahnen einfache Kreise. Fiir allgemeines 5 betrachtet man zur

Analyse der Dynamik hier die Funktion

V() = af + a3 = ||=[l3.

Mit jeder Lésung y(t) von (2.5.3)) gilt fiir die Funktion u(t) = V(y(t)), dass

W(8) = SV (y(t) = 290 Y () = 20O Fy()

dt
= 2=y +192) + 2801 = B (w? +43) = 28V (y») (1 -V (y(0)))

= 2Bu(t)(1 — u(?)).

Diese einfache skalare Differentialgleichung v’ = 28u(1—u) =: g(u) hat die beiden Gleichgewichte
@ =0und & = 1. Wegen ¢'(0) = 25 und ¢'(1) = —2 ist fiir 8 > 0 der Nullpunkt abstoend und
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der Punkt 4 = 1 attraktiv, und umgekehrt fiir 8 < 0.

Fir g = 0 sind dagegen alle Losungen periodisch, % % ; £ ; j So s
da V(y(t)) = 0 ist. Fir 8 > 0 gilt insbesondere |\ 1 // » = === 7~ R
u(t) = V(y(t)) — 1 (¢t — oo). Daher laufen alle % ; ﬁ " NN
nichttrivialen Losungen der Dgl (in Spiralen) % l j : : z
zum Einheitskreis K1(0) = {z : V(z) = 1}. Dieser . , b
enthilt aber keine Fixpunkte, sondern nur periodische i 1 ? j é :
Losungen. Fiir jeden Startwert x # 0 ist in diesem AR 1 j i t
Beispiel daher die w-Limesmenge gerade der Einheits- i t N . FAVAN I
kreis, w(z) = {z : V(x) = 1}, er ist ein sogenann- R ; j 5 j k
ter Grenzzyklus. Die Situation am Nullpunkt 148t sich  |————————— A

MMMMMMM A AV N B I

auch mit Satz nachvollziehen, die Ableitung ist 5

oy (B =3yt —13)  —1—2By1ys
) < 1 —2By1y2 5(1—?4%—311%)).

Im Nullpunkt sind die Eigenwerte A; 5 = 8 +1i und markieren fiir 8 = 0 ein Wirbelzentrum und
sonst einen stabilen (8 < 0) bzw. instabilen (5 > 0) Strudel.

Beim Beispiel[2.5.5]ist besonders interessant, dass der Grenzzyklus fiir 8 > 0 andere Losungen
anzieht und daher bei Rechnungen direkt beobachtet werden kann. Dazu passende Begriffe sollen
jetzt eingefithrt werden. Zunéchst nennt man eine Menge U O M eine Umgebung der Menge
M, wenn eine offene Menge B existiert mit M C B C U.

Definition 2.5.6 Man sagt, dass ein Punkt x € R™ von der Menge M angezogen wird, wenn
limy o dist(e(t; z), M) = 0 ist. Die Menge aller solchen Punkte nennt man den Anziehungsbe-
reich von M,

AT (M) = {z: 1tlim dist(p(t;z), M) = 0}.

—00

Die Menge M heifst Attraktor, wenn AT (M) eine Umgebung von M ist. Fiir AT(M) = R"™ heifit
M globaler Attraktor.

Nach Satz sind Gleichgewichtspunkte {g} mit a(f’(9)) < 0 Attraktoren, natiirlich sehr
einfache. Im Beispiel ist fiir 8 > 0 der Grenzzyklus, also der ganze Einheitskreis K1 (0) ein
Attraktor, sein Einzugsbereich ist A*(K7(0)) = R?\ {0}.

Beispiel sieht natiirlich sehr konstruiert aus, damit man die wesentlichen Ergebnisse
explizit angeben kann. Ein berithmtes praktisches Beispiel mit dhnlichen Eigenschaften ist der
Briisselator, ein Modell fiir oszillierende chemische Reaktionen. Beiden Beispielen gemeinsam
ist ein weiterer Aspekt, ndmlich der, dass die Dgl von Parametern abhéngt, deren Werte einen
erheblichen Einfluf} auf die Art der Dynamik haben. Die rechte Seite der Dgl hat dabei die Form
f(y) = f(y,B) mit B € R. Bei Uberschreiten eines bestimmten Werts (hier 3 = 0) #ndert sich
das Verhalten der Losungen schlagartig. Aus Losungen, die fiir § < 0 gegen das Gleichgewicht
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9 = 0 konvergieren, entsteht plotzlich fiir 8 > 0 ein Grenzzyklus. Diese Erscheinung nennt man
eine Verzweigung, welche in vielen praktischen Modellen im Vordergrund der Analyse steht und
in detaillierter untersucht wird.

Beispiel 2.5.7 (Briisselator) Die Konzentrationsdnderung von 2 bestimmten chemischen Rea-

genzien (Belousov-Zhabotinsky-Reaktion) wird beschrieben durch die Dgl

y1 =a— (B4 1)y + yive,
Yh = By1 — yiye,

mit o, 8 > 0. Wegen fi(y) = o — y1 — fa(y) bekommt man als einzigen Gleichgewichtspunkt
71 = a, Y2 = B/a. Dort ist

A= f'(§) = <_ﬁ LA yfz) - <B ! a22) .
B—=2y1y2  —ui -8 —a
Es gilt det(A) = a? > 0, daher liegen beide Eigenwerte von A auf der gleichen Seite der ima-
gindren Achse, das Vorzeichen ihres Realteils wird also durch ¢ = 8 — 1 — o bestimmt. Fiir
B < 1+a? ist § daher attraktiv, fiir 3 > 14+a? abstoBend bzw. instabil. Im instabilen Fall wachsen
die Losungen aber wegen der nichtlinearen Terme nicht unbegrenzt, sondern gehen asymptotisch
in eine periodische Losung iiber. Die linke Graphik zeigt 3 verschiedene Bahnen, die alle recht
schnell periodisch werden und von innen oder auflen zu der linsenférmigen w-Limesmenge laufen.
Diese ist wieder ein Grenzzyklus. Wenn man die Reagenzien in einem zweidimensionalen Me-
dium (Filz, Loschblatt) unterbringt, entstehen wandernde Wellen wie im rechten Bild (Quelle:
Wikipedia). Numerische Berechnungen mit passenden Erweiterungen des Briisselator-Modells

ergeben dhnliche Bilder.

ISP AP,
S A s
S
= GO GO SIS
IS S
SIS
AL S LSS S
SIS
PO LSS SIS
TSI

S
BN N N N T T T ao? > o
NN N N N T N TN T T T T e e, T e
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=
=

)

Kriterien fiir die Stabilitit von einfachen Gleichgewichtspunkten wurden in Satz ange-

geben, fiir periodische Losungen ist dies etwas aufwéndiger.
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Die Stabilitat periodischer Lésungen

Eine Losung y(t) des AWPs i/ = f(y), y(0) = z, bzw. das zugehorige dynamische System ¢(¢; )
zu festem x € R”™ heifdt periodisch, wenn ein T' € R, T # 0, existiert mit

o(t+T;x)=(t;z) VteR.

T heifit Periode(-nldnge). Offensichtlich ist mit 7" auch jedes Vielfache kT, k € Z \ {0}, eine
Periode, man vereinbart daher, dass man die kleinste positive Periodenlidnge T" verwendet. Ins-
besondere sind die zeitkonstanten Gleichgewichtslésungen nicht gemeint, welche natiirlich fiir
jedes T' € R periodisch sind. Da t — ¢(t;x) als stetig vereinbart wurde, betrachtet man nur
beschriinkte Losungen des AWPs und die Bahn B (z) = B(z) ist eine kompakte Menge, der
periodische Orbit. Dieser ist offensichtlich auch eine invariante Menge, denn fiir jedes t € R ist
B(p(t;z))) = B(x). Die Stabilitdtsbegriffe aus Defin. lassen sich analog auf periodische
Orbits iibertragen.

Definition 2.5.8 FEs sei BT(Z) ein periodischer Orbit des dynamischen Systems.
a) BT (&) heifit Lyapunov-stabil, wenn zu jedem & > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass
lo(ts ) — (@) < & Vo — 3l] < 6, > 0.
b) Ein stabiler Orbit BT (%) heifit asymptotisch Lypunov-stabil, wenn ein r > 0 existiert so, dass

lim (p(t;z) — @(t;2)) =0 V]jz — & <7

t—o00

Kriterien fiir diese Stabilitdtsaussagen lassen sich fiir glatte Anfangswertprobleme mit rechter
Seite f € C?(R™) iiber den Satz herleiten. Fiir eine gestorte Losung, die in x = 2 + v
startet, gilt danach

ot + ) — plt,) = Y ()0 + O(o]]?), (2.5.4)
wobei Y (t)v = u(t) ist mit dem Fundamentalsystem Y (¢) zur linearen, homogenen Dgl
YI(t) = A(Y (1), A(t) = ' ((t: 8)), (2.5.5)

mit Y (0) = I. Zur Uberpriifung der Lyapunov-Stabilitit ist analog zum Satz ) das Ver-
halten von Y (¢) fiir ¢ — oo zu untersuchen. Da y(t) = ¢(t; ) nach Voraussetzung T-periodisch
ist, ist auch ¢ — A(t) € R"*" eine T-periodische Matrixfunktion, A(t + 1') = A(t) Vt. Daher ist
auch U(t) := Y (t + T) wieder ein Fundamentalsystem von (2.5.5)), denn

U'ty=Y't+T)=At+T)Yt+T)=At)U(t).

Daher gilt Y (t) = U(t)U(0)~! und somit U(t) = Y (t + T) = Y (t)M mit der reguliren Matrix
M=U0)=Y(T), kurz Y(t+7T) =Y (t)Y(T). Diese Bezichung hiingt auch nicht grundlegend

vom speziellen Fundamentalsystem ab. Ist Z(t) = Y (¢)C ein weiteres, dann gilt

Zt+T)=Y(t+T)C=Yt)MC = Z(t)C*MC = Z(t)M.
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Die Matrizen M und M sind also #hnlich und besitzen die gleichen Eigenwerte. Die folgende
Definition nimmt dabei Bezug auf die Formel (2.1.12)).

Definition 2.5.9 Bei einer periodischen Lisung mit o(t+T;%) = p(t; &) und dem Fundamen-

talsystem Y (t) aus (2.5.5)) heifst

d¢
M:=Y(T)=—(T;z
(1) = S8 4)
die Monodromie-Matrix, ihre Figenwerte m;, i = 1,...,n, die Floquet-Multiplikatoren von

o(t; 2).

Bemerkung: Nach dem Satz von Floquet gilt in der Situation aus der Definition sogar eine
Beziehung
Y (t) = G(t) et VteR,

mit einer stetig diffbaren T-periodischen Matrixfunktion G(¢) und einer konstanten Matrix R.
Dabei ist M = e #.

Mit den gefundenen Eigenschaften 148t sich die (asymptotische) Lyapunov-Stabilitéit von
Bt (%) betrachten. Jedes t = tg + kT € R kann eindeutig zerlegt werden in ein tg € [0,7") und
k € Z. Damit entwickelt sich die Storung(2.5.4)) wie folgt

p(t; 2 +v) = @(t, &) = Y (o + O(|[v]|*) = Y (to)) M v + O([lv]]?).

Voraussetzung fiir einen asymptotisch Lyapunov-stabilen Orbit ist daher, dass fiir t — oo die
Matrixpotenzen M*, k € N, gegen null konvergieren. Da die Eigenwerte vom M¥ die Potenzen
m¥ sind, folgt die Einschréinkung |m;| < 1Vi. Diese Anforderung ist bei nicht-autonomen, zeitpe-
riodischen Systemen 3’ = f(t,y) erfiillbar, wenn f(¢,y) = f(t+1T,y). Bei autonomen Problemen
gilt allerdings

Lemma 2.5.10 Fiir f € C?(R") sei y(t) = (t;2) eine T-periodische Lisung von y' = f(y),
y(0) = . Dann besitzt die Monodromie-Matriz den Eigenwert m; = 1 mit zugehdrigem FEigen-
vektor v = f(Z).

Beweis Die Ableitung u(t) = 3/(t) erfiillt nach der Kettenregel die Dgl

W) = S/ ) = S ru0) = o) (6 = Abut)

mit der T-periodischen Matrix A(t) aus (2.5.5) und dem Anfangswert u(0) = '(0) = f(&) = v.
Dabher gilt auch u(t) = Y (¢)v. Mit y(t) ist aber auch u(t) = y/(t) T-periodisch und daher gilt

Bemerkung: Bei beliebigen autonomen Systemen 3’ = f(y) ist mit y(¢) auch jede phasenverscho-

bene Funktion y(t + ty) eine Losung (die auf die gleiche Bahn fiihrt). Eine leichte Storung des
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Anfangszeitpunkts entspricht daher einer leichten Verschiebung lings der Bahn, die zugehori-
ge Richtung ist gerade die Kurventangente y'(0) = f (y(())) Im periodischen Fall ist daher
v = f(y(O)) der Eigenvektor, eine Stérung in Richtung der Kurventangente dndert den Orbit
nicht.

Tatséchlich konnen periodische Orbits autonomer Systeme nicht asymptotisch Lyapunov-
stabil sein, Losungen, die an verschiedenen Stellen auf B(Z) starten, ndhern sich nicht dauerhaft
an, ihre Bahnen sind aber die selben. Auch bei Systemen, bei denen (fast) alle Losungen peri-
odisch sind, wie beim Pendel (Beisp oder dem Lotka-Volterra-Modell (Beisp haben
selbst eng benachbarte periodische Orbits unterschiedliche Periodenléingen, ein Pendel mit ge-
ringen Ausschligen eilt einem identischen mit grofleren Amplituden voraus. Daher entfernen sich

die Losungen voneinander, obwohl sich die Bahnen B im Phasenraum nur wenig unterscheiden.

Bevor eine Korrektur der Stabilitdtsbegriffe vorgenommen wird, wird das Lotka-Volterra-
Beispiel wieder aufgegriffen, bei dem i.w. nur periodische Lésungen auftreten, die aber keine
Attraktoren sind. Dies erkennt man daran, dass die Losungen sich auf den Hohenlinien einer
Funktion L (ihres Graphen) bewegen. Auch beim Pendel gibt es eine solche Funktion, vgl.
, die dabei die Energie des Systems beschreibt, welche bei fehlender Dampfung (Energie-
Erhaltung) konstant ist L(y(t)) = L(y(0)).

Beispiel 2.5.11 Beim Lotka- Volterra-Beispiel konnte das System ([2.4.5)) auch als eine Dgl

fiir v(x) = y2(y1), y1 = =, geschrieben werden:

dv w9 v
- = (B — ?)70[1 T (2.5.6)

Dies ist eine Dgl mit getrennten Variablen, die in impliziter Form gelost werden kann durch

L(y17y2) =g mit
L(z,v) = L(y1,y2) := walogy1 + ailogys — fay1 — B1ye.

Die Konstante ¢ ist aus der Anfangsbedingung y(0) zu bestimmen. Denn fiir jede Losung v(z)
von ([2.5.6) gilt d%L(x, v(x)) = 0 bzw. fiir jede Losung y(t) von (2.4.5))

oL oL

—L(y(t)) =2—v1(t) + ——v5(t

FL0) =500+ 5 1h(0)

:(ﬂ — B2) (a1 — Bry2)yr + (ﬂ — B1) (Bayr — wa)y2 = 0.
Y1 Y2

Daher bewegt sich die Kurve ¢t — y(t) auf den Hdéhenlinien der Funktion L(y) = const. Diese
Hohenlinien sind geschlossene Kurven (vgl. Bild), der Gleichgewichtspunkt § = (wa /B2, 1/51) "
ist das globale Maximum von L im positiven Quadranten. Daher sind alle nicht-konstanten
Losungen periodisch. Dieses Ergebnis war auch ein Ziel dieses Modells, da auf einer bestimm-
ten Insel phasenverschobene, periodische Schwankungen von Beutetieren (Schneehasen) und
Réubern (Luchse) tatsdchlich beobachtet wurden.
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Die verschiedenen Losungkurven besitzen
aber unterschiedliche Perioden, iiber lange
Zeiten entfernen sich daher auch Losungen
zu nah benachbarten Startwerten weit, -
selbst wenn der Abstand zwischen den

Bahnen gering ist. Das Bild zeigt zur

Demonstration die ersten Komponenten

LA ] t 1 “. L \
y1(t) von 2 Losungen. Dabei wurde der f ¢ g i
Abstand so grofl gewahlt, dass die unter- N~
schiedlichen Periodenléangen leicht erkenn- : = e

bar sind. 5

An die genannten Situationen muss man die Stabilitdtsbegriffe anpassen, indem man sich
auf Bahnen als Ganzes beziehen. Dabei wird die Abstandsdefinition (2.5.2)) verwendet.

Definition 2.5.12 Sei ¢(t; &) eine T-periodische Lisung von (2.4.1)) und Q := B(z) ihr Orbit.

a) Q heift orbital stabil, wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass
dist(cp(t; iL‘),Q) <eVt>0, x: dist(x,Q) <.
b) Ein orbital-stabiles Q heifit asymptotisch orbital-stabil, wenn Q ein Attraktor ist, d.h. wenn

Ir>0: tli}m dist(p(t;z), Q) =0 Vo : dist(z,Q) <r.

Im positiven Quadranten Ri ist die Funktion L aus dem Lotka-Volterra-Beisp. stetig
diffbar, in jeder invarianten kompakten Teilmenge davon sind daher alle Losungen periodisch
und orbital-stabil (aber nicht asymptotisch o.s.). Bei der asymptotischen Orbital-Stabilitét spielt
jetzt nach Definition eine Phasenverschiebung von Lésungen keine Rolle mehr. Daher ist der
Eigenwert m; = 1 der Monodromie-Matrix unschédlich, wenn er nur einfach auftritt. Tatsdchlich
beschreibt der néchste Satz eine feste, asymptotische Phasenverschiebung a(z) € [0,7) in Bezug

auf die Referenzlosung ¢(t; ).

Satz 2.5.13 Es sei f stetig differenzierbar und o(t;&) eine (nicht-konstante) T-periodische
Lésung von (2.4.1), Q := B(&). Fir die Floquet-Multiplikatoren gelte |my| < ... < |ma| < 1
und mq = 1 sei einfach. Dann ist ) asymptotisch orbital-stabil. Es existiert ein r > 0 und eine

stetige Funktion a mit

lim (o(t+ a(z);z) — (t; &) =0 Va: dist(z,Q) <r.

t—o0
Der Beweis ist leider sehr aufwéndig, vgl. Priiss/Wilke.

Beispiel 2.5.14 Die Differentialgleichung aus Beisp

(‘%) = <_y2> +B(L—y —u3) <y1> = f(y)
Yo Y1 Y2
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hat die 27-periodische Losung y(t) = (cost,sint)" zum Startwert & = (1,0)T. Die Ableitungs-
matrix A(t) ist dort

At) = f/(y(0) = ( —2Bcos’t  —1-28 smtcost>

1—28sintcost —2Bsin?t

Als normiertes Fundamentalsystem mit Y'(¢t) = A(¢)Y (t), Y (0) = I findet man

—20t t —sint —2B8T 0
Y@:C o8 Sm),mdMEYG:%ﬁ(e ).

e 2Btsint  cost 0 1

Die Losung in der 2. Spalte von Y (t) ist gerade u = 3 aus Lemma und beschreibt die
(hier konstante) Phasenverschiebung infolge des gestorten Startwerts, wihrend die erste Spalte
die Anndherung an den Einheitskreis bewirkt. Tatséchlich sind die Eigenwerte der Monodromie-
Matrix M gerade m; = 1 und mg = e~*8™ < 1 fiir § > 0.

Beim Briisselator sind weder die Bahn noch die Periode explizit bekannt. Daher kann man hier

die Floquet-Multiplikatoren nur numerisch bestimmen.

Bemerkung: Bei einem gegebenen System mit einer anscheinend periodischen Losung y(¢) kann
man die Periode T i.d.R. nicht direkt angeben. Sie war aber die Grundlage der bisherigen
Ergebnisse. Ein wertvolles Hilfsmittel ist hier der sogenannte Poincaré-Schnitt, bei dem man
den Phasenraum durch eine Hyperebene ”quer” zur Bahn zerschneidet und nur die Zeitpunkte
betrachtet, an denen eine Losung y(t) zu dieser Hyperebene zuriickkehrt. Da man in einem
Punkt x mit z = y(0) (oBdA ¢t = 0) die Tangentenrichtung y'(0) = f(z) kennt, durchsto8t die
Bahn B(z) die Hyperebene

H:={uecR": f(z)"(u—2z)=0}

dort sogar orthogonal. Definiert man jetzt den

p(t; )
Riickkehr-Zeitpunkt T = 7(x) als kleinste positive Zeit
mit
p(r(x)ie) =y(r(x)) € H, f(2)Ty (r(2)) >0,
< VP@) L

bekommt man mit 7(x) selbst dann eine gute

Schéatzung fiir T', wenn x nicht exakt auf dem geschlos- 7
senen Orbit liegt. Die Zusatzbedingung f 'y’ > 0 stellt e

dabei sicher, dass H in der Richtung von ¢'(0) durchquert wird. Man kann zeigen, dass die
Riickkehrzeit 7(z) bei glattem f in einer Umgebung dieses Orbits sogar eine stetig diffbare

Funktion von z ist. Die auf (einer Umgebung auf) H definierte Poincaré-Abbildung
P:zw—o(r(z);z) €H

stellt damit die direkte Verbindung zwischen x € H und dem néchsten Rickkehrpunkt go(T(x); m)

her. Diese Abbildung P entspricht jetzt einem diskreten dynamischen System und ein periodi-
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scher Orbit von ¢ liegt dann vor, wenn x = P(x) ein Fizpunkt von P ist. Daher sind bei P die

Methoden aus §77 einsetzbar.

Im zweidimensionalen Phasenraum kénnen nur Gleichgewichtspunkte und zusammenhéngen-
de Orbits (periodisch, homoklin, heteroklin) als w-Limesmengen bzw. Attraktoren auftreten
(Satz von Poincaré-Bendizson). Bei hoherdimensionalen Systemen gibt es dagegen eine grofiere

Vielfalt, zwei werden kurz angesprochen.

e Quasiperiodische Losungen kénnen bei schwacher Kopplung von (> 2) schwingenden Syste-
men unterschiedlicher Frequenz auftreten. Diese Losungen y(t) besitzen gleichzeitig ver-
schiedene Perioden. Mit positiven ”Frequenzen” wi,ws, ..., welche rational unabhéingig

sind (keine ganzzahlige Linearkombination ist null), gilt dabei eine Darstellung
y(t) = w(wit,wat,...) Vt € R,

wobei w(s1, s2, .. .) in jeder Variablen 2m-periodisch ist. Im Phasenraum ist die w-Limesmenge
ein invarianter Torus. Fin einfaches Beispiel in Dimension n = 3 besteht aus einem be-

schleunigten mathematischen Pendel (Kuznetsov/Stankevich)

o = (z+ 2% - %x4)x’ — wlz,

2 = -2’

Die Zusatzvariable z(t) integriert die Abweichung 1—x2(t) und bewirkt zusammen mit dem

nichtlinearen Term z2(1 — %xQ) abwechselnd eine Anregung oder Dampfung des Pendels.

e U]
| e 1
PPy e N\
e . ey —— W il
gelméBiger Abfolge ihre Ampli- Y //////// 7 \\\ \\s\ \\

i

77— N\
tude, der Attraktor ist ein zwei- 1/ /7 7 S\X\\\\\\\\?\\\\\\
1 ! I

|

Losungen &ndern hier in re-

//M/

dimensionaler Torus (Fahrrad-
schlauch). Das Bild zeigt links

eine Bahn in der (z,z')-Ebene

w 200

und rechts den Verlauf der

Komponenten z(t), 2'(t).

e Allgemeinere Attraktoren: in hoheren Dimensionen kénnen sehr unregelméfig geform-
te invariante Mengen auftreten, sehr bekannt ist etwa der Lorenz-Attraktor mit nicht-
ganzzahliger Dimension. Ein einfacheres System mit einem #dhnlich komplexen Attraktor

ist das Rossler-System,

Y= ayr+ e
yé = —Un —Y3
Yp= o +(y2 — B)ys,

dessen Funktionsweise sich auch leichter erkldren 148t. Der Parameter o« > 0 ist klein
(a = 1/5), aber § recht groB. Fiir kleine Werte von y2 wird y3 > 0 durch die 3. Dgl auch
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klein gehalten (0f3/0ys < 0). Die beiden ersten Gleichungen erzeugen daher nahe der
(y1, y2)-Ebene zunéchst einen instabilen Strudel mit spiralférmig wachsenden Amplituden.
Wenn ys dann den Wert § iiberschreitet, wichst y3 schlagartig an, und die Kurve steigt
aus der Ebene nach oben. Zur Interpretation des weiteren Verhaltens mufl man wieder die
Gleichgewichte betrachten. Fiir diese gilt 2 = —ag1, §3 = —91 und ag? + B9 +a = 0. Nur
der betragskleinere Ruhepunkt ist wichtig, er ist §7 = (—a, a2, a)/B. Die Ableitungsmatrix

dort ist
a 1 0
A=7@=|-1 0 -1
0 g3 —p

Die Eigenwerte bestehen zunéchst aus einem instabilen komplexen Paar A, = « /2 +1i,
der zugehorige Eigenraum liegt sehr nahe an der (y1, y2)-Ebene. Der dritte EW A3 = —20
ist stark negativ mit einem Eigenvektor z(3) = (—=1/(48%),1/(28),1) der fast senkrecht
auf der (y1,y2)-Ebene steht. Das Gleichgewicht ist also ein Sattelpunkt mit einer fiir grofie
B > 5 sehr stark anziehenden Richtung Us = span 2B = span e,

Wenn sich also die Bahn wie T m—— 1)
P
beschrieben aus der (y1,y2)- A ’7//’/42:\’\’\1& -
BEREY ' =N N\
Ebene nach oben bewegt hat, ////%5 <\ ) \;Q\ ]
. . . . ///7’ /ﬁg\\ AN \v
wird sie in der Nihe von 7 /;///////gr/'/ﬁ/Nt 1\\\&}\\\\\\ ?\\\m})
) . e - Vi
Us wieder eingefangen und ; ; I "/{’Z{ 7 \/ \/ }/J‘j //ﬂj/)ﬁj/ W -
. LA v 100
zum Sattelpunkt zuriickgezo- é M M\\I\( L ~= {/’//7// /s
i - W=7 )
gen. Das Ergebnis sind Schwin- 1A\ i@g\gﬁ///////y/ /]
. P N\ \\\*\\\\‘%’:%;j;//x//%///
gungen mit sehr unregelmifig NEN \\\\Q\%\\zgfé%// s
schwankender Amplitude. 55 ——

2.6 Verzweigungen

Mit dem Studium der Dynamik kann man weitgehende Aussagen iiber das Verhalten dynami-
scher Systeme treffen, ohne (viele) einzelne Losungen im Detail berechnen zu miissen. In den
Beispielen etc. wurde aber auch klar, dass sich diese Dynamik bei Anderung von
Parametern in der Dgl grundlegend &ndern kann. Man spricht dann von einer Verzweigung oder
Bifurkation. Wenn man diejenigen Parameterwerte identifiziert, bei denen ein solcher Wechsel
stattfindet, bekommt man eine Charakterisierung auf einer weiteren, iibergeordneten Ebene. Bei
Modellen aus der Praxis kann das u.a. dazu dienen, den Parameterbereich zu charakterisieren,

in dem ein gewiinschtes Verhalten auftritt (stabiles Gleichgewicht, Oszillation, etc.).

In diesem Abschnitt werden die Kriterien fiir verschiedene Arten von Verzweigungen herge-
leitet, man betrachtet dazu die von einem Parameter 8 € R abhéngige autonome Differential-
gleichung

v =f(y.8), teR. (2.6.1)
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Beim Anfangswertproblem kann auch der Startwert von /5 abhéngen: y(0) = z(3). Der Startwert
wird im Folgenden aber ein untergeordnete Rolle spielen. Die rechte Seite f : R x R — R"
der Dgl sei sowohl nach x und 8 (mindestens einmal) stetig differenzierbar. Bei Anderung des

Parameters 3 konnen an bestimmten Verzweigungspunkten Sy, f1, . . . grundlegende Anderungen

bei (2.6.1) auftreten, etwa:
1. Gleichgewichtspunkte §(3) entstehen, verschwinden oder kreuzen sich,
2. Anderung der Dynamik bei einem Gleichgewicht (Vorzeichen der EW-Realteile)
3. Entstehung/Verschwinden von periodischen Orbits oder anderer invarianter Mengen bzw.

Attraktoren.

Hier konnen aber nur die beiden ersten Fallen behandelt werden.

Sattel-Knoten-Verzweigung

Wie bisher sind Gleichgewichtspunkte durch Nullstellen der rechten Seite charakterisiert,

f(9,8) =0€eR" (2.6.2)

Da jetzt aber der zusétzliche Parameter g auftritt, ist dies ein nichtlineares Gleichungssystem
mit nur n Bedingungen fiir n + 1 Unbekannte (g, 3). Daher kann man davon ausgehen, dass die
Losungsmenge aus mehr als einzelnen Punkten besteht. Nimmt man vorldufig an, dass § = §(53)
eine glatte Funktion von § ist, bekommt man aus durch Differentiation nach 3:

dy
dB
Wenn hier die Jacobimatrix reguldr ist, det f, (yj(ﬁ), 6) # 0, folgt daraus

0= f(9(8),8) = 0=£,(9(8),8) 5= + fa(4(8),B). (2.6.3)

Cdlg = _(fy(yvﬁ))ilfﬁ(gaﬁ)

Dies ist jetzt wieder eine gewohnliche Dgl fiir den Gleichgewichtspunkt, auf die der Existenz-
satz anwendbar ist, sofern ein Startpunkt mit f(go, 89) = 0 existiert und Regularitét gilt.
Allerdings ist der Ansatz g(f) zu einschrinkend, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.6.1 Die skalare Dgl (n = 1)

y=v"-8 = fy,0)
hat als Gleichgewichte alle Punkte {(y,) : ?> = 3} einer Pa-
rabel. Insbesondere existieren fiir 8 > 0 zwei Gleichgewichte
Y12 = £V/P, fir = 0 nur der Nullpunkt und fiir § < 0
keines. Fiir 8 > 0 ist in §;/o die Ableitung der rechten Seite

fy(£VB) = £2/B, also ist das positive Gleichgewicht 1 = v/
instabil und das negative {j» = —/fB attraktiv.
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Daher ist 5y = 0 ein Verzweigungspunkt im Sinne des oben genannten 1. Falls, nur fiir 5 > Sy
existieren Gleichgewichte (mit unterschiedlicher Stabilitét fiir § > (5y). In der Graphik ist der
Verlauf dieser Gleichgewichte () gezeigt, instabile sind rot gepunktet gezeichnet, attraktive

griin durchgezogenen.

Andererseits bildet die Parabel als Menge aller Gleichgewichte im Beispiel ein glatte Kurve,
welche allerdings an der Stelle 5y = 0 einen Umkehrpunkt besitzt. Dieser ist an der Singularitét
der partiellen Ableitung f,(%o,80) = 0 erkennbar. Eine neutralere Formulierung vermeidet die

Sonderbetrachtung dieses Punktes, denn nach dem Satz iiber implizite Funktionen gilt

Lemma 2.6.2 Die Funktion f sei stetig diffbar und es gelte f(9o, B0) = 0 in (Yo, Bo) € R™F1.
Wenn die Ableitungsmatrixz

_of
Ay, B)

den mazimalen Rang n besitzt, dann existiert eine stetig differenzierbare Kurve (g)(s), ﬁ(s)), die

in einer Umgebung von (o, Bo) = (9(0), B(0)) die Lésungsmenge f~(0) von (2.6.2) beschreibt.

D f(0, Bo) = (90, Bo) € R™*(+D)

Bemerkung: Die Dgl (2.6.3)) verallgemeinert sich fiir den im Lemma betrachteten Fall zu

0= %f(y(s)ﬁ(s)) = fy(y, B)9 + f5(y: )8 = Df (y(s), 5(s)) (Z) ’

der besagt, dass der Tangentenvektor an die Kurve im Kern der Matrix Df liegt (mit y =
dy/ds, § = dB/ds).

Die Situation beim Umkehrpunkt aus Beispiel [2.6.1]ist ein einfacher Fall einer Sattel-Knoten-
Verzweigung, zu deren exakten Charakterisierung auch Annahmen an die 2. Ableitung von f
gehoren. Bei dieser Verzweigung l6schen sich zwei Gleichgewichte entgegengesetzter Stabilitét
aus bzw. enstehen neu. Eine Erklarung fiir die Begriffswahl findet man bei h6heren Dimensionen.
Wenn man die Dgl Bsp um die zusitzliche Dgl v}, = —y2 ergénzt, bekommt man fiir das
(entkoppelte) System

v =y - B,
Yy = —Ya,

die Dynamik im linken Bild
(B = 3). Das linke Gleich-
gewicht ist attraktiv (Knoten
bzw. Senke), das rechte ist ein
Sattelpunkt. Fiir 8 — 0 (Bild

auflen) treffen sich beide, von

links laufen die Bahnen in den Nullpunkt, rechts davon laufen sie weg. Fiir § < 0 sind alle

Bahnen streng monoton wachsend in y;, da yj > || > 0 gilt.
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Beispiel 2.6.3 Den Bestand y(t) > 0 einer nachwachsenden Nutzpflanze (Gras) bei Beweidung
durch Tiere (Rinder) kann man durch die Dgl

Y

/
= (1 —7vy) —
y =y(l—-y) ﬁ1+2y

modellieren. Der erste Anteil y(1 — y) beschreibt das ungestorte Pflanzenwachstum bei be-
schrankten Resourcen (logistische Dgl), der Anteil Sy/(1 + 2y) die Beweidung durch den Be-
stand 8 von Weidetieren. Dabei modelliert der Nenner die Begrenzung der Nahrungsaufnahme
durch Sittigung. Die Gleichung hat das triviale Gleichgewicht null, und die weiteren y*(3) =
1(1 £ /9 —=38p), wobei der kleinere Wert nur fiir 8 > 1 =: 8y positiv ist, y~(8) > 0. Offen-
sichtlich verschwinden die nichttrivialen Gleichgewichte jenseits des Umkehrpunkts g1 = 9/8.
Dieser Grenzwert entspricht dem Zusammenbruch des Okosystems durch Uberweidung. Aber
auch schon beim ersten Verzweigungspunkt Sy = 1 findet ein Stabilitdtswechsel statt. Hier kreu-
zen sich die Gleichgewichte 0 und y~(5) (sog. transkritische Verzweigung), die Null ist bis Sy
instabil und y* attraktiv (Gras wichst), fiir 8 > By wird dagegen auch die Null attraktiv, nur
y~ ist bis zum Umkehrpunkt instabil. Daher wiirde sich das Okosystem schon fiir 8 € (S, 51)

nach einem Zusammenbruch nicht von alleine erholen, ein Grasbestand unter y~ () wird bis

zum Verschwinden abgeweidet. Das
linke Bild zeigt die Gleichgewichte
y*(B), das rechte den Verlauf der
Ableitungen mit fy(y*(8)) < 0, /
sowie den Vorzeichenwechseln von @ e g ez A
£,(0) = 1= B und f,(y=(8)) bei

Bo=1.

Heugabel-Verzweigung (Pitchfork-Bifurcation)

Bei manchen Modellen gibt es ein ”eingebautes” Gleichgewicht, wie etwa die Null bei Wachs-
tumsmodellen 3y’ = «(y)y. Bei einer parameterabhiingigen rechten Seite kénnen dann aber

zusétzliche Gleichgewichte entstehen.

Beispiel 2.6.4 Die Dgl

v =y(B-v") = fy,0)
besitzt immer das Gleichgewicht gy = 0 und fiir 5 > 0 wieder
die zusitzlichen ¢ = ++/B. Die Ableitungen sind f,(0,5) = j
und fiir 8> 0 auch fy(y;/2) = 8 — 3yf/2 = —28 < 0. Die Graphik
zeigt den Verlauf aller Losungen ¢(3), die fiir § < 0 stabile triviale

Ruhelage wird bei Sy = 0 instabil, fiir 8 > 0 sind dann nur noch
die nichttrivialen Ruhelagen ¢; /5 beobachtbar.

Das Bild sieht aus wie eine Heugabel (Pitchfork) und dies ist der Grund fiir die Benennung
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als Heugabel-Verzweigung. Im Unterschied zur Sattel-Knoten-Verzweigung (mit f(yo, o) = 0,
fy (Yo, Bo) = 0) ist der Verzweigungspunkt jetzt durch das Verschwinden der beiden ersten Ab-

leitungen charakterisiert, d.h. fiir n = 1 durch die 3 Bedingungen

f(o,Bo) =0, fy(yo,Bo) =0, fyy(yo,Bo) = 0.

Ein praktisches Beispiel fiir eine Heugabel-Verzweigung ist der Knickstab. Dabei wird eine verti-
kale, elastische Séule (Stab) senkrecht von oben mit einer wachsenden Kraft (Gewicht) 3 belastet.
Offensichtlich ist die senkrechte Ruhelage mit Auslenkung iy = 0 eine Lésung fiir beliebige 5 > 0.
Wenn die Kraft allerdings einen gewissen Grenzwert 3y iiberschreitet, knickt der Stab zur Seite,

die Ruhelage ist nicht ldnger stabil.

Hopf-Verzweigung

Die oben betrachteten Verzweigungen sind durch die explizite Bedingung det f, (g0, 50) = 0
charakterisiert. In 5y ist also die Ableitungsmatrix singulér, einer ihrer Eigenwerte wandert
durch den Nullpunkt in C. Bei der Hopf-Verzweigung tritt dagegen eine neuartige Situation
auf. Hier wandern Eigenwerte von f, (9o, o) abseits des Nullpunkts von links nach rechts iiber
die imagindre Achse (bei reellem f sind das Paare von konjugierten Eigenwerten). In diesem
Fall wird aus dem stabilen Strudel beim Gleichgewicht 3(3) ein instabiler, der moglicherweise
zu einem Grenzzyklus fiihrt. Dieser Ubergang lag in dem Beispiel und beim Brusselator
Beisp. vor, er 143t sich allerdings nicht durch eine einfache Bedingung charakterisieren.

Beispiel 2.6.5 Fiir « = 1ist § = (1, §) das einzige Gleichgewicht beim Briisselator, Beisp.

Die Eigenwerte der Ableitungsmatrix dort sind

Mja(8) =5 —124/8(0 1)

Wie schon diskutiert wurde, tritt bei Bg = 1 + a? = 2 eine Hopf-Verzweigung auf, mit rein
imaginéren Eigenwerten \;5(2) = +i. Offensichtlich wird das Eigenwertpaar aber wieder reell
fiir 8 > 4. Aber auch dann bleibt der Grenzzyklus erhalten. Die Bilderserie zeigt die Dynamik
fiir § = 3/2 links, § = 5/2 in der Mitte und S = 5 rechts jeweils im Quadrat [0, 10] x [0, 10].
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Bei den genannten Verzweigungen hat man also grundlegende Anderungen der sichtbaren

Zustiande. Bei Uberschreiten von Verzweigungspunkten kénnen stabile Gleichgewichte plotzlich
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entstehen, oder einfache stabile Zusténde (triviale Losung) sich in komplexere verwandeln. Es
kann auch eine Anderung der Dynamik geben, wo an Stelle von stabilen Zustinden plétzlich

periodische Bahnen auftreten.
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