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1 OPTIMIERUNGS-PROBLEME 1

1 Optimierungs-Probleme

1.1 Strukturen

Eine prizise Vorstellung fiir die ’Optimierung’ einer Eigenschaft erfordert, dass man deren Qua-
litdt F' quantitativ (als reelle Zahl) beschreiben kann und dass man sich iiber Einflugrofien x
dieser Qualitdt im Klaren ist. Dann kann man die in Frage kommenden Werte der Parameter z
zu einer Menge X zusammenfassen und das Qualitdtsmafl F' : X — R ist eine reelle Funktion

auf X. In der Optimierungsaufgabe

max F'(z)

reX (®)

max{F(z): v € X} bzw. {

wird eine Maximalstelle & € X gesucht mit F'(z) > F(x)Vx € X.

Bezeichnung: F heifit Zielfunktion, X zuldssiger Bereich, jedes x € X zuldssiger Vektor bzw.
FElement, & eine (globale) Losung von (P) und F(z) der Wert von (P).

Ein wesentlicher Teil der Problematik besteht meist darin, dass zwar die Zielfunktion F
explizit vorliegt, der zuléssige Bereich X aber nur implizit gegeben ist, etwa durch Systeme von

Gleichungen oder Ungleichungen. Daher zerfiillt schon die Grundaufgabe (P) in mehrere Teile:

1. Frage X = 07
2. fiir X #0:
(a) F(x) beschrinkt auf X, d.h. sup{F(z): z € X} < o0 ?
Wird dann das Supremum auch angenommen (,,Maximum”)?
(b) Wenn ja: berechne ein & € X mit F(z) > F(x)Vx € X.
Die einsetzbaren Methoden unterscheiden sich auch nach der Art und Anzahl der ,,Freiheitsgra-
de”, die in der Menge X zu beriicksichtigen sind.

Beispiel 1.1.1 a) Problem der Brachistochrone von Galilei.
Ein Korper soll nur durch den FEinfluf3 der Schwerkraft

zwischen zwei Punkten bewegt werden. Gesucht ist die

Kurve, auf der der Kiérper am schnellsten vom hdoher-

en zum niederen Punkt kommt.

Johann Bernoulli: Losung ist Zykloide

b) Transportproblem: Ein Unternehmen mit mehreren Produktionsstandorten beliefert verschie-
dene Abnehmer mit seinen Produkten (Massen-/Stickgut). Gesucht ist ein Transportplan mit

maoglichst geringen Kosten

Finordnung der Beispiele: Da die Weghthe beim Brachistochronen-Problem an jeder Stelle un-

bekannt ist, hat man eine unendliche Anzahl an Freiheitsgraden (iiberabzihlbar). Zur korrekten
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Beschreibung wire die Menge X als ein Raum geeigneter Funktionen z(s), s € [a, b], zu wéhlen.
Derartige Probleme werden in der Variationsrechnung und Steuerungstheorie behandelt. Beim
Transportproblem sind dagegen die endlich vielen, vom Produktionsort P; zum Kunden K; zu
liefernden Mengen unbekannt. Bei Massengiitern kénnen diese (nichtnegative) reelle Werte, bei
Stiickgiitern ganzzahlige Werte annehmen. Die Grundmenge X ist also (ein Teil) eines geeigneten
R™ oder Z™ C R™. In dieser Vorlesung wird nur der Fall X C R"™ behandelt.

Eine weitere Klassifikation des Problems ergibt sich aus den

Eigenschaften der Zielfunktion F':

beliebig
/ stetig \
diffbar stw. diffbar nicht diffbar
2-mal diffbar konkav

quadratisch

Die Gestalt des zuldssigen Bereichs X ist in der Regel nicht explizit bekannt, sondern durch
Einschrinkungen an die Parameter x. Die Art dieser Nebenbedingungen schrinkt die Auswahl
moglicher Verfahren ein. Daher ist es zweckméfig, die Nebenbedingungen aufzuteilen in funk-

tionale und mengenméfige. Ab jetzt sei also
X:={zeR": f(z) <0, g(x) =0, z € C}, (1.1.1)

mit f : R®" - RP, g : R" — R™, C C R". Generell werden Ungleichung wie in dieser Be-
schreibung komponentenweise verstanden, fi(z) < 0,7 = 1,...,p, fir f = (fi)?_;. Auch die
Eigenschaften der Funktionen f fithren zu einer weiteren Klassifizierung von Optimierungspro-

blemen. Als Grundmengen C' treten oft folgende Félle auf

o R™ RY, R} xR"™ die Nichtnegativitét liele sich auch bei f unterbringen

e B.(y) Kugel um y vom Radius r, allgemeiner: Ellipsoid
o 7™ R™ x Zm2 ganzzahlige, gemischt-ganzzahlige Probleme,
o B"={0,1}" boolesche Optimierungsprobleme.

In dieser Vorlesung werden nur Lineare Programme (LP) behandelt, das sind kontinuierliche

Optimierungsprobleme (C' = R™) mit Funktionen

F(z)=c"z+d, fi, g; affin linear.
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Bei einer (in der Praxis iiblichen) grofien Anzahl von Unbekannten n ist oft eine Sonderbehand-
lung bei speziellen Strukturen sinnvoll, etwa bei linearen Transport- oder FlufS-Problemen. Ver-
fahren zur Behandlung von Optimierungsproblemen haben offensichtlich im Unternehmensbe-
reich (Kostenminimierung) eine erhebliche 6konomische Bedeutung. Aber auch in theoretischer
Hinsicht (Komplexitétstheorie) sind sie eine grofie Herausforderung. Naheliegende Fragestellun-

gen sind:

Theorie:
Allgemeine, z.B. Struktur-Aussagen
Existenz und Eindeutigkeit
Kriterien fiir Optimalitét
Empfindlichkeit der Losungen (Problem-Stabilitéit)
Komplexitéit des Problems
Praxis:
Algorithmenentwicklung
Empfindlichkeit der berechneten Losung (Stabilitéit des Algorithmus)
Komplexitit des Algorithmus
In die erste Kategorie fallen bei Linearen Programmen Erkenntnisse zur Geometrie des zuléssi-
gen Bereichs X. Diese hat zentrale Bedeutung, denn X ist ein konvexer Polyeder (Vielflichner).

Daher werden in §2 zunéchst die Grundlagen der Konvexen Geometrie behandelt.

1.2 Beispiele
Produktionsplanung

In einem Unternehmen kénnen n verschiedene Produkte P; erzeugt werden unter Nutzung m
unterschiedlicher Resourcen R; (Arbeitszeit, Rohstoffe, Energie,. . . ). Der Gewinn bei Produktion

einer Einheit von Produkt P; sei c;.

Die zu erzeugende Menge des Produkts P; wird als Unbekannte x; eingefiihrt. Eine erste
Nebenbedingung ist offensichtlich x; > 0, der erzielte Gewinn ist 2?21 cjrj = F(x1,...,2n)
und stellt die Zielfunktion des Problems dar. Nimmt man weiter an, dass zur Poduktion von
P; jeweils a;; Einheiten von beschrédnkten Resourcen R;, @ = 1,...,m, verwendet werden, sind

ausserdem die Restriktionen
n
E aij:ngbi, i:1,...,m
=1

einzuhalten. Insgesamt lautet das Problem somit

n
max ijj
j=1

n
Zaijxjgbi, izl,..‘,m
j=1

J}iZO, Z':1,...,n
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Hier bietet sich die Vektor-/Matrix-Notation fiir eine kompaktere Schreibweise an. Mit z =

(@1, mn) T, ci= (er,osen)T, b= (b1, b)) T, A = (agg)]2, ist F(x) = ¢"= und man hat
die dquivalente Formulierung
max c'z
Az <D
x> 0.

Die Ungleichungen bei Vektoren sind dabei wieder komponentenweise zu verstehen. Da alle
Restriktionen Ungleichungen sind, ist der zuldssige Bereich X := {z € R": Az <b, x > 0}.

Beispiel 1.2.1 Fall n = 2, m = 3, die Produkte P, (Gewinn ¢; = 4 EUR) und P (Gewinn
co = 3 EUR) sollen mit Hilfe der Resourcen Arbeitszeit, Energie, Lagerkapazitit produziert
werden. Die Einschrinkungen seien

A:  x1+ax9=16 (gleicher Arbeitsaufwand)

L: x2 <12 (Rohstoffe nur fiir P zu lagern)

E: 321+ 22 <36 (3-facher Energiebedarf P;)

Gesamtformulierung und zuléssiger Bereich:

max (4,3)z
11 16
0 1|lxz< 121,
31 36
xz > 0.

Der Pfeil c ist der (konstante!) Gradient der Ziel-
funktion F(z) = c'x = 4a1 + 3x2, das Maxi-
mum wird im markierten Randpunkt (21, Z2) =
(10,6) angenommen mit dem Wert F(&) = 58.

r1

Transportprobleme @
Hier soll ein Massengut (beliebig teilbar) von / \

m Produktions-/Lagerstitten P; mit Kapazitét

s; zu n Verbrauchern V; mit Bedarf r; trans- P | ~— | P
portiert werden. Die Gesamtmengen bei Pro- \ /
duktion und Verbrauch sollen dabei gleich sein @

i 8; = i r; (oBdA).

i=1 j=1

Als Unbekannte werden die von F; nach V; transportierten Mengen z;; > 0 eingefiihrt, der

Transport einer Einheit auf dieser Strecke habe den Preis c;;. Fiir den optimalen Transportplan,
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der minimale Kosten verursacht, ergibt sich das Programm
m n
min > > cijTi;
i=1j=1

n
inj:si, z:l,...,m
j=1

m
inj:rj, j:1,...,n
=1

zi; >0 Vi, j

Die Restriktionen sind hier einerseits lineare Gleichungen, andererseits Nichtnegativitéits—Be-
dingungen an alle Variable. Zum LGS gehort ein affin-linearer Losungsraum und der zuléssige
Bereich X ist daher der Durchschnitt dieses Losungsraums mit R, Diese Struktur wird bei dem
Standard-Losungsverfahren zugrunde gelegt. Wenn der Transport von Stiickgut betrachtet wird,
sind nur ganzzahlige Werte x;; € Z, zuldssig. Dann liegt ein ganzzahliges Optimierungsproblem

Vvor.

Modifikation: Transport in Netzwerk (Graph), wenn nur ein Teil der Transportstrecken vor-

handen ist. Hierbei konnen reine Umschlagknoten (ohne Produktion und Verbrauch) auftreten.

Das Problem des Handlungsreisenden (TSP)

Dieses Problem (‘traveling salesman problem’)
hat in der Komplexitatstheorie die Bedeutung
eines (sehr schweren) Referenz-Problems. In der
Grundform soll ein Reisender eine Anzahl von
n Orten je einmal besuchen und zum Ausgangs-
punkt zuriickkehren. Ziel ist eine Tour mit mini-
maler Gesamtstrecke. Dies ist also die moderne

Form der klassischen Odyssee (rechts: eine opti-

male Losung derselben).

Dazu sei N = {1,...,n} die Menge der Orte und w;; > 0 die Entfernung von i und j. Ist die
Rundreise (Tour) gegeben durch die Liste (p(1),...,p(n)) der besuchten Orte, so kénnen in der
Gesamtstrecke Z?;l Wp(j)p(i+1) T Wpn)p(1) die Summanden w offensichtlich nach dem ersten
Index umsortiert werden. Im zweiten Index steht dann eine zyklische Permutation w € S, mit
m(p(j)) = p(j +1). Die Menge der zyklischen n-Permutationen S, ,, C S, enthélt alle diejenigen,

welche aus einem einzigen Zyklus bestehen. Das Problem lautet daher
n
min{z Wi n(y T E Sen} (TSP)
i=1

In der allgemeinen Form sind die Entfernungsangaben w;; > 0 nicht weiter eingeschrénkt. Sinn-

volle Spezialfille sind aber offensichtlich das
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symmetrische TSP:  w;; = wj; (z.B., keine Einbahnstrafien)

euklidsche TSP: wij < wip + wi; Vi, 5,k (Giiltigkeit der Dreieckungleichung)
In der Form (TSP) liegt ein kombinatorisches Optimierungsproblem vor. Wegen |S ,,| = (n—1)!
ist eine reine Enumeration aller Moglichkeiten zur Losung nur fiir kleine n moéglich, denn, z.B.,
ist 5! = 120, 10! = 368800, 25! = 16 - 10?°. Der z.Z. schnellste Rechner (Earth Simulator mit
35 TeraFLOPS) packt 10?! Operationen im Jahr.

Eine alternative Formulierung als (LP) ist moglich durch Betrachtung des charakteristischen
Vektors = (z;;) € B¥, k = n(n — 1) beim allgemeinen und k& = (3) = n(n — 1)/2 beim
symmetrischen Problem. Beim symmetrischen Problem haben die Variablen z;;, @ < j, folgende

Bedeutung

1 der Weg zwischen ¢ und j wird benutzt,
Tij =
Y 0 sonst.

Damit sich eine Tour ergibt, miissen zu jedem Ort genau zwei Wege benutzt werden, also

w4+ wy=2 Vi<i<n (1.2.1)
j<i j>i
Allerdings sind dadurch Teiltouren noch nicht ausgeschlossen. Zusétzlich kann man dazu fordern,
dass in keiner echten Teilmenge U C N ein Kreis auftritt, >, iy zij < [U[ — 1, bzw. die Menge
wieder verlassen wird
> wy>=2 YWCN, 2<|U[<n-2 (1.2.2)
i€U,j¢U

Diese Formulierung des (TSP) ist damit

. n
min ) 3y wijxi

n (TSPB)
veX ={zeB®): (121),(1.2.2) gelten}

(TSPB) ist ein boolesches lineares Programm mit 7 Gleichungen und 3 73 () =2"—2n-2
Ungleichungen. Wegen dieser vielen Bedingungen und der booleschen Variablen ist auch diese

(und jede) Form des (TSP) schwierig zu l16sen.

Daten zur Geschichte des Problems:

1930 Karl Menger Formulierug des Problems, einzige Losungs-

1934 Hasler Whitney moglichkeit vollstdndige Enumeration

1954 G.B. Dantzig, D.R. Fulkerson, Losen 42-Stidte-Problem mit Schnittebenen-
S.M. Johnson Verfahren und linearen Programmen,

1972 R.M Karp TSP ist NP-vollsténdig,

1979 Crowder, Padberg 318 Orte, Branch-and-Cut-Verfahren,

1995 Applegate, Bixby, Chvatal, Cook 7397-Stadte-Problem, Parallelrechner
2001 dito 15112 Stadte BRD
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Der aktuelle Rekord (www.math.princeton.edu/tsp/, 8 Jahre Rechenzeit) berechnet die op-
timale Rundreise durch 25000 Stéadte Schwedens, der Vorgénger-Rekord 2001 betraf 15112 deut-
sche Stadte (elib.zib.de):

Statt des Booleschen Problems (TSPB) kann man auch seine stetige Relazation betrachten,

mit dem zuléssigen Bereich
X1 ={zeRG): 0<z <1, und (1.2.1),(1.2.2)} O X. (1.2.3)

Hieraus erhélt man zumindestens eine untere Schranke Wj fiir den Wert W des (TSPB):
W > W;. Bei den erwihnten Schnittebenen- Verfahren legt man tatséchlich (1.2.3) zugrunde und
eliminiert schrittweise unbrauchbare Losungen durch Hinzunahme weiterer Nebenbedingungen,

die nichtganzzahlige Losungen abschneiden.

Anwendungen Viele praktische Fragen fithren direkt auf das TSP oder kénnen analog formuliert

werden:

— Leiterplatinen-Produktion, Computerverdrahtung

— Tourenplanung

— Ablaufplanung (job-shop scheduling)

Zur Bestiickung von Platinen mit Bauteilen sind fiir deren Anschluldrihte Bohrungen in den
Leiterplatten anzubringen. Da die Zeit pro Bohrung konstant ist, wird die Gesamtzeit v.a. durch

die Fahrzeit zwischen den Bohrpunkten bestimmt. Unter der Annahme, dass die Fahrzeit propor-
tional zur Entfernng ist, entspricht ¢;; dem euklidschen Abstand der Punkte. Die fiir n = 2392
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0g)

Punkte per Hand geplante Tour ist um 90% lidnger als die optimale.

‘manuelle’ Lésung mit Linge 718876 Optimale Losung der Linge 378032

1.3 Lineare Programme

Fiir Lineare Optimierungsprobleme hat sich der Begriff Lineare Programme eingebiirgert. In dem
allgemeinen Rahmen der Form (P) mit dem zuldssigen Bereich (1.1.1) sind alle auftretenden

Funktionen (affin) linear, es gelten also Darstellungen der Form
Fx)=c'z, fi(z)=a]z+aq;, gj(z) =bjz+p,

i=1,...,p, j = 1,...,m. Dabei wurde F' oBdA als linear angenommen, da eine Konstante
zwar den Wert des Problems, aber nicht die Lésung & dndert. In den Beispielen traten Unglei-
chungsrestriktionen of in sehr einfacher Form, als Vorzeichenbeschrénkungen, auf. Wegen ihrer
vielfdltigen Sonderrolle werden diese im folgenden gesondert notiert, man teilt die Unbekannten
auf in freie und wvorzeichenbeschrinkte Variable. Zusammen mit der Aufteilung in Ungleichun-
gen und Gleichungen kénnen die Restriktionen in einer Blockmatrix gesammelt werden. Die

allgemeine Form eines linearen Programms lautet daher

T T
max ¢y X1 + Cy X2

Az + Ay <by
Agi1z1 + Agexs =bo
T 2 0

z1,c1 € R™, 29,00 € R"2, n = ny + no,
b1 e R™ by € R™2, m = mq + mg, (LP)
Aij e Rmixmi 4 4=1,2.

Allerdings kann durch elementare Umformungen daraus jedes der folgenden, einfacheren Stan-

dardprogramme erzeugt werden,
max{ c¢'z : Az < b} (LP1)

max{c'z: Az < b, z > 0} (LP2)
max{c'z: Az =b, z > 0} (LP3)
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Bei diesen ist in der allgemeinen Form (LP) jeweils nur ein Matrixblock nichttrivial, ndmlich
Aqy # 0bei (LP1), Aj2 # 0 bei (LP2) und Az # 0 bei (LP3). Folgende elementare Umformungen

konnen eingesetzt werden, die auf dquivalente Probleme fiihren:

T T

1. eine Gleichung a'z = « kann durch die beiden Ungleichungen o'z < a, —a'z < —a

ersetzt werden.

2. eine freie Variable ¢ kann als Differenz € = £+ — ¢~ von zwei nichtnegativen Variablen
£T,& > 0 geschrieben werden.

3. Ungleichungen a'x < o kénnen durch Einfiihrung einer Schlupfvariablen n > 0 durch die

Gleichung a'x 4+ 7 = o ersetzt werden.

4. jede Vorzeichenbeschrankung ¢ > 0 kann als Ungleichungsrestriktion —¢ < 0 einer freien

Variablen & nach Ay verlagert werden.

Durch diese Umformungen kénnen sich die Dimensionen m,n vergréfiern, die wesentlichen Ei-
genschaften aus §1.1 (X # 07 sup{F(z) : x € X} < oo?) bleiben aber unverindert. Allerdings
unterscheiden sich die geometrischen Eigenschaften der zuléssigen Bereiche bei den 3 Standard-

formen. Dies ertffnet die Moglichkeit, bei verschiedenen Fragestellung die passende zu wéhlen.

(LP1) X = {z: Az < b} = N~ {(e] A)z < b;}. Da jede Ungleichung der Form a'z < 3 einen

abgeschlossenen Halbraum definiert, ist X als deren Durchschnitt ein Polyeder.

(LP2) X = {z: Az < b,z > 0} ist Durchschnitt des erwdhnten Polyeders mit dem positiven
Kegel {x : x>0} = R%, also wieder ein Polyeder.

(LP3) X = {z : Az = b,z > 0}, dies ist der Durchschnitt {z : Az = b} N R’} des affinen

Unterraums der Losungen des Gleichungssystems Ax = b mit dem positiven Kegel.

2 Konvexe Geometrie

Da die Zielfunktion der linearen Programme (LP) linear ist, treten Maxima auf dem Rand der
zuldssigen Bereiche X auf. Als Hauptaufgabe wird in diesem Kapitel die geometrische Struktur
von Polyedern und allgemeineren konvexen Mengen behandelt. Dabei zeigt sich, dass bei der
Suche des Maximums in (LP) tatséchlich nur endlich viele Punkte bzw. Richtungen von X zu

priifen sind.

2.1 Bezeichnungen

Es wird der n-dimensionale Vektorraum R” zugrundegelegt. Die Vektoren der Einheitsbasis hei-

Ben e; = (d;j)7_; und es sei 1:= > 1| e;. Allgemein werden Elemente x € R" als Spaltenvektoren
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geschrieben,
x1
n
SRS
i=1
In
In der Regel wird die Euklidnorm ||z = [|z||2 := /Y1, 27 verwendet, eine andere interessante

Norm ist die Maximumnorm ||z|« = max]"; |z;|. Ungleichungen zwischen Vektoren sind kom-
ponentenweise zu verstehen. Eine solche wird in der Definition R} := {z : x > 0} des positiven
Kegels verwendet (s.o.). Die Menge der reellen m x n-Matrizen heifit R™*™. Im folgenden ist
es oft wichtig, Untermatrizen aus ausgewéhlten Spalten oder Zeilen einer Matrix zu betrachten.
Zu A € R™*" seien daher a; = Ae; € R™ die Spalten und a® = ATe; € R™ die Zeilen von A.

Dann gelten folgende Schreibweisen

nT
an - an, a®

A= : : = (as5) = (a1, ...,an) =

T
aml - OGmn Cb(m)

Elemente einer Vektorfolge werden ebenfalls durch einen oberen Index unterschieden, z(9) =

( (@) (i))T.

Ty, ..., Tn

Die zuléssigen Bereiche von (LPx) lassen sich als Durchschnitte einfacher Gebilde darstellen.
Jeder (n — 1)-dimensionale affine Unterraum H C R” ist eine Hyperebene. Sie kann durch eine

einzelne lineare Gleichung charakterisiert werden
H={z:a(z—y)=0}={z: a'z=a}, a#0,ycH a=a'y, (2.1.1)

wobei a der (bis auf Skalierung eindeutige) Normalenvektor von H ist und y € H beliebig.
Kompaktschreibweise H = H(a,y) = H(a,«). Modifikationen der Darstellung H (a, o) fithren

auf die offenen Halbrdume
H H%(a,0) :={z: a"z>a}, H (a,a):={z: a'z<a}. (2.1.2)

a Die Zerlegung R = H-UHUH ist damit disjunkt. Die entsprechenden
abgeschlossenen Halbrdume sind H® := HYUH, H® := H~ U H. Jeder
r-dimensionale affine Unterraum, » < n, ist Durchschnitt von n — r

Hyperebenen.

Zu einer beliebigen Menge M C R"™, M # (), wird die affine Hiille aff(M) definiert als
kleinster affiner Unterraum U C R™ mit M C U, also

aff(M) = m U (U C R" affiner Unterraum) (2.1.3)
UDM
= {Zm 2 e M, )\ eR, Z)\_l k € N}. (2.1.4)

=1
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Auflerdem wird die (affine) Dimension dim M = dim aff(M) gesetzt. Umgekehrt ist der grofite,

bei jeder Verschiebung, in M ’passende’ Unterraum der Linealraum L(M) von M:
x+L(M)C MVze M. (2.1.5)
Fiir 0 € M ist offensichtlich L(M) C M, fiir beschrianktes M ist L(M) = {0} trivial.

Beispiel 2.1.1 Fiir eine Hyperebene H = H(a,a) C R", o # 0, ist aff(H U {0}) = R™ und
L(H) = H(a,0).

Die beiden Darstellungen (2.1.3,2.1.4) kénnen als Charakterisierungen der affinen Hiille von
auflen’ bzw. ’innen’ gesehen werden, wobei die zweite affine Kombinationen von Vektoren ver-
wendet. Da unterschiedliche Arten von Linearkombinationen auch im folgenden auftreten, wer-

den sie gemeinsam eingefiihrt.

Definition 2.1.2 Zu Vektoren (V... 2™ heift die Linearkombination z := Zle Xz mit
i €R, eine

—  konische Kombination fir \; >0,i=1,...,k,

— positive Kombination fir A\; >0,i=1,...,k,
k
— affine Kombination fir ) \; =1,
i=1
k
— konvexe Kombination fir \; >0,i=1,...,k, >, A\ =1.
i=1

Die k + 1 Punkte z(@,... 2 € R" heiBen affin linear unabhingig bzw. in allgemeiner
Lage, wenn die k Differenzen () — 20 . 2®) — 20 Jinear unabhiingig sind. Andernfalls

sind 2@, ..., z(® affin linear abhingig, was fquivalent zur Existenz eines nichttrivialen Tupels
(Mo, -+ -y Ak) # 0 ist mit

k k
dai=0, > xzl=o. (2.1.6)
i=0 =0

2.2 Konvexe Mengen

Definition 2.2.1 Eine Menge M C R" heif$t konvex, wenn
[z,y] ={ A+ (1-Ny, 0<A<1}CM Vaz,ye M.
Zu jedem Paar von Punkten z,y € M liegt hier die ganze Verbindungsstrecke [z,y] in M. Die

‘offene’ Strecke wird mit (z,y) = {Az + (1 — Ny, 0 < X\ < 1} bezeichnet (enthélt Endpunkte

nicht fiir x # y). Die Konvexitét hat fiir uns zentrale Bedeutung, vgl. ¢) im Beispiel.

Beispiel 2.2.2

a) Affine Unterrdume U C R" sind konvex, da mit z,y € U sogar [z,y] C aff(z,y) C U gilt.
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b) Der Durchschnitt (). ; M; konvexer Mengen M; C R", i € I, ist konvex.

c¢) Halbriume H*, H®, H? sind konvex. Die Menge der Lésungen

iel

n
X = {.TER”I Zaijxj Sbl,’LEI}
j=1

eines linearen Ungleichungssystems Az < b ist als Durchschnitt (,c; H ©(a",b;), von
Halbriumen konvex.

d) Der Einheitssimplexr A, == {x € R" : 172 = 1, £ > 0} ist ebenso konvex wie A/ := {z €
R™ : IlTxgl,mZO}.

e) Streckung und Addition erhalten die Konvexitét. Mit A € R und konvexen Mengen M, N C
R™ sind auch folgende Mengen konvex
AM = {dz: x e M},
M+N = {z4+y: zeM,ye N}

Definition 2.2.3 Zu M C R"™ heifst die kleinste konvexe Menge, die M enthdilt, die konvexe
Hiille von M, bezeichnet mit konv(M).

Offensichtlich gilt fir Mengen M C R™: M konvex <= M = konv(M). Den Zusammenhang

zwischen Konvexitidt und Konvex-Kombinationen prézisieren die folgenden Sétze.

Satz 2.2.4 M C R" ist genau dann konvex, wenn jede konvexe Kombination von endlich vielen

Punkten aus M wieder in M liegt.

Spezielle Charakterisierungen der konvexen Hiille von M sind auch:
e Durchschnitt aller konvexen Obermengen:
konv(M) = m N (N konvex)
MCNCR?

e Menge aller konvexen Kombinationen von Punkten aus M:

k
konv(M) = U {Z Nz : 20 e M, X e Ay (2.2.1)
keN =1
Der Einheitssimplex ist die konvexe Hiille aller Einheitsvektoren A,, = konv({ey,...,e,}) und

Al = konv(A, U {0}). Dieses Beispiel 14t erwarten, dass in der Darstellung (2.2.1) nur eine

Hochstanzahl von Summanden zu betrachten ist. Das bestétigt folgender Satz.

Satz 2.2.5 (Caratheodory) Die Menge M C R™, M # (), besitze Dimension m. Dann kann
jeder Punkt z € konv(M) durch hichstens m + 1 Punkte konvex kombiniert werden, d.h., es
ezistieren V... 2™ e M, k<m+1, A € Ay, so, dass z = Zle Nz gilt.

Bew

Bew



2 KONVEXE GEOMETRIE 13

Zum Zusammenspiel von Konvexitéit und Topologie:

Satz 2.2.6 Bei einer nichtleeren konveren Menge M C R™ sind auch das Innere M wund der
Abschluf8 M konvex. Bew

Bei der Ubertragung topologischer Eigenschaften auf die konvexe Hiille ist Vorsicht angebracht.
Die Abgeschlossenheit von M iibertréigt sich nur bei beschréinkten Mengen auf konv(M).

Satz 2.2.7 Die Menge M C R" sei

offen offen
beschrdnkt = konv(M) ist beschrinkt
kompakt kompakt

Bew

Zu einem beliebigen Punkt x € R™ gibt es in einer nichtleeren konvexen, abgeschlossenen
Menge M einen eindeutigen, nichstgelegenen Punkt. Denn bei festem x ist f,(y) := ||y —x|? eine
stetige Funktion, und muf mit einem beliebigen yg € M nur auf der Kugel B, (z), 7* = f.(vo),
bzw. der kompakten Menge M N B, (x) betrachtet werden. Dieses Minimum ist eindeutig aufgrund

der Parallelogrammgleichung
y+z

1
Bei zwei Minimalstellen y # z wére f; in u := (y + 2)/2 echt kleiner: f,(u) < fz(y) = fz(2).
Dies zeigt den

1 1 1
2= Sl + 510 = gy — =1 (22.2)

Satz 2.2.8 Die Menge M C R™, M # (), sei konvex und abgeschlossen. Dann gibt es zu jedem

x € R" einen eindeutigen, ndichstgelegenen Punkt
geM: g=argmin{f.(y): ye€ M}.
Die Zuordnung par : R™ — M, x +— g wird die Projektion auf M genannt.
Fixpunkte dieser Projektion pps(x) = x sind genau die Punkte x € M, daher ist die Abbildung

par auch idempotent, paropyr = pas. Bei einem affinen Unterraum U C R™ ist pyy die orthogonale
Projektion auf U, mit § = pas(x) ist

z={+(x—19), wobei(z—7)T(y—g) =0vyeU.
Bei einem linearen Unterraum ist auch py linear. Eine zur letzten Gleichung dhnliche Charak-

terisierung von pps(x) gilt im allgemeinen Fall.

Satz 2.2.9 Die nichtleere Menge M C R" sei konvex und abgeschlossen und § € M. Dann gilt
mit x € R" Bew
j=pul) = (-9 (y-9) <0vyeM. (2.23)
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Fiir x ¢ M ist der néchstgelegene Punkt § = pjs(x) also
dadurch charakterisiert, dass gilt M C H©, mit der Hyper-
ebene H = H(x — y,y). Wie im linearen Fall ist die Ab-
bildung pjs nicht-expandierend, aber keine Kontraktion, da

alle Elemente von M Fixpunkte sind.

Satz 2.2.10 Die Menge M C R™, M # (), sei konvex und abgeschlossen. Dann gilt fiir x,y € R™

Ipa (@) — pra ()| < [l =y
Hyperebenen der in Satz 2.2.9 auftretenden Art sind im folgenden ein wichtiges Hilfsmittel.

Definition 2.2.11 Ist M C R" konvex, M # 0, und H = H(a,«) eine Hyperebene mit M C
H®, HN M # (. Dann heifst H Stiitzebene fiir M und a"2 < « zulissige Ungleichung fiir M.
Wenn B := H N M # () ist, heifst B Stiitzmenge.

In Satz 2.2.9 liegt also pys(z) fir ¢ M in der Stiitzmenge der dort zur abgeschlossenen(!) Menge
M konstruierten Stiitzebene H. Diese trennt den Punkt  von der Menge M. Eine entsprechende

Aussage gilt fiir beliebige disjunkte, konvexe Mengen.

Definition 2.2.12 Zur Lage einer Hyperebene H = H(a,«) relativ zu nichtleeren Mengen
M, N C R" verwendet man folgende Begriffe.

H trennt M und N, wenn M C H®, N C H®  (bzw.umgekehrt)
H trennt M und N echt, wenn M C H®, N C HT  (bzw.umgekehrt)
H trennt M und N strikt, wenn M C H~, N C H"  (bzw.umgekehrt)
H trennt M und N stark, wenn fir ein e > 0 gilt

a'r<a—e<a+e<a'y VYeeM, yeN.

Mit Satz 2.2.9 kann direkt eine Hyperbene konstruiert werden, die einen Punkt z ¢ M auBerhalb
einer konvexen Menge von dieser strikt trennt. Etwas schwieriger wird der Nachweis, wenn x auf

dem Rand von M liegt, die trennende Ebene ist dann eine Stiitzebene.

Satz 2.2.13 Die nichtleere Menge M C R"™ sei konvex.

a) Ist M abgeschlossen und x ¢ M, dann ezistiert eine Hyperebene mit M C H™ (a,a), x €
H*(a,a), d.h.,
VyeM: ady<a<a'z.

b) Ist x ein Randpunkt von M, x € M \ M, dann existiert eine Hyperebene H mit x € H,
M C H®.

Bew
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Auch im Grenzfall sich beriihrender konvexer Mengen ist

noch eine Trennung moglich.

Theorem 2.2.14 Es seien M, N C R" nichtleere, disjunk-
te, konvexe Mengen, M N N = (, und M offen. Dann

existiert eine Hyperebene H, die M wund N echt trennt,
MCH-, NCH®.

Bei ihrer Einfiithrung wurde die konvexe Hiille als Durchschnitt allgemeiner konvexer Obermen-
gen definiert. Mit den letzten Ergebnissen ist auch eine Charakterisierung nur mit Halbrdumen

(d.h. linearen Ungleichungen) moglich.

Satz 2.2.15 M C R" sei eine konvexe, abgeschlossene, echte Teilmenge des R™, M # (), M #
R™. Bezeichnet Hyy die Menge der Stitzebene an M, dann gilt

M= () H°.
HeH

Beispiel 2.2.16 Bei der Einheitskugel M := B;(0) ist diese Aussage sofort nachvollziehbar.
Fiir jedes a € R", a # 0, ist H(a, ||a]|) eine Stiitzebene an M. Man sieht hier auch sofort, dass

in der Darstellung (\zcs,,, H © unendlich viele Halbriume auftreten.

2.3 Randflichen und Ecken

Bekanntlich sind bei der Suche nach Extrema von Funktionen die Rénder des zuléssigen Bereichs
gesondert zu priifen, insbesondere bei linearen Zielfunktionen. Auch eine Stiitzebene beriihrt eine
konvexe Menge in (mindestens einem) Randpunkt. Die Definition des Randes ist bei abgeschlos-

senen konvexen Mengen aber auch mit rein geometrischen Begriffen moglich.

Definition 2.3.1 Sei R # () und beide Mengen R C M C R™ konvex. Dann heifst R Randfliche
von M, wenn
Ve,ye M: (x,y)NR#0D = z,y € R.

Punkte einer Randfliche R konnen also nur aus Punkten von R selbst kombiniert werden.
Abhéingig von der Dimension einer Randfliche R verwendet man folgende Bezeichnungen:
dimR =0: R = {y} ist Ecke von M
dimR = 1: R ist Kante von M
dimR=n—1: R ist Facette von M C R".
Der wichtigste Begriff hier ist der der Ecke, die Menge aller Ecken von M heifit E(M).

Bew
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Satz 2.3.2 Sei M C R" nichtleer und konvex. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent: Bew

a z € M st Ecke von M,

=

z € (x,y), ;,ye M = x=y=z,

9}

1
zzi(x—i—y), s,yeM =>x=y=z

)
)
)
) M\ {z} ist konvez.

d

Beispiel 2.3.3

a) Die Eckenmenge der Einheitskugel M = B1(0) = {x : ||z|| < 1} ist die Sphére E(M) =
{z : ||z|| = 1}. Dies folgt direkt aus der Parallelogrammgleichung (2.2.2) und Satz 2.3.2b.

o

Die offene Kugel hat keine Ecken E(M) = ().
b) Auch Unterrdume U C R™ haben keine Ecken, sind aber abgeschlossen.

c) Im folgenden treten aber in der Regel Mengen mit endlich vielen Ecken auf. Dazu gilt
etwa: fir M = konv{z(® ... (™} ist BE(M) C {zM, ... 2™}

Jede nichtleere kompakte Menge M enthélt mindestens eine Ecke (Satz, denn argmax{||z| :
x € M} ist Ecke). E(M) enthélt dann sogar so viele Punkte, dass die ganze Menge M daraus

rekonstruiert werden kann (Theorem 2.3.6). Zum Beweis wird benétigt:

Satz 2.3.4 Sei M # (), M C R"™ konvex und kompakt und H eine Stiitzebene an M. Dann ist
R:=HNM eine Randfliche von M und enthdlt eine Ecke von M. Bew

Also ist jede Stiitzmenge auch Randfliche, aber i.a. nicht

umgekehrt:
Beispiel 2.3.5 Bei der Vereinigung M = ([—1,0] x [0,1]) U
(B1(0) NR%) von Quadrat und Viertelkreis ist eo = (0,1)7

zwar eine Ecke, aber selbst nur Ecke einer Stiitzmenge.

Theorem 2.3.6 (Krein-Milman) Sei M # (), M C R" konvex und kompakt. Dann gilt Bew

M = konv(E(M)).
Konvexitdt und Randflichen-Eigenschaft sind 'monotone’ bzw. transitive Eigenschaften.

Satz 2.3.7 a) M C R", M # () sei konvexr und kompakt. Dann ist jede Randfliche von M

konvexr und kompakt.

b) Bei den konvexen Mengen S C R C M C R", S # 0, sei S Randfliche von R und R
Randfliche von M. Dann ist auch S Randfliche von M und E(R) C E(M). Bew
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2.4 Polyeder, Polytope, Kegel

Theorem 2.3.6 liefert fiir kompakte, konvexe Mengen eine vollstéindige, konstruktive Darstellung
mit Hilfe der Ecken. Fiir unbeschridnkte Mengen mufl diese Darstellung aber ergéinzt werden.
Dazu konzentrieren wir uns jetzt auf Polyeder. Dieser Begriff wurde schon mehrfach informell
fiir die Losungsmengen von Ungleichungssystemen benutzt und wird nun zusammen mit einem

verwandten Begriff eingefiihrt.

Definition 2.4.1 Es sei M C R" eine nichtleere Menge.

a) M heifit Polyeder, wenn eine Matrix A € R™ ™ und ein Vektor b € R™ existieren mit
M ={zx e R": Az < b}.

b) M heifst Polytop, wenn (endlich viele) Punkte 2@ 2®) e R™ existieren mit M =
konv(x(o), . ,x(k)). Wenn die Punkte 0, ... z®) dabei affin linear unabhdngig sind, nennt

man M einen k-Simplex.

Polyeder und Polytope sind natiirlich konvex. Beim Polyeder treten insbesondere in Satz 2.2.15
nur endlich viele (héchstens m) Halbriume auf. Ein Polytop M = konv(z(®, ..., z(*)) ist nach
Satz 2.2.7 kompakt, da die Eckenmenge E(M) C {x(o),...,x(k)} kompakt ist. In einem k-
Simplex S hat jeder Punkt z € S eine eindeutige Darstellung

k
2= Xz, (\) € Agpr.
§=0

Die zugehdrigen A; sind die baryzentrischen Koordinaten von z in S, und = = k%&—l Z?:o z() der

Schwerpunkt von S.

Nach Theorem 2.3.6 ist ein Polytop durch seine Ecken explizit darstellbar. Im kompakten
Fall gilt das auch fiir Polyeder, die zuléssigen Bereiche von (LP):

Satz 2.4.2 FEin nichtleeres, beschrinktes Polyeder ist ein Polytop.

Der Satz folgt direkt aus Theorem 2.3.6, wenn man weif}, dass jedes Polyeder nur endlich viele
Ecken hat. Dieses Ergebnis wiederum ergibt sich elementar aus dem jetzt hergeleiteten Zusam-
menhang (Satz 2.4.3) zwischen den Ecken von X = {z : Az < b} und ihrer algebraischen
Charakterisierung durch die reguldren n x n-Untermatrizen von A. Da es iiberhaupt nur (7:)

quadratische n x n-Untermatrizen gibt, ist diese Zahl auch eine obere Schranke fiir die der Ecken.

Formal wird zu einer Indexmenge J = {ji,...,jn} C {1,...,m}, m > n, der Grofe |J| =n
die folgende Untermatrix A(/) gebildet. Analog geht man zur Bildung eines passenden Teilvektors
by € R" vor:

alin) bj,
AD = o | er™™ b= | er™

atn) bj.
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Satz 2.4.3 Das Polyeder X = {x : Ax < b} sei durch A € R™" b € R™, gegeben und
es sei z € X. Dann ist z genau dann Ecke, wenn es eine requlire n x n-Untermatriz AY),
JCA{1,...,m}, |J| =n, gibt mit Az =b;.

Bemerkung: a) Wenn die Matrix A nicht vollen Spaltenrang hat, also ein nichttrivialer Kern
existiert, besitzt das Polyeder iiberhaupt keine Ecken, da mit Ay = 0, y # 0, und € X auch
x +ty € XVt € R gilt. Tatsdchlich ist der Linealraum L(X) = kern(A).

b) Das System A())z = b; definiert den Schnittpunkt der n Hyperebenen H(a(j),bj), jeJ.
Fiir eine Ecke z miissen aber auch die iibrigen Zuliissigkeitsbedingungen Az < by mit K =
{1,...,m}\ J erfiillt sein.

Beispiel 2.4.4 Es sei m =4, n =2 und

—_
D W e O

o | X
Es gibt (;) = 6 Indexmengen J mit |J| = 2, und da die Lo

zugehorigen Untermatrizen regulér sind, auch entsprechend

viele Kreuzungspunkte von Hyperebenen (=Geraden). Al-

lerdings sind nur drei davon zuléssig, also Ecken von X:

1 -1\ (a1 0 2

)J={1,2}: AVz = = =by: M= :
1 1\ (= 4 1

2)J=1{2,3}: AUz = Y = =by: 2@ = :
) {2,3} T 0 1) <x2 3 J T 3
0 1\ (a1 3 0

Das Beispiel zeigt, dal die Ecken hier nicht ausreichen, um die Menge X zu beschreiben. Die
Menge enthélt zusétzlich bestimmte Richtungen, in denen sie sich unendlich weit trichterférmig
ausdehnt. Diese Gestalt 148t sich durch Kegel beschreiben, welche gegeniiber konischen Kombi-
nationen (vgl. Defin. 2.1.2) abgeschlossen sind.

Definition 2.4.5 a) Die nichtleere Menge K C R™ heifit konvexer Kegel, wenn Az + py € K,
Ve,ye K, \,p € R,

b) Der konveze Kegel K C R™, K # (), heifst spitz, wenn K N (—K) = {0} ist.
c) Zu einer beliebigen Menge M C R™ ist

k
keg(M) := U {Z Niz®@ ;2@ e M\ e Ry}
keN i=1

Bew
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der von M erzeugte Kegel. Fin Kegel K heifit endlich erzeugt, wenn K = keg(by,...,bg) ist,
bi,...,bp € R™, d.h.,

K=B-Rf ={By:yeR"} mit B=(by,...,b) € R™¥. (2.4.1)

Bemerkung: a) K konvexer Kegel <= K = keg(K).
b) Wenn M schon konvex war, gilt einfach keg(M) =R; - M = {Az: x € M, > 0}. Daher ist
fiir beliebiges M auch keg(M) = R - konv(M).

c¢) Analog zur Situation bei konvexen Mengen sind nichtleere Durchschnitte und Linearkombi-

nationen von konvexen Kegeln wieder welche.

d) Die Darstellung (2.4.1) besagt, dass K als lineares Bild des Standard-Kegels R% darstellbar
ist (unter der zu B gehorigen linearen Abbildung).

e) Fiir einen konvexen Kegel K ist die affine Hiille aff(K) = K — K und der Linealraum
L(K) = K N (—K). Spitze Kegel haben also trivialen Linealraum.
Beispiel 2.4.6 a) R} ist natiirlich ein endlich erzeugter konvexer Kegel.

b) Lineare Unterrdume U C R™ sind endlich erzeugte konvexe Kegel. Mit einer Basismatrix
B € R, U = B - R, laBt sich U auch als Kegel schreiben, U = (B, —B) -Ri’ (vgl. §1.3,
Umformung 3).

Das néchste Beispiel hat fiir die Behandlung von Polyedern zentrale Bedeutung.

Satz 2.4.7 Gegeben sei das Polyeder X = {x : Ax < b}, A € R™" b € R™. Dann ist
Ot (X) :={x: Az <0} ein konvezer Kegel. Er wird Ausdehnungskegel von X genannt, es gilt

OT(X)={y: z+lyeXVze X eR}

Die Formel fiir den Kegel O (X) 148t sich als Definition fiir
beliebige konvexe Mengen verstehen. Dieser Kegel enthélt
alle Richtungen, in die sich X unendlich weit ausdehnt. Bei O+(X )
Polyedern ist O" (X)) insbesondere die Lésungsmenge des ho- o
mogenen Ungleichungssystems analog zur Situation bei Li-
nearen Gleichungssystemen.

Bemerkung: Fiir Polyeder X # () gilt offensichtlich

a) X +07(X)=X.
b) X kompakt <= OT(X) = {0}.
c) O*(X) ist spitz, wenn L(X) = kern(A) = {0}.

d) Bedeutung fiir (LP), max{c"x : € X}: Fiir nichttriviales ¢ € O*(X) ist (LP) unbeschriinkt,
denn da dann mit 7 € X auch x = Z + Aec € X YA > 0, ist sup{c" (Z + \c) : A > 0} = oo.
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Beispiel 2.4.8 Zum Beispiel 2.4.4 ist der Ausdehnungskegel O"(X') durch das homogene System

1 -1

1 1 y <0
0 1 o
-1 2

bestimmt. Dieses entspricht den Bedingungen y; < yo2 < 0, yo < —y1, y2 < y1/2. Also kommt
nur y; < 0 in Frage und es bleiben nur y; < yo < %yl. Das sind die Bedingungen zu Ay < 0
mit J = {1,4}. Die beiden homogenen Lésungen zu a(j)Ty(j) =0, j € J, erzeugen diesen Kegel

0+(x) = ke(y ) et (). (T3

Im zentralen Dekompositionssatz wird der Ausdehnungskegel benétigt, um Theorem 2.3.6
fiir unbeschrinkte Polyeder zu erginzen. Bisher ist aber nur die implizite Beschreibung von
O1(X) aus Satz 2.4.7 durch das homogene Ungleichungssystem bekannt, unklar ist auch, ob

eine endliche Erzeugermenge fiir ihn existiert.
Satz 2.4.9 Der konvexe Kegel K := {z : Ax <0}, A € R™*" st endlich erzeugt.

Bevor die Zerlegung von Polyedern weiter verfolgt wird, wird kurz ein abgeleiteter Kegel studiert,

der die Interpretation einiger Ergebnisse erleichtert.

Definition 2.4.10 Der Polarkegel (duale Kegel) zu einer nichtleeren Menge M C R™ ist

M*:={x eR": yTxSOVyGM}Z m H@(y’o)'
yeM

eyt | 2t M

Bemerkung: a) Fiir einen linearen Unterraum U C R™ ist U* = U+.

b) Fiir M # 0 gilt M* = (keg(M))" und M C M** := (M*)*.

Bew
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c¢) Der Definition nach entspricht der Polyeder-Kegel K = {x : Az < 0} gerade dem Polarkegel
zu den Zeilen von A, K = {a(V),... aM}* = (AT . RP)*.

Bemerkung b) kann fiir die hier interessierenden Kegel prézisiert werden (o.Bew.).
Satz 2.4.11 Fiir einen endlich erzeugten konvexen Kegel K gilt K** = K.

Also ist fiir K = {x : Az < 0} der Polarkegel K* = AT - R’ und daher endlich erzeugt. Mit
diesem Satz kann die obige Bemerkung d) zur Unbeschrénkheit von (LP1) prizisiert werden.
Fiir 7 € X,y € O (X) ist auf dem Strahl {z = Z+ Ay : A > 0} der Wert der Zielfunktion ¢'z =
c'Z + AcTy genau dann unbeschrénkt, wenn ¢y > 0 gilt. Also, gilt nicht: ¢c'v < 0Vv € OF(X).
Dies heiBt aber gerade, dass ¢ nicht im Polarkegel (OT(X))* = AT - R liegt. Dieses Ergebnis
(LP1) unbeschrinkt < c ¢ AT - R7 wird in der Dualitéitstheorie wieder auftauchen.

2.5 Der Dekompositionssatz fiir Polyeder

Zur Ergianzung der Polyeder-Zerlegung mufl auch der Ausdehnungskegel berticksichtigt werden.
Bei der endlichen Darstellung von Polyeder-Kegeln, vgl. Satz 2.4.9, kann eine Minimalmenge
erforderlicher Richtungen identifiziert werden, die Kanten des Kegels. Ahnlich zu Satz 2.4.3
koénnen auch die Kanten tiber (n — 1) x n-Untermatrizen von A bestimmt werden. Zu y € {x :
Az < 0} \ {0} ist keg(y) genau dann Kante, wenn eine Untermatrix A() maximalen Ranges
|J| =n — 1 existiert mit AWy = 0.

Es werden nur spitze Kegel betrachtet, da sonst keine Ecken existieren. Eine wichtige Schluiweise

in spitzen Kegeln K ist, dass fiir die Null nur die triviale konische Kombination méglich ist,

k
> Ay =0, mit y € K, A >0 = (A) =0.
=1

Denn fiir \; > 0 wire mit y¥/) auch —y\¥) = Z#j(/\i/)\j)y(i) € K und K hétte nichttrivialen
Linealraum, da keg(y"?), —y)) = span(y¥)) C L(K).

Satz 2.5.1 Wenn der konveze Kegel K := {z : Az < 0}, A € R"™*", spitz ist, kann K durch

die Richtungen seiner Kanten erzeugt werden.
Fiir das folgende Theorem wird keg(0)) := {0} verabredet.

Theorem 2.5.2 Es sei X := {x € R" : Az < b} # 0 der durch A € R™*", b € R™ bestimmte
Polyeder mit L(X) = {0}. Dann ist X die Summe eines Polytops und eines endlich erzeugten
Kegels. Mit den Ecken W, i = 1,...,k, von X und Kantenrichtungen y), j = 1,....¢, von
Ot (X) gilt
X = kow(E(X))+O0%(X)
= kom;(:z(l), e ,x(k)) + keg(y(l), e ,y(e)).

Bew

Bew



2 KONVEXE GEOMETRIE 22

Dieses Theorem iiber die endliche Zerleg- bzw. Darstellbarkeit von Polyedern (er gilt auch all-
gemein, nach Einschrinkung auf L(X)') liefert die Rechtfertigung fiir das Vorgehen bei den
numerischen Verfahren, wo ausschliellich die Ecken und Kantenrichtungen von X inspiziert

werden.

Beispiel 2.5.3 Zusammenfassung der Beispiele 2.4.6/8: das Polyeder X := {z : Az < b} mit

1 -1 0 ‘
11 4

A — s b:
0 1 3 T
-1 2 6

1483t sich darstellen in der Form

s (o)

Im Bild zeigt der punktierte Teil das Polytop konv(FE(X)),
unten ist schraffiert der Ausdehnungskegel OT(X) einge-

zeichnet, welcher im Theorem an jeden Punkt des Polytops
‘angeheftet’ wird. Die zwei extremalen verschobenen Kegel

sind ebenfalls eingezeichnet.

2.6 Existenzsitze fiir Ungleichungssysteme

Die bisherigen Sdtzen bezogen sich naturgemifl auf den Fall nichtleerer zuldssiger Bereiche X.
Kriterien fiir die Giiltigkeit dieser Voraussetzung, d.h., die Losbarkeit der Ungleichungssysteme,
werden jetzt als weitere Anwendung der Trennungsséitze aus §2.2 hergeleitet. Grundlage ist
das folgende Lemma von Farkas, es bildet insbesondere auch die Basis fiir die Dualitétstheorie

linearer Programme. Es orientiert sich klassisch an der Form (LP3):

Satz 2.6.1 (Farkas) Mit A € R™*", be R™ gilt

{r eR": Az =b,2 >0} #0 <— (yTAZOT éyTbZOVyERm) (2.6.1)

Geometrische Interpretation: Die Losbarkeit des Systems auf der linken Seite bedeutet, dass b
als konische Kombination der Spalten von A ausgedriickt werden kann, b € AR” =: K. Die
rechte Seite von (2.6.1) heiit, dass —y € H®(b,0) = {b}* fiir jeden Vektor —y € {a1,...,a,}*
im Polarkegel K* = (AR" )*. Also entspricht (2.6.1) der einfachen Aussage:

be A-R} =keg(ar,...,an) <> {a1,...,a,}" C {b}* = H®(b,0).

Bew
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Beispiel 2.6.2 Bei

A:311
1 21

ist a3 = %a1 + %ag, also K = A]Ri = keg{ay,as}.
Dabher ist der Polarkegel K* = {y: 3y1 +y2 <0, y1 +
25 < 0}, der darstellbar ist als K* = keg{y(",y?)}
mit ) = (), y@ = (}?). Es liegt K* C {b}*,
wenn alle Erzeugenden dies tun. Also gilt b € K <=
by <0,i=1,2.

Analoge Losbarkeitssétze gibt es auch fiir die allgemeine Standardform

Satz 2.6.3 Mit A;; € R™>", by € R™, 4,5 = 1,2, sind dquivalent:

Az + Appzs < by
Jx € R™, 29 € R™ mit Aorx1 + Aggxg = by
zo >0

und
yl Ai1 +yg Aar =07
Vyr €ER™ yo € R™ mit ¢ yl Az +y3 Az > 07 5 =yl by +ygby > 0.
Y1 >0

Die anderen Formen der Standardprogramme sind darin als Spezialfiille enthalten, als Ubersicht:

(LP1) {reR": Az <b}#£0 <= {yTA=0"T=y"b>0VyecRT}
(LP2) {z€eR": Az<bz>0}#0 < {yTA>0T=y"b>0VyeRT}
(LP3) {z€R": Az =0b,2>0}#0 <= {yTA>0"=y"b>0VyecR"}
(LGS) {reR": Az =b}#0 <= {y"A=0"=4y"b=0VyecR™}

Als vierte Variante wurden Gleichungssysteme aufgenommen. Das Losbarkeitskriterium dort ist
bekanntlich b € (A - R") = kern(AT)* und wird oft als Fredholm-Alternative formuliert. Auch

die obigen Kriterien kénnen als Alternativsitze formuliert werden, z.B.:

(LGS) Entweder ist Az =10 l6sbar, oder yTA=0T, yTb=1
LP1) Entweder ist Ax <b l6sbar, oder y'"A =0T,y >0, y'b=—1
( y y y

(LP3) Entweder ist Az =0b, x >0 losbar, oder yTA>0T, y'b=—1

Die Merkregeln fiir den Zusammenhang zwischen den Alternativsystemen entsprechen denen bei

der Dualitat und werden dort formuliert.
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3 Duale Programme

3.1 Optimalititskriterien

Im letzten Abschnitt konnte die Losbarkeit eines Ungleichungssystems mit Eigenschaften eines
verwandten Systems in Beziehung gesetzt werden. Diese Zusammenhinge konnen auf vollstdndi-
ge Lineare Programme durch Betrachtung ihrer dualen Versionen erweitert werden. Als wichtige
Arbeitshilfe fiir die Praxis werden dabei Kriterien fiir die Optimalitit eines zuléssigen Punktes
x hergeleitet, die (etwa durch einen Auftraggeber) effektiv nachprifbar sind, da sie nur wenige

Berechnungsschritte erfordern (”Einsetzen”).

Ansatzpunkt ist eine Standardmethode bei Extremalproblemen mit Nebenbedingungen, die
Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren. Beim Problem (LP1) hat man m Nebenbedingungen
b— Az > 0, verwendet dazu also einen Vektor y € R™ und bildet die Lagrangefunktion

p(z,y)=c z+y' (b—Azx) =y b+ (c" —y'A)z.

Die rechte Version zeigt, dass ¢ auch als Lagrangefunktion eines Extremalproblems fiir y, des
dualen Problems, interpretiert werden kann. Beim Umgang sind aber auch Vorzeichenbedingun-
gen zu beriicksichtigen. Der Vollstidndigkeit halber wird die duale Form (LP*) zunéchst zum

allgemeinen primalen Programm (LP) angegeben.

max c-l'—xl + c;—xg min b-lry1 + b-{yg
(LP) Apry + Apze < by Al + AJiy2 = (LP¥)
Ao1z1 + Agxg = by Alyyi + ALy, >
g 20 Y1 >0

In der Regel betrachtet man eine der Standardformen (LP1..3), fiir diese ist

T min b'y
(LP1) T ATy — ¢ (LP1%)
z < b
y =20
max c'z min b'y
(LP2) Az < b | ATy > ¢ (LP2¥)
z >0 y =20
max c¢'x T
(LP3) Az =b | Y7 (wpsy)
Ay > ¢
r >0

Die Ubersicht zeigt den Grund, warum Programm (LP2) iiberhaupt betrachtet wird. Es ist
dasjenige Programm, bei dem das duale i.w. die gleiche Gestalt hat. Die Ubergéinge (LP) — (LP*)
und (LP*) — (LP**)=(LP) sind symmetrisch und geschehen nach folgenden Merkregeln:

1. Aus einem Maximum-Problem wird ein Minimierungsproblem,
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2. die Koeflizientenmatrix wird transponiert,

3. der Gradientenvektor der Zielfunktion wird mit der rechten Seite des (Un-) Gleichungssy-

stems getauscht,

4. Ungleichungsrestriktionen werden ausgetauscht durch vorzeichenbeschréinkte Variable, Glei

chungen durch freie Variable und umgekehrt.

Fiir die Zielfunktionen in zuldssigen Punkten von primalem und dualem Programm gibt es

einen grundlegenden Zusammenhang;:

Satz 3.1.1 Der Vektor x' = (x],xJ) sei zulissig fir (LP) und y" = (y{,y2)7 zulissig fir
(LP*). Dann gilt fiir die Zielfunktionen c'x = ¢l x1 +cJxo und by = bl y1 +bdyo die Beziehung

Tz <bly.

Bei Gleichheit, c'2 = by, ist @ optimal fiir (LP) und ¢ optimal fiir (LP*).

Anwendung Bei Kenntnis von zulissigen Punkten #, ¢ ist die Priifung auf Optimalitit, ¢4 =
b1y, trivial (z.B., fiir Auftraggeber). Und trivialerweise erhilt man fiir jedes dual zulissige y aus

b7y eine obere Schranke fiir den Optimalwert bei (LP).

Einzelne Eigenschaften der Programme haben eine bestimmte Bedeutung fiir das dazu duale.
Es sei daran erinnert, dass mit der Ldsung eines Programms eine Optimallosung gemeint ist.
Ein Problem mit nichtleerem zulédssigem Bereich nennt man konsistent, ansonsten inkonsistent.
Die folgenden Sétze werden jeweils nur fiir dasjenige Standardprogramm (LPi) bewiesen, dessen
Form sich dazu anbietet. Sie gelten aber natiirlich fiir (LP). In den folgenden Beweisen spielt

das Lemma von Farkas eine zentrale Rolle.

Satz 3.1.2 Die Probleme (LP) und (LP*) seien beide konsistent. Dann existieren auch Ldsun-

gen fiir beide Programme.

Der folgende Satz nutzt die Tatsache aus, dass in einer Losung von Problem (LP1) nur ein Teil
der Restriktionen straff sind, vgl. Satz 2.4.3. Im Beweis wird ein Zusammenhang zwischen den

Losungen von Primal- und Dual-Problem konstruiert, der weitergehende Bedeutung hat.

Satz 3.1.3 Es sei & € R" eine Lisung von (LP1) und A € R™*" b e R™.
a) Mit J CA{1,...,m}, K={1,...,m}\ J gelte dabei

Az =b;, AFz < by,

Dann ist & auch Losung des reduzierten Programms max{c'z: Az <b;}.

b) Dann hat das duale Programm (LP1*) eine Lisung.

Bew

Bew

Bew
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Beweis fiir b) Fiir ein beliebiges zuléssiges Element des reduzierten Programms gilt nach Teil
a) Az < by = AUz und "z < ¢'#, also die Folgerung

AN(GE—2)>0 = "(@#—2)>0 VaeR™

Nach Satz 2.6.3 (Farkas) ist daher die Menge Y := {y; : y}A(J) =c', y; > 0} # 0. Daraus
folgt aber sofort, dass der zulissige Bereich Y := {y € R™ : yTA = c¢T,y > 0} von (LP1¥)
ebenfalls nicht leer ist. Denn mit y; € Y7 liegt 3" := (y}-, yL), yi = 0k in Y, es gilt

yT A=yt A 4 0L AE) =T sowie yTb=ylby +05bgx =yt Az = cTi. (3.1.1)

Da die Zielfunktionen gleich sind, ist nach Satz 3.1.1 jedes solche y optimal bei (LP1%*). [

Wenn die Untermatrix A() im letzten Satz zu den straffen Restriktionen maximalen Rang hat,
besteht Y aus genau einem Punkt g7, der wie im Beweis zu einer Losung y' = (y}, O}) von

(LP1*) ergénzt werden kann.

Theorem 3.1.4 (Dualitéitssatz) Das Lineare Programm (LP) ist genau dann losbar, wenn
(LP*) losbar ist.

Wenn beide Probleme inkonsistent sind, ist die Situation klar. Andernfalls gilt:

Satz 3.1.5 Wenn nur eines der Programme (LP) oder (LP*) zulissige Punkte hat, dann ist

dessen Zielfunktion unbeschrdnkt.

Die Unbeschrianktheit von (LP1) wurde schon am Ende von §2.4 behandelt, das dortige, iiber
Polarkegel hergeleitete, Kriterium ¢ ¢ ATRT entspricht gerade der Unlosbarkeit des Systems
ATy = ¢, y > 0. Insgesamt ergibt sich folgende Situation:

Zusammenfassung (LP) hat zuldssige Punkte  (LP) inkonsistent
(LP*) hat zuldssige Punkte | (LP) und (LP*) losbar ~ (LP*) unbeschriankt
(LP*) inkonsistent (LP) unbeschriankt keine Losungen

3.2 Komplementaritit, Schattenpreise

Zur Vorbereitung des Dualitdtssatzes wurde in Satz 3.1.3 i.w. die Konstruktion einer dualen
Optimallésung aus der primalen durchgefiihrt. Ansatzpunkt war die Erkenntnis, dass in Opti-
mallosungen bestimmte Restriktionen straffsind, d.h., Gleichheit gilt. Eine analoge Formulierung
bzw. SchluBlweise verwendet dazu die folgende strukturelle Orthogonalitit bei nicht-negativen
Vektoren:

wv>0 vov=0 = Vi: {u,-zOoderv,-zO}

Bew

Bew
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Satz 3.2.1 (Komplementaritit)

a) Es sei x zuldssig fiir (LP1), y fir (LP1*). Beide Punkte sind genau dann optimal, wenn gilt

Yi >O:>a(i)T:1::bi
y'(b—Azx) =0, d.h., firi=1,...,m: -
a(® r<b=vy=0

b) Es sei x zulissig fiir (LP) und y fir (LP*). Beide Punkte sind genau dann optimal, wenn gilt

yT(b—Az) =0 und (y"A—c")z=0. (3.2.1)

Anmerkung: In Teil b) des Satzes wurde zur einfacheren Darstellung eine etwas verkiirzte Schreib-
weise gewahlt. Die Anteile der Gleichungsrestriktionen an den Innenprodukten verschwinden von

vorneherein. In den restlichen bedeutet (3.2.1) ausfiihrlich
yi (by — Ay — Aigwy) =0, (yf A1z + y3 Agg — ¢3)a2 = 0.

Damit markieren die nichtverschwindenen Komponenten von y; die straffen Restriktionen von
(LP) und die nichttrivialen bei zo die straffen bei (LP*).

Man redet im Zusammenhang mit Satz 3.2.1 auch von komplementdrem Schlupf. Denn die Un-
gleichungen in (LP) und (LP*) kénnen durch Einfithrung von Schlupfvariablen u; > 0,v9 > 0
zu Gleichungsrestriktionen gemacht werden, A1z + Ajoxs + uy = by, AIle + A;ng — V9 = Co.
Damit entspricht die Bedingung (3.2.1) einfach der Aussage

T T
yrur =0, wvyxe =0,

imal dual
PHIAIER b oblem oder die Variable im { Haen

dass je Komponente die Schlupfvariable im { ;
dualen primalen

Problem verschwindet.

AuBler den Existenzaussagen zu Losungen konnen aus dem dualen Problem auch quantita-
tive Angaben zum Primalproblem abgeleitet werden. Die Grofle b enthélt in (LP1) die oberen
Schranken fiir die einzelnen Resourcen (angelehnt an das Beispiel Produktionsplanung in §1.3),

T

die einer VergoBerung des Gewinns ¢’z im Wege stehen. In einem Lésungs-Paar 2,y wird die

Aufteilung der Restriktionen wie in Satz 3.1.3 benutzt,
ANz =b;, ABG < by, JUK={1,...,m}.

Die Restriktionen zu J sind also straff, die zu K locker und aus dem Komplementarititssatz
folgt 9 = 0. Fiir die Zielfunktion gilt nun W := ¢'2 = b’y = b}g) j. Fir eine Vergréflerung
des Gewinns ist es sicher nicht sinnvoll, Restriktionen aus K weiter zu lockern. In dem dualen
Wert b'¢ kommt das dadurch zum Ausdruck, dass eine Vergréferung von bx wegen jx = 0
keine Auswirkung héitte. Dagegen stellen die straffen Restriktionen aus J Flaschenhdlse dar. Bei

einer kleinen Anderung by — by + by (||bs]| < €) bleibt die zugehérige Losung & + Z in der Regel

Bew
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(z.B., im generischen Fall |.J| = n, A) regulir) weiterhin zulissig mit A (z 4 Z) < bk, und

die Zielfunktion verdndert sich geméfl

¢ (@+2)=(by+bs) s =W + by
Also gibt die Komponente ¢; an, welche direkte Auswirkung eine Vergréflerung der Schranke b;
auf den Zielwert hat.
Geometrische Interpretation Die nichttrivialen
Werte ¢; der dualen Variablen erfiillen @}A(‘] ) =T,
ys > 0. Geometrisch bedeutet das, dass der Zielgra-
dient ¢ konische Kombination der J-Zeilen von A ist,

also in dem davon erzeugten Kegel liegt, ¢ € keg{a(j) : =
2

j € J}. Dies ist auch geometrisch klar, denn da die al)
die Normalen auf den Randflichen H; des Polyeders
X sind, wiirde andernfalls das Maximum iiberhaupt X
nicht in & (schwarzer Punkt) angenommen. Verringert
man im Bild (J = {1,2}) den Wert b etwas, entspricht

die neue Nebenbedingung der gestrichelten Ebene H) und der Optimalpunkt bewegt sich mit
(offener Kreis). Der Wert ¢z dndert sich aber nicht im gleichen Ausma8, nur proportional zu

Y9, da a® im Bild nur einen kleineren Anteil an ¢ hat.

Okonomische Interpretation Man nennt die Komponenten §; der dualen Variablen auch
Schattenpreise, da ihr Wert angibt, welchen Preis dem Nutzer eine Vergréflerung von b; wert ist.

Diese Interpretation 148t sich anhand der Beispiele aus §1.2 erlautern.

Beispiel 3.2.2 Die Produktionsplanung hat die Standardform (LP2), wobei ¢; den Preis fiir
das Produkt P; und b; den Umfang der begrenzten Resource R; angibt. Mit einer Losung y des
dualen Programms .
minb'y, Zyiaij >cj, j=1,...,n, y >0,

i=1
kann y; als innerer oder Schattenpreis der Resource R; interpretiert werden. Nach der Voriiber-
legung darf die (Vergroferung der) Resource R; hochstens diesen Preis y; kosten, damit beim
Verkauf ein Zugewinn bleibt. Das duale Programm bestimmt diese Preise so, dass der innere
Gesamtpreis der verwendeten Resourcen Y, bjy; = ¢’z beim Verkauf der Produkte (z;) exakt
erzielt wird. Dabei unterschreitet der innere Einzelpreis ) _, y;a;; von Produkt P; nicht den beim

Verkauf erzielten &dufleren Preis c;.
Die Folgerungen des Komplementaritétssatzes
n m
{Zaijxj<bi:>yi:0}a {Zyiaij>cj:>$j:0}
j=1 i=1

kénnen so interpretiert werden:
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e FEine Resource, die nicht ausgeschopft wird, ist im UberfluB vorhanden und bekommt den
inneren Preis null

e Ein Produkt, dessen innerer Preis hoher als der erzielbare ist, wird nicht hergestellt.

Beispiel 3.2.3 Beim Transportproblem war s; die Kapazitét von Produzent P; und r; der Bedarf

von Abnehmer Vj. Das duale Problem hat die Form

n m
max( g VT — E uisz) Dvy = < ¢y, ug, v > 0.
j=1 i=1

Interpretiert man w; als Herstellungspreis bei P; und v; als Abnahmepreis bei V}, bedeutet diese
Form, dass zwar der Gesamtgewinn ) v;r; — > u;s; maximiert wird, aber die Gewinnspannen

v; — u; im Einzelfall nicht {iber den Transportkosten c;; liegen.
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4 Simplex — Verfahren

4.1 Matrix — Umformungen

In den beiden letzten Kapiteln wurde mehrfach ausgenutzt, dass Ecken bzw. optimale Punkte
durch quadratische Gleichungssysteme bestimmt sind (straffe Restriktionen). Ein zentraler Be-
standteil von Optimierungsverfahren ist daher die Losung von Gleichungssystemen. Allerdings
treten in aufeinanderfolgenden Schritten nur wenig geéinderte Systeme auf. Fiir diese werden
oft Aktualisierungs-Formeln (‘matrix update’) benutzt. Bei Anderung einer Matrix durch eine

andere, welche Rang 1 besitzt, kann die Inverse explizit angegeben werden.

Satz 4.1.1 Die Matriz B € R™*™ sei requlir, mit Vektoren u,v € R™ sei 3 := 1+v" B lu # 0.

Dann ist auch die Matriz B + uv' reguldr und ihre Inverse ist

1

-1 Tp-1

(B+w")t=B"1—-

Wenn dabei nur in B die Spalte Nummer s € {1,...,m} durch einen anderen Vektor a ersetzt
wird, d.h., v =es und u = a — by gilt, ist B = e;rB_la und die Zeilen der Inversen ergeben sich
aus

%eSTB*l, i =8,

4.1.2
S %e;rB_la eIB™1, i+#s. ( )

e] (B+uel)™ = {

Einfacher ist die Formel (4.1.1) fiir den Fall B = I mit (I +uw")™' =1 - guw’, f=1+w"u.

Aber auch hieraus folgt schon die allgemeine Version, denn mit w' := vT B~ ist

-1 1 1
=B 'I--uww")=B'- B lw'B™ .

(B4+uw")™t = ((I + uwT)B) 3 3

Die Formel (4.1.2) wird in der klassischen Tabellenform des Simplexverfahrens (Handrech-
nung) benutzt, da der Rechenaufwand bei O(m?) arithmetischen Operationen (FLOP: FLoating
point OPeration) liegt. Er aber den Nachteil, dass sich bei grofieren Problemen und insbesondere

fiir kleine Werte 8 Rundungsfehler ansammeln.

Fiir groBe (Computer-) Anwendungen greift man zur Losung auf den Gauf8-Algorithmus oder
verwandte Methoden zuriick. Auch dieser 1Bt sich so anpassen, dass geringfiigige Anderungen
der Matrix mit geringem Aufwand beriicksichtigt werden kénnen. Dazu ist es niitzlich, die Zei-
lenumformungen im Gauf-Algorithmus als Matrixmultiplikation zu interpretieren. Mit z € R™
und A = (a;;) € R™*™ betrachtet man

1 ail RN A1n
I - 1 I A= aj1 . Ajn
i(2) = , Li(z)A=
—Zj4+1 1 Aj41,1 — 2541051 coe Qip1n T Zj4105n

Zm 1 (m1 — Zm0j1 - Amn — ZmGjn

Bew
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Die Matrix L; beschreibt also den Effekt einer vollsténdigen Elimination in Spalte j und 1483t sich
auch kompakt in der Form L; = I — ze;r schreiben. Ihre Inverse ist nach (4.1.1) gegeben durch
Lj_1 = I + ze;j. Beim GauB-Algorithmus werden der Reihe nach Umformungen A — L1 A —
LoL1 A ete. angewendet, um die Matrix auf obere Dreieckgestalt (Stufenform) zu bringen. Da
Produkte von unteren Dreieckmatrizen wieder solche Dreieckmatrizen sind, kann das Ergebnis

des GauB-Algorithmus folgendermaflen zusammengefafit werden.

Satz 4.1.2 Der einfache Gauf-Algorithmus, der die Matriz A = Ay € R™*™, m < n, mit

Zeilenumformungen Aj 1 = (agiﬂ)) = Li(zU)A;, j=1,...,m—1, und
. 1 . N T
U) = — () ()
V) — 0 (0,...,0,aj+17j,...,amj) ,
i

in obere Dreieckgestalt R := A,, tberfiihrt, erzeugt eine LR-Zerlegung der Matrix als Produkt

einer unteren Dreieckmatriz L = L1_1 . L;Ll_l und einer oberen R = A,,:

1 1 T12 ... .o . Tin
Zél) 1 oo ... PN . Ton

A=LR, L=| " . , R=
2’7(7%) . Z7(nm71) 1 Tmm - Tmn

2

Die Berechnung der LR-Zerlegung hat einen Aufwand von i.w. (n — %m)m arithmetischen

Operationen, also %m?’ FLOP fiir m =n.
Im Satz wurde implizit vorausgesetzt, dass die Pivot-FElemente a%)
wird, von Null verschieden sind. Bei einer Rechnung mit Maschinenzahlen endlicher Genauigkeit

muf3 aber nicht nur der Fall a%)

= r;j, durch welche dividiert

= 0 durch Zeilenvertauschungen vermieden werden, sondern
auch die Verwendung kleiner Pivot-Werte a%) 2 (. Sonst zeigen sich die gleichen Probleme wie

bei Verwendung der Rang-1-Formel (4.1.2).

Durch Berechnung einer LR-Zerlegung wird die Berechnung der Inversen absolut iiberfliissig.
Denn mit der Zerlegung kostet die Auflésung eines quadratischen linearen Gleichungssystem

Bz = ¢ nur noch den Aufwand der Losung von zwei gestaffelten (Dreieck-) Systemen:
t=B'¢c=R'L'¢ &= Ly=c¢, Re=y.

AuBerdem kann diese Auflssung ohne Zusatzvariable (am Platz) durchgefiihrt werden. Die fol-
genden Anweisungen iiberschreiben die rechte Seite ¢ = (¢;) zunédchst mit der Zwischenlosung

y, dann mit der Gesamtlosung x:

I6st Re =c, c:==x

l6st Ly = ¢, ¢ :=
i i fiir 4 = m abwéarts bis 1:

fiir ¢ = 2 bis mz: fir 7 — i+ 1 bi
ir j =1 is m: ¢ == ¢; — 1i5¢4;
fir j =1 bis i — 1: ¢; == ¢; — l;j¢5; J ' Lo
ci = cifTii;
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Der Rechenaufwand betriigt pro Teilsystem i.w. m? Operationen. Damit ist der Gesamtaufwand
zur Losung von Bx = LRx = ¢ mit 2m? Operationen nicht hoher als die reine Multiplikation

B~ !¢, jeweils fiir jede neue rechte Seite c

Zeilenvertauschungen bei einer m x n-Matrix A kénnen formal mit Hilfe einer Permutations-
matrix P € B™*™ dargestellt werden. So wird etwa mit einer Permutation 7 die entsprechende
Umordnung in A = (a;;) folgendermaflen bewirkt (§: Kronecker-Symbol):

m

Al = (a;j) = (a'ﬂ(i),j) <~ A/ = PA, P = (5ﬂ(i)’j>i,j:1.

Permutationsmatrizen entstehen durch Vertauschungen bei der Einheitsmatrix und sind unitér,
P~1 = PT bewirkt die inverse Permutation. In der praktischen Realisierung bestimmt man vor
Elimination der j-ten Spalte das betragsmaximale Element unterhalb von a;; und tauscht des-
sen Zeile mit der j-ten. Dann sind alle Elemente von L betragsméflig durch eins beschrénkt.
Die Permutationen protokolliert man dabei in einem Indexfeld P[1..m], in dem alle Zeilenver-
tauschungen der Matrix A synchron durchgefiihrt werden. Der obige Satz 4.1.2 kann damit in

folgender Weise verallgemeinert werden:

Fiir jede regqulire Matrix A € R™ ™ gibt es eine Permutationsmatriz P so, dass die LR-
Zerlegung PA = LR existiert.

Beispiel 4.1.3 Die folgende Matrix A besitzt offensichtlich keine LR-Zerlegung, da schon das

erste Pivotelement verschwindet,

01 2 0 01
A=11 0 1 Mit P=10 1 0
2 11 100
gilt aber
2 11 1 0 0 2 1 1
— — |1 11| =
PA=11 0 1]=|5 1 0 0 -3 5| =LR
01 2 0 -2 1 0 0 3
Bei Elimination der 2.Spalte wurde keine weitere Vertauschung durchgefiihrt. Da hier a(222) = —%

(2) _

und a;y; = 1 gilt, wire nach der Strategie des Spaltenmaximums eine Vertauschung der 2. und

3. Zeile giinstig. Dann sind tatséchlich alle Betrédge im L-Faktor nicht grofler als eins.

Anpassung der LR-Zerlegung Der Aufwand bei einem Gauf-Eliminationsschritt, also der
"Multiplikation’ mit einer Matrix Lj(z(j )) ist proportional zur Zahl der nichttrivialen Elemente
von zU) also der Anzahl solcher Elemente in der j-ten Spalte von Bj. Tauscht man in der
(quadratischen) Matrix B mit B = LR wieder die Spalte s aus, C := B + uel, u = a — by,
tritt in L='C dort eine volle Spalte auf, deren Elimination (etwa bei s = 1) fast den vollen
Aufwand einer Neuzerlegung verursacht. Denn bei Elimination in Spalte s fiillt sich der vorher

freie Bereich hinter dieser Spalte i.a. vollstéindig auf! Dies 148t sich dadurch vermeiden, dass
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man die neue Spalte ¢ am Ende einfiigt, und die Spalten s + 1 bis m nach vorne schiebt:

bls ay

bms am

Der R-Faktor éndert sich dann folgendermafien mit dem Vektor ¢ := L~ 'a am Ende:
S S
c1

R=IL'B= — L7l0' =

Cm

Jetzt tritt ab Spalte s nur je ein Element unter der Diagonale auf, welches mit Zeilenoperationen,
die nur je eine Zeile betreffen (Aufwand O(m) pro Elimination!) eliminiert werden kann, evtl.
nach Zeilenvertauschung. Bei der Durchfithrung werden die Umformungen gleichzeitig auf L und
R' = L7'C" angewandt, um nachher wieder eine giiltige LR-Zerlegung von C’ zu bekommen.

Bei der Elimination von ¢, , mit Ls(2) etwa, durch

C'= LR = (LL7Y) (LyR') = (L(I + zesT)) ((I - ze;r)R’),
wird beim R-Faktor nur die Zeile s + 1 gedndert, beim L-Faktor nur die Spalte s 4+ 1. Daher ist
der Gesamtaufwand fiir diese Anpassung der LR-Zerlegung in der GroéSenordnung O(m?).

Block-Elimination Den ersten Schritt im Gauf-Algorithmus kann man so interpretieren, dass
man die Variable x1 mit Hilfe der ersten Gleichung aus den restlichen eliminiert. Dieses Verfahren
&8t sich auch auf einen Block von Variablen iibertragen. Es sei jetzt m +mgs = m und Matrizen
A € R™9™i 4,5 = 1,2 gegeben. Ein Block x1 € R™! von Variablen kann dann aus dem System
Aj1x1 + Ajgxe = by eliminiert werden, wenn det(A1;) # 0 gilt: 27 = Ail(bl — Aj2x2). Unter

dieser Voraussetzung existiert auch die Block-LR-Zerlegung der folgenden Matrix:

A A I 0 A A
g (A Az _ » 11 12 » (4.13)
Agr Ago AnAl 1 0 Ay — AnAjj A

Da die Determinante des linken Faktors eins ist, folgt
det(A) = det(Ay;) det(Agy — Ag1 AT Aja).

Die Regularitéit des sogenannten Schur-Komplements Aos — A21Af11A12 und die von Aj; sind

also hinreichend fiir die Regularitdt der Gesamtmatrix.
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4.2 Ecken und Nachbarn

Bei den numerischen Verfahren geht man vom Programm (LP3) aus
max{c'z: z€ X}, X:={zecR": Az =0b, >0},

und betrachtet ohne Einschrinkung den Fall A € R™*" Rang(A) = m < n. Denn fiir Rang(A) <
m wére der affine Unterraum U = {z : Az = b} entweder leer, oder Gleichungen kénnten entfernt
werden. Das Simplexverfahren besucht nur die Ecken des Polyeders X, da ein Optimum auch
in einer Ecke angenommen wird. Fiir kompaktes X folgt das aus Satz 2.3.4. Denn mit einer
Maximalstelle & € X wo ¢'@ = W gilt, ist die Hyperebene H (¢, W), auf der die Zielfunktion
konstanten Wert hat, eine Stiitzhyperebene fiir X. Dann enthélt die Randfliche X N H (¢, W)

auch eine Ecke, die also ebenfalls Maximalstelle ist.

Der zuldssige Bereich X = {x : Az =b, x > 0} ist der Schnitt von U mit dem Positivkegel R} .
Ecken x von X liegen auf dem Rand des Positivkegels, wo also ein Teil der Komponenten von z

null ist. In diesem Zusammenhang sind folgende Bezeichnungen niitzlich. Zu x € R™ sei
JH(x):={i:2; >0}, J (v):={i:2; <0}, J(z):=J (2)UJ" ()

die Menge der (positiven, negativen bzw. gesamten) Stiitzindizes von x. Fir x > 0 ist J(x) =
JH(x). ZuJ = {j1,...,je} € {1,...,n}, |J| = ¢, wird folgende Untermatrix aus Spalten a; = Ae;
von A eingefiihrt

Ay = (aj,,...,aj,) € R™
Die verschwindenden Komponenten von z (und die betroffenen Matrixspalten) kénnen aus dem
Gleichungssystem Az = b entfernt werden. Denn mit J = J(z) und K = {1,...,n}\J gilt (etwa

nach geeigneter Umordnung) mit A = (A;, Ag), 2" = (z],2}):

€ZJ

b:AJ}:(AJ,AK)< )ZAJ:L’J—I-AKJZK <— Ayjry=0b, xg =0. (4.2.1)

TK

Dabher ist die Charakterisierung von Ecken dual zu der beim Programm (LP1), vgl. Satz 2.4.3
und (3.1.1). Im Unterschied zu (LP1) besitzt ein konsistentes Problem (LP3) immer eine Ecke.

FEine triviale, aber wichtige Schluiweise wird im folgenden h&ufig benutzt:
1
z,y,2 €RY, w2 =5y +2) = Jy),J() € J().
Satz 4.2.1 a) Ein Element & € X = {x : Ax = b,z > 0} ist genau dann Ecke von X, wenn
{a; : i € J(7)} linear unabhdngig ist, also rang(A;z)) = |J(7)| gilt.
b) Wenn (LP3) eine Lisung besitzt, ist auch eine Ecke von X Ldosung.

Wenn A, |J| = ¢, maximalen Rang ¢ < m besitzt, l&8t sich das System (4.2.1) in einer Ecke so

erweitern, dass z sogar die eindeutige Losung wird:

Ay Ag Ty _ b (422)
0 In) \Zk 0/ o

Bew
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Der Rang der Gesamtmatrix mit Dimension (m + n — ¢) x n ist rang(Ay) + n — ¢, das System

also eindeutig losbar fiir Rang(A;) = £.

Definition 4.2.2 Fin 7 € X heifit Basislosung, wenn Rang(A ;) = |J(7)| (< m) ist. Fir
Rang(Aj(z)) = |J(Z)| < m nennt man ¥ ausgeartete Basislosung. Umgekehrt heifit jede m x m-
Untermatriz B = Ay mit |J| = m Basis, wenn sie requldir ist, det(B) # 0.

Bei jeder ausgearteten Basislosung (Ecke) # kann A jz) mit geeigneten Spalten von Af zu einer
Basis B = Ay, J D J(z), ergénzt werden. Daher gehoren zu einer ausgearteten Ecke verschiedene
Basen. Dies kann im Simplexverfahren zu Problemen fithren, dieses Verfahren nicht durch die
Orte & sondern die zugehorigen Basen B gesteuert wird (— lauft im Kreis). Zu jeder Basis
B = Aj gehort nach (4.2.1) eine Losung z; = A;lb, Zx = 0, die aber nur fiir A;lb > 0 auch

zuléssig, also 'Basislosung’ ist.

Basisdarstellung von X: Zu jeder Ecke T von X gibt es eine Basis B = Ay mit AjZy = b,
g =0, JUK ={1,...,n}. Aber nicht nur dieser spezielle Punkt, sondern jeder Punkt z € X
kann mit Hilfe dieser Basis dargestellt werden. Analog zu (4.2.1) wird von der Aufteilung der

Gesamtmatrix A = (Ay, Ax) ausgegangen. Da A;l existiert, gilt also
Av = Ajog+ Agrg =b <= 25 = A;'0— A Aok =75 — A Ak, (4.2.3)

Dies ist die aus der Linearen Algebra bekannte Parameterdarstellung des Losungsraums U mit
den Variablen zx > 0 als 'freien’ und den x; als ’abhéngigen’ Variablen und der speziellen

Losung z. Nach Einfithrung von n — m = | K| echten Parametern A\ > 0 heifit das also
G —~A7'A
Ar=bz>0 <+ a=|"7 =)+ E)ag=z+Vikrg 20. (4.24)
TK OK Infm

Im letzten Schritt wurde die Abkiirzung

—Aj Ak v o
( I > = (VI((K) =Vik = (Ui,kj> eR , mit kj € K

benutzt. Die Spalten von V sind trivialerweise linear un-
abhéingig und bilden eine Basis von kern(A). In einer Um-
gebung der Ecke ¥ sieht das Polyeder X also aus wie ein

verschobener Kegel, denn nach (4.2.4) liegt  — Z im Kegel
r—ze€ Vg -RI7™ und z € RY.

Im Bild befindet sich, von Z aus gesehen, der Bereich X in

dem durch die beiden Kanten gegebenen Kegel, der aller-

dings an der gepunkteten Linie den Positivkegel Ri verlafit.
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Die Richtungen der von  ausgehenden Kanten werden durch Spalten von V' beschrieben. Dazu
wird zu festem ¢ € K der Strahl

x(t) =T +ty <= { (4.2.5)

betrachtet. Da diese Vektoren die Gestalt (4.2.4) haben, ist Az(t) = b automatisch erfiillt. Zu
priifen bleibt nur das Vorzeichen z(t) > 0 fiir kleine Werte ¢ > 0. Der mogliche Fall ausgearteter
Ecken (J(z) # J) kompliziert die Voraussetzungen des folgenden Satzes.

Satz 4.2.3 Es sei Ay Basis mit Basislosung T. Fir £ € K und den Spaltenvektor vy der Matriz
Vi aus (4.2.4) gelte

J™(vg) € J(Z), dh vig<0=z;>0VYi€lJ

Dann ist {Z +tvy : t >0} N X Kante von X.

Durch Einsetzen der Basisdarstellung (4.2.3) in die Zielfunktion und Beriicksichtigung von
Satz 4.2.3 koénnen wichtige Aussagen zur Bedeutung einer Ecke getroffen werden. Mit einer

Ecke Z und zugehoriger Basis A gilt fiir beliebige x € X

(4.2.3) T,_ _
'z = clrytckar = cy(@y— A7 Akrk) + ckag

= chJ + (cK — cJAleK>xK =c'z +7]T(3:K.

Da ¢'Z der Zielwert in der aktuellen Ecke ist, beschreibt der n-Vektor

Y=l —cJAJ'A mit Ak =ck —cjAT Ag = ¢ Vi (4.2.6)
der sogenannten reduzierten Gewinne, wie sich die Zielfunktion bei Vergréflerung der Nichtbasis-

Variablen zx &ndert. Es gilt v; = 0.

Satz 4.2.4 (Optimalitit) Gegeben sei eine Basis Ay mit Basislosung T. Wenn alle reduzierten

Gewinne nicht-positiv sind, v < 0, dann ist T (Mazimal-) Lésung von (LP3).

Bezogen auf die Ecke z ist das Kriterium nur hinreichend, da zu einer ausgearteten Ecke ver-

schiedene Basen existieren kénnen, die nicht alle das Optimalitétskriterium erfiillen.

Wenn also positive Gewinne ~, > 0 existieren, kann die Zielfunktion evtl. noch vergréfert
werden, indem man auf einem Strahl (4.2.5) entlanglduft. Wenn dieser Strahl ganz in X liegt,
d.h., vy € OT(X) gilt, existiert keine Losung fiir (LP3).

Satz 4.2.5 (Unbeschrinktheit) Gegeben sei eine Basis Aj mit Basislésung z. Wenn fiir ein
e K gilt v > 0 und vy > 0, ist (LP3) unbeschrankt.

Bew

Bew

Bew



4 SIMPLEX - VERFAHREN 37

Wenn umgekehrt v, # 0 gilt, kann man dem Strahl (4.2.5) nur ein endliches Stiick weit folgen,
ohne den zuldssigen Bereich X zu verlassen. Der Grenzpunkt (vor dem Verlassen von X) ist
wieder eine Ecke. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.2.3 ist dieses eine Nachbarecke, welche
mit der aktuellen durch eine Kante positiver Linge verbunden ist. Die Zuléssigkeit von (4.2.5)

b ai(t) erfordert mit ¢ > 0:

:L‘Z(t) =Z;+tvy >0 Vie

> Der hier bei t maximal zuldssige Wert ergibt sich daher zu

t;\
tp :=min{——: i € Juy < 0} = 2
—Vjp —Upt

> 0. (4.2.7)

Dieser Wert wurde gerade so bestimmt, dass eine Komponente z,(t;) = 0 wird mit dem Index
p € J, in dem das Minimum angenommen wird. Fiir eine nicht ausgeartete Ecke ist z; > 0
und daher ¢, > 0, im neuen Punkt ist nun die Komponente z,(t;) > 0, es gilt also J(z(t)) =
J\ {p} U {¢}. Dieser Punkt gehort somit zu einer neuen Basis.

Satz 4.2.6 (Basiswechsel) Gegeben sei eine Basis B = Aj mit Basislosung z. Fir { ¢ J sei
Ye=c've >0 und v Z 0.

Es seip € J ein Index, in dem das Minimum in (4.2.7) angenommen wird, und J' := J\{p}U{¢}.
Dann ist B' = Ay neue Basis mit Basislosung 2’ = x(t;), d.h. 2/, = (B')7'b > 0, und neuem
Zielfunktionswert c'a' > c¢'Z. Die echte Ungleichung >’ gilt hier, wenn t; > 0 ist in (4.2.7).

Beweis Es sei s die Position von a, in B, a, = Bes. Die neue Spalte a; werde bei B' an dieser

T

s und B'e; = ay. Fiir die Anwendung der

Stelle eingefiigt, es gilt also B’ = B + (as — ap)e
Rang-1-Formel (4.1.2) ist erforderlich

!
0£B8=el B lay= e;A;lag = —vp > 0.

Denn die Zeile p von A;l steht bei B~! in Zeile s, und vpe < 0 ist das Element, das den Wert
te bestimmt. Also ist B’ regulir. Die zu B’ gehérige Basislosung 2/ kann ebenfalls mit (4.1.2)

bestimmt werden, es gilt mit A}lag = —wvyp und der Definiton von t,:
/o T /—lb_1 T —lb_l—_
xy = e (B) _BSSB —Bﬂﬁp—te,
1
T, = eiTAjlb — Bviﬂp =Z; +tpvy, € J.

Insbesondere gilt :L‘;) = 0. Die Zielfunktion im neuen Punkt 2’ ergibt sich demnach zu
e’ =c"z+ te(ce + g civig) = ' T+toc vy > ¢ 1
: S~~~
ieJ 7€>0

Fiir tp > 0 (d.h. 7 > 0) tritt hier ein positiver Zuwachs tyy, > 0 auf. ]
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4.3 Das revidierte Simplex-Verfahren

In der Ecke T mit Basis A; charakterisiert der Vektor v der reduzierten Gewinne alle diejenigen
Richtungen, in der die Zielfunktion wéchst, fiir die ndmlich ’VI—I;I'K > 0 bei xx > 0 gilt. Eine
aus Kostengriinden wichtige Einschrénkung im Simplexverfahren ist dabei, dass man in jedem
Schritt nur eine einzige Komponente x, vom aktuellen Vektor Zx = 0 aus vergréflert mit nicht
fallender Zielfunktion. Daher besteht der Ablauf (ausgehend von einer Startecke) grob aus fol-
genden Schritten:

1. Berechne Zj und yx zu K = {1,...,n}\ J,

2. suche v >0,/ € K,

3. wenn aber v <0,nach S.424__ : OpTiIMUM!,

4. wenn vy > 0, nach S. 4.2.5 :  UNBESCHRANKT!
5.

bestimme Minimalindex p, vy, < 0, in (4.2.7),
6. Basiswechsel zu J := J \ {p} U {¢}.
Aus Effizienzgriinden ist darauf zu achten, dass die zur Durchfithrung erforderlichen Berechnun-

gen nicht zu teuer sind. Benotigt werden dabei die Gréfen
YK = C}—( — (C}A;l)AK, I(J)vg = —A;lag, Ty = A}lb

Wenn die Berechnung von 7y in der angegebenen Weise geklammert wird, mit y' := c}—Ajl,

kostet die Bestimmung der drei Losungen
J _
yTA;=c], Aﬂ}é = —ay, Ajzy =1,

bei vorhandener LR-Zerlequng Ay = LR nur einen Aufwand von hochstens 6m? Operationen.
AuBerdem kann diese LR-Zerlegung mit der Technik aus §4.1 mit einem O(m?)-Aufwand zu ei-
ner Zerlegung von Ay, J' = J\ {p} U{¢}, korrigiert werden. Bei groflen praktischen Problemen
hat die Matrix A meist nur wenige nichttriviale Eintrige. Bei solchen ’diinn besetzten’” Matrizen
konnen die genannten Auflésungen bzw. Anpassungen oft mit geringerem Aufwand durchgefiihrt
werden. Die Dimension n > m geht nur bei yx = c} — yT Ak in Schritt 2 ein, der Aufwand
wére hier 2m(n — m) Operationen, wenn alle Komponenten bestimmt wiirden. Man muss aber

nur einen Teil der ; berechnen, wenn man das erste 7, > 0 akzeptiert.

Simplex-Algorithmus
Eingabe: | Zuléssige Basis Ay, J C{1,...,n}
Schritt 1 | zj := A;lb, y' = c}A}l, K:={1,....,n}\ J,
2 | suche vy, > 0 unter v; :=¢; — yTaj, jEeK.
3 | wenn v; <0Vj € K: STOP, Optimum!
4 vé‘” = —A;la(g, wenn vy > 0Vi € J: STOP, unbeschrinkt!
Bestimme p € J:

—xp/vpe = min{—x; /v vy < 0,5 € J} =t
6| J:=J\{p}U{l}, weiter mit 1
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Beispiel 4.3.1 Simplexverfahren mit m = 3, n = 6 bei (LP3) mit ¢" = (9,6,7,0,0,0),

31 2100 20
A=11 11 0 1 0|, b=|11
4 3 4 00 1 40

Das Problem ist aus einem (LP2) durch Einfiihrung von Schlupfvariablen entstanden. Hier be-

kommt man mit J = {4,5,6} eine Startbasis A; = I3 mit Basislosung z; = b. Simplex-Basen:

20
B-1 J = {47576}a AJ =1, r;= |11, yT = 0T7 7}1; = (717/727’73) = (9763 7)
40
V42 -1
Wahle€:2 U(J) =luvs | =—Ilaz=1|-1],
V62 -3

za(t)=20—¢t >0

(4.2.7):

zs(t)=11—-t >0 =t =11, p=5.
26(t) =40 — 3t >0
110 0 1 0
B2 [1.|J={246}, A;=|1 0 0] A'=[1 -1 of,z,=] 9|,
30 1 0 -3 1 7

3 2 0
y! = (CQ,C4,C6)A = (0,6,0), *y}—( = (c1,¢3,05) —(0,6,0) [1 1 1 3,1,—6
4 4 0

V21 —1
wahle ¢ = 1: U(J) =|lon | = —Ajlal =\|-21,
V61 —1

zo(t)=11—t >0
X

[5.](42.7): au(t)=9-2t >0 p=>t =35, p=4
ze(t) =7—t >0
310 1 -1 0 9
431 1 -5 2 5

2 1
T _ _ 1 T _ 1
Yy = (61702766)‘4] 5(3 9 0) Tk = (63364,05) - 5(3’9a0) 10
4 0

v < 0, Ty > 0: eindeutiges Maximum!
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Beim Simplex-Algorithmus gibt es noch zwei offene Fragen, die spater behandelt werden:

— Bestimmung einer Start-Basis bzw. -Ecke (Anlaufrechnung, vgl. §4.5)

— Der Algorithmus ist endlich, wenn Basen nicht wiederholt auftreten.

Da nach Satz (4.2.1) nur endlich viele Ecken (Basen) existieren, ist nur beim 'Kreisen’ des
Simplex-Verfahrens, d.h., zyklischer Wiederholung von Basen, dessen Beendigung nicht ga-
rantiert. Dieses Problem tritt aber nur in ausgearteten Ecken auf, in normalen Ecken T mit
|J(Z)| = m gibt es beim Basiswechsel nach Satz 4.2.6 dagegen einen echten Zuwachs der Ziel-
funktion, was eine Riickkehr zu Z ausschlieit. Ausgeartete Ecken Z treten eher selten auf (nicht-
generischer Fall), wenn & ’zufilligerweise’ auf mehr als n — m Hyperebenen H (a(i),bi) bzw.
{z : ; = 0} liegt. Vor allem bei Problemen mit (kleinen) ganzzahligen Koeffizienten ist der Fall

aber nicht auszuschlieflen. Das Kreisen kann durch Zusatzmafinahmen verhindert werden (s.u.).

Gesamtaufwand des Simplex-Verfahrens Der einzelne Simplex-Schritt, der im Algorithmus
formuliert wurde, ist zwar effizient durchfiihrbar mit einem Aufwand von O(m(m + n)) Ope-
rationen. Der Gesamtaufwand héngt aber von der Anzahl der untersuchten Fcken ab und kann
durch Anderungen bei den Auswahlentscheidungen in Schritt 2 und 5 im Einzelfall verbessert
werden. Ungliicklicherweise fallen aber generelle Aussagen zur Anzahl der zu untersuchenden

Basen eher negativ aus.

Beispiel 4.3.2 (Klee-Minty) Zun € N, € € (0, 1) betrachte man

max{e z: z € X},

X={z:0<o; <l,ex;<wiy1 <1l—ex;, i=1,...,n—1}.

Es 148t sich zeigen, dass das Polyeder X genau 2" Ecken besitzt, und einen Simplexpfad, der alle
besucht. Dieses Problem kann auch nicht durch verbesserte Auswahlstrategien umgangen wer-
den, auch dafiir gibt es meist Gegenbeispiele mit exponentiellem Aufwand. In der Praxis arbeitet
das Simplexverfahren aber sehr effizient, bei geniigend allgemeiner Verteilung der Restriktionen
ist beim Problem (LP1) im Mittel mit O( "+/m - n3) Schritten zu rechnen.

4.4 Tabellenform des Simplex-Verfahrens

Beim revidierten Simplexverfahren werden nur die fiir die Durchfithrung der einzelnen Schritte
erforderlichen Gréfien berechnet. Der dafiir erforderliche Verwaltungsaufwand (Indexmenge J)
ist nur gering, fiir Handrechnung aber irritierend. In der Tabellenform des Simplexverfahrens
wird immer das gesamte System umgeformt und notiert in der urspriinglichen Reihenfolge der
Spalten, H := A;lA. Dieses System Hx = A;lAa: = A;lb = z; wird ergénzt durch W = 'z,

AT =cT - c}A}lA und als Tableau geschrieben in der Form

—c'z ‘ el — c}A}lA [ =W AT - <h“)m,n (4.4.1)
1 1 - _ = = ij ). . 4.
A7'b | A7'A z; H i,j=0
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Die zusétzlichen Daten werden also als nullte Zeile und Spalte des Tableaus gefithrt. Wegen
Hjy= A}lA g = I stehen in den Spalten zu Basisindizes j € J Einheitsvektoren, dort gilt v; = 0
und He; € {e1,...,en} € R™. Zur Vereinfachung der folgenden Regeln wird zur Indizierung
der Zeilen von H die Position i und nicht der Basisindex j; aus J = {j1, ..., jm} verwendet. Die
Zugehorigkeit der Komponenten aus der nullten Spalte (hijp) = Z; (Steuerspalte) wird durch
die Position der Einheitsvektoren hergestellt, es gilt h;o = x; und e; steht in Spalte j; von
H. In der nullten ’Steuerzeile’ stehen die reduzierten Gewinne hg; = 7,7 > 1. Der aktuelle
Zielfunktionswert wird negativ in hgy = —c}a‘: 7 notiert, dann gilt mit ¢y := 0 in der nullten Zeile
die einheitliche Vorschrift ho; = ¢; — >, ¢, hij, 7=0,...,n.

So kann némlich ein Basiswechsel zu dem Tableau, das zur Basis Ay mit J' = J\ {p} U{¢}
gehort, durch Anwendung der Rang-1-Formel (4.1.2) auf das Gesamttableau H durchgefiihrt
werden. Fiir p = js entspricht das ” Pivot-Element” hg = —v,,. Die Formeln fiir den Basiswechsel

lauten einheitlich fiir alle Daten:

B _ hs
87 hse? j=0,...,n. (4.4.2)

hi; = hij — hichy;, i €{0,...,m}\ {s}
Hier wurde insbesondere zur Vereinfachung beriicksichtigt, dass bei der Korrektur fiir i # s die

auftretenden Quotienten hgj/hge schon in Zeile s berechnet wurden.

Satz 4.4.1 Es sei H das Simplex-Tableau (4.4.1) zur zulissigen Basis Aj. Dann wird der Uber-
gang zum Tableau H' zur Basis A'; mit J' = J\ {js} U {€}, hse # 0, durch (4.4.2) hergestellt.

Damit 148t sich das Tableau-Verfahren angeben (Numerierung wie in §4.3). Die Formulierung

nimmt dabei keinerlei Bezug auf die Bedeutung der Zeilenindizes.

Simplex-Tableau-Verfahren

Eingabe: | Zulissiges Tableau H

2 | suche hgy > 0,1 < ¢ <n,

3 | wenn ho; <0VI <j<mn: STOP, Optimum!

4 | wenn hyy <0V1<i<m: STOP, unbeschriankt!
Bestimme s:
hso/hse = min{hio/hi¢ : hig > 0,1 <i<m}

6 | Basiswechsel nach (4.4.2), weiter mit 2

5

Beispiel 4.4.2 Mit dem Ablauf aus Beispiel 4.3.1 bekommt man beim Tableauverfahren fol-
gende Tabellen. In den Steuer-Zeilen und -Spalten ist jeweils das ausgew&hlte Element hgp = vy
bzw. hos = Tp, p = Jjs, unterstrichen, aulerdem wurde das Pivotelement fiir den Basiswechsel
eingerahmt. Unter den Tabellen ist die Position der Basisindizes angegeben. Das erste Tableau

Bew
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ist zuléssig, das dritte Tableau optimal, da keine positiven Gewinne mehr auftreten.

=)

0/9 6 7 0 0 0 663 0 1 0 -6 0 “159 09 o -1 -3 9
2003 1. 2 1 0 0 9 01 1 -1 0 110 4+ § -3 0
111 10 10— 111 110 1 0— ¥ |01 3 -5 35 0
4014 3 4 0 0 1 711 010 -3 1 s Joo & -1 -2 1
J: J1 J2 Js J2 it J3 J1 J2 J3

Das Tabellenverfahren hat den vordergriindigen Vorteil (fiir Handrechnung), dass der Basis-
wechsel mit einer einheitlichen Vorschrift fiir alle Daten des Linearen Programms durchgefiihrt
werden kann. Fiir groffle Probleme besteht aber der wesentliche Nachteil, dass immer wieder
die ganze Matrix umgeformt (und damit zerstort) wird und sich die Pivotwahl nicht nach der
Grofle von hgp richtet. Daher besteht die Gefahr des Ansammelns von Rundungsfehlern, und der

Aufwand fiir einen Schritt ist immer (2m + 1)(n + 1) Operationen.

4.5 Anlaufrechnung

Das Simplexverfahren setzt die Kenntnis einer Ecke des zuléssigen Bereichs voraus. Eine Star-
tecke konstruiert man durch Betrachtung von Hilfsproblemen, welche die gleichen Restriktionen,

aber eine andere Zielfunktion verwenden.

Zwei-Phasen-Methode

Diese basiert auf der Beobachtung, dass man beim Ubergang von einem Problem (LP2) mit
b > 0 zur Form (LP3) durch Einfiihrung von Schlupfvariablen direkt eine Startbasis angeben
kann (vgl. Beispiel 4.3.1). Diese Kenntnis nutzt man beim Problem (LP3)

max{c'z: Az =b, x>0}, b>0 (0BdA).

Da b die rechte Seite eines Gleichungssystems ist, ist die Vorzeichenbedingung an die b; keine
Einschrinkung. Zu (LP3) wird nun das Hilfsproblem (Phase I)

max(—1Ty): Az +y=0b, >0, y>0, (4.5.1)

mit der Matrix D := (A, I,,,) € R™*(™) betrachtet. Die Variablen kénnen zu einem Vektor
2T = (27, y") zusammengefait werden. Mit J = {n + 1,...,n + m} ist D; = I, eine Basis
und die Basislosung zZ; = § = b > 0 zuliissig. Die neue Zielfunktion —1Ty = — doimiyi <0 st
eine Straffunktion, sie 'bestraft’ die kiinstlichen Schlupfvariablen und ist nach oben beschréinkt,
das Hilfsproblem also 16sbar. Nun sei 27 = (27,97) eine Losung, die das Verfahren mit der
Indexmenge J C {1,...,n + m} bestimmt hat.
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Fallunterscheidung:
a) 7 # 0: Das Ausgangsproblem (LP3) ist inkonsistent.
b) g =0: & ist zuléssig bei (LP3), dabei

bl) J C{1,...,n}: Ay bildet eine zuldssige Basis fiir (LP3).

b2) JZAl,....,n}: P:=Jn{n+1,....,n+m}#0, fir p=js€ Pist 2, = pp =
hso = 0 und ein Austauschschritt mit Pivot hgy = —vpe # 0, £ € {1,...,n}\J éndert
nicht die Ecke Z, verkleinert aber P. Wenn bei P # () kein Austausch mehr moglich
ist, gilt also hsj = —vp; = 0,7 = 1,...,n und die Matrix Dle hat eine Nullzeile, A
also einen Rangdefekt. Dann kann Zeile p—n (zur Schlupfvariable z,) aus A entfernt

werden, da deren Koeffizient in der Linearkombination dieser Nullzeile 1 ist.

Im Fall b) kann die Rechnung mit dem Simplex-Verfahren aus §4.3 fortgesetzt werden, fiir das

Tabellenverfahren aus §4.4 ist dazu die Steuerzeile aus ¢ neu zu berechnen.

Wenn das Ausgangsproblem (LP3) selbst schon Schlupfvariable enthélt in Gleichungen mit

b; > 0, muf} an dieser Stelle nicht noch eine weitere eingefiithrt werden. —

Grof3-M-Methode

Das Umschalten von Phase I auf Phase II (Originalproblem) erspart man sich, wenn man in
(4.5.1) die gemischte Zielfunktion

e —MI1Ty = (", —M1")z

mit einer ”geniigend grofien” Konstanten M betrachtet. Diese muf3 die kiinstlichen Variablen
y so stark bestrafen, dass sie im Optimum nicht mehr auftreten. Allerdings ist eine geeignete

Wahl von M nicht einfach zu treffen, insbesondere, wenn (LP3) inkonsistent ist.

Wenn allerdings urspriinglich das Problem (LP2) mit b % 0 vorliegt, hat die Methode den
Vorteil, dass nur eine iiberfliissige Variable benotigt wird. Dazu sei by = min{b; : 1 <i <m} <0.
Im erweiterten System Az + y = b wird nun die Zeile ¢ von allen anderen subtrahiert und
macht deren rechte Seite dadurch nichtnegativ. Die Zeile ¢ selbst wird mit —1 multipliziert und

bekommt eine zusétzliche Variable y,,+1 > 0. Damit ergibt sich das Problem

max c'z —Mymi1
m
> (aij —agj)r;  —yq +yi =b; — by, i # ¢,
= (4.5.2)
Zl(_aqj)xj ~Yq tYm+1 = —bg,
]:
Ty > 07 Yiy Yqs Ym+1 > 0

Die Matrix mit den Spalten zu den Indizes J = {n+1,...,n+m+1}\{n+¢} bildet eine zuléssige
Basis aus Einheitsvektoren. Wenn dann im Optimum (27,§7) die Zusatzvariable verschwindet,

Um—+1 = 0, hat man natiirlich auch eine Losung des Ausgangsproblems gefunden. Im umgekehrten
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Fall ist allerdings nicht klar, ob nur M zu klein gewahlt wurde, oder ob das Ausgangsproblem

inkonsistent ist. Die Zwei-Phasen-Methode bietet hier eine verldfilichere Entscheidung.

Beispiel 4.5.1 Beim folgenden Problem (LP2), einschliefllich Schlupfvariablen,

max —2xr1 +3x9
21 —3w2 +wy1

r1 —2T9

1 2%

+Y2

+Yy3

= -5
=2
=6

tritt das kleinste Element von b in der ersten Zeile auf. Subtraktion von den iibrigen und

Einfithrung der Zusatzvariablen g4 fithrt auf das folgende zulissige Tableau H. Die Gewinne
fiir die Steuerzeile sind v7 = (c',07, —M) + M eqTH , es wird also das M-fache der ¢-ten Ge-
samtzeile zum Zielvektor addiert. Das M in der letzten Spalte hebt sich dabei auf.

5M | —2-2M 3+43M —-M 0 0 0 =5 | 0 10 0[-M-1
5 -2 -1 00 1 _ 53|-2/31 -1/30 0| 1/3
3 -1 1 -1 10 0 4/31-1/3 0 —2/3 1 0| —1/3
11 -1 5 -1 01 0 8/3 0 2/3 0 1| -5/3

Der Wert von M > 0 war hier unerheblich, nach einem Schritt ist die Zusatzvariable eliminiert
und das Verfahren kann mit der verkleinerten Tabelle fortgesetzt werden.

Beispiel 4.5.2 (Rechner-Demo) In dem gezeigten
Transportnetz soll ein Produkt von den Produzen-
ten F und G zu den Abnehmern C,DE geliefert
werden, die Knoten A und B sind reine Umschlag-
platze mit Bedarf 0. Transporte verlaufen nur ldngs
der numerierten Kanten j in der angezeigten Rich-
tung (Menge x; > 0). Das zugehérige (LP3) ist in
der folgenden Tabelle beschrieben, die Transport-
kosten der Kanten in der nullten Zeile, der Bedarf
in den Knoten in der nullten Spalte. Zu beachten
ist hierbei, dass die Kosten zu minimieren sind. Die
Restriktionen sind Bilanzgleichungen in den einzel-
nen Knoten, die Differenz aller eingehenden und

ausgehenden Mengen entspricht dem Bedarf des

L]

F

Knotens. Die Zeile zu Knoten G fehlt, da sie redundant ist (Bedarf=-15), vgl. §1.2.2.

53 18 29 8 60 28 37

5

38 98

14 23 59

0j-1 -1 -1 1

0 -1 -1 -1 -1

1

MO Qe
D
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4.6 Awusgeartete Ecken und praktische Aspekte

Die Steuerung beim Simplexverfahren erfolgt allein iiber die (Indexmenge der) Basen. Da zu
einer ausgearteten Ecke verschiedene Basen gehoren, kann die Situationen eintreten, dass das
Verfahren zwar die Basis wechselt, aber in der gleichen Ecke verharrt. Dann besteht auch die
Moglichkeit, dass das Verfahren (bei unverénderter Pivotwahl) zu einer fritheren Basis zuriick-
kehrt und dann in dieser Schleife gefangen bleibt ("Kreisen’ beim Simplexverfahren). Die Ansich-
ten iiber die Wahrscheinlichkeit dieses Falls gehen in der Literatur auseinander. Im Verfahren
sind ausgeartete Ecken daran zu erkennen, dass das Minimum in Schritt 5 bzw. (4.2.7), das die

maximal mogliche Schrittweite

L

ty = min{ ci € Jyue <0}

—Vie
bestimmt, in mehreren Indizes pi, po, ... angenommen wird. Dann gilt also xp, (t¢) = @p, (te) =
... = 0 und xz(t;) ist wegen |J(x(t¢))| < m also ausgeartet. Eine einfache Abhilfe gegen das
Kreisen besteht darin, dass man die Auswahl unter diesen Indizes durch Zusatzregeln wieder

eindeutig macht. In der Literatur gibt es dazu unterschiedliche Strategien.

Die folgenden beiden kleinste Index-Regeln wéhlen jeweils den in Frage kommenden klein-
sten Original-Index bezogen auf die urspriingliche Reihenfolge der Komponenten (im R™) und
verhindert dadurch ein Kreisen. Die Schritte 2 und 5 des Simplexverfahrens aus §4.3 sind dazu

folgendermaflen zu prézisieren:

bestimme £ € K : ¢ =min{j € K: v; >0}

(4.6.1)

bestimme p € J: p=min{i € J: —T;/vy = ty}

Die Durchfithrung dieser Regel erfordert beim Tabellenverfahren und auch beim revidierten Ver-
fahren (abhingig von der Indexverwaltung dort) einen geringen Organisationsaufwand (Index-

Sortierung), da die zugehérigen Daten im Verfahren oft den Platz wechseln.

Das Simplexverfahren basiert darauf, dass an mehreren Stellen eine Auswahl anhand des
Vorzeichens berechneter Daten, etwa der Gewinne vy getroffen wird. Leider mufl man aber bei
der Durchfithrung im Rechner mit Rundungsfehlern rechnen und daher kann statt eines exakten
Gewinns 7; = 0 ein berechneter Wert 7; > 0, 7; = 0 auftreten. In der Praxis miissen daher die
Entscheidungen in (4.6.1) durch eine sorgfiltig gewiihlte Toleranz e (= Rechengenauigkeit 1071%)
modifiziert werden: min{j € K : 7; > €}. Analog ist bei der Bestimmung von p vorzugehen, es

ist der minimale Index mit —%; /vy < t; 4+ € zu verwenden.

Bei sehr kritischen Anwendungen kann man versuchen, Rundungsfehler ganz zu vermeiden.
Ein Gleichungssystem mit rationalen Koeffizienten kann durch Erweiterung ganzzahlig gemacht
werden und die Gauf3-Elimination kann dann divisionsfrei ganzzahlig durchgefiihrt werden. Die

dann auftretenden Koeffizienten kénnen allerdings eine erhebliche Grofienordnung annehmen.
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5 Dualitidt beim Simplexverfahren

Bisher wurden die Dualitédtsaussagen aus §3, die wichtige Hintergrundinformation zu den Eigen-
schaften eines linearen Programms liefern, nicht erwéhnt. Tatséchlich ist es so, dass zwischen
den Daten des Simplexverfahrens zum Primalproblem (LP3) und dessen Dualprogramm (LP3*)
ein direkter Zusammenhang hergestellt werden kann, der zusétzliche Moglichkeiten bei der Im-

plementierung von Simplexverfahren er6ffnet. Die beiden Programme
max{c'z: Az =b, x>0}, min{y'b: yTA>c"}

sind zueinander dual. Wenn im Simplexverfahren aus §4.3 eine optimale Basis A; bestimmt
wurde, gilt dort mit dem Hilfsvektor y' = c}—Ajl fiir den Vektor v der reduzierten Gewinne die
Ungleichung

0>~ =¢" — c}A}lA =c"—yTA, dh y'A>cT, (5.0.1)

also ist y eine dual zuldssige Losung. Wenn man die Lagrangefunktion ¢ aus der Einleitung
von §3.1 betrachtet, ist der Gewinnvektor gerade deren Gradient bezgl. =, vT = V,p(z,y) =
cT —yTA. Wegen v = 0 sind die J-Ungleichungen straff, yTA; = c}—, was genau der Aussage
des Komplementarititssatzes 0 = (y'A — ¢')Z = 0 entspricht. Damit stimmen auch die Ziel-
funktionen yTb = c}A}lb = ¢'7 iiberein und der Vektor y ist sogar (Optimal-) Losung von
(LP3*).

5.1 Duales Simplexverfahren

Vollkommen unabhéngig von der Zuléssigkeit des primalen Vektors A}lb gehort zu jeder Basis,

die (5.0.1) erfiillt, ein dual zuldssiger Vektor y.

Definition 5.1.1 Fine Basis A heifst dual zulédssig, wenn (5.0.1) gilt, sie heifst primal zuléssig,

wenn Ty = A;lb > 0, und optimal, wenn sie primal und dual zuldssig ist.

Beim dualen Simplexverfahren arbeitet man mit den gleichen Basen A ; wie in §4.3, startet aber
mit einer dual zuldssigen Basis. In Bezug auf das Primal-Problem ist der zugehorige Vektor
Ty = A;lb zwar ”optimal”, aber nicht zulissig. Beim Basisaustausch werden daher negative

Komponenten Z,, < 0 eliminiert.

Mit dieser Variante gewinnt man zusétzliche Wahlmoglichkeiten der Verfahrensgestaltung.
Z.B. gilt beim Problem (LP2),

max{c'z: Az +2z="0bx >0,z >0},
das hier durch Schlupfvariablen ergénzt wurde, mit D = (A,I), J ={n+1,...,n+m}:

imal  pulissic fir b > 0
die Basis Dy = I, ist { Do ZWassis WEb =5,
dual  zuléssig fiir ¢ < 0.
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Im zweiten Fall 148t sich die Anlaufrechnung also durch Verwendung des dualen Simplexverfah-

rens einsparen.

Zur Herleitung sei jetzt also A eine dual zulissige Basis, y' = c}—A;l, AT=cT—yTA<O,
Ty = A;lb, K={1,...,n}\ J. Ist nun Z, < 0, p € J, so ist die duale Zielfunktion

y'b= c}—Ajlb =clZy

noch nicht minimal. Der negative ”duale Schattenpreis” x,, < 0 zeigt an, dass durch eine virtuelle
Vergroflerung von ¢, p € J, eine Verminderung dieser Zielfunktion erfolgen kann. Analog zu
(4.2.5) betrachtet man daher den Strahl

yN) T = (c+ Aep)JAT =y + Mep) T AT, A >0. (5.1.1)
Fiir die duale Zielfunktion gilt dort tatsidchlich
yNTb=y"b+ Aep)TAT D =y b+ ATy < yb  fiir A > 0.

Allerdings mufl dabei, wieder analog zu (4.2.7), die duale Zuléssigkeit von y(A) gepriift werden.
Es ist zu fordern

!
0T >cm —yNTA=c" —yTA—Aep)JA; A =17T - )\u;, u:cT, = (ep) AT A.

Wegen «; = 0 ist diese Bedingung fiir Indizes aus J automatisch erfiillt, 'y}— - )\(ep)}—A;lA J=
—A(6pj)jes < 0'. Auch ist fiir up > 0 zu erkennen, dass A beliebig grofl werden darf. In diesem
Fall ist (LP3*) unbeschrénkt und (LP3) inkonsistent, vgl. §3.1. Nur fiir negative Komponenten

von u, = (up;); ergeben sich Einschréinkungen und fithren zum maximal zuldssigen Wert

Ap = min{ 2L : u,; < 0,5 K} =L, (5.1.2)
pj Upe
Wenn das Minimum, wie angegeben, im Index ¢ € K angenommen wird, wird die entsprechende

Ungleichung straff,
0= — Apupr = c1 — ylay — )\p(ep)}Ajlag =y — y(Ap)Tag.

Der Index ¢ wandert also in die Stiitzmenge J der straffen Ungleichungen bei (LP3*), vgl.
Satz 2.4.3. Umgekehrt ist fiir A\, > 0 in der Ungleichung zu p € J nach Konstruktion das
Gegenteil der Fall, 0 > ¢, — y(A\,)Ta, = —\,. Daher ist y(\,) die duale Basislosung zur Basis

Ay, I =J\{p}u{t}.

Analog zu Satz 4.2.6 148t sich zeigen, dass A wegen u,y < 0 tatséchlich regulér ist. Die obigen

Uberlegungen werden zusammengefafit:
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Duales Simplex-Verfahren

Eingabe: | Dual zuldssige Basis Ay, J C {1,...,n}
Schritt 1 | zy := A;lb, y! = c}A}l, K:={1,...,n}\ J,

2 | suche x, < 0 unter x;, 7 € J.

3| wenn x; >0V € J: STOP, Optimum!
4 | upj = (ep) VA aj, j € K, wenn up; > 0Vj € K:  STOP, (LP3) inkonsistent!
V= ¢ —yTaj, J € K, suche £ € K:
e/ upe = min{y; /up; : up; < 0,5 € K} =X,
6 | J:=J\ {p}U{l}, weiter mit 1

Zur Durchfiihrung sind wie beim Primalverfahren drei Gleichungssysteme zu 16sen, etwa mit ei-

5

ner fortlaufend angepafiten LR-Zerlegung von Aj. Dies sind zunéchst wieder die drei Systeme
Ajey=0byTAy = c}—, und fTA; = (ep)s. Der Aufwand dafiir liegt wieder bei O(m?) einschlief-
lich der LR-Anpassung. Dann sind folgende Innenprodukte zu berechnen

T . . T ..
up; = flaj, j €K, sowiec; —y aj, fir u,, <O0.

Hierfiir sind zwischen 2m(n —m) und 4m(n —m) Operationen nétig, dieser Anteil ist also etwa
doppelt so grofl wie beim primalen Verfahren aus §4.3. Bei vorhandener Wahlmoglichkeit hat

das Primalverfahren also einen Effizienzvorteil.

Beispiel 5.1.2 Fiir das Problem

min 2z + x2 + 3x3 max —2r; — To — 3T3
T+ +23 >1 —x1 — X2 —x3 +x4 =-—1
201 —x9 + 223 < =2 <= 2x1 —x9 +2x3 +x5 = —2
xr1 + 209 — 223 >1 —xr1 — 229 + 223 +xg = -—1
z; >0 T; >0

gehort zu J = {4, 5,6} eine dual, aber nicht primal zuléssige Basis. Das duale Simplexverfahren

fiihrt hier mit den folgenden Daten in 2 Schritten zum Ziel:

B-1 J=1{4,56}, Ay =12} =(-1,-2,—1),y=0,¢c"z = 0.

Wéihlep =447 = (64)}14;114 = e-er =(-1,-1,-1,1,0,0), (v1,72,73) = (=2, —1,-3);
Ap = min{2,1,3} = 1 angenommen in ¢ = 2.

-1 0 O
B2[1]J ={256}, A" =|-1 1 0| =8B, 27 = A" =1,-11). 'z = -1,
-2 0 1
y' =(1,0,0).
wéahle p = 5, ul = (eg,)}A}lA = e-ZI—BA = (3’0’3’_1’1’0)7 = —1, >\p _ '74/Up4 —1
mit ¢ = 4.
0 -1 0

B-3 J=12,46}, A7 =1 -1 0], %} =(A;'"0)T = (2,1,3) optimal, ¢'7 = —2.
0 -2 1



5 DUALITAT BEIM SIMPLEXVERFAHREN 49

Auch beim dualen Verfahren besteht die Gefahr des Kreisens, wenn das Minimum bei (5.1.2)
nicht in einem einzigen Index ¢ angenommen wird. Diese Gefahr 148t sich auch hier wieder durch

kleinste Index-Regeln ausschalten. Diese lauten in Schritt 2 und 5:

2 | bestimme p€ J: p=min{i € J: x; <0}
5 | bestimme ¢ € K : ¢ =min{j € K : vj/up; = \p}

5.2 Problem-Modifikationen

In die Formulierung praktischer Probleme gehen oft Daten ein, deren Wert nicht genau bekannt
oder vorhersehbar ist (z.B., die Preis- oder Zinsentwicklung bei einer Produktions- oder Finanz-
planung). Dann ist es klug, auch Varianten des Ausgangsproblems zu 16sen ('was passiert, wenn
der Euro iiber 1.40 Dollar steigt?’), etwa in Abhéngigkeit von einem kiinstlichen Parameter
t € R (’parametrische Optimierung’). Oft will man auch unerwiinschte Losungen nachtréiglich
durch weitere Restriktionen ausschlielen, etwa nicht-ganzzahlige in der ganzzahligen Optimie-
rung. In diesen Féllen kann man durch eine geschickte Kombination aus primalem und dualem
Simplexverfahren eine bekannte Losung dem verdnderten Problem anpassen. Wir betrachten

vier Situationen, Ausgangspunkt sei jeweils eine bekannte (Optimal-) Losung & mit Basis Aj.

e Anderung der Zielfunktion c. Die Untersuchung einer parametrischen Anderung c(t) =
c+té, t > 0, (zur Vereinfachung) ist vorteilhaft, da Anderungen der Ausgangssituation

dann schrittweise eintreten. Es sei daher
W(t) := max{(c+té) Tz : Az =b, x > 0}.
Die Losung & zu t = 0 ist auch zuléssig fiir ¢ # 0. Der Gewinnvektor ist allerdings
YT =c)T —cs()TATTA=4(0)T + 77, 3T =¢" —&J A A
Da & optimal in ¢ = 0 war, ist 4(0) < 0 und & bleibt solange optimal, wie

7{(0)

v({t) =7(0) +t7 <0 <= t < min{—
Vi

: &j >0,7 € K} = tmax,

(7s(t) = 0 gilt weiterhin). Wenn tmax > 0 ist, ist & fiir ¢ € [0, tmax] optimal und daher
W(t) = W(0) +té"# dort linear (insgesamt ist W () stiickweise linear). Bei VergréBerung
von t iiber ty.x hinaus verliert £ seine Optimalitidt und im reduzierten Gewinnvektor
tauchen positive Komponenten auf. Ausgehend von der primal zuldssigen Basis A; kann

mit dem primalen Verfahren aus §4.3 nachoptimiert werden.
e Anderung des (Resourcen-) Vektors b(t) = b+ th, wieder parametrisiert mit ¢ > 0. Also sei
W(t) := max{c"z: Az = b+tb, x > 0}.
Dann ist z(¢) mit Nichtbasisvariablen zx () = 0 und Basislosung

xy(t) = A7 (b +th) = i+ t&;, £ := AT'D,
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eine Losung des Gleichungssystems Az = b + tb. Wenn 2 nicht ausgeartet ist, ist x(t)

zuléssig, solange

By 416y >0 <t Smin{—% L€ < 0,0 €T} = tomax.
i
Die Zielfunktion W (t) = W (0) + tc} &y = W(0) +ty'b (y = Schattenpreise!) ist in diesem
Intervall also wieder linear. Der Gewinnvektor - ist hier unabhéngig von ¢, da er nur von
¢ und A abhéngt. Wenn jetzt also ¢ iiber tyax hinaus vergrolert wird, bleibt x(¢) immer
noch optimal, verliert aber seine Zuléssigkeit. Ausgehend von der dual zuléssigen Basis Ay

kann jetzt mit dem dualen Simplexverfahren aus §5.1 nachoptimiert werden.

e Einfithrung einer zusétzlichen Variablen z,11. Es sei A= (A,ans1), ¢" = (c",cpy1). Der
Vektor (#7,0) ist dann auch zulissig beim erweiterten Problem. In Bezug auf Optimalitiit
ist mit der dualen Losung yT = c}A}l nur der Wert ~,41 zu priifen. Fiir v,11 < 0 bleibt

der erweiterte Punkt opimal. Fiir

T
Yn+1l = Cn+l — Y Apy1 > 0

kann wieder das primale Verfahren aus §4.3 mit der primal zulissigen Basis Ay = Ay

angewendet werden.

Beispiel 5.2.1 Das Einfiihrungsbeispiel 1.2.1 zur Produktionsplanung hatte die Form

max 4z + 3x2
A x| +x9 +x3 =16,
L: Ty +xy =12,
E: 3z1+22 425 =36, x; >0,

und die Losung 27 = (10,6,0,6,0) zu J = {1,2,4} mit ¢'4 = 58. Die Ungleichungen zu
Arbeitsaufwand (23 = 0) und Energiebedarf (Z5 = 0) sind straff, die Schattenpreise der
dualen Losung y' = (%,0, %) zeigen, dass der Gewinn gesteigert werden kann, wenn eine
Erhohung von Arbeitsleistung nicht mehr als y; = % bzw. der Energiekosten um mehr als
Yz = % pro Einheit kostet. Nun werde angenommen, dass zusétzliche Energie zu einem
Preis von ¢g < 0 erhéltlich ist. Am besten kauft man zusétzliche Energie nicht blind,
sondern erweitert das Problem um den zusétzlichen Energieanteil xg > 0. Die gednderte
Bedingung E: 3x1 + 22 < 36 4 x¢ fithrt zur Restriktion

T

E: 3z1 + 29+ x5 — 2 = 36, sowie ¢’ x = 4x1 + 3x2 + cgx6.

Also ist ag = —e3 und v = ¢ — y'ag = cg + % Fir cg > —%

ist der Gewinn positiv und ein Austauschschritt mit £ = 6,

-1 o1 () —1 -1 1 S ,
A;l 213 o0 .1 v, = —A ag = A ez = 5(1,—1,1)" ergibt p = jo» = 2 und
39 1 fithrt zur neuen Losung (16,0,0,12,0,12)T mit J' = {1,5,6}

und Zielfunktionswert 64 4+ 12c¢ (> 58 fiir ¢g > —1).
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e Einfithrung zusétzlicher Ungleichungen, etwa am 0Ty < byp+1. Das Programm (LP3) wird
also erweitert um die Gleichung a(m“)T:U + Tnt1 = bma1, Thar1 > 0, in der Zielfunktion
ist ¢,41 = 0. Mit der entsprechend erweiterten Matrix A und J' := J U {n + 1} ist

A Ar 0 (A7 A ’ (5.2.1)

J = T = J! = T . L.
a§m+1) 1 _a§m+1) A}l 1

Wegen c¢,11 = 0 liefert die letzte Zeile keinen Beitrag zum erweiterten Gewinnvektor

(c",0) — cFA71(A,0) = (¥7,0) < 0 und der ergéinzte Vektor (&7, Z,41)T bleibt weiterhin

optimal, allerdings nicht mehr zuléssig fiir

T,
i’n_t,_l = bm+1 — a(m+1) T < 0.

Dies ist also mit p = n + 1 wieder ein Fall fiir das duale Simplexverfahren aus §5.1.

Dieser Fall hat eine grole Bedeutung in der ganzzahligen und nichtlinearen Optimierung.
Dort werden lineare (Hilfs-) Programme gelést und schrittweise unerwiinschte Losungen

durch Schnittebenen, d.h. zusétzliche Ungleichungen eliminiert.

Beispiel 5.2.2 Im Beispiel 1.2.1 sei die Schranke fiir Resource A auf b; = 15 geéindert,
mit J = {1,2,4} lautet die Lésung dann 3} =
(10.5,4.5,7.5), W = 55.5. Wenn nur ganze Ein-

heiten produziert werden, ist diese Losung un-

Z2

brauchbar. Eine Rundung dieser Werte ist auch
keine Hilfe, da die Zuléssigkeit dann nicht gesi-
chert ist. Mit Hilfe der zusétzlichen Ungleichung
2z1+x2 < 25 kann diese Ecke des zuldssigen Be-

reichs abgeschnitten werden (die Konstruktion

solcher Ungleichungen wird in der ganzzahligen

Optimierung behandelt).
Im erweiterten Problem ist jetzt Zg = 25 — 231 — @9 = —1/2 < 0, J' = {1,2,4,6}. Mit
A;l aus Beisp. 5.2.1 wird u, zu p = 6 aus der letzten Zeile von (5.2.1) berechnet u; =
(- aff)TA;l, 1)A = (0,0,—1,0,—3,1). Der (alte) Gewinnvektor ist T = (0,0,—3,0, —1)
und fiihrt auf A\¢ = 1 bei £ = 5. Zu den neuen Basisindizes J” = {1,2,4,5} gehort die
ganzzahlige Losung =" = (10,5,0,7,1,0).

Ausblick

Professionelle Computerprogramme ("Dynamische Simplex-Verfahren’) bringen beim allgemei-
nen Problem (LP) beide Varianten adaptiv zum Einsatz, teilweise auch als Ersatz fiir eine

Anlaufrechnung. Ansatzweise sei das am Programm (LP) ohne freie Variable erldutert, d.h. bei

max{c'z: Az =b, Mz < d, z > 0}. (LP)
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Dabei seien A € R™*™ und M € RF*™ sehr grofle Matrizen. Um dennoch mit annehmbaren
Aufwand arbeiten zu konnen, betrachtet man Teilprobleme, in denen nur ein Teil der Variablen
und ein Teil der Ungleichungen aktiviert ist ([Padberg]). Mit P C {1,...,n}, L C {1,...,u}

sind das Probleme der Form
max{c]Tgxp : Apxp =, MI(DL)a:p <dp, xzp > 0}, (LP%,)

nur die Gleichungsrestriktionen werden also alle beriicksichtigt. Schrittweise werden nun solche
Teilprobleme gelost und danach durch Suche nach positiven Gewinnen y; > 0 neue Variable
mit Index j ¢ P, oder verletzte Ungleichungen ¢ L aktiviert. Fiir die Einheitsvektoren zu den
Schlupfvariablen der Ungleichungen M I(DL)I' p < dy, wird natiirlich kein Speicherplatz reserviert,
sie werden bei Bedarf erzeugt. Die Anpassung der Losung der neuen Teilprobleme kann, wie
gerade besprochen, mit dem primalen bzw. dualen Verfahren durchgefithrt werden. Umgekehrt
kénnen Variable zu j € P (fiir v; < 0) bzw. Ungleichungen aus L auch wieder deaktiviert werden,
wenn Gewinn oder Schlupfvariable bestimmte Schwellenwerte unter- bzw. iiberschreiten. Sehr
grofle Probleme kénnen insbesondere dann so gelost werden, wenn die Suche zur Aktivierung

algorithmisch erfolgen kann. Dies ist z.B. bei Schnittebenenverfahren der Fall.

Ahnliches gilt beim TSP, wo die = 2" Ungleichungen (1.2.2) sicherstellen, dass die Tour
zusammenhéngend ist. Fiir eine vorliegende Niaherungslosung x kann eine verletzte Ungleichung
(1.2.2) durch Bestimmung eines sog. minimalen Schnitts generiert werden,welches mit einem po-
lynomiellen Aufwand moglich ist. Oft sind Losungen des relaxierten Problems (1.2.3) ganzzahlig,

andernfalls miissen zusétzlich Schnittebenen eingefiihrt werden.

Beispiel 5.2.3 Anwendung der Verfahren auf das (TSP), Start mit den Gleichheitsrestriktio-
nen (1.2.1). Diese Tour besteht i.d.R. aus vielen kleinen Schleifen. Anschlieflend wird jeweils
eine kurze Schleife gesucht (kein minimaler Schnitt!) und eine Ungleichung (1.2.2), welche diese

ausschliefit, in (LPILD) aufgenommen. In einigen Fiéllen fithrt dies zum Erfolg,

Handlungsreisender: 31 Onte, 465 Wege, Tour-452,15 Restriktionen (0. Schlupfv) >A"‘3“f'53h"'1"9

etwa im gezeigten Beispiel. ' Linges 15495
& NebenBedng (32,466)
. Lange= 370,84
Das Problem mit 31 Orten BNy TECE T
| i} N cberiBodng (34.468)
hat 465 Wege (d h. n = &t;r;h?angggng:ﬁﬁ 469)
AFNgE:
465 Variable, m = 31 Glei- [ eberfechs (26470
&LN ahenBagnEga[ST A7)
chungen) . Anschliefend wer- &L;r;thBagnsgD[SS 472)
AFNgE:
. . . & NeberBedng [39.473)
den 16 zusétzliche Unglei- Lirge- 407 91[40 -
L&
chungen (VOH >~ 931 ~ 110 &L?Jr;binﬁegngu[ﬂ 475)
. . . . . &L;r;hinﬁzgngs[ﬁ 476)
moglichen) generiert, bis eine &L;"e;enaedng P,
AFge:
zusammenhéngende (und so- e chendcing 44470
&LN ehenBegnggHS 479]
gar ganzzahlige) Lésung er- Fertig: 1.001,001,001,001,001.001,001,001,001,001,001.001,001,001.001,001,001,001.001,001.001,00 &:FehinBedng[dB 430
1.001.001,001,001,001.001.001.001,00 L&nge= 450,31
. . & NeberBedng [47,.481)
reicht ist. Large= 452,15
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6 Spezielle Strukturen und Anwendungen

Im folgenden werden Varianten und Anwendungen der Verfahren aus §4-5 und der theoretischen

Ergebnisse aus §2-3 auf verschiedene Problembereiche behandelt.

6.1 Dekompositionsverfahren

Bei grofien Problemdimensionen kann nur das revidierte Simplexverfahren Effizienzvorteile aus
speziellen Strukturen ziehen. Die folgende Methode ist auch deshalb von Interesse, weil sie sich
an einer etwas abstrakteren Problemformulierung orientiert und auch das Simplexverfahren iiber

die Formulierung von Hilfsproblemen abstrakt zum Einsatz bringt.

Fiir grofle m,n gibt es in der Regel keine enge Kopplung aller auftretenden Variablen, in der
Matrix A der Restriktionen ist dann nur ein (kleiner) Teil der Koeffizienten nichtrivial (”diinn
besetzt”). Eine spezielle Variante sind Systeme, die sich aus kleineren Einheiten zusammenset-
zen, und der grofite Teil der Restriktionen sich jeweils auf eine Einheit bezieht. Beispielsweise
wiirde bei einem Unternehmen mit verschiedenen Standorten nur ein Teil der Restriktionen

(beschrénkte Resourcen) global gelten. Das Programm hat dann die Form

T Dy
rzaxc T Dy
v=1 mit Matrix D = ,
Gx=h G
x>0 Dy
Gy Gy - Gy

und einer (nicht-quadratischen) Blockdiagonalmatrix D. Das Teil-System Dx = f zerfdllt dann
in unabhiingige Teilprobleme. Mit Teilvektoren (" € R™ f() € R™i und D; € R™i*"  sowie

21 fo
T = ) f = )
() Ji2

sind némlich die folgenen Probleme &dquivalent,

max d'z max d(i)Tx
(HP) Dx=f und  (HP) { Dz = fO 3 i=1,...,p,
x>0 2@ >0

die kleinen unabhéingigen Probleme (HP;) kénnen aber effizienter gelost werden (sogar parallel).

Eine solche Moglichkeit wird im folgenden Dekompositionsverfahren von Dantzig-Wolfe vor-

ausgesetzt, Ansatzpunkt ist aber die abstrakte Problemstellung

maxc'z: Gr=h, z€ M, (ZP)
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mit G € R™*" h € R™, und einem konvexen Polyeder M C R™. Im Beispiel (HP) ist M =
X1 x -+ x X, ein cartesisches Produkt der Polyeder X; := {z® : Dz = O 2 > 0},
i=1,...,p. Die zuléssige Menge von (ZP) ist aber X = LN M, L := {x : Gx = h}.

Nach Theorem 2.5.2 ist M = K(E(M))+O" (M) als Summe eines Polytops und eines endlich
erzeugten Kegels, also durch Ecken und (einige) Kanten, darstellbar. Fafit man die Ecken u(®

und Kanten w() zusammen in Matrizen
U= @D, .. u®) e R W= (w®, .. w®) e R,
dann gilt also

M = konv(uM, ... u®) + keg(w®,. .. w®)
= {Uy+Wz: yeRE ze R, 1Ty =1} (6.1.1)

Fiir beschrinktes M entfillt natiirlich der Anteil Wz. Das Dekompositions-Verfahren arbeitet
abstrakt, ohne explizite Kenntnis der (evtl. sehr grofen) Matrizen U, W! Denn nur bei Bedarf

miissen einzelne ihrer Spalten durch Losen von Hilfsproblemen (s.o.)
max d'z: z €M (HP)

bestimmt werden. Durch Einsetzen der Parametrisierung (6.1.1) von M in (ZP) ergibt sich ein

Problem
max ¢ Uy +c' Wz

GUy +GWz =D (ZP’)
1My =1, y,2>0,
mit nur m + 1 Restriktionen, aber einer grofien (unbekannten!) Anzahl von Variablen, n = k+¢.
Matrix und Zielvektor zu (ZP’) sind

GU GW ¢ o\(u w\ + 1 - - (U w
A:<]1T OT>:<OT 1) (]ﬂ 0T), ¢ = UcW)=(c,0) T oot )

Im Simplexverfahren bedeuten diese Verhiltnisse, dass die Menge K = {1,...,n}\ J, der Nicht-
Basis-Indizes wesentlich grofler als die der Stiitzmenge J, |J| = m + 1, ist. Im revidierten Ver-
fahren ist dies unerheblich, da die einzige Rechnung mit K die reduzierten Gewinne ;, j € K,
betrifft. Diese werden aber nicht alle bendétigt, es reicht z.B. aus, den mazimalen Gewinn zu
bestimmen. Wenn J C {1,...,n} die Basisindizes enthilt, ist mit ¢J A" = 77 = (07, 9m1)
der ganze Gewinnvektor gegeben durch
_ . G 0 u w
= —qTa={0-n"( T 7 7] = =0T W) = (a1 07).
0" 1 1" 0
Nach Konstruktion bestimmt das Simplex-Verfahren aus §4.3 bzw. §4.4 eine Fcke oder unbe-

schrinkte Kante des zulédssigen Polyeders. Bei M sind das nach Definition gerade die Spalten
von U und W. Demnach liefert das Hilfsproblem (HP) mit d' =c¢' —7'G, d.h.,

max(c' —n'G)z: € M bzw. max(c' = G)z: Dz =f, x>0,
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eine Spalte u(® = Ue® (Stop in Schritt 3) oder w® = Wel®) (Stop in Schritt 4). Damit
wurde eine maximale Komponente von (¢' — nTG)(U, W) berechnet. Man muf} folgende Fiille

unterscheiden:

1. Wenn (HP) unbeschrankt ist, liefert das Simplexverfahren eine Kantenrichtung

Wl = Wel) = (U, W) ( ?>> mit Yers = (cT =" G)(U, W) ( ?>> o
e €

denn auf dem Strahl z(t) = z + tw® gilt (¢" —nTG)(Z + tw'®)) — 0o (t — 00). Damit ist
ein Yx4s > 0 bestimmt und der in Simplex-Schritt 4 ben6tigte Richtungsvektor kann mit

(s)
v§k+s) _ —A;l <G18 ) .

2. (HP) ist beschriinkt, mit der Losung & = u(®) sei

w'®) berechnet werden:

d'z =max{(c" =0 G)x: z € M} =: u < oco.
Dann sind die Gewinne (c¢' — 7' G)W < 0 und nach Konstruktion gilt

max; =7, = (¢ — 1" G = N1 = 1= s,

da der Anteil —1,,4+1 17 den Wert fiir alle Einheitsvektoren y = e, ¢ < k, in identischer
Weise dndert. Nun folgt fiir

i) pu—nms1 < 0: alle Gewinne sind nichtpositiv, das Maximum ist erreicht.

i) g —Nme1 > 0: mit dem positiven Gewinn vs = p — 7,41 kann zu Simplex-Schritt 4

s L (Gu®
US):—AJ1< ) >

Im Dantzig-Wolfe-Verfahren wird mit der Parametrisierung x = Uy+V z von X C M gearbeitet.
Dabher ist der Simplexschritt 5 mit den Koeffizienten (yT, zT)} der aktuellen Ecke durchzufiihren,

iibergegangen werden, mit

die Losung selbst bekommt man aber am Ende mit J = {j1,...,jm+1} als Linearkombination
5= Z yjiu(ji) + Z Zji_kw(ji*k)'
Ji<k Ji>k

Diese Darstellung erfordert, dass alle auftretenden w,w im vorherigen Ablauf schon berechnet
wurden. Dies ist auch tatsédchlich der Fall, wenn J keine Indizes der Startecke mehr enthilt,
etwa aufgrund einer Anlaufrechnung mit der Zweiphasen- oder Grofi-M-Methode. Im Verfahren
ist natiirlich ein gewisser Verwaltungsaufwand fiir die m + 1 bendétigten Spalten von (U, W)

erforderlich.
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6.2 Transportprobleme in Graphen

Da diese Probleme gelegentlich als Beispiele diskutiert wurden, wird noch kurz auf einige der spe-
ziellen Strukturen eingegangen die sich im Zusammenhang mit Graphen ergeben. Von allgemei-
nerem Interesse, iiber die Optimierung hinaus, sind Querverbindungen zwischen Graphentheorie

und Linearer Algebra.

Definition 6.2.1 Ein Graph G = G(P, L) besteht aus einer Menge P = P(G) # 0 von Ecken
(Punkten) und einer von Kanten (Linien) L = L(G). Kanten eines allgemeinen Graphen sind
ungeordnete Paare {u,v}, u,v € P. In einem gerichteten Graphen (Digraph) betrachtet man

Kanten als Paare k = (u,v) mit dem Anfangsknoten uw und Endknoten v von k.

Die Bezeichnungen P, L sind etwas uniiblich, die am Englischen angelehnten Bezeichnungen
fithren aber leicht zu Verwechslungen (Ecken/edges, Kanten/knots). Der Zusammenhang zwi-

schen Kanten und Ecken kann auch durch eine InzidenzAbbildung
U k v
0: L—PxP, kw—dk)={u,v}, o’(k:) Ic:(k:)

beschrieben werden. Im Digraph bezieht sich das auch auf Anfangs- und Endpunkte:

a'{ L— P w_{ L— P 5'{L—> PxP
) k= (uv)— u ) k=)~ v ] | ke~ (a(k),w(k))

Es werden nur endliche Graphen betrachtet mit P = {p1,...,pm} (z.B. pi = i € N) und
L = {ki,...,k,}. Da gerichtete Graphen den allgemeineren Fall darstellen, wird dieser in den
Vordergrund gestellt. In der allgemeinen Form sind in einem Graphen auch parallele Kanten
k,l € L mit a(k) = a(l), w(k) = w(l) und Schlingen k mit a(k) = w(k) zugelassen. Ein
Graph heifit schlicht, wenn er keine Schlingen oder parallelen Kanten enthélt, dann kann man

insbesondere L C P x P betrachten und die Kanten durch ihre Endecken bezeichnen.

Bezogen auf die Ecken sind die aus- und eingehenden Kanten interessant, fiir u € P sei

sowie L(u) = L™ (u) U Lt (u), g(u) = g~ (u) + g™ (u). Die Zahl g*(u) der auslaufenden Kanten
aus L1 (u) heifit AuBengrad der Ecke u, g~ (u) der Innengrad, die Summe g(u) der Grad von u.
Eine Ecke vom Grad g(u) = 0 heiit isoliert. Bei schlichten Graphen koénnen statt der Menge
L(u) direkt die Nachbarn einer Ecke u betrachtet werden,

N(u) = N~ (u) UNT(u). Der Grad beschreibt die Stirke der 'Vernetzung’ einer einzelnen Ecke.
Um die Vernetzung des Gesamt-Graphen untersuchen zu koénnen, betrachtet man Wege und

Kantenziige im Graphen. Die Begriffe unterscheiden sich darin, ob dabei Kanten nur ldngs ihrer
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Richtung benutzt werden diirfen. In einem ungerichteten Graphen sind beide Begriffe gleich. Ein

Weg w ist eine alternierende Folge von Ecken und Kanten:

w = (pioakjupilv .. -,kjrapir)a mit 6(k]e) = (pie,ppig)

Dabei ist r die Lénge, p;, Anfangs- und p;. Endecke von w. Ein geschlossener Weg mit p;, =
p;, heiBt Kreis. In einem schlichten Graphen geniigt es, die Ecken des Weges anzugeben. Ein
Kantenzug z (Kette) unterscheidet sich dadurch vom Weg, dass beliebig orientierte Kanten

auftreten konnen,

2= (Dig> kj1> Pivs - > Kjpy 0i,), it 0(kj,) € {(Pip_y Piy)s (Pigs Pip_1) }

Ein geschlossener Kantenzug, bei dem alle Kanten verschieden sind, heifit Zyklus. Ein Graph
heifit zusammenhdngend, wenn zwischen je zwei Ecken u,v € P ein sie verbindender Kantenzug
existiert. Wenn der Graph dies in Bezug auf Wege erfiillt, heifit er stark zusammenhéngend.
Beispiel 6.2.2 Der nebenstehende Digraph mit m = 9 Ecken
und n = 8 Kanten beschreibt die Teilbarkeitsrelation der natiirli-
chen Zahlen bis 10. Er ist schlicht (daher keine Kantenbezeichner
notig), aber offensichtlich nicht zusammenhéngend, da 7 isoliert
ist. Ohne die Ecke 7 ist er zusammenhéngend, aber nicht stark zu-
sammenhéngend. Denn der einzige nichttriviale Weg geht iiber die
Ecken (2,4, 8). Zur Eckenfolge (2,4, 8,2) gehort ein geschlossener
Kantenzug, der der einzige Zyklus des Graphen ist.

Ein Baum ist ein zusammenhéngender, zyklenfreier Graph. Von besonderem Interesse in der
Informatik und hier sind Baume, da sie die 'sparsamste’ Form von (Teil-) Graphen darstellen
und Grundlage vieler Algorithmen sind. Ein Graph G(P, M) mit M C L heifit Teilgraph von
G(P, L), enthélt also alle Ecken, aber nur einen Teil der Kanten.

Satz 6.2.3 a) Ist G(P,L) ein Baum, dann gilt |L| = |P| — 1.

b) Jeder zusammenhingende Graph G(P, L) besitzt einen aufspannenden Baum, d.h. einen Teil-
graphen G(P, M), M C L, der ein Baum ist.

Im Teilbarkeitsgraphen (ohne 7) bekommt man durch Streichung einer Kante des Zyklus (2,4, 8, 2)
einen aufspannenden Baum mit |[M| = 7 = |P| — 1. Wichtige Zusammenhénge zur Linea-
ren Algebra ergeben sich durch Betrachtung bestimmter, den Graphen zugeordneter Matrizen.
Die Inzidenzmatric A = A(G) € R™*" eines schlingenfreien Graphen mit P = {p1,...,pm},
L ={ki,...,ky} ist definiert durch

1 fir p; = a(kj),
A= (aij) € R™™ a5 = -1 furp; = w(k]’),

0 sonst.
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Auf dhnliche Weise kann auch eine quadratische Adjazenzmatriz (Nachbarschaftsmatrix) im

R™*™ definiert werden. Diese spielt beim Transportproblem aber keine Rolle.

Beispiel 6.2.4 Die Inzidenzmatrix zum gezeigten Graphen ist D3 ks P4
0o 0 -1 0 ky PN ks
o -1 0 1 1
A=
-1 1 1 0 O
p1 ka4 p2

0o 0 -1 0 -1
Offensichtlich hat jede Spalte genau zwei nichttriviale Eintrége, fiir eine Kante mit d(k;) =
(Pas Do) ist a; = eq — €, Daher sind alle Spaltensummen null, 1"TA = 07 und der Rang von A
ist daher hochstens |P| — 1. In Zeile i sind die bei der Ecke p; aus- und einlaufenden Kanten

markiert. Die Inzidenzmatrix hat aber noch mehr interessante Eigenschaften.

Satz 6.2.5 Bei einem schlingenfreien, gerichteten Graph G ist die Inzidenzmatriz A(G) total
unimodular, d.h., fir jede quadratischen Untermatriz hat die Determinante einen Wert aus
{-1,0,1}.

Als Folge der Cramerschen Regel ist bei einer total unimodularen Matrix die Inverse einer jeden

reguldren Untermatrix ganzzahlig.

Satz 6.2.6 Essei G(P, L) ein schlichter Digraph mit Inzidenzmatriz A = (a1, ...,a,). Zu einem
Teilgraph G(P,M), M C L, sei B = {aj : k; € M} die entsprechende Untermatriz. B hat
mazximalen Rang genau dann, wenn der Teilgraph G(P, M) keine Zyklen enthdlt. Insbesondere

hat B Rang |P| — 1 genau dann, wenn G(P, M) ein aufspannender Baum ist.

Die zu einem Teilgraphen gehorige Untermatrix hat wegen 1T B = 07 linear abhiingige Zeilen.
Durch Streichen einer beliebigen Zeile von B ergibt sich bei einem aufspannenden Baum aber

eine regulire, quadratische Matrix der Grofie |P| — 1.

Im Beispiel 6.2.4 erhdlt man mit M = {ko, ks, k4} einen

0o 0 -1
aufspannenden Baum. Die zugehorige Matrix B hat vollen 1 0 1
Rang drei. Denn nach Streichen ihrer letzten Zeile bekommt B = 1 1 o |
man eine regulére Matrix mit Determinante 1. \ 0 -1 o /

Transportproblem Der Graph G(P, L) besitze zusitzlich eine Bewertung b € R™ der Ecken
und ¢ € R" der Kanten. Die Ecke p; nennt man fiir b; > 0 eine Quelle, fiir b; < 0 eine Senke und
fiir b; = 0 ein Umschlagplatz. Es wird (ohne wesentl.Einschrinkung) > " | b; = 0 vorausgesetzt.
Die Zielkoeflizienten c¢; < 0 werden als Kosten fiir den Transport lings Kante k; negativ notiert.
Fiir den Vektor x der kostenminimalen Transporte z; > 0 lings Kante k; kénnen das primale

und duale Programm direkt angegeben werden:

max{c'z: Az =b, x>0} und min{b'y: ATy >c}.

Bew
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Dabei ist A € R™*" die Inzidenzmatriz von G, die einen Rangdefekt eins besitzt. Mit A €
Rm=1*7 werden die ersten m — 1 Zeilen von A bezeichnet. In Zeile i bedeutet die Restriktion
Az = b gerade, dass die Summe der aus Ecke p; herausgehenden und hineinflieSenden Mengen
der Bewertung b; (Bedarf) entspricht (Kirchhoffsche Regel). Die dualen Variablen y; sind den

Ecken zugeordnet.

Aufgrund von Satz 6.2.6 sind die Basen A; von A gerade durch aufspannende Biume des
Graphen gegeben, insbesondere ist daher auch der optimale Transportplan ein Baum. Der Ba-
siswechsel entspricht dem Ubergang zu einem anderen Baum. Das Simplexverfahren kann daher
direkt mit diesen Bdumen arbeiten, wenn sich die dabei benotigten Hilfsgroflen leicht bestimmen
lassen. Dies gilt insbesondere bei ganzzahligem Bedarf b € Z™ (= = € Z"™). Zu einem aufspan-
nenden Baum G(P, M) mit M = {kj,,...,kj, ,} gehort die Basismatrix Ay, J = {j1, ..., jm—1}-

e Die Basislosung z mit A;Z; = b zum Baum G(P, M) kann von den Blittern (Ecken vom
Grad g(p) = 1) her bestimmt werden, da die Versorgung eines Blattes p; vollstandig durch
die hin-/herlaufende Kante k; erfolgen muf. Die entsprechende Zeile von A enthélt nur
ein nichttriviales Element a;; = %1, womit der Wert von z; = b; / a;; bestimmt werden
kann. Der Restgraph ohne p;, k; ist wieder ein Baum, mit dem man genauso arbeitet.
Zum Start des Verfahrens mufl man aber wieder die Zuldssigkeit der Basislosung z > 0

voraussetzen.

e Der Gewinnvektor ist 7 = ¢" —yT A (Gesamtmatrix zur Vereinfachung). Seine J-Kompo-
nenten verschwinden, v; = 0, und definieren die duale Losung y, vgl. (5.0.1), welche dhnlich
zur primalen Losung bestimmt werden kann. Der Wert y; ist der Schattenpreis des Bedarfs
im Knoten p;. Fiir eine Kante mit §(k;) = (pa,pw) ist die Matrixspalte a; = e, — €, und
daher ist

Vi =¢ —Ya+ Y Vj=1,...,n. (6.2.1)

Fiir Kanten im Baum dienen diese Gleichungen +; L 0, 5 € J zur Berechnung der dualen
Losung y. Da 1 den Kern von AT aufspannt, kann eine Komponente von y auf null gesetzt
werden, etwa y, = 0. Von der zugehorigen Ecke p, (~ Baumwurzel) aus werden dann
mit den Kanten des Baums G(P, M) die y-Werte aller Ecken von G bestimmt. Mit dieser
Losung y werden dann mit (6.2.1) die Gewinne der restlichen Kanten k; ¢ M ausgewertet,
bis man einen positiven Wert v, > 0, £ € K = {1,...,n}\ J zu einer Kante k; ¢ M findet.

Wenn keiner existiert, fiir vx < 0, liegt natiirlich ein Optimum vor.

e Durch Aufnahme dieser Kante, M’ := M U {k/} in den Baum entsteht ein eindeutiger Zy-
klus z = (pigy - - -y Dia_1s ke, Piy, - - -). Dieser sei so orientiert sei, dass ky in Vorwértsrichtung
auftritt: 0(k¢) = (pi,_,,pi,). VergroBert man analog zu (4.2.5) den Transport z, = 0 ldngs

ke auf xy = t > 0, &ndern sich der Transport auf allen Kanten dieses Zyklus wegen der
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Erhaltungsgleichungen ebenfalls um diesen Betrag t:

Z; +t, k; Vorwirtskante im Zyklus z
zi(t) =4 z; —t, k; Riickwirtskante im Zyklus z (6.2.2)

X, k; nicht in z

Bei der Vergrofilerung ist die Zuldssigkeit x(t) > 0 einzuhalten, im Simplexschritt 4/5
konnen die beiden Fille auftreten:
x alle Kanten in z verlaufen in der gleichen Richtung (der von k;). Dann ist das
Problem unbeschrinkt, da ¢ beliebig gro3 werden kann.
+* unter den Riickwirtskanten bestimmt der minimale Wert Z; den maximal zuldssigen
Schritt ¢, = min{x; : k; Riickwértskante in z}. Die Kante k4, in der das Minimum
angenommen wird, wird wegen z,4(t;) = 0 aus M’ gestrichen, und erzeugt einen
neuen aufspannenden Baum G(P, M U {k¢} \ {kq}) des Graphen, also eine neue
Basis zu J U {¢} \ {¢}.
Der unbeschrénkte Fall kann natiirlich nur auftreten, wenn Kanten im Graph existieren
mit nicht-positiven Kosten —c¢; > 0. In einer ausgearteten (Polyeder-) Ecke mit z, = 0
dndert sich der Transportplan nicht, £, = 0. Dann muss ein mdogliches Kreisen analog zu

§4.6 verhindert werden.

e Fiir eine Anlaufrechnung kénnen bisher nicht vorhandene Kanten eingefiihrt und mit sehr

hohen Kosten versehen werden.

Probleme wie Anlaufrechnung oder ausgeartete Ecken lassen sich ebenfalls analog zum allgemei-

nen Fall 16sen.

Beispiel 6.2.7 Das erste Bild zeigt das betrachtete Transportproblem mit 5 Ecken und 7 Kan-
ten, wobei die Werte von b bei den Ecken und die von ¢ bei den Kanten notiert sind. Rechts
ist ein aufspannender Baum gezeigt. Bei ihm sind an den Kanten die Transporte x; und an den

Ecken die Schattenpreise y; (duale Variable) angegeben.

STy /3% 6 4 o) 4$@10

Mit den Schattenpreisen werden die reduzierten Gewinne an den restlichen Kanten bestimmt

3

(unten linkes Bild). Dabei ist nur v13 = ¢13 — y1 + y3 = 2 an Kante 1-3 positiv (die Kante
wird hier durch Doppelindex bezeichnet). Nimmt man diese Kante dazu mit einem Transport
x13 = t > 0, entsteht ein Zyklus z = (2,3, 1,2), in dem die anderen Transporte um ¢ gedndert

werden miissen, damit der Bedarf iiberall erfiillt bleibt.
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3(2)

Offensichtlich ist ¢ < 1 zu wéhlen, fiir ¢ = 1 verschwindet der Transport xo3. Die Kante 2-3 kann

daher entfernt werden, der folgende neue Baum (mit Transporten und Schattenpreisen) ergibt

den optimalen Transportplan.

3(D——

Auf diese Weise kann das Simplexverfahren direkt mit den Datenstrukturen des Graphen ope-

L)

rieren ohne aufwindige Matrix-Algebra. Die Problemformulierung fithrt dazu, dass besonders
"billige” Strecken stark ausgelastet werden. In der Praxis sollte man aber damit rechnen, dass
alle/einzelne Kanten eine maximale Kapazitit besitzen, die ihre Nutzung begrenzt, z; < d; auf

k;. Diese Zusatzeinschrankung dndert den Problemtyp.

Flu3probleme in Netzwerken Zunichst wird nur von einer Bewertung d : L — R, der
Kanten im Digraph G(P, L) ausgegangen, welche deren Kapazitéit angibt. Der Transport x;
iiber die Kante k; € L ist durch 0 < z; < d; begrenzt. Aulerdem zeichnet man zwei Ecken
q,s € P aus als Quelle und Senke und fragt nach der maximalen Menge, die von ¢ durch G
nach s beférdert werden kann. Innere Quellen und Senken gibt es nicht. Zur Formulierung fiihrt
man eine neue(!) (Riicklauf-) Kante kg = (s,¢) von s nach ¢ ein, mit dy = oo und betrachtet
G' = G(P,L'), L' = LU {ko}. Ein Vektor 2’ = (*°) € R7*! im Graph G’ heifit zuldssiger
Fluf, wenn in allen Ecken die Erhaltungsgleichungen eingehalten werden und z < d gilt. Da
der GesamtfluBl durch G’ durch die Kante kg zuriickfliet, entspricht dem maximalen Fluf} eine

Losung des Problems
max{zg: Ar — (e —es)rg=0,0<z <d}=W. (FP)

Dabei ist A € R™*" wieder die Inzidenzmatrix von G, W der Wert des Flusses.

Eine fundamentale Rolle beim FluBiproblem spielt der

Begriff Schnitt. Zerschneidet man das Netz in zwei Tei- > orS

le so, dass Quelle und Senke in verschiedenen Half-
ten liegen, muf} die gesamte Flulmenge durch die zer-

schnittenen Kanten flielen. Deren Gesamt-Kapazitit

R e N

beschrankt natiirlich den maximalen Fluf.
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Definition 6.2.8 FEs sei G(P, L) ein Digraph mit Quelle q, Senke s und Kapazititen d. Eine
Zerlegung P = (Q,S) mit P =Q+ S, q € Q,s € S heifit Schnitt. Der Wert des Schnitts ist

d(Q7 S) = Zk¢€L+(Q) d;.

In Verallgemeinerung der fritheren Definition enthiilt LT (Q) = {k : a(k) € Q,w(k) ¢ Q} die Q
verlassenden Kanten. Aus der ersten Uberlegung zum Begriff Schnitt folgt die (nachzuweisende)
Schranke W < d(@, S) fiir jeden Schnitt. Diese Eigenschaft ist aber auch eine direkte Folge der
Dualitétstheorie. Mit dualen Variablen u (zu Ecken), v (zu Kanten) sind die Restriktionen des
dualen Programms von (FP): u'(es —e,) > 1, uT A+ 0" >0, v > 0. Setzt man die Bedeutung

von A ein, lautet das duale Programm

mind'v: w;—u; +v; >0, k; = (i,f) € L,
Us — Uq > 1,
Vj >0, kij € L.

Jedem Schnitt (@, S) kann man die folgenden dual zuldssigen Vektoren w, v zuordnen:

1 firp, €8 1 fiir kj € LH(Q)
u’L g v =
0 firp, €Q ! 0 sonst

Fiir diese gilt auch d(Q,S) = d'v und die Schranke W < d(Q,S) = d'v folgt direkt aus
Satz 3.1.1. Auflerdem sind die Probleme 16sbar, da primal und dual zuldssige Punkte existieren.
Die Hauptfolgerung zu Fliissen wird aber die Aussage Maximal-FluB=Minimal-Schnitt (v.
Ford-Fulkerson) sein. Fiir die Formulierung sind folgende Begriffe hilfreich. Zu einem zuléssigen
FluB Z heiflen Kanten k; leer fiir ; = 0 und geséttigt, wenn Z; = d; gilt. Ein Kantenzug
z = (piy, = ¢, kiy,--.,pi, =) von g nach s heift Zugewinnweg zu x, wenn keine Vorwértskante

geséttigt und keine Riickwérstkante leer ist, also

wi; <dijy ki; = (Di; 15 Diy)s
ri; >0,  ki; = (i, Pij_,)-

Auf einem Zugewinnweg sind 6t = min{d; — z; : k; Vorwirtskante}, 0~ = min{z; : k; Riick-
wirtskante} positiv, es gibt also eine Kapazititsreserve 6 := max{6~,67} > 0. Wie beim Trans-
portproblem kann daher der Flul z(¢) geméf (6.2.2) bis zum Grenzwert ¢ = 0 zuléissig vergrofert
werden (zusammen mit der Riickflukante ko wird aus z ein Zyklus). Die Ergebnisse fait fol-

gender Satz zusammen.

Satz 6.2.9 a) Ein zuldssiger Fluf$ T ist genau dann mazimal, wenn kein Zugewinnweg von q

nach s existiert.

b) Der Wert eines zulissigen Flusses von q nach s ist beschrinkt durch den Wert jedes Schnittes.

Der Wert eines Mazimal-Flusses T ist gleich dem eines Minimal-Schnitts (Q,S), und

Tj = d]’, fir kj S L+(Q),

Zo :d(st) — { T =0, fir k‘j S L+(S)'
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Fiir ganzzahlige Kapazititen d € Z'} ist auch der Maximalflu} ganzzahlig. Durch die Kon-
struktion eines Zugewinnwegs z kann ein nicht-maximaler Flufl verbessert werden. Dazu ist der
gesamte Graph zu durchsuchen, hier ist eine Breitensuche angebracht, bei der man von jedem
Knoten aus alle Nachbarn untersucht. Diese Art der Graph-Traverse kann leicht mit Hilfe einer
Schlange (first in, first out) organisiert werden. Beginnend mit @) = {q} vergréfiert man schritt-
weise den Schnitt (Q,S), S = P\ @, um Knoten u, zu denen ein Zugewinnweg ¢ — u existiert.
Die zugehorige FluB-Reserve 6 trdgt man als Markierung f : P +— R der Ecke u ein, diese
Markierung dient auch zur Identifikation von ). Am ’'Rand’ von @ gibt es dann dann eine Kno-
tenmenge U C @, die noch zu iiberpriifen ist. Diese Menge U wird tatséchlich in einer Schlange
verwaltet. Die Suche nach dem Zugewinnweg terminiert spitestens, wenn man bei der Senke s
ankommt. Um dann den Weg riickwérts rekonstruieren zu konnen, trigt man die zur Ecke u
fithrende Kante in einer Markierung vor : L — Z ein. Zur Vereinfachung wird P = {1,...,m}

gesetzt. Der Algorithmus von Ford-Fulkerson zur Bestimmung eines maximalen Flusses lautet:

0.  sei zuléssiger FluB;

L Q:={q} U:=A{q}; fj = —1Vj € P\Q, fq:= o0
2. wéhle Ecke u € U; setze U :=U \ {u};

fiir alle kj € L(u) \ @ {
wenn k; = (u,p) und z; < d; {

Jp 1= min(d; —aj, fu); vory = +; Q := QU{pk; U := UU{p}:}

wenn k;j = (p,u) und z; > 0 {

fp = min(z;, fu); vory == —j; @ = QU{p}; U :=U U {p}}

}

3. wenn U = (: STOP maximal!
4. wenn s € @ {

u:=s; 0:= fg
solange u # ¢ {
j = lvor(u)l;

wenn vor(u) > 0 {z; :=x; +6; u:=

2
S
I

wenn vor(u) < 0 {xz; :

H

weiter mit Schritt 1.

x]‘—

aus @ fithrende Kanten

ungesittigte V-Kante

nichtleere R-Kante

Zugewinnweg exist.
Ende Zugewinnweg
Kette zuriicklaufen
Kante Richtung ¢
dndere Fluf3
dndere Flufl \

Wenn das Verfahren in Schritt 3 endet, ist (Q,S), S = P\ @ 3 s, ein minimaler Schnitt. Zu den
Knoten u € @ existiert dann ein Zugewinnweg ¢ — u, zu denen aus S nicht. Der Algorithmus
ist so nur bei ganzzahligem x und d endlich. Allerdings garantiert gerade die Verwaltung von U

in einer Schlange seine Endlichkeit ([Edmonds-Karp]), die Laufzeit ist dann O(n?m).
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A Symbole, Abkiirzungen

Symbole

1
aff(M)

arg min

keg (M)
konv(M)
H(a,«)

HY H-

H®, HO
L(M)
(LP1)..(LP3)
(LP*), (LP#¥*)
O™ (M)

bm

B!

Vektor von Einsen 1= (1,...,1)T

affine Hiille einer Menge M

Argumentwert in einer Minimalstelle

boolesche Menge B = {0, 1}

Kugel um z mit Radius r

Standardsimplex A, = {z e R": 1Tz =1, z > 0}
Menge der Ecken einer konvexen Menge M
Einheitsvektoren

konische Hiille einer Menge M, von M erzeugter Kegel
konvexe Hiille einer Menge M

Hyperebene mit Normalenrichtung a # 0

offener Halbraum in (bzw. entgegen) Normalenrichtung
entsprechende abgeschlossene Halbrdume

Linealraum einer Menge M

Standardformen linearer Programme

duale Programme

Ausdehnungskegel einer konvexen Menge M
Projektion pys : R™ — M auf eine konvexe Menge M
positiver Kegel R = {z € R": = > 0}

Bezeichnungsweisen

Zu Mengen M C R", Matrizen A € R™*", Vektoren x,y € R"™ wurden eingefiihrt:

M, M

e

[, y]

J(x), JE (x)

zy
AW)
Ay

H, H

Abschlufl und Inneres
Polarkegel

Verbindungsstrecke von Punkten

Stiitzindizes von x: der x;, die nicht null, bzw. positiv/negativ

Teilvektor z; = (xj,,...,2j,)" zu Indexmenge J = {j1,...

{1,...,n}

Ik}

. . AT
Untermatrix aus Zeilenvektoren (@) = e]TA zu Indexmenge .J

{1,...,m}

Untermatrix aus Spaltenvektoren a; = Ae; zu Indexmenge J

{1,...,n}

einfaches und erweitertes Simplex-Tableau, H und A}lA enthalten

die gleichen Elemente, die Zeilenindizes von H sind aber 1,...,m

C
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