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1 REELLE ZAHLEN 1

1 Reelle Zahlen

In der Analysis entwickelt man den richtigen Umgang mit dem Begriff ”unendlich”, der bei nai-
ver Betrachtung sonst zu Schwierigkeiten wie dem Paradoxon von Achilles und der Schildkréte
fithren wiirde. Unsere reale Welt ist zwar grof}, aber endlich und Elemente nach den Erkenntnis-
sen der Physik nicht beliebig teilbar. Daher sind die Begriff "unendlich grof3” oder ”unendlich
klein” bzw. "unendlich oft zerlegbar” eigentlich unrealistisch. Sie stellen aber eine sehr erfolg-
reiche Fiktion dar, die insbesondere zu wesentlich einfacheren Regeln fiihrt als die Betrachtung
kleiner, aber endlicher Groflen (etwa Differenzen statt Differentiale). Dies gilt auch fiir die In-
formatik, obwohl Computer die reellen Zahlen durch Maschinenzahlen approximieren miissen.
Die Gesamtmenge der verarbeiteten digitalen Information lag 2008 bei 10 Zettabyte (10?2 Byte)
und soll sich alle 2 Jahre verdoppeln. Aktuell wiren das 10? Byte, was doch schon ”recht nahe
an unendlich” liegt.

Grundlage der Analysis sind die reellen Zahlen R, deren Gesetzméfigkeiten jedem durch dau-
ernden Umgang (in der Schule) vertraut erscheinen. In der Mathematik leitet man die reellen
Zahlen aber aus bestimmten Axiomen her. Denn die verschiedenen, wohlbekannten und ”selbst-
verstdndlichen” Regeln beruhen auf unterschiedlichen Grundlagen. Bei den reellen Zahlen kommt
zu den arithmetischen Regeln (Kdrperaziome) die gerichtete Struktur (Anordnungsaziome) dazu.
Fiir die Definition irrationaler Zahlen wie v/2 (die Losung der quadratischen Gleichung 2% = 2)
wird aber aulerdem die Vollstindigkeit benttigt. In dem umfassendsten Kérper C der komple-

xen Zahlen ist dann jede quadratische Gleichung losbar, dagegen gibt es aber keine Anordnung

mehr.
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1.1 Einige Grundlagen

Zunichst werden einige Grundbegriff aus der Mathematik 1 wiederholt (meist ohne Beweise).
Zu zwei Mengen M, N ist das cartesische Produkt die Menge aller Paare (a,b) von Elementen
aus M und N:

M x N :={(a,b): a€ M,be N}.

Der Begriff verallgemeinert sich leicht auf cartesische Produkte mit mehr als 2 Mengen. Ein

zentraler Begriff 148t sich damit definieren.

Definition 1.1.1 FEine Abbildung f : M — N zwischen nichtleeren Mengen M, N ist eine
Teilmenge F C M x N, wobei jedes a € M in genau einem Paar (a,b) € F als erste Komponente
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auftritt. Man mnennt M den Definitionsbereich und N den Wertebereich der Abbildung. Das
Element b = f(a) heifit das Bild von a, Schreibweise auch f: a > b. Mit Abb(M, N) bezeichnet
man die Menge aller Abbildungen f: M — N.

Die Menge F' C M x N nennt man zur Unterscheidung von der Vorschrift f auch den Graph
der Abbildung.

Beispiel 1.1.2 a) Abbildungen zwischen Zahlmengen nennt man auch Funktionen, in einfachen
Fillen kann man sie als Vorschrift, wie etwa f(x) = x? angeben. Wichtig bei Defin. ist

aber, dass auch Definitions- und Wertebereich erkldart werden miissen, z.B.
f:R=R, zw— a2

b) Fiir Bytes (Bindrworte) a = (a7, aq,...,a0), a; € {0,1} =: B, sind die einfache Verschie-
bung S : B® — B® a + (ag,a7,...,a;) und die zyklische Verschiebung Z : B® — B, a
(ag,az,...,a;) Abbildungen.
c) Fir M = N ist idy : M — M, a > a die Identitit (identische Abbildung) von M.

Bei einer Abbildung gehort zu jedem Element a aus dem Definitionsbereich genau ein Bildelement
b = f(a). Umgekehrt kann aber ein Bildelement b verschiedene Urbilder ay,as mit f(ay) =b =

f(a2) besitzen. Die genannten Begriffe bezieht man auch auf ganze Teilmengen von M bzw. N.

Definition 1.1.3 Bei einer Abbildung f: M — N seien A C M bzw. B C N Teilmengen. Das
Bild von A unter f ist f(A) := {f(a) : a € A} und das Urbild von B unter f ist f~1(B) :=
{a e M: f(a) € B}

Die Schreibweise f~! bedeutet dabei nicht, dass eine Umkehrabbildung existiert. Die Existenz
einer Umkehrabbildung ist ein schwierigeres Problem, das gleich behandelt wird. Wichtige Ei-
genschaften von Abbildungen betreffen die Fragen, ob der Wertebereich N mit Bildern f(a)
7ausgeschopft” wird bzw. die Anzahl der Urbilder eines Bildpunktes.

Definition 1.1.4 Eine Abbildung f : M — N heift
e injektiv, wenn f(a1) = f(az) = my=mge VYmy,mo € M,
o surjektiv, wenn f(M)= N,
e bijektiv (eine ”"Bijektion”), wenn f injektiv und surjektiv ist.
Bei den Byte-Shifts aus Beisp. ist S nicht injektiv, da Bytes mit verschiedenem ag das

gleiche Bild haben koénnen, der zyklische Shift Z ist dagegen sogar bijektiv. Fiir die Begriffe gilt
auch folgende, iibersichtliche Charakterisierung iiber Urbildmengen f~1(b):

Injektivitat : hochstens
Surjektivitat : jedes b € N hat mindestens ein Urbild.
Bijektivitat : genau

Offensichtlich hidngen diese Eigenschaften auch von der Festlegung von Definitions- und Werte-

bereich ab, wenn man M oder N abidndert, bekommt man auch eine andere Abbildung. Z.B.
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definiert man mit K C M die Finschrdinkung von f auf K durch
flg : K = N, mit f|g(a) = f(a)Va € K.

Bemerkung: Durch eine geeignete Einschréinkung 148t sich evtl. Injektivitat erreichen, z.B. ist
in R die Quadrat-Abbildung f : R — R, # — 22 nicht injektiv, die Einschrinkung f|z. auf die
nichtnegativen Zahlen R> := {z € R: x > 0} aber sehr wohl (s.u.). )
Bemerkung: Bei endlichen Mengen gleicher Méchtigkeit |M| = |N| gibt es einen engen Zu-
sammenhang zwischen Injektivitdt und Surjektivitiat, auch Schubladenprinzip genannt. Wenn
man k Objekte auf & Schubladen verteilt, und in jeder Schublade liegt héchstens ein Objekt
(Injektivitéit), dann ist auch jede Schublade belegt (Surjektivitit). Bei unendlichen Mengen gilt
das nicht mehr, wie man an der Verdopplung N — N, n — 2n sieht.

Zur Einfiihrung des Begriffes Umkehrabbildung ist es erforderlich, Abbildungen hintereinander

auszufiihren. Dies ergibt eine neue Verkniipfung von Abbildungen, welche assoziativ ist.

Definition 1.1.5 Zu Abbildungen f: M — N und g: N — P heif$it die Abbildung

gof: M —P, (gof)a):=g(f(a))

die Komposition von g und f.

Satz 1.1.6 Die Komposition ist eine assoziative Ver- M . N . P o)
kniipfung, fir Abbildungen f: M — N, g: N — P f g h
und h: P— Q gilt ho(go f) =(hog)of: M — Q. M o f - P 3 - Q)
Beweis Fiir beliebiges a € M gilt M - N
f hog
((hog)o f)(a) = (hog)(fla)) = hig(f(a))) M ioae ]
(ho(go f))a)=h((ge f)la)) = hig(f(a))) !

Die Umkehrabbildung einer Abbildung f macht deren Wirkung riickgingig, d.h. ihre Komposi-
tion mit f ist die Identitét.

Satz 1.1.7 Bei einer Abbildung f : M — N sind folgende Aussagen dquivalent:

a) f ist bijektiv.

b) Fir jedes b € N gibt es genau ein a € M mit f(a) = b.

¢) Es gibt eine Abbildung g : N — M mit go f =idy; und fog=idy.
Die Abbildung g im Satz ist eindeutig bestimmt und wird daher einfacher f~! := g genannt,
die Umkehrabbildung. Beim bijektiven zyklischen Shift Z nach rechts aus Beispiel ist die
Umkehrabbildung natiirlich der zyklische Shift links, Z=! : (ar,...,a0) — (as,...,ao,a7). Bei

bijektiven Abbildungen tritt also kein Informationsverlust auf, sie sind daher ein géngiges Mittel

in Mathematik und Informatik, um Arbeitstechniken zwischen Mengen iibertragen zu kénnen.
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Abbildungen M — N wurden als Teilmengen des cartesischen Produkts M x N eingefiihrt.
Allgemein bezeichnet man Teilmengen R C M x N mit nichtleeren Mengen M, N auch als
(zweistellige) Relationen, vor allem, wenn sie bestimmte Eigenschaften erfiillen. Fiir die reellen
Zahlen wird die Ordnungsrelation ”<” mit M = N = R eine zentrale Rolle spielen. Eine
andere, wichtige Klasse von Relationen sind Aquivalenzrelationen in einer Menge M, d.h. R C
M x M. Ahnlich wie bei der Anordnung schreibt man fiir ein Paar, das die Relation erfiillt,
meist nicht (a,b) € R, sondern setzt das Symbol fiir die Relation zwischen die Komponenten, in

der allgemeinen Version hier mit dem Symbol ”~”.

Definition 1.1.8 Die Relation "~” auf der Menge M # 0 heifit Aquivalenzrelation, wenn fiir
beliebige Elemente a,b,c € M gilt

Reflexivitit an~a

Symmetrie a~b = b~a

Transitivitit | a ~ b, b~c = ar~c

Diese Axiome fithren dazu, dass eine Ag-Relation die Menge M in disjunkte Teilmengen zerlegt.
Man nennt daher
[a] ={be M : a~b}

die Aquivalenzklasse des Elements a € M und jedes b € [a] (also auch a selbst) einen Reprdisen-

tanten dieser Klasse. Die genannten Eigenschaften werden als Satz formuliert.

Satz 1.1.9 Auf der Menge M # () sei " ~" eine Aquivalenzrelation. Dann folgt
a) fiir beliebige a,b € M gilt entweder [a] = [b] oder [a] N [b] = 0,

b) M ist die disjunkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen.

Beispiel 1.1.10 a) Die Gleichheit ” =" ist natiirlich eine einfache Ag-Relation: a ~ b += a =
b, insbesondere auch, wenn sich Gleichheit nur auf Einzelaspekte bezieht (gleiches Geburtsjahr,

Aq-Klassen=Jahrginge).

b) Jede Abbildung f : M — N definiert auf M eine Ag-Relation durch die Gleichheit der
Bilder, a ~y b <= f(a) = f(b). Die Aquivalenzklassen dieser Relation sind gerade die
verschiedenen Urbildmengen, [a] = f~1(f(a)) = {b € M : f(b) = f(a)}. Beim einfachen Shift S
aus Beisp. sind die Aquivalenzklassen durch die 7 fithrenden Bit bestimmt, [(a7,...,ag)] =

{(az,...,a,0),(az7,...,a1,1)}.

Strukturen von Verkniipfungen

Zahlen kann man durch Addition und Multiplikation verkniipfen, aber die Frage, ob auch die
dazu umgekehrten Operationen immer moglich sind, ist in den Zahlmengen N, Z,Q, R unter-
schiedlich zu beantworten. Da manche Eigenschaften bei Addition und Multiplikation analog

sind, fithrt man den umfassenden Begriff ” Gruppe” ein.
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Definition 1.1.11 Fine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung x : G x G — G,
(a,b) — a x b mit folgenden Gesetzen fir alle a,b,c € G:

Assoziativitit (axb)xc=ax(bxc)

Neutrales Element | es existiert e mit axe = a

Inverses Element es existiert b mit axb =-e

Gilt auch das Kommutativgesetz, a x b =bx* a, nennt man G eine abelsche Gruppe.

Gruppen sind nicht leer, da sie das neutrale Element e enthalten. Dieses ist auch ”linksneutral”,
e*a = aVa € G und eindeutig bestimmt, denn, wenn e; und es beide neutral sind, gilt e; =
e1 * ea = eg. Auch dass inverse Element b mit a * b = b a = e ist eindeutig und wird daher a~ !
(oder —a bei Addition) genannt. Bei einer Gruppe nennt man die Menge meist zusammen mit
der Verkniipfung: (G, *).

Beispiel 1.1.12 a) (Z, +) ist eine Gruppe, aber nicht (N, +). In den reellen Zahlen gibt es sogar
2 Gruppen (R, +) und (R \ {0}, ) zu Addition und Multiplikation. Diese Gruppen sind abelsch.

b) Die Menge aller bijektiven Abbildungen Bij(M) = {f € Abb(M,M) : f bijektiv} ist eine
Gruppe mit der Komposition o als Verkniipfung und i.a. nicht abelsch. Das neutrale Element

ist die Identitit, das inverse Element zu f deren Umkehrabbildung f~! nach Satz
c) Es gibt auch endliche Gruppen, z.B. bildet B mit der XOR-Verkniipfung (”entweder-oder”)

eine Gruppe mit zwei Elementen und der Verkniipfungstafel

XOR |0 1
0 0 1
1 10

1.2 Korperaxiome

Die Menge der reellen Zahlen besitzt die zwei Verkniipfungen Addition und Multiplikation, wobei
sowohl (R, +) und (R \ {0},) je eine abelsche Gruppe bilden. Das Distributivgesetz verbindet

beide. Dies ist die grundlegende Struktur, R ist ein sogenannter Korper:
Definition 1.2.1 FEin Koérper ist eine Menge K # () mit zwei Verkniipfungen
+: KxK—K, (a,b)— a-+b, die ”Addition”,
-t KxK— K, (a,b)—a-b, die ” Multiplikation”,

fiir die folgende Gesetze gelten, jeweils fiir alle a,b,c € K,

Addition Multiplikation
Assoziativitat (a+b)+c=a+(b+c) (a-b)-c=a-(b-c)
Kommutativitat a+b=b+a a-b=b-a
Neutrales Element es erist. 0 mita+0=a esexist. 1L mita-1=a
Inverses Element | es exist. —a mit a+ (—a) =0 | fir a # 0 exist. a=* mita-a= ' =1

Distributivgesetz (a+b)-c=a-c+b-c
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Subtraktion b — a = b+ (—a) und Division b/a = b - a~! entsprechen gerade der Addition mit
dem additiv Inversen (—a) bzw. der Multiplikation mit dem multiplikativ Inversen a~'. Die
verschiedenen Zahlmengen unterscheiden sich darin, welche Art von Gleichungen lésbar sind.

Die inversen Elemente sind jeweils die (eindeutigen) Losungen der einfachen Gleichungen
a+x=0 bzw. a-y=1.

Wegen 0 -y = 0 ist die rechte Gleichung natiirlich nur fiir a # 0 16sbar, Division durch Null ist

unmoglich. Der Punkt fiir die Multiplikation wird tiblicherweise nicht geschrieben.

Weiterfihrende Bezeichnungen (wobei N = {1,2,...} und Ng = NU {0}):
1. Durch induktive Anwendung bekommt man die Potenzen
=1, a"t':=d"a, acR, neNy,
deren Definition man fiir @ # 0 mit o~ auf Exponenten n € Z ausdehnen kann,
a":=(a"")", neNy.

Mit den Kérperaxiomen folgen dann auch die bekannten Rechenregeln fiir a,b € R\ {0},
m,n € 7,

a™a" — aern, (am)n =a™, a"b" = (ab)n (1.2.1)

2. Fur Summen und Produkte mit vielen Operanden ag, kK = m,...,n, n > m, werden

Summen- und Produktzeichen eingefiihrt, ebenfalls mit induktiver Definition,

n m n+1 n
Z ag : Z ap 1= Ay, Z ag = ap | + apt1
k=m k=m m

k=m k=
n m n+1 n
[Ta:  Tlac=am Lo (T o) ons
k=m k=m k=m k=m

Fiir ”leere” Summe bzw. Produkt definiert man 22:1 ag =0, ngl ag = 1. Die Namen
der Summations- bzw. Produktindizes (”interne Variable”) und die Reihenfolge sind wegen

Assoziativitit und Kommutativitéit dabei unerheblich,
n n n—1
==Yk
k=1 j=1 k=0

3. Doppelsummen: Auch das Distributivgesetz kann induktiv auf eine allgemeine Anzahl von

Operanden erweitert werden, es gilt

(o) (30) =2 e Xm) -

j=1 k=1 j=1 k=1 k=1 j=1 j=1k=1
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Die Reihenfolge der Summation ist dabei egal, wie man anhand folgender Tabelle nach-

priift:
n
ai1bi +aiby +... +aib, a1 Z by
k=1
n
+agsby +agby + ... +aoby, +as Z by,
k=1
n
amb +ambs +. .. +amby +am Y. b
™ ™ ™ ™ k=1 I
= Zajbl —|—Zajb2 4+ ... +Zajbn = (Z@)( Z bk)
j=1 j=1 j=1 j=1 k=1

Fine weitere induktive Definition fithrt auf die Fokultit und die Binomial-Koeffizienten:

Definition 1.2.2 Fir n € Ny wird die Fakultéit n! definiert durch
0l:=1, nl=n-(n-1)!, neN

Fiir k,n € Ng hat der Binomialkoeffizient den Wert

n n! " n "
(kz) ::mfurkgn, <k) =0 fiir k > n.

Die Zahlen habe eine mengentheoretische Bedeutung. Wenn man bijektive Selbstabbildungen
einer n-elementigen Menge M betrachtet, kann man oBdA (”ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit”) die Menge N :={1,2,...,n} verwenden, indem man die Elemente von M durchnumme-

riert. Diese bijektiven Abbildungen nennt man auch Permutationen.

Satz 1.2.3 Sei M eine Menge mit |M| =n € N Elementen.
a) Die Anzahl der bijektiven Abbildungen von M ist n!, kurz |Bij(M)| = nl.
b) Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von M ist (Z)

Fiir n = 0 ist M = @ und enthilt natiirlich sich selbst. Daher setzt man (8) = 1 und muss

entsprechend 0! = 1 definierten, damit die Binomial-Formel allgemein gilt.
Beweis OBdA wird M = N betrachtet.

a) Eine Abbildungung f € Bij(N) lat sich auch als n-Wort (f(1),..., f(n)) angeben, fiir
n = 1 gibt es nur 1 = 1! solches Wort (Induktionsanfang). Nun sei n > 1 beliebig und die
Behauptung gelte fiir n — 1 (Induktionsvoraussetzung). Man hat nun n Méglichkeiten, das Bild
f(1) =:m € N festzulegen. Danach ist der Wert m verbraucht und fiir die Bilder von 2,...,n
stehen nur n — 1 mogliche zur Verfiigung, also mit (n — 1)! moglichen Wahlen. Die Gesamtzahl
aller Moglichkeiten ergibt sich durch Multiplikation: |Bij(N)| = n - (n — 1)!. Dies ist gerade die
Formel aus Defin. [.2.2

b) Analog zum Teil a) hat man fiir die Wahl von k£ Elementen eines k-Wortes (aq,...,a)

mit ay € N und verschiedenen Komponenten zundchst n(n —1)---(n — k+ 1) = nl/(n — k)!
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Moglichkeiten. Da bei einer Menge die Reihenfolge unerheblich ist, fithren je k! solcher Worte

auf die selbe Teilmenge. Daher ist die Gesamtzahl verschiedener Teilmengen

n(n—1) -+ (n—k+1) _ n! m

1. 92 k El(n — k)!

Man ordnet die Binomialkoeffizienten als Pascal-Dreieck an (Farbung: Zahl un-/gerade)

1 ) 10 1 ) 1
1 6 15 20 15 6 1

Nach Definition gilt () = (7') := 1 und es folgen die Identitéiten

a) n . n
k)  \n—-k/)
n n—1 n—1
b) P B +< i >7/€21’ (1.2.2)
" m n—+1
2 Z(kr) - <k+1>'

m=k

Die Regel a) liest man an der Defiition ab, Regel b) folgt durch Ubergang zum Hauptnenner,

<Z ) i) + <n k 1) = —(?)!_(rlb)i I k!(T(Ln—_llz! Ol b _kll)(!ékjk?! =5 (Z)

und Regel c) folgt daraus induktiv (unsauber: riickwérts einsetzen entlang der blauen Linie)

()20 (-0 () ()

b) b)

bis der letzte Summand aufgrund der Regel (kil) = 0 verschwindet.

Satz 1.2.4 Fir Zahlen a,b € R und n € N gilt

(a+b)" = Z <Z> akpnk (Binomischer Satz),
k=0

n—1
a®=bv" = (a—0) Zakbn_l_k.
k=0
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Beweis a) duch Induktion, der Anfang bei n = 1 ist trivial, a + b = ((1])(1 + G)b =a+b.
Fiir n > 1 folgt induktiv und mit Indexverschiebung in der 3. Zeile:

n+1 _ nI_ - kin— k - n kin—k
(a+0b) = (a+b)(a+Db) —az<> b Z<k> b
k=0 k=0
_nnkJrlnk nnknJrlk
= Z(k>a b + <k> b
k=0 =0
n+1 n n n
= Z ( 1>a]b"+1_j + (k) akprti—k (j=k+1)
j=1 ™ k=0
_ n+1 " n n kin+1—k n+1
- a +Z(<j_1>+(j)) b +b
k=1
[T2.2p)
n+1
_ Z<n+1> kynt1—k
k
k=0

b) Wegen a’b® = 1 stimmt die Formel fiir n = 1. Fiir n > 1 gilt induktiv

n—1
a™t — "t = a™(a —b) + b(a™ — b") = a™(a — b) + (a — b)bz akpn—1-k

n—1 n
— (a—b) (a” +3 akb”’k> —(a-b)> b F m
k=0

k=0

Spezialfille des Satzes:

a) a=b=1: <> (1+1)" =2"
k=0
= n
—a=b=1: (—1)* <k>:(—1+1)” =0
k=0
n=3: a +3a2b—|—3ab2+b3 = (a+b)?
b) b=1l,a#1: Zak aa*rl (geometrische Summe).
k=0

Die Korperaxiome legen die reellen Zahlen R noch nicht eindeutig fest, weitere bekannte
Beispiele sind die Korper Q der rationalen Zahlen und die komplexen Zahlen C. Auflerdem gibt
es viele interessante endliche Zahlkorper.

Beispiel 1.2.5 Mit den Rechenregeln fiir gerade und ungerade Zahlen ist Zy := {0,1} =
B ein sehr einfacher Koérper. Analog ist Zs := {0,1,2} ein Korper mit den Additions- und
Multiplikations-Tafeln ‘

N o= O+
N = OO
S N ==
= O NN
N = O

o O OO
N = O
=N ON
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Offensichtlich widerspricht die Rechenregel 142 = 0 der aus R gewohnten ”Ordnung”. Diese ist

eine weitere wichtige Struktur der reellen Zahlen.

1.3 Die Anordnung der reellen Zahlen

Die reellen Zahlen sind der Gréfle nach geordnet, sie lassen sich daher als Punkte auf der reellen

Zahlengeraden interpretieren. Diese Anordnung wird jetzt formell eingefiihrt.

Definition 1.3.1 Die Relation " <" auf R heifit (vollstindige) Ordnung, wenn fiir beliebige
Elemente a,b,c € R gilt

Reflexivitdt a<a
Antisymmetrie |a<bundb<a = a=0b
Transitivitdit a<bb<c = a<c
Vergleichbarkeit a<boderb<a

Des weiteren definiert man die strenge Ungleichung

a<b <= a<bunda#b,

a>b:<— b<a, a>b:<— b<a.

Die Sprechweisen sind offensichtlich, man sagt a kleiner gleich b fiir a < b” oder b ist eine obere
Schranke fiir a und a (echt) kleiner als b fiir 7a < b” . Umgekehrten heifit "a > b” a grifier gleich
b, und "a > b” a grofler b. Zahlen a > 0 sind positiv, die mit a < 0 negativ. Die Vergleichbarkeit
ist bei der strengen Ordnung ”<” zu modifizieren, fiir je zwei Elemente a,b € R gilt genau eine
der drei Beziehungen

a<b, a=b, a>bh (1.3.1)

Interessant wird die Ordnung dadurch, dass sie zu den beiden Verkniipfungen in R passt.

Vertriglichkeitsaxiome mit Addition und Multiplikation
Translationsinvarianz | a <b = a+c<b+cVcecR (1.3.2)

Dehnungsinvarianz a<b 0<c = ac<bc

Rechenregeln fiir a,b,c € R:

e a<bd =a+c<b+c,
o a<bc<d =a+c<b+d
e a<b0<c = ac < bc,

e 0<a<h0<c<d=0<ac<bd,
e 0<a<b0<c<d=0<ac<bd,

(1.3.3)
e a<bc<0 = ac > be, "
e a<bc<O = ac > bc, !
e 0<a<b =0<bl<al,

e O<a<bneN =0<a® <b",
e a2>0; sowiea?>0 < a#0.
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Beweis a) Die Translationsinvarianz zeigt die schwache Version, a < b = a <b = a+c < b+,
der Fall a + ¢ = b + ¢ fithrt aber zum W.

b) Nach a) folgt a +c<b+c¢,dann c<d = b+c<b-+d.
c)

d+e) Aus 0 < a,0 < ¢ folgt 0 < ac; auflerdem a < b,0 < ¢ = ac < be 0:§>b ac < bd. Bei e) folgt
schon aus ac < bc < bd die Ungleichheit.

f+g) Wegen ¢ < 0 <= 0 < (—c) folgt —ac = a(—c) < b(—c) = —bc <= bc < ac. Fir a < b
fithrt Gleichheit ac = bc zum W.

h) Fiir @ > 0, also a # 0 existiert a=! # 0. Wire 0 > a~!, folgte aus g), dass 0 = 0-a~! >
a-a~! =1 ist. Dies widerspricht aber g), denn (1 <0,1<0 = 1-1=1>0).W

Durch Multiplikation von a < b mit =6~ > 0 folgt dann b=! < a~!.

i

j) Der Fall a > 0 ist abgedeckt, aus g) folgt fiir a < 0 =: b, ¢ := a < 0, dass ac = a® > 0b = 0.
Die letzte Aquivalenz gilt wegen des W zu 02 =0-0 = 0. [ |

Einfache Folgerungen der Regeln sind 1 = 12 > 0 und dass das arithmetische Mittel zwischen
den gemittelten Werten liegt,

b
a<b:>a<%<b. (1.3.4)

Das Rechnen mit Ungleichungen ist eine wichtige Beweistechnik der Analysis. Sehr oft werden
komplizierte Ausdriicke durch einfachere abgeschitzt, fiir die man dann bestimmte Aussagen

kennt. Ein erstes, wichtiges Beispiel ist

Satz 1.3.2 (Bernoulli-Ungleichung) Fir alle n € Ny und a € R mit a > —1 gilt
(14+a)">1+na
mit Gleichheit genau in den Fillen
a=0 oder ne{0,1}.

Beweis durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 und n = 1 sind (1 +a)® = 1 = 1+ 0 und
(1+a)l =14 1-a. Auch im trivialen Fall a = 0 gilt immer Gleichheit. Fiir n > 1 und a # 0,
1+a>0ist

1+a)" ' =04+a)1+a)">14+a)(1+na) =1+ n+1)a+na*>1+ (n+1)a.

Fiir n+1 > 1 und a # 0 gilt insbesondere keine Gleichheit. [
Ein einfacher Spezialfall der Bernoulli-Ungleichung ist 2" > n + 1, n € Np.
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Wichtige Teilmengen von R sind Intervalle, also Abschnitte der reellen Achse. Die Frage, ob
Randpunkte zum Intervall gehtren, fiihrt zu insgesamt 4 Typen mit a,b € R, a < b,

(a,b) :={r €R: a<x<b} offenes Intervall

(a,b] :={z € R: a<xz<b} links halboffenes Intervall
[a,b) :=={zx € R: a <z <b} rechts halboffenes Intervall
[a,b] :={x € R: a <z <b} abgeschlossenes Intervall

(1.3.5)

Die obigen Rechenregeln sind insofern auch Regeln fiir Intervall-Zugehorigkeit, etwa in
z € (a,b), c>0 = cx € (ac,be),

0<a, z€(ab) = z e al).

Die Ungleichungsbeziehung wird auf Mengen ausgeweitet, indem die entsprechenden Relationen
fiir alle Elemente der Menge(n) gefordert werden. Fiir Mengen M, N C R und a € R bedeutet,

z.B.
M<a <= z<aVreM

(1.3.6)
M<IN <+— x<yVreM,yeN.

Bei Intervallen gilt daher beispielsweise [a,b] < b, a < (a,b], [a,b] < [c,d] fir b < c.
Eine zentrale Arbeitstechnik der Analysis sind Grolenabschétzungen "nach oben”. Damit
man dabei Gréflen unabhéngig vom Vorzeichen betrachten kann, verwendet man den Betrag,

der in R die Rolle einer Norm spielt.
Definition 1.3.3 Der Betrag (Absolutbetrag) einer Zahl a € R ist

al a fira>0, B
al := .
—a fira<0 ctrag |z

Maximum und Minimum von Zahlen a,b € R definiert man durch
1

a, a>b,
b, a<b,

b, a>0b,
a, a<b, l

max{a, b} := { ,  min{a,b} := {

Die Definition fiir Maximum und Minimum lisst sich induktiv auf eine beliebige (endliche) An-
zahl von Elementen erweitern, max{ai,...,a,} := max{max{ai,...,an—1},a,}. Es gelten die

einfachen Rechenregeln:
la| = max{a, —(I} >0, —laf<a<|al, |(L’2 = (12,

max{a, b} = —min{—a, —b} = F(a+ b+ |a — b]),

1.3.7
min{a,b} = —max{—a, —b} = 3(a+b— |a — b|). ( )

Von weitergehender Bedeutung sind die Eigenschaften des folgenden Satzes, sie entsprechen

denen der allgemeinen Norm-Definition (im K" /Mathe-1).

Satz 1.3.4 Fira,b e R gilt

a) la]=0 < a=0,
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b) la-bf = l|al- 0], atb
c) lla| = 1b]| <lax0b| <la|+ |b] (Dreieckungleichung). a

In einem Dreieck kann keine Seite lénger als die Summe der anderen sein.

Beweis a) und b) direkt aus Definition.

c) da —a,a < |a| und —b,b < |b| ist, gilt wegen |z| = max{—=z,x}:

—(a+b) =-a—b <la|+]b|
b < b

0t < la| + [b] = la+b| < |a| +|b].
a—b < la| + [b]

Die umgekehrten Dreieckungleichungen folgen daraus mit

lal = [(a+5)—b] < Ja+b+ o = la|—[b| <]a+b
bl=I(b+a)—al <la+bl+la| = [bl—la|<|a+b. m

1.4 Vollstindigkeit

Aufgrund der Anordnung liegt die Analogie einer ”Zahlengeraden” nahe, welche die Korperaxi-
ome mit einer weiteren Struktur ergénzt. Allerdings erfiillt auch der Korper QQ der rationalen
Zahlen diese beiden Axiome, er weist jedoch Liicken auf. Denn in Q gibt es keine Zahl x = p/q
mit teilerfremden p, ¢ € N so, dass 22 = 2, d.h., p? = 2¢* (denn 2 ist Teiler von p?, also auch von
p =2k = 2¢°>=4k®> = q gerade, hat also Teiler mit p gemein: W) Fiir R ist zusitzlich das
Vollstandigkeitsaxiom einzubringen. Dieses kann auf unterschiedliche Weise formuliert werden,

hier wird das ”Schnittaxiom” verwendet. Dazu seien M, N C R beide nicht leer:

Vollsténdigkeitsaxiom | M UN =R, M <N = djs: M <s < N. ‘ (1.4.1)
Das Axiom bedeutet, dass es zwischen den beiden Teilen einer
zerschnittenen reellen Achse genau eine Schnittzahl s gibt. Diese f -
gehort dann als ” Randpunkt” natiirlich entweder zum Intervall M M | N R

oder N.
Definition 1.4.1 R ist ein vollstindiger, angeordneter Korper.

Im Folgenden wird eine Verallgemeinerung der Schnittzahl eindeutig charakterisiert. Dazu wer-
den die folgenden, naheliegenden Begriffe eingefiihrt.

Definition 1.4.2 Es sei M C R eine nichtleere Menge.

a) Ein s € R heifit obere Schranke (untere Schranke) von M, wenn M < s (M > s).

b) M heifit nach oben beschrénkt (nach unten beschrinkt), wenn eine obere (untere) Schranke

fiir M existiert.

c) M heifit beschrénkt, wenn M nach oben und unten beschrinkt ist.
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Beispiel 1.4.3 Die Menge der positiven reellen Zahlen Ry := {z :€ R : x > 0} ist nicht
beschrankt, da keine obere Schranke existiert. Nach unten ist sie dagegen durch jede negative
Zahl beschrénkt: a <0 = a < Ry. Auch die 0 ist noch untere Schranke, 0 < R, sie hat eine

besondere Bedeutung als griffte untere Schranke.
Definition 1.4.4 FEs sei M C R nicht leer.

a) Fin s € R heifst Infimum (oder grofite untere Schranke) von M, s = inf M, wenn
s< M, und wennt < M = t <s,

also s untere Schranke von M ist und jede andere untere Schranke kleiner als s ist.

b) Fin s € R heifst Supremum (oder kleinste obere Schranke) von M, s = sup M, wenn
s> M, und wennt > M = t> s,
also s obere Schranke von M ist und jede andere obere Schranke gréfier als s ist.

Ergianzungen: a) Fiir alle Intervalltypen sind die Intervallgrenzen das Infimum bzw. Supremum,
a = infla, b] = inf(a, b] und b = supla, b] = sup[a, b). Wenn das Infimum zur Menge gehért, nennt
man es Minimum, s = inf M € M: s = min M. Analog heifit das Supremum dann Mazimum,
s=supM € M: s =max M.

b) Im Vorgriff auf eine Standardtechnik der Analysis kénnen die Zusatzbedingungen (”groBte”
bzw. "kleinste”) bei Infimum bzw. Supremum auch mit Hilfe einer (beliebig kleinen) Zahl ¢ > 0
formuliert werden:

s s+¢
——— R

t M
s=supM <= s>MundVe>0HecM: s—ec<t<s. (1.4.2)

s=IinfM <= s<MundVe>0dteM: s<t<s-+e.

¢) Fir M = {1+21: neN}gilt 1 <z <2Vz € M. Dabei ist 2 = max M in M enthalten.
Tatséchlich ist 1 = inf M, denn fiir jedes € > 0 gibt es das Element mit n := |1+ 1/¢| > 1/e
so, dass

1
1<14+—-<1+e.
n
Nicht jede beschrinkte Menge hat ein Maximum (maximales Element), es gilt aber
Satz 1.4.5 In R besitzt jede nichtleere, nach oben beschrdinkte Teilmenge ein Supremum.

Beweis Sei a € A # () und A C R nach oben beschrinkt. Dann gibt es also obere Schranken
und die Menge derselben, N := {z : x > A} ist nicht leer, A < N. Mit M := R\ N ist dann
M < N, auBerdem ist M # (), da jedes ¢ < a in M liegt. Daher ist M U N = R ein Schnitt und
es existiert ein eindeutige Schnittzahl s mit M < s < N.

o Fall AN N = {s} # 0: hier ist s = max A = sup A.

oFall ANN = (): es gilt A C M < N, insbesondere a < s < NVa € A. Daher ist s € N, also
s =min N = sup A. [

Damit 148t sich auch eine anscheinend triviale Aussage bestétigen.
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Satz 1.4.6 (Archimedisches Prinzip) Zu a,b € R mit b > 0 ezistiert ein n € N mit nb > a.

Beweis Wenn kein solches n € N existierte, wire die Menge M := {nb : n € N} nach oben
beschréankt. Dann existiert nach S das Supremum s := sup M. Nach gibteszue :=b
ein ng € N mit
s—b<nb<s = s<(no+1)b§s.w m

Das Archimedes-Prinzip folgt nicht aus den Koérper- und Anordnungsaxiomen alleine. Es wird

auch bendtigt, um das Wachstum der Potenzen a”, n € N zu klassifizieren.

Satz 1.4.7 Es seia € R.
a) Fira>1 gilt: VK >03neN: a" > K.
b) Fir0<a<1 gilt: YVe>03dneN: a"<e.

Beweis a) Fiir a > 1 ist b= a—1 > 0, und somit nach S. a™ = (14b)" > 1+ nb. Da nach
S.[[.4.6] ein n existiert mit nb > K — 1, folgt die Behauptung.

b) Hier ist 1 < 1/a = 14 b mit b > 0 nach (1.3.3) und wie in a) daher 1/a™ > 1 + nb. Die
entsprechende Bedingung n_be > 1 — ¢ ist nach S. [1.4.6] erfiillbar. [ |

>0

Die Aussage bedeutet, dass die Potenzen a™ fiir ¢ > 1 ”iiber alle Grenzen wachsen” bzw. fiir
0 < a < 1 ”beliebig klein werden”. Analoge Betrachtungen sind ein Hauptthema der Analysis.
Da das Supremum kein Element der Menge sein muss, kann dieser Begriff auch im uneigent-

lichen Sinn auf unbeschrankte Mengen erweitert werden, indem man fiir diese unendlich (oo ist
ein Symbol und keine Zahl, gehort nicht zu R !) als Supremum bezeichnet:

sup M := 400, wenn M nicht nach oben beschriankt ist, (1.4.3)

inf M := —oo, wenn M nicht nach unten beschrankt ist. o
Also entspricht das Archimedes-Prinzip der Aussage supN = oo. Mit ([1.4.3) kann man die
Definition ((1.3.5)) der Intervalle um die (halb-) offenen Sonderfille

(—00,b], (0,00) =Ry, (—00,00)=R

erweitern. Nimmt man also oo als uneigentliche Sonderfille dazu, 148t sich Satz in diesem
Sinn vereinfachen:

Jede nichtleere Menge besitzt Supremum und Infimum.

Der Satz bietet erstmals die Moglichkeit, die Quadratwurzel zu definieren.

Satz 1.4.8 Zua € R, a > 0, ist \/a := sup{z : 22 < a}. Es gilt \/a >0, (va)* = a.

Beweis Die Menge M := {z : 2% < a} ist nach oben durch max{1,a} beschrinkt, denn die
Annahme x > max{1, a} fithrt mit (1.3.3)) sofort zum Widerspruch bei #? < a. Wegen 0 € M
existiert also s := sup M > 0. Es wird nun s?> = a im nichttrivialen Fall a > 0 dadurch gezeigt,

dass in (1.3.1)) die Ungleichungsfiille nicht gelten.
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e Fall s? < a: fiir 0 < € < 1 folgt
(s+e)=s>+e(254+e)<s?+e(2s+1)<a

fiir ¢ < min{(a — s%)/(2s + 1), 1}, also ist auch s + ¢ € M und s nicht Supremum.

e Fall s2 > a: da s Supremum von M ist, existiert fiir jedes 0 < € < s ein Element y € M mit
y>s—e>0 =
y? > (5 —e)? = 5% — 25 + €2 > 5% — 2es.

Nun ist aber fiir ¢ < (s2—a)/(2s) der letzte Ausdruck > a und mit y* > a folgt ein Widerspruch
zuy € M.
Damit bleibt nur der letzte Fall s> = a {ibrig, der die letzte Behauptung verifiziert. [ |
Als Alternative zur abstrakten Existenzaussage fiir die Wurzel wird jetzt ein spéter oft ge-
nutztes und auch praktisch anwendbares Konstruktionsverfahren eingefiihrt. Dazu schlieffit man
die gesuchte Zahl &, hier mit #2 = a > 0, in ein Start-Intervall ein, das anschlieBend halbiert
wird. Danach entscheidet man, ob die linke oder rechte Hilfte diese Zahl enthélt und wiederholt
den Prozess. Dies ist das sogenannte Bisektionsverfahren. Das Startintervall, das y/a enthiilt, sei
[0, Y0], etwa [0,1] fiir a < 1 und [1,a] fiir @ > 1. Man verfeinert es iterativ fir £k =0,1,.... Da
das Verfahren spéter auch in anderen Situationen eingesetzt und eine zentrale Technik von all-
gemeinerer Bedeutung werden soll, wird die Methode mit einer Entscheidungsfunktion (” Losung
links von”)
wahr, wenn & < m, (d.h. hier m? > a),

Lsglinksvon(m) :=
g (m) { falsch, wenn 2 > m, (d.h. hier m? < a),

formuliert. Das Bisektionsverfahren definiert Intervalle fiir £k = 0,1, 2,. .. iterativ durch
1 xg, m] wenn Lsglinksvon(my),
my = S (Tk + Yk)s  [Tht1, Ykta] = | | (1.4.4)
2 [mg, yr] sonst.
Als Java-Programm fiir a = 2 ohne Indizes, auftretende Intervalle:
double x = 1.0; 1 2
double y = 2.0;

while(y-x>1.0E-8){
double m = (x+y)/2;
if (m*m>2.0) {y = m;}

else {x = m;}

SANEIEA I S

V2 =1.41421..

}

println("Wurzel in ("+x+","+y+")");

Unabhé#ngig von der Art der Entscheidung in Lsglinksvon liefert dieses Verfahren eine eindeutig
bestimmte Zahl & € R. Diese Tatsache wird hier aus der Vollstdndigkeit hergeleitet, kann aber

auch als gleichwertiges Axiom dienen.
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Satz 1.4.9 Das Bisektionsverfahren erzeugt eine Intervallschachtelung [xp,yx] € R,
Tr < Yk, k € Ny mat
[Tht1, Yrt1] € (25, 98] € ... C [20, Y0)-
Der Durchschnitt aller Intervalle definiert einen eindeutigen Punkt
()[zr,ye) = {2}, & =sup{ap: k € No} =inf{ys : k € No}.
k>0

Beweis Da nach (1.3.4)) gilt my € [z, yx], ist die Schachtelungseigenschaft klar, da [z, mg], [mx, yx] C
[k, yk], k € Ng. Ausgeschrieben gilt die Ungleichungskette

9 <1 <.

S S X1 S S Y1 SYE < <1 < o

AuBlerdem gilt my — xp = yp — My = %(yk — ) und daraus folgt induktiv

1 L
Ykl — Thyl = Q(Z/k —ap) = 2" (yo — 20), k€ Np. (1.4.5)

Sei nun s := inf{y; : k € No}. Wir zeigen jetzt, dass auch s = sup X fiir X := {z : k € Ny}
ist. Zunéchst ist s obere Schranke von X aufgrund obiger Ungleichungskette. Zusétzlich ist nach
Definition nachzuweisen, dass fiir jedes € > 0 rechts von s — & (mindestens) ein Element
von X liegt. Nach Satz existiert zu jedem € > 0 ein k so, dass (%)k(yo —xp) < ¢ ist. Fir
dieses gilt wegen (|1.4.5))

1
3—5Syk—szxk+(§)k(yo—xo)—5<xkgs.

<0

Also ist s auch Supremum von X, das gesuchte & = s. Die Annahme, dass der Durchschnitt
aller Intervalle [z, yi] mehr als den Punkt & enthélt, 1dsst sich mit auf gleiche Weise zum
Widerspruch bringen. [

Die Bisektion hat aus Sicht der Informatik auch eine weitere Bedeutung: beginnt man mit
einem Startintervall der Lédnge eins und ganzzahligen Intervallgrenzen, erzeugt das Verfahren
gerade die bindre Zahldarstellung von & (— .

Nach Definition der Quadratwurzel kénnen jetzt komplexe Zahlen diskutiert werden.

Der Betrag im Komplexen

Beim Korper C der komplexen Zahlen betrachtet man Zwei-Tupel (a,b) € R mit den Rechenre-
geln (al, ag, b1, by € R)

(a1,b1) + (a2,b2) = (a1 + az,by + b2) Addition

1.4.6
(al, bl) . (CLQ, bg) = (a1a2 — b1bo, a1bo + blag) Multiplikation ( )

Durch die Identifikation a € R <= (a,0) € C wird R C C eine Teilmenge, die Null (0,0) und
die Eins (1,0) machen C tatséchlich zu einem Korper (— Mathematik-1), den man geometrisch
als Gaufische Zahlenebene darstellen kann. Zu z = (a,b) € C heifit Re z := a Realteil und
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Im z := b Imagindrteil. Durch Einfithrung der imagindren Einheit

i = (0,1) mit i = (—=1,0) = —1 entsprechen die Rechenregeln I
m
(1.4.6) gerade denen aus R bei Identifikation 1
, z
a+1ib:= (a,b) € C, a,b € R. 1
Die zu z = a + ib € C konjugierte Zahl bekommt man durch 1 - Re
Spiegelung an der reellen Achse: 5
zZ:=a—1ib = (a,—b). Die

komplexe Addition (1.4.6) wirkt wie eine Vektoraddition, es gelten die Regeln z + z = 2Re z,

z — zZ = 2iIm z. Die Konjugation vertriagt sich auch mit den Verkniipfungen:

Satz 1.4.10 Fiir z,z1,2z9 € C gilt

a) 21+ 22 = 21 + 29,
b) 2129 = 21" 29,
c) z-z=(Rez)?+ (Imz)%

Beweis a) ist trivial, b) und c) rechnet man nach mit z; = a; + ib;,
2129 = (a1 — ibl)(ag — lbg) = ajas — b1by + i(—albg — a2b1) = (21 . Zg).

Z-z=(a—ib)(a+ib) = a® + b* +i(ab — ba) = (Re2)’ + (Im2)®. =

Daher kann mit der Quadratwurzel aus Satz die ”Euklidnorm” in C als Betrag definiert

werden,

|z| .= v/(Re2)2+ (Imz2)2 =2z, z€cC. (1.4.7)

In der Graphik oben entspricht |z| = |z| der geometrischen Lénge des Vektors, offensichtlich gilt
|Rez| < |z| und |Im z| < |z|. Im Zusammenhang mit den Verkniipfungen in C gilt 1/z = z/|z|?

und Satz [I.3.4] iibertréigt sich unveréindert:

Satz 1.4.11 Fliir z, 21,29 € C st

a) 2] =0 < 2=0
b) |z122| = |21] | 22]
c) |[21] = |22]] < [21 & 22| < |21] + [22]

Beweis a) Fiir z =a+ibist 0 = |z| <= 0=z = a=b=0,also z=0.

|2 — (12 + b2
~— | N
>0 >0

b) Mit zj = a; +1ibj, j =1,2 ist

|z122]* = (a1a2 — bib2)? + (arby + asby)?
= a%a%—Qalagblbg + b%b% + a%b% + 2a1a9b1by + a%b%

= (af +b7)(a3 + 03) = |21 [*|22]”.
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c¢) Es muss nur die rechte Ungleichung gezeigt werden, der Rest folgt wie in S.
|21 + 20> = (21 +22) (21 + 22) = |z1]2 + Z120 + 2122 + |23
b)
= |zl +2Re(2122) + |23] < |21 + 2|2 l2a| + 23] = (Ja1] + |22)). m

Z1 + 29 29
Geometrisch entspricht die komplexe Addition z; + zo der

Addition der zugehorigen Vektoren (aj, b;) und (ag, b2). =

Bei der komplexen Multiplikation multiplizieren sich nach
SJ1.4.11|nur die Betrige. Auflerdem addieren sich die Winkel

zur reellen Achse (”Argument”). Die Potenzen 2", n € N,

oo,
0 o
o o,

-3 2 R 4
einer komplexen Zahl z liegen daher auf einer Spirale (blaue g i
Scheiben: z =1+ %i, Kreise: z =0.96 — %1) .. i
Im Gegensatz zu R gibt es in C keine vollstdndige Ordnung, )

mit der Betragsabbildung |- | : C — R konnen aber viele

Groflenabschétzungen von R auf C {ibertragen werden. 3
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2 Konvergenz

Ein grundlegendes Werkzeug fiir den Umgang mit ”dem Unendlichen” sind Folgen, insbesondere

solche, die einen Grenzwert besitzen.

2.1 Folgen

Definition 2.1.1 FEine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung
a: Ng—=R, nw—a(n):=ap.

Bei einer Folge gehort also zu jedem Indexwert n € Ny ein reeller Wert a,. Schreibweisen:
(ap,a1,a2,...) = (an)nen, = (ap), manchmal ist ein anderer (unbeschrénkter!) Indexbereich
angebracht: (ap)n>k = (ak, Gkt1, Gkt2, .. .).

Folgen beschreibt man am einfachsten explizit, durch Angabe der Folgenelemente.

Beispiel 2.1.2

a) ap,=aVn € Ny: (an) = (a) = (a,a,...) (konstante Folge)

b) a,= n%_l, n € Np: (an) = (1, %, %, cn) (harmonische Folge)

¢) ap=(-1)"neNy (ap)=(1,-1,1,-1,...) (alternierende Folge, vgl.:)
d) a,=0b",neNy (an) = (1,b,0%,6%,...), b € R bel. (geometrische Folge)

) bu= meNy ()= (01,23 )

Zur graphischen Darstellung von reellen Folgen kann man den Graph iiber N x R malen,
konstante Folge (1) Folge (1/n)

1........ 1.

N | N

oder die Folgenelemente auf der reellen Achse markieren (rechts).

Folge ((—1/2)") i

Im Fall der konstanten Folge (a) ist das eindimensionale Diagramm wenig aufschlufireich,
es reduziert sich auf einen einzigen Punkt a. Fiir die Folgen aus Beispf2.1.2| b) und e) gilt

offensichtlich der Zusammenhang b,, = =1 L =1—a,ausb),also (b,) = (1) — (an).

n —
n+1 n+1

Bemerkung: Die Menge aller (reellen) Folgen

F = {(an)nen, : an € R} ”Folgenraum”
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ist ein Vektorraum iiber R mit der Addition und skalaren Multiplikation
(an) + (bp) := (an +bn), Mayn) := (Nan), (an),(by) € F, X€R.

Mit der komponentenweisen Multiplikation (ay,) - (by) = (anby,) ist F sogar ein kommutativer
Ring mit Einselement (1) = (1,1,...).

Eine weitere, sehr wichtige Klasse von Folgen sind die Iterationsfolgen, welche nicht explizit,
sondern durch eine rekursive Vorschrift definiert werden.
Beispiel 2.1.3 Zu a > 0 und 0 < axg < 2 sei

Tpt1 = Tp(2 —azy), n € Ny. (2.1.1)

Fiir a = 3 und xp = % bekommt man die Folge

1 1 5 &85 21845
(xn) = (5, —, — L) = Folge (z,,)

(0.5,0.25,0.3125,0.33203125, 0.333282, . . .). 1

Das Diagramm veranschaulicht den Vorgang am
Graph der Parabel (2 —az). Deren Wert an der
Stelle xp wird an der Winkelhalbierenden auf

die x-Achse zuriickgespiegelt und ergibt x1. Die R

Wiederholung liefert die Folge. T1 T2 To P / 3

Anscheinend nihern sich die Folgenelemente dem Wert % = é an. Um dies zu priifen wird die

Kontrollfolge y,, := 1 — ax,, bei der Rekursion (2.1.1)) betrachtet. Es gilt
Ynt1 =1 —arpi1 =1 —axy(2 —ax,) =1 — 2az, + a%i =(1- a;zcn)2 = y,%

Offensichtlich folgt ¢y, = y% LYo =Yh = yé‘, Y3 =ys = yg, etc. . Die Frage der ” Anndherung” von
T an § bzw. y, an null wird spéter prézisiert (— Konvergenz).
Bemerkung: Die Folge wurde auf den ersten ”Elektronenrechnern” als Verfahren zur Berech-
nung des Kehrwerts 1/a einer Zahl verwendet. Dazu kann man es auch heute noch einsetzen
in Langzahlarithmetiken (beliebiger Genauigkeit). AuBerdem kann man durch Ubertragung auf
Matrizen X, 11 := 2X,, — X, AX,, die Inverse A~! einer reguliiren Matrix A berechnen.

In mehreren Beispielen néherten sich die Folgenelemente einem speziellen ”Limes”, sie sind

konvergent. Dieser Begriff wird jetzt prézisiert.

Definition 2.1.4 Eine Folge (ap)nen, von Zahlen a, € R heif$t konvergent gegen den Grenzwert

a € R (Limes), wenn
zu jedem € > 0 existiert N(e) € Ng so, dass |an, —a| < € fiir alle n > N(¢). (2.1.2)
kurz: Ve >03N(e): |an,—a| <eVn> N(e).

Man schreibt dann a, — a(n — o0) oder lim a, = a. Fine Folge heifit divergent, wenn sie
n—oo

gegen kein a € R konvergiert.
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Insbesondere beinhaltet die Angabe eines Limes lim a, = a die Konvergenz von (ay). Die
n—o0

Schreibweise N(g) deutet an, dass N erst nach Festlegung von & bestimmt werden muss, also

von ¢ abhéngt (”Frage-Antwort-Protokoll”).

Bemerkung: Gleichbedeutend mit ([2.1.2)) ist die Formulierung

M Ve — R

In jeder e-Umgebung U.(a) := (a —e,a +¢€), € > 0, von a liegen z z

fast alle Folgenelemente, d.h., alle bis auf endlich viele. a

Eine wichtige Folgerung dieser Variante ist, dass eine Anderung der Folge in endlich vielen Ele-
menten keinen Einfluss auf die Konvergenz hat (s.u.). Eine Schwierigkeit bei der Anwendung
der Konvergenz-Definition ist aber, dass der Grenzwert a bekannt sein muss (”"Raten”). Jetzt
werden die Folgen aus Beispiel betrachtet, zur expliziten Angabe der Zahl N (¢) wird dabei
die Bezeichnung |z] := min{n € N: 2 < n} verwendet.

Beispiel 2.1.5 a) Der Grenzwert der konstanten Folge (a) ist natiirlich der Wert a,

Ve>0: Ja,—al=0<eVYn>0=: N(e). + R
a

b) Die Folge mit a,, = 1/n, n € N ist eine Nullfolge, li_)m % = 0. Denn die Definition ist
n—oo

anwendbar mit

1 1 ‘
Ve>0: |——-0/<eVn>N():=|-|+1. ‘ MR R
n € 0

c¢) Behauptung: ((—1)") divergiert.

Zum Beweis wihlt man ¢ := 1/2. Fiir jeden moglichen Grenzwert a folgt

Falla >0: |agky1 —a|l=|—1—a|>1>¢, k€ Ny,
Falla <0: |agy —a|=|1—a|]>1>¢, k €Ny, 0
das Kriterium ([2.1.2)) ist also jeweils fiir unendlich viele Indizes verletzt.

-+
-
Y

e

d) Die geometrische Folge ist sehr wichtig, fiir sie gilt

anp =0" b] < 1 b=1 b=-1 |b] > 1
Behauptung: | lim " =0 | lim " = divergiert | divergiert
n—oo n—oo

Die beiden mittleren Félle wurden bei a) und c¢) abgehandelt, die Behauptung zu den anderen
folgt aus Satz Fiir [b| < 1 existiert zu € > 0 demnach ein N mit |[b|" < e. Damit gilt

b — 0| = [p|™ < |b]Y <& Vn>N.

Andererseits kann fiir [b| > 1 kein a € R Grenzwert sein. Denn es gibt dann ein N mit [b|Y >
|a| + 1 und mit € = 1 ist

b —a| > [b]" — |a| = |~ —]a| > 1 ¥n > N.

e) BEsist lim 5 =1, denn fiir £ > 0 gilt

noyoo ML T

1 1
-1 = —— Vn > | =] =: N(e).
n+1 ‘ n—i—1<‘E n_Lé‘J (6)
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Voraussetzung fiir die Konvergenz einer Folge (a,,) ist offensichtlich ihre Beschrianktheit. Die
Begriffe iibernimmt man aus Defin. durch Betrachtung der Menge {ag, a1, ...}.

Satz 2.1.6 Jede konvergente Folge ist beschrdnkt, der Limes ist eindeutig.
Gilt also fiir eine Folge (ay), dass a, — a(n — 00) und a, — a’ (n — 00), folgt a = a'.

Beweis a) Beschriinktheit: Fiir die Folge (a,) sei li_>m ap = a. Dann existiert zu ¢ = 1 ein
n—oo
N(1) € Ny mit |a, — a|] < 1Vn > N(1), daher ist
1 1

lan| < |a| + |an —a] < |a] +1Vn > N(1),

a
= |an| < max{|agl, |a1],...,|lan-1],]|a| + 1} =: M Vn € Ny.
b) Angenommen, es gelte a # a’. Dann ist € := |a — @/|/2 > 0 und es existieren

NeNy: |lap—a|<e¥n> N,
N €Ngy: |a, —a'| <eVn > N.

Firn> N = max{N, N'} gelten dann beide Ungleichungen und ein Widerspruch folgt aus
la —d'| =|a—an+a,—d|<|ap —a|+ |ap —d|<2e =]a—d|. =

Nicht jede beschrinkte Folge ist aber konvergent, denn die divergente alternierende Folge
((=1)™) ist beschrénkt durch 1.
Bei konvergenten Folgen {ibertragen sich die elementaren Rechenregeln fiir Summen und Pro-

dukte auf ihre Limites. Dies vereinfacht auch die Untersuchung der Konvergenz.

Satz 2.1.7 Es seien (ay), (by) konvergente Folgen mit lim a, = a, lim b, = b. Dann sind
n—oo n—oo

auch die Folgen (an + by), (an — bn), (anbn) konvergent und es gilt

a) lim (a, + b,) = lim a, + lim b, =a+b.
n—oo n—oo n—oo

b) lim (a,, — b,) = lim a, — lim b, =a —b.
n—0o0 n—0o0 n—oo

Vg enbe) = (i, an){ 10, 0n) = ab

d) fiir b # 0 gibt es ein ng € N so, dass b, # 0Vn > ng. Dann ist die Quotientenfolge (an,/bn)n>n,

wohldefiniert und konvergiert

lim a,
lim 27 — n—=x “
n-oo b, lim b, b
n>ng n— 00

Beweis Der Beweis wird fiir die Fille a) und d) gefiihrt. Zu vorgegebenem e > 0 teilt man dabei

die Abweichung fiir die Einzelfolgen geeignet auf.

a) Fir Summe und Differenz benotigt man die Grenzen N(g/2): zu € > 0 existieren

Ny eNp: |ap, —a|l < %6Vn2]\f1,
No €Ng: |by —b] < 2eVn > N,.
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Dann gilt fiir alle n > N := max{Ny, Na}, dass
(@ +bn) = (@+B)] = lan = @+ by = b| < [an — al +[ba —b] < 5 + 5 = <.

d) Wegen |b| > 0 existiert ein ng mit |b, — b| < |b|/2, n > ng, daher ist |b,| = |b + b, — b|] >
|b] — b, — b > |b|/2. Nach Satz [2.1.6 existiert ein M > 0 mit |a,| < M Vn > ng. Damit gibt es
zu € > 0 jeweils

Ny >ng: |ap, —al < #VnZNl,

Ny >mng: |by —b| < 222 ¥n > Ny

Und fiir alle n > N := max{Ny, N2} folgt dann

a

@ Lelpl | 2M B _
bnb

1 oM
by — B)| < Jan — al + oo — b < — S R E
(bn = 0)| = prlan = al 4 25 bn =0l < r=gm + 5 = ¢

a 1
-3

Die einfachste Anwendung mit je einer konstanten Folge (by,) = (a) bzw. (b,) = (X) liefert die
Aussagen:

anp = a(n —o00) <= (an,— a) ist Nullfolge, d.h. lim (a, —a) =0.

n—oo

lim (Aa,) = A lim a,.

Vielfache von Nullfolgen sind also auch Nullfolgen.
Bemerkung: Satz zeigt gerade, dass die Teilmenge der konvergenten Folgen

Fronv := {(an) € F: lim a, existiert}
n—oo

ein Unter-Vektorraum (sogar ein Teilring) des Folgenraums F ist.

Beispiel 2.1.8 a) Fiir das Besipiel a,, = -7 ldsst sich der Grenzwert auch kiirzer bestimmen:

1 1
lim = im( — )zl—hm =
nsoon—+1 nooo n+1 n—oon + 1

2
b) Beh.: lim M =2, denn fiir n > 1 ist 1 — 3/n% > 0 und

n—oo n° —3

2n2 +99 24 99/n? 2
= — - =2 (n — o0).
n?—3 1—3/n? 1

c¢) Die Konvergenz der in Beispiel rekursiv durch x, 1 := z,(2 — ax,) definierten Iterati-

onsfolge wird jetzt untersucht. Fiir die Fehler z,, := z,, — é = —%(1 —azry) = —éyn folgt aus der

alten Beziehung y,11 = 32, dass

1 1 2
Tl = a1 = —yh = —a (%”) = —az? <0, (2.1.3)

Als erste Folgerung erkennt man, dass wegen a > 0 gilt z, < 0Vn > 1, die Folge (z,) ist also
nach oben durch null und daher (z,,) nach oben durch 1/a beschrénkt. Analog zur Betrachtung

von (y,) vermutet man die
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Behauptung: 2y = —L(az0)?", n > 1.

a

Induktions-Beweis: fiir n = 1 entspricht das gerade (2.1.3). Fiir n > 1 gilt tatséichlich

1 2

a . 1 +1
Zntl = —az,% = —a( — a(azo)Qn) = —ﬁ(azo)2 2 — —*((IZO)TL .

Die Folge (x,) konvergiert, wenn (z,) Nullfolge ist. Nach Satz werden fiir |az)| < 1 <~
Ty € (0,%) die Folgenelemente |z,| also beliebig klein fiir grofiles n, wegen 2" > n + 1 gilt
20| < L(azo)"tt = a"z0™ — 0. Wie an den Zahlen im Beispiel zu sehen war, konvergiert
die Folge (zy) auch sehr schnell. Fiir |azg| > 1 tritt allerdings das Gegenteil ein, die Fehler
wachsen unbegrenzt.

In dem Beispiel wurde schon eine wichtige Technik verwendet, der Vergleich einer unbekannten
Folge mit einer bekannten. Ein wichtiger Punkt im folgenden Satz ist, dass im Limes immer nur

die schwache Ungleichung gilt.
Satz 2.1.9 (Vergleichssatz) Die reellen Folgen (ay), (by) seien konvergent. Falls

an<by,

Yn>n = lim a,< lim b,.

n—oo n—oo

Beweis durch Widerspruch. Falls a = lima,, > b = lim b,, wiire, wire € := (a — b)/2 > 0. Dann
existieren N1, No mit —¢ < a, —a < eVn > Ny und —e < b,, — b < €Vn > N,. Dann ergibt sich
aber fiir n > max{ng, N1, Na} ein Widerspruch durch

a+b
an>a—5:?:b—|—6>bn. [ |

Die Grenzwertbildung ist also vertrdglich mit der Anordnung, allerdings kann die strenge
Ungleichung im Grenziibergang verloren gehen.
Konvergenzkriterien fiir Folgen
Bei der Betrachtung von Folgen kann man die Konvergenz bekannter Folgen verwenden.

Satz 2.1.10 Fiir reelle Folgen (ay), (by), (cn) gilt Folgendes.

a) Endliche Abinderung: es gelte a, — a (n — o0) und b, = a,¥n > ng = li_}rn b, = a.
n o

b) Dominanz: (by,) sei Nullfolge, d.h. 71113010 b, = 0. Wenn
lan| < |bn|Vn >ng = an — 0 (n — 00).
¢) Schachtelung: es gelte a, < ¢, < b,¥n > ng, und (a,), (by) seien konvergent. Wenn
nli_)rroloanzgi_}rr;obn::a = ¢, > a (n— o0).

d) Wenn a, — 0(n — o0) und (by,) beschrinkt = lim (anb,) = 0.

n—oo
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Beweis a) Das N (e) fiir (a,) ist fiir (b,) durch max{ng, N(¢)} zu ersetzen.

b) Zu € > 0 existiert N mit |b,| < e¢¥n > N. Dann gilt n.V. auch |a,| < |b,| < eVn >
max{N,np} = nli_)rgoan =0.

c¢) Nach Voraussetzung gilt 0 < ¢, —a,, < b, —a, — 0(n — 00), nach Teil b) also nli_)rgo(cn—an) =
0. Die Regeln aus S[2.1.7] liefern daher

lim ¢, = lim a, + lim (a, —c,) =a+0=a.
n—o0o n—oo n—0o0

d) [ ]
Beispiel 2.1.11 Fiir p € N gilt nh_}n;o n—lp = 0 nach Satzteil b), denn es ist 0 < n—lp < % —0(n—
00).

Nach Satz ist jede konvergente Folge beschriankt. Fiir eine spezielle Klasse von Folgen
gilt sogar die Umkehrung.

Definition 2.1.12 Fine reelle Folge (a,) heifit

monoton wachsend, wenn an_1 < apVn € N,
streng monoton wachsend, wenn an—1 < a,Vn € N,
monoton fallend, wenn ap_1 > a, Vn € N,

streng monoton fallend, wenn Gp—1 > an Vn € N.

(an) heifit (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder fallend ist.

Der néchste Satz ist das erste Konvergenzkriterium, welches ohne Kenninis des Grenzwerts

auskommt.

Satz 2.1.13 FEine monotone und beschrinkte reelle Folge ist konvergent.

Beweis Es wird nur der monoton wachsende Fall behandelt, wir monotone Folge (ay)

zeigen dafiir, dass a,, — a := sup{a, : n € Ny}. Nach Definition des 1
Supremums existiert zu jedem ¢ > 0 ein Element ay mit a — % < T T T T I T v+ lﬁ
an < a. Wegen der Monotonie gilt dann aber auch
€ € € - N
a—igaNgan§a<a+§ = ]an—a\§§<£Vn2N,
also Konvergenz gegen a. [ |

Der Satz wird im folgenden Beispiel zur Definition der Euler-Zahl e genutzt.

Beispiel 2.1.14 Eine wichtige Anwendung des Satzes betrifft die Folge
1\
Qp = <1+—> , neN.
n

a) Obere Schranke a,, < 3. Nach dem binomischen Satz ist

n

() - R -p

k= k=0
< Y LS B P S <1+§1—1+1_2n<3
Kl 2 6 24 7 Lok T 1-1/2 77
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b) Monotones Wachstum, durch dquivalente Umformungen:

n \n-1 n+1\n»
() e o ()
n—1 n
n—l( n )n<<n+1>n
n \n-—1/ 7 n
R e e e Il (S
n n n n
Die letzte Ungleichung gilt tatséchlich nach Satz (Bernoulli-Ungleichung). Damit sind die
Voraussetzungen von Satz [2.1.13] erfiillt, der Limes der Folge ist die wichtige Eulersche Zahl

1
lim (1 n 7)” —e=2.71828..., (2.1.4)
n

n—oo

die Basis der spéter intensiv diskutierten Exponentialfunktion.
Fiir nicht monotone, beschrénkte Folgen gilt im allgemeinen keine Konvergenz. Das Verhalten

kann man aber durch Betrachtung von Teilfolgen genauer untersuchen.

Definition 2.1.15 Zu einer reellen Folge (ay) und einer Folge aufsteigender Indizes ny € Ny
mit ng < nip < ng < ... heifit

(ank)keNo = (Gng, nyy Ony, - .. ) Teilfolge von (ay,).

Ein Punkt b € R heifst Hiufungspunkt der Folge (a,), wenn eine gegen b konvergente Teilfolge
(any)pen, existiert,

lim a,, =b.
k—oo "k

Beispiel 2.1.16 a) Die alternierende Folge (a,) = ((—1)") hat offensichtlich zwei konvergente
Teilfolgen zu nj, = 2k, k > 0 mit (ag) = ((-=1)%) = (1) = 1(n — o0) und zu ny = 2k +
1, k> 0 mit (agpr1) = ((=1)%*T1) = (—=1) = —1(n — o0). Also besitzt die Folge die beiden
Haufungspunkte +1.

2n
1+n+(—1)"n

wihrend (agky1) = (4k 4+ 2) unbeschrinkt ist.

Der Begriff Haufungspunkt ist allgemeiner als ” Grenzwert”:

b) Die divergente Folge mit a,, = besitzt nur einen Hiufungspunkt, klim agk = 1,
—00

Satz 2.1.17 Es sei (a,,) eine konvergente reelle Folge. Dann gilt
a) Jede Teilfolge konvergiert gegen den Limes, hm 0, = lim a,,.

n—oo

b) lim a, ist der einzige Héiufungspunkt der Folge (an).
n—o0

Beweis a) Es sei a : hm an. Zu € > 0 existiert N: |a, —a| < eV¥n > N. Dazu sei K ein Index
mit nx > N, also folgt nk > NVEk > K. Dann gilt auch

lan, —a| <eVk > K, also ap, — a(k— 00).

b) Analog zum Beweis von Satz [ ]
Eine wichtige Konsequenz der Vollstindigkeit von R ist der folgende Satz.
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Satz 2.1.18 (Bolzano-Weierstraf)

Jede beschrinkte reelle Folge besitzt einen Hdaufungspunkt.

Beweis Die Folge (ay,) sei beschrinkt. Dann existieren K, L € R mit K < a,, < LVn € Ny. Im
Folgenden wird durch Bisektion eine Intervallschachtelung [z, yi], & € Np, konstruiert und eine

konvergente Teilfolge mit a,, € [zk, yi].

a) Das Bisektionsverfahren beginnt mit [x¢, yo] := [K, L], damit gilt offensichtlich
an, € [zo,yo] Vn > ng := 0.
b) Nun wird fiir jedes k > 0 iterativ definiert mit my, := 3(z), + yi):

[z, my], wenn fiir unendlich viele n gilt a,, € [zk, my],

[Tht1, Yt1] i = {

[mg, yk], sonst.

Dann existiert ein ngq > ng mit apn, , € [Trg1, Yry1]-
c¢) Nach Konstruktion sind die Intervalle geschachtelt, vgl. Satz es gilt insgesamt
o [Thi1,Ykt1] C [Tk, yk], also 2o < < Tpi1 < Yr1 < Yk < o, k€ No,
° a/n]' S [xkayk] VJ Z k7
oy —xk=2"(yo — z0) = 0(k — 00).
Daher sind die beiden Folgen (xj), (yx) monoton und beschrénkt, nach Satz[2.1.13| also konver-
gent, und

lim 2 =:a= lim y;, da lim (yx — %) = 0.
k—o00 k—o00

k—o00
Wegen der Schachtelung z;, < a,, < y konvergiert nach Satz [2.1.10 c) die Teilfolge gegen den
gleichen Grenzwert, lim a,, = a, der daher Hiufungspunkt von (a,) ist. [

—00
Bemerkung: Die duflersten Hiéufungspunkte einer beschrinkten Folge beschreiben den Bereich,

in dem sich die Folge konzentriert. Daher heifit der

kleinste Haufungspunkt: liminfa, Limes inferior,
n—oo

grofite Haufungspunkt: limsupa, Limes superior.
n—oo

Tatséchlich gilt fiir jedes € > 0, dass
ap € [liminf a, — ¢, limsupa, +¢| fiir fast alle n. (2.1.5)

Fir p € N ist (n7P) eine Nullfolge, also konvergent, und offensichtlich der Kehrwert der
divergenten Folge (nP), die ”gegen unendlich strebt”. Das Symbol oo (ist keine Zahl!) wird
daher in eingeschriankter Form als uneigentlicher Grenzwert zugelassen. Allerdings verwendet
man eine andere Sprechweise, da fiir das Symbol oo nur ein Teil der iiblichen Rechenregeln

gelten.
Definition 2.1.19 Fine reelle Folge (ay) heifit bestimmt divergent gegen +00 (bzw. —o0), wenn

VK eRINeN: a,>KVn>N (bzw. a, < KVn > N).
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Schreibweisen: lim a, = oo oder a, — oo (n — 00), bzw.
n—oo

lim a, = —oco oder a, — —oo (n — o).

n—oo
Bestimmt divergente Folgen sind offensichtlich unbeschrénkt, aber nicht jede unbeschrankte
Folge ist bestimmt divergent.

Beispiel 2.1.20 a) lim nP = 400 fiir p € N,

n—oo

b) lim (1 —2") = —oo0,

n—oo

c¢) Die Folge ((—n)™) ist nicht bestimmt divergent, sie ist divergent, da sie abwechselnd positive
und negative Werte annimmt.
Fiir die uneigentlichen Grenzwerte +0o (Symbole!) gilt ein eingeschrénkter Satz von Rechen-

regeln, etwa

lim a, = +oo = lim (ai) =0

n—oo n—oo n

ap >0, lim a, -0 = lim (%) - o0
n—00 n—oo \ %n

ap <0, lim a, -0 = lim (%) -
n—00 n—oo \ 4n

p-te Wurzeln in R

Aus der Existenz des Supremums wurde in Satz[1.4.8|die Existenz der Quadratwurzel hergeleitet,

um den komplexen Betrag definieren zu konnen. Fiir die allgemeine Wurzel ¥/a, a > 0, p € N,

wird ein konstruktiver Weg beschritten. Die im folgenden Satz eingefiihrten Folgen dienen zur

(auch praktischen) Berechnung der eindeutigen positiven Losung der Gleichung 2P = a > 0.

Satz 2.1.21 Zua € Ry, p € N wird mit z9 > 0, 25 > a eine Folge iterativ definiert durch
p—1 a

Tpg1 = Tn —,
D ph,

n € Np.

Dann konvergiert (x,,) monoton fallend gegen b > 0 mit b¥ = a. Man nennt b =: ¥/a = al/? die

p-te Wurzel von a.

Beweis durch Induktion.

a) Zunichst folgt =, > 0Vn € Ny, die Folge ist nach unten beschrinkt.
b) es ist 2}, > a, denn mit der Bernoulli-Ungleichung S[1.3.2] gilt

p p p
a— Ty a — Tp \P a — Tp
Tpil = Tp <1—|— g ) = xfl+1:xﬁ(1+ pa ) > b <1+ o > = a.
>—1/p
c¢) Die Monotonie folgt aus b), denn
p
a—x
Tn+l — Tn = T{L <0.
pTn
d) Nach SJ2.1.13| konvergiert daher (zy,), also sei b := T}Ln;o Zp. Dann folgt
—_zP _pp
b= lim z,4y1 = lim (xnf%) = 7“71 — b =a.
n—»00 n—00 pxh pbP~
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e) Eindeutigkeit: Gilt auch fiir ¢ > 0 die Gleichung ¢ = a, folgt aus S
= k k—1
— P P — (b p—k— o
0=0—-c"=(b c)gbc>0 = b—c=0. m
Mit diesem Satz kann man die Definition der Potenz a”, a > 0, auf rationale Exponenten

ausdehnen:
TZQEQ: a" =a¥? = Yal, a>0. (2.1.6)
p

T

—i—s7 e

Auch fiir diese Definition verifiziert man leicht die {iblichen Rechenregeln (a"a® = a”
1/a", (a")* =a", a"b" = (ab)" fir a,b € R, r,s € Q). Aus dem Beweisteil e) des Satzes folgt fiir

yP — xP > 0 iibrigens die Monotonieaussage

O<z<y <<= Yz<yy. (2.1.7)

Beispiel 2.1.22 Die im Satz [2.1.21| verwendete Folge konvergiert sehr schnell gegen ¢a. Fiir

V2 erhiilt man mit 29 = 2 die gezeigten Werte, die exakten Ziffern sind unterstrichen.

y
Tn

2.0

15

1.4166666..

1.414215686.. |
1.4142135623746.. I zpar a0

» R

B ow NN = oS

Rechts ist der Ablauf der Iteration analog zu Beisp[2.1.3] skizziert mit xp = 3. Im Gegensatz
zum Bisektionsverfahren aus bekommt man nicht langsam eine (Binér-) Stelle nach der
anderen. Hier verdoppelt sich die Zahl der exakten Ziffern mit jedem Schritt. Fiir p = 2 liest
man das leicht an der Vorschrift ab, sie entspricht dem Heron- Verfahren

1
Tl ::(xn+a>, n=0,12,...
2 T,

und fiir die Folge der relativen Fehler (x,, — b)/b, b = v/a gilt fiir xg > b:

Tpy1 —b 1 22 + 02 (=02 1 (x,—b 2
_ — = < > 0.
b b( 22, b) Wz, 2\ b ozl

Der neue relative Fehler x,,41/b — 1 ist kleiner als das Quadrat des Vorgéngers (x,,/b — 1)2. Im
Beispiel wird aus x3 — b = 107° daher x4 — b = 10719,
Das folgende Beispiel macht eine Aussage zu zwei gegenséitzlichen Effekten, einer immer
hohereren Wurzel aus einer gréfler werdenden Zahl. Sie wird spéter benétigt.
Beispiel 2.1.23 Es gilt
lim /n = 1. (2.1.8)

n—oo
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Wir betrachten {/n =: 1+ a,. Fiir n > 1 ist dann a,, > 0 und die Definition und die Binomische

Formel (S{1.2.4) fithren auf:

2

2
n(n—l)(n_l)_ﬁ'

n
—1
k=0

Fiir jedes € > 0 gibt es natiirlich ein N mit 2/N < €2 und fiir n > N ist daher a, < \/2/n < ¢,
also gilt a, — 0.

Bemerkung: Fiir a > 0 und p € N gilt nach Definition immer ¥/a > 0. Die eindeutige(!) Definition
der p-ten Wurzel muss man unterscheiden von der Betrachtung aller Losungen der Gleichung
aP = a, hier ist ist ¢/a nur eine von mehreren (genau p komplexen) Losungen. Nur in diesem
Sinne ist die Schreibweise 2> = ¢ = 2 = +./a angebracht. Fiir ungerades p kann man die

Definition der Wurzel auch auf den Fall a < 0 iibertragen mit ¢/a = —¢/—a.

Cauchy-Folgen

Der Satz[2.1.13|enthielt erstmals ein spezielles Kriterium fiir die Konvergenz, das ohne Kenntnis

des Grenzwerts auskam. Folgende Definition ist allgemein einsetzbar.

Definition 2.1.24 (Cauchy-Folge) FEine Folge (a,) heifst Cauchy-Folge, wenn gilt
zu jedem € > 0 existiert N () € Ny so, dass |am — an| < € fiir alle m,n > N(e). (2.1.9)
kurz: Ve >03N(e):  |am — an| <eVm,n > N(e).

Der Unterschied zur Konvergenzdefinition besteht also darin, dass die e-Bedingung nicht mit
dem (meist unbekannten) Grenzwert a, sondern fiir beliebige Paare von Folgengliedern gilt,
wenn beide Indizes geniigend grof} sind. Dabei darf aber insbesondere die Indexdifferenz |m — n)|
beliebig grofl werden.

Beispiel 2.1.25 Die Folge a,, = ;7 ist Cauchyfolge, mit N(¢) := [2/¢] gilt

| | m n ‘ ‘m(n+l)—n(m+1) |m — n|
Qa. — Qa = — = =
meen m+1 n+1 (m+1)(n+1 (m+1)(n+1)
m+n+ 2 1 1
= + <e.

(m+1)(n+1) m+1 n+1

Jede konvergente Folge (Grenzwert a) ist auch Cauchyfolge, denn die Differenz |a,, — a,| <
|a —a|+|a, —a| wird beliebig klein fiir grole m, n. Die Umkehrung gilt aufgrund der Vollstéindig-
keit von R:

Satz 2.1.26 Jede Cauchy-Folge in R ist konvergent.

Beweis Cauchyfolgen sind beschriankt, denn etwa zu € := 1 existiert ein N so, dass |ay — ap,| <
e =1Vm > N. Also gilt fiir alle n € Ny

lan| < max{|ag|,...,|lan—1], |an| + 1}.
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Nach dem Satz [2.1.18] von Bolzano-Weierstrafl gibt es daher eine konvergente Teilfolge a,, —
a (k — o0). Wir zeigen jetzt, dass dann auch a, — a (n — 00).

Denn zu € > 0 existiert ein K(¢g) so, dass |an, —a|] < /2, k > K(e) gilt und ein N(e) so,
dass |am — an| < €/2 fiir myn > N(e). Da die Indizes nj streng wachsen, existiert einer mit
m = ng > N(g). Damit folgt jetzt die Konvergenz, denn fiir alle n > N(¢) gilt

3 13
’an_a|S‘a”_am‘+|am_a|<§+§:€. [ |

Das Cauchy-Kriterium aus Satz wurde im wesentlichen ({iber Satz etc.) mithilfe
des Vollstédndigkeitsaxioms bewiesen. Es ist aber keine einfache Folgerung desselben, sondern
dquivalent damit, d.h. man kann Satz im Prinzip als Ersatz fiir das Vollsténdigkeitsaxiom
benutzen. In C und im R", wo keine vollstindige Anordnung mehr existiert, ist die Definition
der Vollstindigkeit iiber die Aussage von Satz [2.1.26] sogar vorzuziehen. Da bei vielen Folgen
und Reihen (—> der Grenzwert unbekannt ist, weist man Konvergenz oft iiber das Cauchy-

Kriterium nach.

Komplexe Folgen

Da auch C ein Kérper ist, kann man komplexe Folgen (z,) als Abbildungen Ny — C definieren
mit Folgenelementen z, € C, n € Ny. Die entscheidenden Konvergenzaussagen fiir reelle Folgen
wurden mit dem Betrag formuliert und kénnen daher auch ins Komplexe iibertragen werden, da
auch der komplexe Betrag nach S[I.4.11] die Eigenschaften einer Norm bzw. Metrik besitzt.

Definition 2.1.27 FEine komplexe Folge (z,), z, € C,n € Ny heifst

konvergent gegen z € C <= Ve >03IN: |z, —z| <eVn > N,
Cauchy-Folge <= Ve > 03N : |z, — 21| <eVm,n > N.

Damit sind alle die Satze und Kriterien iibertragbar, welche den Betrag, aber nicht die Anord-
nung verwenden. Allerdings gehoren zu einer komplexen Folge (z,) mit a,, := Re z,, b, := Im 2,
auch die reellen Folgen (a,) und (b,) der Real- und Imaginirteile, es ist (z,) = (an + ib,) =
(an) +1i(by,). Hier ldsst sich ein einfacher Zusammenhang zur Konvergenz im Reellen herstellen:

Satz 2.1.28 Fiir eine komplexe Folge (z,) und z € C sind folgende Aussagen dquivalent:

a) (zn) konvergiert gegen z, also z, — z (n — 00),

b) die reellen Folgen der Real- und Imagindrteile konvergieren, Re z, — Rez(n — o) und

Imz, » Imz(n — ).

c) die reelle Folge (|z, — z|) ist Nullfolge.
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Beweis Sei a,, = Rez,, b, = Im z,, n € Nj.

a) = b): Fiir z, — 2 (n — 00) sei z = a+ib der Limes b S o
und N(e) der Wert aus Defin zu € > 0. Wegen y
lan, — a| < |z, — 2| und |b, — b] < |z, — 2| gilt dann Im z,
auch
lap, —al < |z, — 2| <eVn>N(e) = lim a,=a — oo o~ R
n—oo a
|bp, — b < |z, — 2| <eVn > N(e) = lim b, =b.
n—oo
b) = a): Fiir a, — a, b, — b(n — 00) existieren zu ¢ > 0 Indizes N, No mit
£ €
lan, —al < §Vn > Np und |b, — b|] < §Vn > Ns.
Aus der Dreieckungleichung SJ1.4.11| ¢) folgt dann fiir n > N := max{Ny, Na}
. € €
|zn — 2| = |lan —a+i(by, — b)| < |an, —a|] + |b, — 0] < §+§:5,
also lim z, = z.
n—oo
c) entspricht der Defin a). |

Wegen |z, — Z| = |z, — 2| = |2, — 2| gilt auch die neue Regel

lim 2z, =2 = lim zZ, =2 = lim z,.
n—o0 n—oo n—oo

Wegen Satz [2.1.28) konvergiert in C jede Cauchy-Folge, daher nennt man auch den Korper C
vollstandig. Mit S[2.1.28|lassen sich alle die Sétze fiir komplexe Folgen direkt iibertragen, welche
nicht die Anordnung von R verwenden, den Begriff Beschréinktheit bezieht man bei komplexen

Folgen auf die Betragsfolge (|2,|). Eine Ubersicht:

gilt fiir komplexe Folgen | nicht anwendbar | Beschreibung
Satz[2.1.6 Limes eindeutig
Satz |2.1.7 Rechenregeln fiir Limites
Satz [2.1.9 Vergleichssatz
Satz [2.1.10/a) b) d) Sat72.1.10| c) Konvergenzkriterien
Satz[2.1.13 monotone Konvergenz
Satz [2.1.17 Teilfolgen, Haufungspunkte
Satz[2.1.18 Bolzano-Weierstrafl
Satz [2.1.21 Wurzeln
Satz[2.1.26 Konvergenz v.Cauchyfolgen
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2.2 Unendliche Reihen

Reihen sind spezielle Folgen, die durch Summation entstehen. Da hier aber besondere Eigen-
schaften und Kriterien gelten, ist eine eigenstéindige Betrachtung interessant. Man kann sogar
behaupten, dass Reihen die wichtigsten Beispiele fiir Folgen sind. Die folgende Diskussion be-
zieht sich auf reelle und komplexe Reihen (ay € K), wenn keine Anordnungsargumente verwendet

werden. Bei Monotonieaussagen wird explizit nur der reelle Fall formuliert.

Definition 2.2.1 Zu einer gegebenen Folge (ay,), a, € K, nennt man die Folge (s,) der Parti-

alsummen s, := Z ar, (unendliche) Reihe und bezeichnet sie mit Z ay. Wenn diese Folge (sy,)

konvergiert, heifst der Grenzwert s := lim s, Wert bzw. Summe der Reihe, bezeichnet durch
n—oo

o0
5= .
k=0

Bemerkung: Umgekehrt gehort zu einer gegebenen Folge (sy,) eine Reihe mit a,, := s, —sp—1, n >

1 und ag := sg. Denn es gilt (” Teleskopsumme” )

n
sn:Zak:so—l—(sl—so)—i—...—i—(sn—sn_l).
k=0

Die beiden Graphiken zeigen mégliche Darstellungsweisen fiir Reihen (mit a; > 0), links als
Folge, rechts wird fiir jedes aj ein Késtchen der Breite eins gezeichnet, die Summe entspricht

o]
der Gesamtfléiche, das Beispiel ist > 27
k=0

a2 52
S1

|(ll

S0

ag

NQ NO

Beispiel 2.2.2 Die geometrische Reihe mit ¢ € C ist unter folgender Einschrinkung konvergent,

- 1
qu T gl < 1.
k=0 4

Denn fiir || < 1ist 1 — ¢ # 0 und fiir die Partialsummen s, = >}, q" gilt

qn+1| ’n—i—l

1—gq 11— g C1—gq|

Nach Satz existiert fiir ¢ > 0 aber ein N, ab dem der letzte Ausdruck < e ist. Die

geometrische Reihe besitzt eine fundamentale Bedeutung fiir Potenzreihen.

1 1 ~ l-—q+q—¢+...— lq
- - 1 —1‘2 -
|$n \ ’1—Q\‘( q) qu

Die im Beispiel betrachtete Folge (¢") ist unter der Einschréinkung |g| < 1 eine Nullfolge. Dies

ist ein wichtiges notwendiges (nicht hinreichendes!) Kriterium fiir Reihenkonvergenz.
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o0
Satz 2.2.3 Wenn die Reihe Y aj in K konvergiert, ist (ar) Nullfolge.
k=0
o0
Beweis Zu s = ) a; und € > 0 sei N so, dass |s, — s| < /2 fiir n > N. Dann folgt fiir
k=0
n > N +1, dass
€ €
lan| = [$n — Sn—1| < |sn — 8|+ |sn—1 — 8| < 5—1—5 =¢,
also gilt a,, — 0(n — o0). ]

Fin allgemeines, hinreichendes Kriterium fiir Konvergenz ist das Cauchy-Kriterium. Der Beweis
ist ein einfache Ubertragung der Definition [2.1.24f mit m = n 4+ p > n.

o0
Satz 2.2.4 (Cauchy-Kriterium) Die Reihe ) ay in K ist genau dann konvergent, wenn zu
k=0
jedem € > 0 ein N(e) € N existiert mit
n-+p
‘Zak‘ <e ¥Yn>N(e), pe€ Np.
k=n

o0
Beispiel 2.2.5 a) Die Reihe Y (—1)" divergiert nach Satz [2.2.3

k=0
o 0]
b) Die harmonische Reihe % divergiert. Denn das Cauchy-Kriterium ist verletzt, fiir jedes
k=1
n € N gilt
i LN SRS SR I
= et —2>n-— = .
n+1 n+2 2n — 2n 2
k=n+1

Dies zeigt, dass ap = % — 0 (k — o0) nicht hinreichend fiir Konvergenz ist.

o0
c) Fiir m > 1 konvergiert aber die Reihe ) k%’ denn fiir m = 2 ldsst sich SJ2.2.4| mit einer

k=1
Teleskopsumme anwenden, n > 1,p > 1:
kK2 (k—1)k k-1 k
k=n k=n k=n
1 1 1 1 1 1 1
= -4 - — + ... = = - <e
n—1 n n n+1l n+p n—1 n+p

fiir n > 2+ [1/e|. Der Reihenwert ist iibrigens bekannt, es gilt

7T2

"1
Zﬁ =5 = 1.644934 . . .
k=1

Fiir konvergente Reihen gelten viele der fritheren Gesetze ebenfalls. Ein wichtiger Unterschied
besteht aber bei Abinderung: schon die Anderung eines einzigen Gliedes #ndert zwar nicht die
Konvergenzeigenschaften (Satz[2.2.4)), aber den Wert der Reihe!
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o0 o0
Satz 2.2.6 Es seien Y ap und Y by konvergente Reihen in K und X € K. Dann gilt

k=0 k=0
a) Z(akibk):ZakiZbk
k=0 k=0 k=0
> (Aag) = A 37 ag.
k=0 k=0

b) fiir ag, b € R gilt

ar < b.Vk e Ny = Zak < Zbk

k=0 k=0
Beweis folgt aus S. (bei Real- und Imaginérteil) und S. ]
Beispiel 2.2.7 Kiirzlich wurde gezeigt, dass die harmonische Reihe mit a; = % divergiert,

da die Koeffizienten aj "zu langsam” gegen null gehen (3>, k=2 konvergiert). Bei wechselnden

Vorzeichen gilt dies nicht mehr, die alterniernde harmonische Reihe konvergiert,

00 -1 k—1
Z (]2 =0.693147... (=1n2),
k=1

(0.Bew.). Allerdings ist die Konvergenz nicht sehr robust, sie und der Reihenwert hingen nédmlich
von der Reihenfolge der Summanden ab! Fiir solche ”gerade so” konvergenten Reihen sind be-

stimmte Rechenregeln nicht anwendbar. Dafiir wird ein schéirferes Konvergenzkriterium benotigt.

o0

Definition 2.2.8 Die Reihe ) ax, ar € K, heif§st absolut konvergent, wenn die reelle Reihe
. k=0

> |ag| konvergiert.

k=0

Satz 2.2.9 FEine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Dieser Satz ist ein Spezialfall des folgenden, er zeigt, dass absolute Konvergenz tatséchlich
das einschrinkendere Kriterium ist. Reelle Reihen mit nichtnegativen Gliedern konvergieren
nach Satz [2.1.13] genau dann, wenn sie beschrinkt sind, da die Partialsummen s, monoton

wachsen. Daher erfordert absolute Konvergenz einfach die Beschrianktheit der Betragsreihe

o0
> |ag|. Diese kann man auch durch Vergleich mit anderen, bekannten Reihen nachweisen.
k=0

Satz 2.2.10 (Majoranten-
Kriterium)
Ist Z b mit b, € R, b > 0Vk € Ny

k=0
eine konvergente reelle Reihe wund

lax| < b Vk > ko, dann konvergiert
o0

auch > ag, ar € K, absolut.
k=0

Majorante

Np
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Beweis Nach dem Cauchy-Kriterium existiert zu € > 0 ein N > kg so, dass zzzg b, < ¢

oo
Vn > N,p € N. Daraus folgt aber die Behauptung fiir )" aj, da nach Voraussetzung
k=0

n+p n+p n+p
‘Zak’ §Z|ak| SZbk<€Vn2N,p€N. [
k=n k=n k=n

Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt natiirlich auch eine Schranke fiir den Reihenwert, fiir

ng = 0 etwa

o (o0} o0
‘Zak‘ < Z\ak\ < Zbk.
k=0 k=0 k=0

Die wichtigste Majorante ist die reelle geometrische Reihe mit by, = ¢* fiir 0 < ¢ < 1. Die bei-
den Beziehungen /by = ¢ bzw. by, 1 /b, = q fithren auf folgende Standard-Konvergenzkriterien:

Satz 2.2.11 Wenn zu einer Folge (a,) in K ein ¢ < 1, ¢ € R, und ein kg € Ny existieren so,

dass eine der folgenden Bedingungen gilt,

(1) Vagl < g <1 Vk > ko, (" Wurzelkriterium”)
(i) ax # 0 und )azzl ‘ <g<1 Vk>k, (” Quotientenkriterium”),
[e.°]
dann ist Yy ap absolut konvergent.
k=0

Zusatz: Falls umgekehrt +/|agx| > 1 oder
Reihe, da (ax) keine Nullfolge ist.

Ak+1
ag

> 1 ist fiir unendlich viele k, divergiert die

oo
Beweis (i) Die Voraussetzung ist iquivalent mit |az| < ¢F =: by, k > ko, also ist > ¢* eine
k=0
konvergente Majorante.
(ii) Die Quotientenvoraussetzung bedeutet |aj 1| < glax|, k > ko, also induktiv |ag, 11| < ¢*|ak,|

o0
fiir k € N. Jetzt ist ) by eine Majorante mit
k=0

(b0, - -5 brg) = (laol, -, laryl),  br := lar|g" ™, k> ko.

Beispiel 2.2.12 a) M#Big wachsende Vorfaktoren zerstoéren nicht die Konvergenz der geometri-
schen Reihe, fiir p € N ist

i 1Pk absolut konvergent fiir |z| < 1,
x
P divergent fiir |z| > 1.

Denn fiir |z| < 1 gilt beim Wurzelkriterium zu aj, = kPx*

Vi = {/kvlalk = Vivlz| = (VE)?|z].
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Da nach (2.1.8) aber lim ¥k = 1 ist, existiert kg € N mit

k—o0
1 1
(VE)P < 5(1 + m) = {/kP|z|F < + 1+ Ja| < 1Vk > k.

Fiir |z| > 1 ist dagegen |kP2*| > 1, also (a,) keine Nullfolge.
© k

b) Die Exponentialreihe ) % konvergiert absolut fiir alle x € R.
k=0 "

Fiir ap, = 2*/k! liefert das Quotientenkriterium

< Wk > ko= [2l2]).

‘ak+1 _
k+1— 2 -

‘_‘ ARy ! ‘ || 1
ap | 1(k+1)lxk

k
Insbesondere ist fiir jedes © € R (ay) eine Nullfolge 1;120 T =0

c¢) Fiir Quotienten- und Wurzelkriterium gibt es aber eine Grauzone, in denen sie keine Ent-
scheidung liefern. Nach Beisp ist

kP

1 { divergent fir p=1,
k=1

konvergent fiir p > 2.
Es gilt aber nach ([2.1.8]) bei ay = 1/kP fiir jedes p € N:

1> ]| = \/%)p —1 (k= o0),

a p
1> ‘ ’““‘:(kiﬂ) —1 (k= o).

Da die Ausdriicke durch kein ¢ < 1 von eins weg beschrankt sind, ist fiir kein p eine Entscheidung
moglich.
Bei den Rechenregeln fiir Reihen in Satz fehlte das Produkt. Denn zur Umordnung von

Summanden wird absolute Konvergenz benétigt.

Satz 2.2.13 (Cauchy-Produkt von Reihen)

o0 oo n
Die Reihen ) aj und Y by seien absolut konvergent, es sei ¢, := Y an—kbg. Dann ist auch
k=0 k=0 k=0

o
die Reihe »_ ¢y, absolut konvergent und es gilt
n=0

(E0)(50) =S e= 5 (Sewm),

Bemerkung: Tatséchlich taucht in der rechten Summe jedes der Produkte a;by, j, k € Ng genau

einmal auf (schwarze Werte):
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an bO Qnp bl Qn bn

o0

Beweis a) Die absolute Konvergenz der Reihe ) ¢ wird iiber die Beschrénkheit der Betrags-
k=0

reihe gezeigt, die erste Doppelsumme kann durch Hinzunahme der oben griin markierten Gréflen

vereinfacht werden:

Sl = 33 it (3 ) (3 ) = (3 ) (3 )

k=0 j5=0
oo
b) Also existiert der Grenzwert C' := > c¢;. Damit ist noch die Konvergenz C' = li_)m A, B,
k=0 n—00

nachzuweisen mit den Partialsummen A, = Y ) ag, Bn = > j_, bi. Dazu vergleicht man mit

Cn =3 p_oCk:

IC,y — AnBn| = ‘ZZak ib; —ZakZbk‘

k=0 5=0

= ‘ E akbj‘ < g lak||bj| =: Ty
0<j,k<n 0<j,k<n
Jtk>n Jk>n

Der Indexbereich zu r, ist oben vertikal schraffiert. Wegen j + k > n gilt entweder j > n/2
oder k > n/2. Daher kann man den Wert von 7, durch Hinzunahme der horizontal schraffierten

Terme vergrofern:

o <> arllbl D Jaxllbl
0<k<n 0<j<n
n/2<]<n n/2<k<n
n n
= Z!ak! Z b+ > laxl Y bl — 0.
j>n/2 k>n/2 J=0
—_— N—_———
beschr. -0 —0 beschr.

Denn alle Summen sind wegen der absoluten Konvergenz beschrénkt, und die Abschnitte Y7 /2 lak|,

> j>ny2 |bj| nach dem Cauchykriterium S sogar Nullfolgen (n — o0). Aus Satz [2.1.10| d)
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folgt damit
|Cpn — ApBp| <71 —0 (n—>00). W

Beispiel 2.2.14 Fiir das Quadrat der Reihe mit ay = b, = kl gilt

o] 112 oo n o] 1 ljﬂoo on
(T0) = X amm-aX ) T
n= n=

k=0 n=0 k:O

M:

b
Il

0
Potenzreihen

Potenzreihen sind ein wichtiges Hilfsmittel der Analysis, da sich die meisten (Standard-) Funk-

tionen in dieser Form darstellen lassen.

Definition 2.2.15 Die zu einer Zahlenfolge (ay,) gehorige Potenzreihe ist

oo
E anx",
n=0

Der Bereich fiir die Variable x, in dem Potenzreihen konvergieren, hat eine sehr einfache Struktur.
(o ¢]
Wenn némlich Z apxy in einem Punkt zg # 0 konvergiert, ist (a,x() eine Nullfolge, also

beschrinkt, |anx0| < MVn € Ny. Dann hat man aber fiir jedes x € K mit |z|/|zg] < 1 die

Majorante

< 0. (2.2.1)

 zol — |

o0 o0
D lana" =3
0

n=0 n=

o0
s < |2 =
X0 i)
n=0
Daher ist der Konvergenzbereich eine Kreisscheibe (im Komplexen), im Reellen also ein offenes
Intervall. Diese Beobachtung fiihrt auf den Begriff Konvergenzradius.
o0
Satz 2.2.16 F'ir jede Potenzreihe Y anx™ existiert ein Konver-

n=
genzradius r > 0 mit folgenden Eigenschaften:

i n konvergiert absolut fiir alle |x| <,
anx
" divergiert fir |z| > r.

Beweis Die Aussage folgt mit (2.2.1]) aus der Definition

o0
r:= sup{|z| : Zanx" konvergiert}. m
n=0
Bemerkung: Auf dem Kreisrand |z| = r kann keine Aussage gemacht werden. Im Satz sind ins-
besondere auch die Fille = 0 (nirgends konvergent, aufler zp) und r = oo (iiberall konvergent)

zugelassen.

Den genauen Wert des Konvergenzradius ermittelt man mit Wurzel- oder Quotienten-Kriterium.
Dazu ist Satz [2.2.11] auf die Folge (a,z™) anzuwenden. Wegen

Vi = Vlaalla] baw, 12020 ol

lana|  Jan]

n+1|

)
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also z.B. der Anforderung limsup,,_,.. {/|an||z| < 1 erhélt man den Konvergenzradius

1

r = — 2.2.2
limsup {/|ay,| ( )
n—o0

ro= lim |2, (2.2.3)
n—oo an_;’_]_

falls bei den Quotienten mit a,41 # 0 der Limes existiert. Die Félle r = 0 und r = oo sind
wieder zugelassen.
Beispiel 2.2.17 a) Nach (2.1.8)) hat fiir jedes p € Z die Reihe

oo
E nPz™ : Konvergenzradius r = 1.

n=1

Denn sowohl Wurzel- als auch Quotientenkriterium liefern

np
1 Y p = 1 o p = 1 —_— 1 p =
A, Ve = (lim V=1l o = (i o) =
o0
b) Die Reihe ) n"z™ konvergiert wegen r = 0 nur in x = 0, denn
n=0
1 1
=——=0(n— o00).
n nn n

c) Nach Beispiel [2.2.12] konvergiert die Exponentialreihe iiberall, » = oo, da im Quotienten-

Kriterium mit a, = 1/n! gilt

1)!
In_| _ (n+1) =(n+1)— oco.
Anp+1 n!
Das unterschiedliche Konvergenzverhalten bei der geometrischen Reihe (a, = 1) und der

Exponentialreihe (a,, = 1/n!) sieht man in den folgenden Graphiken, welche jeweils den Verlauf
der Summenpolynome $o, S5, Sg, S15 zeigen. Links, bei der geometrischen Reihe, wachsen die
Polynome auferhalb von [—1, 1] sehr stark an, wéhrend sie rechts die Exponentialreihe iiberall

immer besser approximieren:

4 4
2 2

i 15 : 2 5 T g
*

X
2 r2
4 /// -4

(]
in
=
in
[=|
=1
mn
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Bemerkung: Offensichtlich konvergiert die Potenzreihe nahe bei = 0 am besten, insbesondere
in einem Kreis um z = 0. Will man einen anderen Ort xzg € K bevorzugen, wihlt man diesen

als Entwicklungspunkt und betrachtet allgemeinere Potenzreihen der Form
[oe)
Z bp(x —z0)", yek (2.2.4)
n=0

Deren Konvergenzbereich ist jetzt eine Kreisscheibe {z : |x — zg| < r} mit Zentrum xy. Durch
Substitution y = x — xg erhélt man natiirlich die Gestalt aus Defin. [2.2.15] Allerdings kann
o0

der Konvergenzradius stark von xo abhéngen. Als Beispiel wird die geometrische Reihe ) z"
n=0
(Konvergenzradius 1 bei xy = 0) betrachtet.

Beispiel 2.2.18 Mit x = zg + y, zo # 1, erhélt man fiir |y| = |z — zo| < |1 — x| die Reihe
1 1 1 1 . (x—x)"
- >

1—=z 1*1‘0*];:1*1‘01*1_1/960 vt 1 — ao)n

Diese Reihe mit den Koeffizienten b, = (1 — 29) ™! hat nach dem Wurzelkrite-
rium den Konvergenzradius r = 1 — x. Dieser ist also fiir 9 € (0,1) kleiner als
eins, fiir zp € (—1,0) dagegen sogar grofier als der der geometrischen Reihe. Es
iiberrascht nicht, dass alle offenen Kreisscheiben (Mittelpunkt xg, Radius 1 — )

den Pol in z = 1 gerade nicht mehr enthalten.

Die Anordnung der Summanden im Cauchy-Produkt Satz[2.2.13] sortiert gerade die Koeffizi-

enten nach z-Potenzen.

o0 o0
Satz 2.2.19 Die Potenzreihe Y, a,x™ besitze den Konvergenzradius r und bpx™ den Kon-
n— n=0
vergenzradius s. Dann gilt fir |z| < min{r, s}:

(;an:ﬁn) (gobnl‘") = go <ki:0an_kbk)$n'

Der Konvergenzradius der rechten Produktreihe ist also mindestens min{r, s}.

Eine sehr wichtige Rolle spielt die schon mehrfach betrachtete Exponentialreihe

exp(z) := Z %, z €K, (2.2.5)

n=0
sie hat den Konvergenzradius r = co. Nach Beispiel 2.2.12|b) konvergiert sie absolut fiir beliebige

z € C. Die Genauigkeit der n-ten Partialsumme kann man iiber das Restglied
exp(r) = 3 75 + ()
k=0

abschétzen, es gilt
17n+1
|rnt1(x)| < 2(L|+1)' fir n > 2|z| — 2. (2.2.6)
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Zum Nachweis dieser Abschéitzung wird der Reihenrest betrachtet

@l = | 3 s X 0r
k=n-+1 k=n+1
. ( || || ||
- 1 (1 (1 ))
(n+1)! +n+2 +n+3 +n+4+

Da fiir |z < (n+2)/2 jeder der Quotienten in der Klammer durch § beschréinkt ist, kann diese
durch die geometrische Reihe mit Wert 1/(1 — 3) = 2 abgeschéitzt werden.

Die Schranke zeigt die "schnelle” Konvergenz der Exponentialreihe fiir n > |z|. Fiir die
Analysis spielt dieser Aspekt eine geringe Rolle, fiir die tatséchliche (numerische) Berechnung
von exp(z) aber schon.

Beispiel 2.2.20 Numerischer Vergleich der folgenden Grenzwertaussagen zur Euler-Zahl, Bei-

spiel [2.1.14
1 "
exp(l) = g €= lim <1 + n> . (2.2.7)

n—00
k=0

Die Grenzwerte sind wirklich gleich, denn fiir s,(z) == >}, %I,c und b, = (14 1/n)" gilt

0 = 5”(1)1’”:;:01& "~ }\(n — )k
S e e
k=2 >0
| 1, 1\ SEE2CN 1 k—1
< Sh(-- b)) TS -a- )

1~k 1
D P :
< k!_nexp(l) — 0(n — o0)

Zur Berechnung ist es giinstig, die Produktform von 2* und k! auszunutzen,

Sn@):éﬂ;’j:m;(Hg(1+§(1+...+g)...)),

bei a,, berechnet man die Teilfolge aor = (1 +2_k)2k durch wiederholtes Quadrieren. Die Anzahl

der giiltigen Ziffern (unterstrichen) zeigt die Uberlegenheit der Reihe

s10(1) = 2.718281801.. =e—3-1075,
a1024 = Q910 = 2.7169.. —e—1073.

Die grundlegenden Eigenschaften der Exponentialreihe enthalt

Satz 2.2.21 Fiir die Exponentialrethe gelten mit y, z € K folgende Regeln:
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a) exp(y + z) = exp(y) exp(z)  (Funktionalgleichung)
b) exp(z) >0Ver eR, exp(x)>1VreR,
c) exp(nz) = (exp(2))" Vn € Z, ! -
)= 1 — on -
u.a. exp(—z) = xp(a)’ exp(n) =e", n € Z.

oo
Beweis a) Das Cauchyprodukt aus Satz [2.2.13|liefert exp(z) exp(y) = > ¢, mit
n=0

n n—k n n
1 n\ ,_ (x+y)
_ _ —k, k __ n—k, k __
n kz—o (n—k)! k:' n! Z 'k' 4 n! kz—:o <k>m 4 n!

nach dem binomischen Satz [[.2.4]

b) exp kann denn Wert null nicht annehmen, da exp wegen a) sonst identisch null wire. Fiir
r € R gilt daher immer 0 < exp(r/2)? = exp(z). Fiir + > 0 sind alle Summanden in ([2.2.5)

positiv, also ist dann exp(x) > 1.

c) folgt induktiv aus a) mit geeigneten vy, z. [ ]

Binire Zahldarstellung

In natiirlicher Weise beschreibt man Zahlen durch die Angabe ihrer (Dezimal-)Stellen, bei der
Eulerzahl etwa e = 2.71828... Dieses ist tatsichlich die Kurzform einer unendlichen Reihe, sogar

einer Potenzreihe zur Basis b = 10.

Definition 2.2.22 Zu b€ N, b > 2, ist ein b-adischer Bruch eine Reihe der Form
[o¢] m (o) a
_ i k
£ = (e + > sz) (2.2.8)
k=—m j=0 k=1

mit Koeffizienten ay, € {0,1,...,b— 1} und a_,, # 0 fiir m > 0. Bei gewdhltem b schreibt man
ia_ma_mH ...a_1ap.a109 ...

Die iibliche Schreibweise mit b = 10 ist ein Dezimalbruch, fiir Computer sind Dualbriiche mit
b = 2 besser geeignet. Da die Koeffizienten aj (Stellen) beschrénkt sind durch 0 < a; <b—1
ist im Wurzelkriterium lim supy,_, W < 1 und daher liegt b~! < % innerhalb des Konver-
genzradius. Daher ist ein b-adischer Bruch stets konvergent und stellt eine reelle Zahl dar. Die
Umkehrung wird nur fiir den Fall b = 2 gezeigt mithilfe des Bisektionsverfahrens: jede reelle
Zahl ist als dyadischer Bruch darstellbar.

Satz 2.2.23 a) Jeder b-adische Bruch ist konvergent in R.
b) Zu jedem x € R ezistiert ein b-adischer Bruch (2.2.8).
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Beweis a) Die Reihe Y52 (b— 1)b~* ist konvergente Majorante, da b1 < 3 < 1.

b) Nur fir b = 2 und (0BdA) = > 0. Nach Satz existiert ein m € Ny mit 0 < < 2m+1
und m sei die kleinste dieser Zahlen. Fiir m > 0 ist dann also x € [2™,2™"1) und daher a,, = 1
die hochste (Bindr-) Stelle, fiir m = 0 kann aber auch ag = 0 sein, wenn = < 1 ist. Induktiv gilt
nun mit
n
Ty 1= Z ak2*k <z
k=—m
fiir den Rest 0 < x — x;,, < 27 ™. Daher ist die Stelle a,,11 € {0,1} eindeutig bestimmt durch die
Bedingungen
127" <z —2, < (@1 +1)27"7L m

Bemerkung: a) Das Vorgehen im Beweis enstpricht dem Bisektionsverfahren (1.4.4) mit Startin-
tervall [0,2™+1]. Da in jedem Schritt nur zwei Fille fiir a, 41 moglich sind, kann man die letzte

Bedingung im Beweis auch so formulieren:

0, z—x, <271
Onpt1 =
i 1, x—x,>2""1

b) Der Satz enthilt nur die Existenz, denn zur Eindeutigkeit der Zahldarstellung muss man

periodische b-adische Briiche mit a = b — 1Vk > kg ausschlieflen, im Dezimalsystem ist
0.999... = 1.

Bemerkung: Bei unendlich grofien Mengen gibt es Einiges, was dem iiblichen Empfinden wider-
spricht. Im Endlichen kann man nachweisen, dass zwei Mengen gleich grof3 sind, indem man die
Elemente einander eindeutig zuordnet (eine bijektive Abbildung angibt). Im Unendlichen stellt

man dabei aber fest, dass etwa die Mengen
N={1,2,3,...}, N\{1}=1{2,3,4,...}, 2N={2,4,6,...}

gleich méchtig sind, da man unschwer bijektive Abbildungen zwischen ihnen angeben kann. Man
nennt eine Menge M abzdhlbar, wenn eine surjektive Abbildung N — M existiert, sie ist nicht
maéchtiger als N. Mit Hilfe der b-adischen Entwicklung kann man nun aber mit einem einfachen
Widerspruchsbeweis zeigen, dass R wirklich méchtiger als N ist, diberabzdhlbar. Denn wenn z.B.
die Zahlen in [0,1) abz#éhlbar wiren, konnte man sie der Reihe nach aufschreiben: z1, za, .. ..
Dreht man aber in z,, die n-te Binérstelle um, erhdlt man eine weitere reelle Zahl aus [0, 1), die

sich von allen x,, unterscheidet.

Maschinenzahlen

Die Arithmetik von Computern arbeitet mit Bindrzahlen (b = 2), fiir Finanzanwendungen ist
auch b = 10 noch iiblich (BCD-Code) und es gab Rechner mit b = 16 (IBM). Wegen des
begrenzten Speichers ist dabei aber immer nur eine endliche Menge von Zahlen darstellbar! Fiir

ganze Zahlen C 7 verwendet man iiblicherweise eine feste Wortldnge ¢ (16,32,64 Bit), mit der
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ganze Zahlen im Intervall (—2¢~1, 2¢=1) darstellbar sind. Zur Darstellung negativer Zahlen ist
das Zweierkomplement vorteilhaft, da dann die Addition ohne Fallunterscheidungen fiir positive
und negative Zahlen ausgefiihrt werden kann. Beim Zweierkomplement stellt das hochstwertige
Bit das Vorzeichen dar (0 = +, 1 = —), negative Zahlen bekommt man durch stellenweises

Invertieren der positiven Binardarstellung und anschliefende Addition von 1 =0...01.

In der rechten Spalte ist die Zuordnung fiir £ = 3-stellige Bindrzahlen mit Vor- 7 0111
zeichen zu sehen. Offensichtlich gibt es eine Asymmetrie, fiir die Zahl —2¢~1 gibt 6 0110
es kein positives Gegenstiick, sie wird daher meist nicht (oder fiir Sonderzwecke) i 818(1)
verwendet. Daher war im 8-Bit-ASCII-Code der Code 12819 = 100000002 lange 5 0011
unbenutzt, und die Einfiihrung des Euro-Zeichens fiihrte in einigen Programmen 2 0010
zu Problemen wegen einer Sondernutzung durch Programierer. 1 0001
Interessanter ist aber die Darstellung bzw. Approximation reeller Zahlen. Um (1) (1)(1)(1)(1)
dabei einen moglichst groffen Bereich an Gréfilenordnungen abzudecken (Physik: 2 1110
Lichtjahr 10'6m, Elektron= 10~!%m), lehnt man sich an die Bruchdarstellung -3 1101
an und speichert zunéchst den héchsten Exponenten m € Z, also auch im -4 1100
Fall negativer Exponenten. Hier muss natiirlich auch die Gréfle von m beschrinkt Z 181(1)
werden. Dann hat (vgl. Bew. Satz der hochste Koeffizient immer den Wert -7 1001
a_p, = 1 und wird daher nicht gespeichert (normalisierte Gleitpunktdarstellung). -8 1000

Danach wird nur eine feste Anzahl Stellen ay beriicksichtigt. Die Maschinenzahl
r = +0.a1ag...a0 0™ :=F(arb" Fagb 2+ .. 4 ah V™, |m| < E, (2.2.9)

wird im giiltigen IEEE-Standard 754 als real-Zahl (double precision) in 64 Bit gespeichert mit
11 Bit Exponent und 52(+1) Bit Mantisse M = asy...ay. Der Exponent wird verschoben, mit

der Binadrdarstellung m + E = myg..m1mg ist die Darstellung

+0.a1ag...a7- 0" ’ +mig..my |m3..m0a2..a5‘ ag...013 " .. ap ‘

(Die Speicherung dieser 8 Byte in PCs erfolgt aber in umgekehrter Reihenfolge) Hier gilt also
¢ =53, F = 1023. Die Zahlgenauigkeit betrigt ca. 15 Dezimalstellen, die Grofle der Zahlen ist
durch 2F 22 103% beschrinkt.

Dieser Standard iiberdeckt daher etwa das reelle Intervall [1,2], in dem iiberabzéhlbar viele
reelle Zahlen liegen, nur mit einem endlichen Gitter von Zahlen! Zusétzlich enthilt der IEEE-
Standard einige Codes mit Sonderbedeutung
m=0 M=0| =0, null
m=FE M=0| +c0
m=FE M >0 | NaN (Not a Number)

Division einer positiven/negativen Zahl durch null ist also moglich und liefert +o00 bzw —oo, fiir
unzuléssige Operationen gibt es den Sondercode NAN einer ungiiltigen Zahl.
Folgen der endlichen Zahldarstellung: Die unmittelbare Folge ist natiirlich, dass unendliche

Binérbriiche (Eulerzahl e, aber auch 1/3) durch Rundung approximiert werden miissen und
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daher zu Eingabefehlern fithren. Gravierender ist aber vor allem der daraus folgende Verlust
der Assoziativitét vor allem bei der Addition, Summationsergebnisse hdngen von der Reihen-

folge der Summanden ab! Die damit verbunden Probleme werden im Gebiet Numerik behandelt.

Beispiel 2.2.24 Die drei 3-stelligen (dezimalen) Maschinenzahlen 0.123, 0.789 - 102 = 78.9,
—0.788 - 10> = —78.8 sollen addiert werden, was in unterschiedlicher Klammerung méglich ist.
Die Zwischenergbnisse der mit 4+ bezeichneten Maschinenaddition werden auf 3 giiltige Ziffern

gerundet:
(0.123478.9)+(—78.8) = 79.023+(—78.8) = 79.0+(—78.8) = 0.200,

0.123F(78.9F(—78.8)) = 0.123F0.1 = 0.223.

Der Fehler in der ersten Form betréigt mehr als 10%, insbesondere ist die Operation also nicht

assoziativ.
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3 Funktionen einer Variablen

3.1 Stetigkeit

Funktionen sind Abbildungen von (Teilmengen von) R nach R. Die besonders interessanten
Funktionen sind dabei ”glatt” in unterschiedlich starkem Ausmaf. Die Abstufungen werden in

dieser Vorlesung préziser definiert.

Definition 3.1.1 Sei D C R. Eine Abbildung f : D — R heif$t (reellwertige bzw. reelle) Funk-
tion, D ihr Definitionsbereich. Der Graph von f ist die Menge

Gy ={(z,y) € R?: zeD,y=f(z)}

Der Graph dient zur graphischen Darstellung (” Visualisierung”) des Funktionsverlaufs.

4

Beispiel 3.1.2 a) Zu ¢ € R sind

f: R—=R, x+ c eine konstante Funktion,

idg : R— R, z+— x die identische Funktion.

b) Betragsfunktion
abs: R — R, = — |x|. ||

¢) Polynomfunktion mit Koeffizienten ag,...,a, € R: -

n

p: R—R, J:r—>p(x):a0+a1+...+anx”:Zakxk.

k=0

Fiir a,, # 0 heifit n der Grad des Polynoms.

d) Die Funktion ”grofite ganze Zahl” oder GauB-Klammer
entier : R - R, z +— |z] ! —

hat Sprungstellen, der dort giiltige Funktionswert wird mit einem Punkt ||

markiert. Sie ist das Beispiel einer sog. Treppenfunktion. -

Beispiel 3.1.3 Die Dirichlet-Funktion

1 firzeQ,

f: R—>R, a:&—>f(:n)::{ 0 firzcR\Q

allerdings lésst sich nicht zeichnen, da sich rationale und irrationale Zahlen beliebig nahe kom-
men, durch die Spriinge ist sie extrem unstetig.
Die meisten Standardfunktionen weisen keine ” Spriinge” auf, bei Annidherung an einen Punkt

x aus verschiedenen Richtungen erhilt man einen wohldefinierten Wert. Der entscheidende Punkt
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in der folgenden Definition ist, dass sich fiir alle beschriebenen Folgen (z,,) bei den Bildfolgen

(f(xy)) immer der gleiche Grenzwert ergibt.
Definition 3.1.4 Es sei f eine reelle Funktion mit Definitionsbereich D C R.

f heif§t stetig im Punkt a € D, wenn fir alle gegen a konvergenten Folgen (z,) aus D gilt

lim z, =a = lim f(z,) = f(nh—g)lox") = f(a).

n—o0 n—o0

f heifit stetig (auf einer Menge M C D), wenn f in jedem Punkt (von M ) stetig ist.

f stetig f unstetig

a a

In den Graphiken sind in schwarz und rot zwei verschiedene, jeweils monoton gegen a konvergente
Folgen und die Bildfolgen auf der vertikalen Achse angedeutet. Bei der unstetigen Funktion
haben die Bildfolgen unterschiedliche Grenzwerte.

Die praktische Konsequenz der Stetigkeit wurde in der Definition schon betont, man kann dann
die Reihenfolge von Grenzwertbildung und Funktionsauswertung wvertauschen, daher schreibt
man auch kurz (ohne Bezug auf eine bestimmte Folge)

lim f(x) = f(a).

Tr—a

Bevor Beispiele von stetigen Funktionen und Operationen mit diesen behandelt werden, wird
eine alternative Charakterisierung der Stetigkeit eingefiihrt, die Umgebungen von a und f(a)

verwendet.

Satz 3.1.5 Die Funktion f: D — R ist genau dann stetig in a € D, wenn
Ve>030>0: |x—al<d = |f(x)— fla)] <e.

Das Prinzip der Aussage dhnelt der Konvergenz-Definition nach Vorgabe von ¢ ist ein
d(e,a) > 0 anzugeben so, dass alle Bilder der 6-Umgebung Us(a) := {z: z € D, |z —a| < §} des
Urbilds a in der e-Umgebung des Bildes f(a) liegen:
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L f stetig b f unstetig

//

/
1. +e / e
| T (@ .
I

T > T lw > T
a—6Qa a+9 a—6Q a+9

Beweis ”=" durch Widerspruch: f sei also stetig und es gebe ein g > 0, zu dem kein ent-

sprechendes ¢ existiert. Dann gibt es also fiir alle 0, etwa 6 = 1/n, ein Element z,, € D mit
1

|z —a|l < & = ., aber [f(zn) — f(a)] > e. Betrachtet man diese (z,) als Folge, gilt also

T, — a(n — o), aber f(x,) # f(a) und fithrt zu einem Widerspruch.

”<«<” Hier wird eine beliebige Folge (x;,) betrachtet mit lim xz, = a. Zu ¢ > 0 wird das zu-
n—0o0

gehorige d(g) > 0 bestimmt. Dazu gibt es einen Index N (4) so, dass |z, — a] < 6 Vn > N. Nach
Voraussetzung folgt dann, dass auch |f(z,)— f(a)| < eVn > N, also folgt aus li_}In f(zn) = f(a)

die Stetigkeit. [
Eine spéter oft verwendete Folgerung des Satzes ist, dass /
13
zu einer Stelle @ mit f(a) # 0 eine ganze Umgebung Us(a)
existiert, in der f nicht verschwindet. Die Intervalllinge ist \
gerade 20 zu € := | f(a)| > O: (a—6,a+38)

[f (@) = |f(a)] = |f(a) = f(2)] > |f(a)] — & = OV|z —a] <.

Beispiel 3.1.6 a) Konstante Funktionen f : x +— ¢ sind stetig, da (f(z,)) = (c¢) konvegiert

(5 =1in S.B.1.5).

b) Die Identitdt f = idg ist stetig, denn fiir lim z, = a gilt lim f(z,) = lim x, = a = f(a)
n—oo n—oo n—oo

(6 =€ in S3.1.5)).

c) Der Betrag ist stetig, aus x, — a folgt nach S{1.3.4| ||z,| — |a|| < |z, —a| = 0(n — o0)

(wieder 6 =€ in SJ3.1.5)).

d) Wie in der Graphik oben skizziert, ist f = entier nicht stetig in a € Z. Fiir a = 0 etwa ist

Zp = (—1)"/(n+ 1) Nullfolge und das Bild die divergente Folge entier(x,) = ((—1)" —1)/2 mit

2 verschiedenen Haufungspunkten.

e) Die Wurzel f : x — /z ist stetig in D = [0,00). Denn im Fall a > 0 folgt aus z, > 0 und

Ty — G
|z, — al |z, — al

Vo —Val =
bzw. § = ey/a in S Fiir @ = 0 und z,, — 0 gibt es ein N mit z,, < £2Vn > N. Fiir diese
n > N gilt \/z, < e (hier ist § = &2 zu wihlen in S{3.1.5). Der Fall {/z geht mit Hilfe von

— 0 (n — o0),
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Satz b) analog.

f) Die Exponentialfunktion ist stetig.
Zur Folge x,, — a ist y, := x, — a Nullfolge. Aus Satz [2.2.21] folgt

| exp(2n) — exp(a)| = |exp(yn + a) — exp(a)| = exp(a)| exp(yn) — 1.

Die Restgliedabschétzung (2.2.6) bei Grad 0 zeigt fiir |y,| < 1, dass |exp(yn) — 1] < 2|yn| — 0
und daher (mit 6 =¢/(2exp(a)) in Si3.1.5) folgt

|exp(yn + a) — exp(a)| < 2exp(a)|yn| — 0 (n — 0).

Die Stetigkeit von Funktionen muss man nur selten einzeln iiberpriifen, da die gdngigen Ver-
kniipfungen von Funktionen stetig sind. Dabei handelt es sich zunéchst wie bei den Folgen
um Linearkombinationen (— ”Funktionenraum”), sowie die Multiplikation und Division. Hinzu

kommt aber auch die Verkettung bzw. Komposition. Alle Definitionen erfolgen punktweise.

Definition 3.1.7 Folgende Verkniipfungen von Funktionen f: D — R, g: E — R und Skala-

ren A € R werden eingefiihrt.

a) Fir D = E definiert man reelle Funktionen mit Definitionsbereich D,

fEg, A, fg, max{f, g}, min{f,g},

punktwiese fiir bel. © € D durch:

(f £ 9)(=) = f(z) £g(z)
(A)(z) = Af(x)
(fg)(z) = f(x)g(x)

max{f,g}Hx) = max{f(z),g(x)}

min{f,g}(z) = min{f(z),g(z)}
b) fir E=D":={x € D: g(x) # 0} definiert man die Funktion
/ Y, / L f(x) /
E.D—)Rdumh <§>(x).—@,:c€D. D R

¢) Fir f(D) C E ist die Komposition von f und g definiert

f 1
/g
Qofl

Alle diese Verkniipfungen sind stetig, wenn die einzelnen Funktionen dies sind.

gof:D—=R, durch (go f)(z):=g(f(x)), z €D.

Satz 3.1.8 a) Wenn die Funktionen f : D € R und g : D — R stetig sind im Punkt a € D,
dann sind mit A\ € R auch die Funktionen f + g, f — g, Af, fg, min{f, g}, max{f, g} stetig in
a. Fir g(a) # 0 ist auch 5 stetig in a.

b) Ist f : D — R stetig ina € D, f(D) C E und g : E — R stetig im Punkt b := f(a) € E,

dann ist die Komposition g o f stetig in a.
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Beweis a) Dieser Teil folgt aus den Rechenregeln fiir Folgen, Satz dan.V. f(z,) = f(a),
g(xn) — g(a) fir jede Folge aus D mit z,, — a.

b) Zu einer beliebigen Folge mit ;,, — a ist n.V. die Bildfolge konvergent, y,, := f(z,) — f(a) =:
b € E. Fiir diese wiederum gilt n.V. g(y,) — g(b). Also ist

lim (g o f)(z,) = lim g(f(2n)) = lim g(yn) = g(b) = g(f(a)) = (g0 f)(a). =

n—oo

Bemerkung: Teil a) des Satzes zeigt, dass der Raum C(D) aller auf D stetigen Funktionen ein
Vektorraum ist, ein linearer Unterraum des Raums aller Funktionen auf D.
Durch wiederholte Anwendung des Satzes sieht man, dass alle Polynome in R stetig sind. Dies

gilt auch fiir rationale Funktionen

p(x) av+arz+...+apz”
p—y p— cln].
() q(z)  bo+bix+...+ bpa™’ (3.1.1)

m,n € Ny in allen Punkten a mit g(a) # 0.

Bei den rationalen Funktionen sind die Nullstellen von ¢ aus dem Definitionsbereich D her-
auszunehmen. Dies gilt auch fiir Fille wie r7(z) = (22 —1)/(x —1) mit D = R\ {1}. Die Funktion
r lasst sich dennoch in x = 1 betrachten, da man sich dem Punkt 1 beliebig ndhern kann. Dazu

wird Begriff Haufungspunkt verallgemeinert.

Ein a € R heifit Hdaufungspunkt der Menge D, wenn eine Folge (ay)

existiert mit a # a, € DVn € Nyg und lim a, = a.
n—0o0

H&ufungspunkte miissen nicht zur Menge D gehoren, dennoch kann man in ihnen die Stetigkeit
von f priifen. Insbesondere kann man +oo als Haufungspunkte von R betrachten. Dazu werden

jetzt einseitige und uneigentliche Grenzwerte von Funktionen eingefiihrt.

Definition 3.1.9 Es sei f: D — R.

a) Sei a € R ein Haufungspunkt von D. Gibt es b,c € RU{—o00, 00} so, dass fir jede Folge (ay,)

mit ap, € D, lim a, = a und
n—oo

an < a gilt lim f(a,) =b lim f(z) =b=: f(a—),
] ”lf’oo B schreibt man xlfaf -
an > a gilt nl_)rgof(an)—c xg}#f(x)—c—. f(a+).

f(a—) heifit linksseitiger, f(a+) rechtsseitiger Grenzwert.

b) D sei nicht nach unten (bzw. oben) beschrinkt. Gibt es b,c € RU{—o00,00} so, dass fiir jede
Folge (a,) mit a, € D und

lim a, = —oco gilt lim f(a,) =10 lim f(z) =0,
o0 e schreibt man ¢ 7T

lim a, = oo gilt lim f(a,) =c lim f(z) =c.
n—00 n—00 T—00

Bei der Funktion r(z) = (22—1)/(x—1) = x+1 gilt offensichtlich lim, 1 f(z) = lim, 14 f(z) =

2, daher kann die Funktion nach x = 1 stetig fortgesetzt werden.
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einseitige Grenzwerte f(a—) # f(a+)

Die unstetige Funktion entier(xz) = |[z] be-
sitzt dagegen Sprungstellen, in jedem n € Z
gilt entier(n—) = n—1, aber entier(n+) = n.
Bei der Sprungfunktion rechts sind die Bild-
folgen (f(an)), an < a, und (f(ay)), a, > a,

jeweils konstant, aber verschieden. a

Bemerkung: Besitzt f in einer Stelle a mit U.(a) = (a — e,a +¢) C D fiir ¢ > 0 einseitige

Grenzwerte, dann gilt

f stetigin a <= f(a—) = f(a+) = f(a).

Beispiel 3.1.10 a) Fiir das Polynom p(z) = 2" + a,_12" "' + ... + ag gilt

lim p(x)= 400

T—r—+00

. 400 n gerade
lim p(z) =
T——00 —00, n ungerade.

b) Fiir rationale Funktionen ((3.1.1]

p(x)  ag+arr+... 4+ aa"
q(z)  bo+bix+...+ bypam’

r(z) =

ist die Situation fiir n > m, a, # 0 &hnlich zu Beispiel a). Fiir n < m, b,, # 0 gilt aber

lim r(z)= lim r(z)= 0, n<m
T——00 T—+00

. L  am _
gcgrzloor(a;) = mll}riloor(x) = &, n=m

Im Unendlichen gibt es hier also einen einheitlichen Grenzwert.

c) Bei der Funktion mit D = R\ {0}, f(z) = sini (genaue Dis-

kussion des Sinus spiter) existieren in @ = 0 weder links- noch o

rechtsseitige Grenzwerte. Denn in a,, = 2/((2n + 1)7) > 0 mit

lim a, =0 gilt f(+a,) = £(—1)", diese Folge von 0 0m2 004, 006 008 O
n—oo

Funktionswerten divergiert. Daher kann f in a = 0 auch nicht stetig fortgesetzt werden.

Stetigkeit im Intervall

Fiir Funktionen, die auf einem ganzen Intervall [a,b] C R stetig sind, gibt es einige bemerkens-
werte Eigenschaften. Zunéchst scheint klar, dass eine stetige Funktion f, die im Intervall das
Vorzeichen wechselt, f(a)f(b) < 0, dazwischen eine Nullstelle mit f(x) = 0 besitzt, da sie ja
keinen ” Sprung” {iber den Wert y = 0 hinweg machen kann. Man sieht sofort, dass diese Aussage

auch fiir andere Werte y gilt.
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Satz 3.1.11 (Zwischenwertsatz) Es sei f : [a,b] — R stetig. Dann nimmt f jeden Wert y
zwischen f(a) und f(b) an, d.h., es gibt mindestens ein ¢ € [a,b] mit y = f(c).

It
/

Beweis OBdA sei f(a) < f(b). Zu einem belie- / ¥
bigen y € [f(a), f(b)] wird die Funktion g(x) :=
f(x) —y betrachtet. Dann entspricht die gesuch-

te Stelle ¢ einer Nullstelle von g, welche jetzt mit Y

dem Bisektionsverfahren bestimmt wird. .
Das Startintervall ist natiirlich [xo,y0] = [a, ] a v
mit g(a) < 0 < g(b) und die dazu benétigte | — Bicektion

Entscheidungsfunktion lautet

Lsalink (m) wahr, wenn g(m) >0 d.h. f(m) >y
sglinksvon(m) :=
g falsch, wenn g(m) < 0.

Damit liefert das Bisektionsverfahren nach Satz eine Intervallschachtelung [z, y,] mit
g(xn) <0< g(yn) und y,, — xp, = 2in(b —a) = 0(n — o0),

die einen einzigen Punkt ¢ = sup{z, : n € N} = inf{y,, : n € N} einschliefit. Das Verfahren
wiirde so aber auch eine Sprungstelle lokalisieren. Aus dem Vorzeichenwechsel und der Stetigkeit

von f und g folgt aber
0> lim g(zn) = g(c) = lim g(yn) >0 = g(c) =0. =

Eine Kurzformulierung des Satzes lautet Das stetige Bild eines Intervalls ist ein Intervall und
meint, dass das Bild f([a, b]) keine Liicken hat. Bei dieser Aussage sind sogar noch unbeschrénkte

Intervalle zugelassen, etwa in Form der Aussage
exp(R) = exp((—o0,0)) = (0, 0).

Der néchste Satz prézisiert diese Aussage fiir beschriankte, abgeschlossenen Intervalle. Da diese

Intervalle eine fundamentale Bedeutung besitzen, bekommen sie einen besonderen Namen.

Definition 3.1.12 FEine nichtleere Menge M heifit kompakt, wenn sie beschrinkt und abge-

schlossen ist.

Der folgende Satz zeigt, dass das stetige Bild eines kompakten Intervalls ebenfalls kompakt ist,
f([a,b]) = [C, D]. Insbesondere ist f dann beschrinkt.

Satz 3.1.13 (Existenz von Maximum und Minimum) Jede auf einem kompakten Intervall
[a,b] stetige Funktion nimmt ihr endliches Minimum und Mazimum an, d.h., zu einer stetigen
Funktion gibt es Stellen c,d € [a,b] mit

fle) =inf{f(z): = € [a,b]} > —oc0, f(d) =sup{f(z): z € [a,b]} < 0.
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Beweis fiir das Maximum (0BdA): Definiere )

D :=sup{f(x): = € [a,b]} (mglw. co).

Dann existiert eine Folge (z,), =, € [a,b] mit
D = lim f(z,). Da die Folge (z,) beschrinkt ist,
n— oo

|zn| < max{|al, |b|}, gibt es nach dem Satz [2.1.18| von v

Bolzano-Weierstraf eine konvergente Teilfolge (x, ), ol

lim x,, =:d € [a,b]. Aus der Stetigkeit folgt dann
k—o0 a d b
aber ¢

D= lim f(zn,)=f(d) €R. m

k—o0
Der Satz gilt aber nicht bei offenen oder unbeschréankten Intervallen, z.B. ist f(z) = 1/(1 — x)
zwar stetig auf [0, 1), besitzt dort aber kein endliches Supremum, f([0,1)) = [1, 00). Auf (—o0, 0]
ist f dann zwar beschriankt, nimmt aber das Infimum nicht an, f((—o0,0]) = (0, 1].

Bei dieser Funktion f(z) = 1/(1 — x) sieht man auch, dass beim Nachweis der Stetigkeit der
€ — 0-Zusammenhang immer ungiinstiger wird, je ndher man der Singularitit bei x = 1 kommt.
Dazu muss die Funktion noch nicht einmal unbeschrénkt sein:

Beispiel 3.1.14 Auf dem halboffenen Intervall (0, 1] sei ,, := 27", n € Ny, und fiir die Funktion
f:(0,1] —» R gelte f(zn) = (—1)". Dazwischen wird linear interpoliert, d.h., die Werte mit

einer Geraden verbunden. Die explizite Darstellung

{ 1— 220 (g —29y), € (wog, Tap_1),

flz) = *
—1+2%%2(z — wop 1), @ € (Topt1, Tol, o /\ /\
zeigt, dass im Teilintervall (x,,z,—1] der Zusammenhang 6 = UW \/2 M\Yua ;
tergrenze fiir das zu wahlende § existiert. 1
Dieses Problem wurde in der Schreibweise (g, a) im Anschluss an Satz berticksichtigt,
0 héngt i.A. auch von der Stelle a ab wie im Beispiel. Bei Stetigkeit auf kompakten Intervallen

27"~ l¢ erforderlich ist, bei Anniherung an x = 0 also keine Un- 6

tritt dies nicht auf, hier kann der Stetigkeitsbegriff verschérft werden.

Definition 3.1.15 Fine Funktion f: D — R heifit gleichméfig stetig auf D, wenn
Ve>030>0: |f(z)—f(y)|<e Vx,yeD,|z—y|<o.

Das hier geforderte § = d(¢) ist iiberall in D das selbe, unabhéingig von x oder y.

Satz 3.1.16 FEine auf einem kompakten Intervall stetige Funktion ist dort gleichmdfig stetig.

Beweis durch W: wenn f nicht glm stetig wére, géibe es ein € > 0 so, dass zu jedem 6 = 1/n

Punkte z,, y, € [a,b] existieren mit

1
[T — yn| < n aber |f(xn) — f(yn)| > €, n €N,
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Da (z.B.) (z,) beschrénkt ist, gibt es nach dem Satz [2.1.18| von Bolzano-Weierstrafl eine kon-
vergente Teilfolge

lim z,, =1 c€a,b = lim y,, =c
k—o00 k—o0

Denn da (z,—yy,) Nullfolge ist, hat (y,, ) den gleichen Grenzwert nach S. Aus der Stetigkeit
von f ergibt sich dann aber der Widerspruch

0<e< lim (f(@n) =) = f(0) = f(0) = 0. /| .

GleichméBig stetige Funktionen koénnen durch eine sehr einfache Funktionenklasse, die Trep-

penfunktionen, gleichméfig gut approximiert werden

Satz 3.1.17 Es sei f : [a,b] — R stetig auf dem kompakten Intervall [a,b]. Dann gibt es
zu jedem € > 0 ein n € N so, dass die stickweise konstante Funktion g, : [a,b] — R mit
gn(b) := f(b), sowie Punkten xj; = a + %(b —a), k=0,...,n, und Werten

gn(x) == f(xy) fir z € [z, xp+1), k=0,...,n—1,
die Funktion f mit Abstand e approzimiert mit

|f(x) — gn(x)| < € VY € [a,b].

Beweis Wegen der Kompaktheit des In-
tervalls ist f sogar gleichméfig stetig. Zu
€ > 0 existiert daher § > 0 in Def[3.1.15]
Nun wird n € N so grofl gewéhlt, dass 9n

(b—a)/n < 9§ ist und damit das g, defi-

niert. Fiir ein x € [a, b], a x T2 T3 Ty Tz Te T7 b

das im Teil [z, xg4+1) liegt, gilt dann |x — x| < (b —a)/n < § und daher
[f (@) = gn(@)| = |f(z) = flax) <e. =

Umkehrfunktionen

Die Umkehrung einer Abbildung f : D — M erfordert deren Injektivitit, z # 2/ = f(z) #
f(2"). Denn um zur Abbildung = ~ f(z) = y eine eindeutige Umkehrabbildung f~! definieren
zu konnen, darf zu jedem Bildwert y € f(D) nur genau ein Urbildwert x mit y = f(x) existieren.

Nur dann ist die Zuordnung
fliyes e, flof=ddp
auch eine Abbildung (der ”Exponent” —1 bezieht sich auf die Komposition als Verkniipfung

und meint nicht den Kehrwert 1/f!). Ein Kriterium fiir Injektivitét ist bei reellen Funktionen

strenge Monotonie.
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Definition 3.1.18 Fine reelle Funktion f heifst

monoton wachsend, wenn f(x

fir alle x,y € D mit z < y.

(
streng monoton wachsend, wenn  f(x
monoton fallend, wenn f(x
(

Vo IVoA A

o s
NN

streng monoton fallend, wenn f(x
Die Funktion heifit (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wdéchst oder faillt.

Beispiel 3.1.19 a) Die Funktion f(z) = 23 ist streng monoton wachsend auf R, da nach S

fiir y > x (mindestens einer der Werte ist dann nichttrivial) gilt

y? + 22
2

v+ 2+ (y+x)?
2

b) Die p-te Wurzel ist streng monoton auf Ry nach (2.1.7)).

3

Y-t =y-a) P +ay+a’)=(y—=x) > 0.

> (y—x)

c¢) Die Exponentialfunktion ist streng monoton, fiir y — x > 0 gilt nach S. [2.2.21

exp(y) — exp(z) = exp(z)(exp(y —z) — 1) > 0.

Alle Funktionen im Beispiel besitzen eine stetige Umkehrfunktion auf Ry bzw. R (die Wurzel ist
natiirlich selbst schon eine). Im Satz gilt aber zunéchst noch die Einschrinkung auf kompakte

Intervalle.

Satz 3.1.20 Die Funktion f: [a,b] — R sei stetig auf

dem kompakten Intervall |a,b] und dort streng monoton 1
wachsend (bzw. fallend) und A := f(a), B := f(b). Dann bil- f;//
det f das Intervall [a, b] bijektiv ab auf [A, B] (bzw. [B, A]). B
Die Umkehrfunktion
f
f1:[A,Bl =R (bzw. f~': [B, A = R)

A
mit f71(f(z)) = xVx € [a,b] ist wieder stetig und streng .
monoton wachsend (bzw. fallend). a b

Den Graph G -1 der Umkehrfunktion (griin) erhélt man durch Spiegelung des urspriinglichen
Graphen G (rot) an der Diagonalen Gjg4.
Beweis Es wird oBdA der wachsende Fall behandelt. Hier folgt aus

a<z<b: A= fla) < f(z) < f(b)=B = f:]a,bl —[A B,
<z f(z) < f(2)) = f injektiv,
Zwischenwertsatz : = f surjektiv.

Damit ist die Existenz der Umkehrfunktion gesichert,

@:f_l: [AaB] - [aub]v
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die natiirlich auch streng monoton wachsend und beschrankt ist. Abschlieffend ist die Stetigkeit

von ¢ nachzuweisen, d.h.
Zz, . fiir jede Folge mit y, — y(n — 00) = ©(yn) — ©(y).

Wenn das nicht der Fall wire, gébe es eine Folge y, — y(n — o0) und € > 0, aber unendlich
viele n mit |¢(yn) — ¢(y)| > €. Da aber a < p(y,) < b gilt, existiert nach dem Satz [2.1.1§ von

Bolzano-Weierstra$l eine konvergente Teilfolge (¢(yn,)), also

lim ¢(yn,) =c und |o(yn,) — ¢(y)| = € Vk € No.

k—o0
Daher ist auch |¢c — ¢(y)| > . Nun folgt aus der Stetigkeit von f und der Umkehridentitét
F(@(Yni)) = yny, dass
fle) = lim f(p(yn,)) = lim yo, =y.
Anwendung von ¢ hierauf liefert 0 = |o(f(c)) — o(y)| = |c —¢(y)] > >0 Vl |
Beispiel 3.1.21 Die p-te Wurzel p € N ist natiirlich die Umkehrfunktion der p-ten Potenz

f:10,00) = [0,00), x> f(x) = aP.
Denn f ist streng monoton wachsend

0<z<z = 0<aP<aPlz<.. . <2zP

AuBerdem gilt f(0) = 0 und f(x) — oo(x — oo) nach Bei- P
spiel[3.1.10} also ist f : [0, 00) — [0, 00) bijektiv. Die Umkehrfunk-
tion existiert (Erweiterung auf nicht-kompakte Intervalle analog

zum néchsten Satz) und ist stetig

fh[0,00) = [0,00), y fTH(y) = ¥,

vgl. SPI.21

Fiir ungerades p = 2k + 1 gilt (—x)? = —zP. Dann ist sogar f : R — R bijektiv und daher also
fl= ¥/ auf ganz R definiert.

Nach Beispiel ist auch die Exponentialfunktion streng monoton und besitzt daher eine
Umkehrfunktion, den (natiirlichen) Logarithmus, der zur Definition der allgemeinen Potenzfunk-

tion a® erforderlich ist.

Satz 3.1.22 Die Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton wachsend, die Abbil-
dung exp : R — Ry = (0,00) bijektiv. Thre Umkehrfunktion existiert und ist stetig. Sie heifit
Logarithmus,

log: (0,00) — R,

es gilt logexp(x) = aVx € R, exp(logy) = yVy € Ry. Der Logarithmus ist streng monoton
wachsend und erfill mit log1l = 0, loge = 1 die Funktionalgleichung

log(zy) =logx +1logy Vz,y € Ry (3.1.2)
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Beweis a) Zur Monotonie von exp vgl. Beispiel |3.1.19, exp(y) = 14+y+ %yQ +...>1fiiry > 0.
b) Zum Nachweis muss Satz [3.1.20| auf unbeschriinkte Intervalle ausgedehnt werden, auf end-

liche Intervalle exp : [—n,n] — [exp(—n),exp(n)], n € N ist er anwendbar. Also ist log auf
[exp(—n), exp(n)] streng monoton und stetig. Es gilt aber fiir alle n € N

1 < 1 N
exp(n) mn+1

exp(n) >14+n— o0, exp(—n)= 0 (n — o0).

Sei nun a € Ry beliebig und (xy) eine Folge mit Ry 3 z — a (k — o0). Fiir n > sup{xy+1/zy :
k€ No} gilt zy € [n%rl,njt 1] C [exp(—n), exp(n)]. Also gilt auch log 2, — loga (k — o0). Daher
ist log stetig auf ganz R .

c¢) Die Funktionalgleichung folgt aus der von exp, S12.2.21| Fiir £ = logx, n = logy ist z = exp(§),
y = exp(n) und mit exp(§ +n) = exp(&) exp(n) erhilt man

logz +logy = £ +n = log(exp(§) exp(n)) = log(ry). =

Bemerkung: Nach Satz [2.2.21] gilt exp(x)"™ = exp(nz) fiir n € N. Da nun zu jedem a € R, das
b = log(a) bekannt ist mit a = exp(b), definiert man daher die allgemeine Exponentialfunktion

a®, a > 0 (allgemeine Potenz) durch

zloga

exp, : ¢ +— a” :=exp(rloga) =e ,  Spezialfall exp(x) = e". (3.1.3)

Diese ist als Verkettung exp, = expof, f(x) = xlog(a) auch stetig nach Satz und erfiillt
die bekannten Rechenregeln (a,b € Ry, z,y € R, p € Z, g € N)

AV =a%a¥, (a®)Y =a", a®b® = (ab)®, a"/9=Var = (Va)".

Die Graphen verschiedener Fille:

Exponentialfunktionen 2%, e®, 10* Logarithmen ldz, Inx,lgx

2 R 4 1 2

* 2

Fiir a # 1 ist a” streng monoton (wachsend fiir a > 1, fallend fiir 0 < a < 1). Daher existiert
auch zu allgemeinen Basiswerten a > 0, a # 1, die Umkehrfunktion. Zu y = a* > 0 gehort der

allgemeine Logarithmus
logy
loga’

z =log,y =

Logarithmen zu verschiedenen Werten a unterscheiden sich nur um den konstanten Faktor

1/log a. Kurzbezeichnungen:
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generisch ‘ natiirlicher Logar.  Zehner-Logarithmus  Logarithmus dualis

Interessant ist ein Vergleich des Wachstums von Exponentialfunktion, Logarithmus und Poly-

nomen in den kritischen Punkten z = 0, x = oo.

Satz 3.1.23 Mit a € R, gelten folgende Grenzwerte

bei x® e/z® z%* Inzx 2%z x %z
limgy o4 | O o) 0 —0 0 —00
limgy 400 | 0O o0 0 00 00 0

Kurzformulierung bei x — co:  e* wéchst stérker als jede Potenz =%, a > 0,

In & wichst schwécher als jede Potenz z%, o > 0

Exponentialfunktionen a®* (a = 2, Potenzen z¢ (v = 2, o = 1, a = %,
_ 1 _ _ _
a=35,a=1) a=0,a=-1)
2_
189
4 16
3.5 1.4
3 129
25 v
2 0.84
15 063
0.41
0.5 023
) B 0 i 2 U702 0406 08 1 12 14 16 18 2

Beweis der nichttrivialen Grenzwerte in SB.1.23k

a) Der In wiichst streng monoton. Zu beliebigem K gilt fiir z > e/ auch lnz > K = le Inx =
T—00

oo. Mit (3.1.2) folgt mit y = 1/2 € Ry daher auch

1
lim Inz= lim In— = — lim Iny = —cc.
z—0+ Y—00 Yy Y—00

b) 2% = e bei z — 04 und a > 0 folgt aus a), dass

lim alnz = —oo = lim e*™% = lim ¢¥ =0.
z—0+ z—0+ Yy——0o0

alnz

Analog gilt lim,_, e = limy o €Y = 00.

o0
c) e?/x®: Fiir z > 0 und jedes n € N gilt e® = 3~ Za% > 12" Eine Wahl n > o + 1 zeigt
k=0

xT x

e e T
> — — 00 (2 — 00).

r>1: — —_—
z& = gn=1l 7 opl

Fiir x = 0 ist €® = 1, der Quotient e*/x® unbeschrinkt. Weiter gilt 2% ™% = 1/(ex~%).
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d) 2T In2: ist die Folge x,, € Ry bedingt divergent, lim x, = oo, dann auch y, := alnz, —
n—oo
oo (n — o0) und z, :=1/z,, — 0. Es folgt aus c)

—Inz,

«
n

—0. m

1
x, *Inx, = ae_y”yn —0(n —o00), zylnz,=

Bemerkung: Wegen S[3.1.23] setzt man fiir o € Ry: 0% := 0, die Potenzfunktion

xz¢, x>0,

0,0) > R, x>
0, =0

ist damit stetig auf [0, co]. Man beachte aber auch, dass z° = 1Vz € R gilt, der Grenziibergang
a — 0 ist daher in z = 0 unzuléssig!
Landau-Symbole Fiir Wachstumsvergleiche bei reellen Funktionen wie in Satz[3.1.23|gibt es eine

bequeme Schreibweise mit Landau-Symbolen O(..), o(..). Diese werden auch bei der Komple-

xitdtsanalyse von Algorithmen benutzt. Dazu sei a ein Haufungspunkt des Definitionsbereichs
D C R der Funktionen (z.B. co bei N oder R) und f,g: D — [0, 00).

f(x)=0(g(x)) (x = a) <= IM>0: f(z) < Mg(zx) fir z — a,
f(x) (3.1.4)

f@) = olg@)) (e »a) = lm L0

Man sagt dazu ” f ist groB-Oh-von ¢” (f beschrénkt durch g) bzw ” f ist klein-oh-von ¢”. Die
Schreibweise f(z) < Mg(z) (z — a) meint, dass die Ungleichung in einer Umgebung von a
gilt, bei a = oo also fiir geniigend grofie x € D. Die Beschianktheit einer Funktion f in einer
Umgebung von @ kann man so kurz durch f(x) = O(1) (z — a) beschreiben. Auch ein Teil der
Aussagen aus S lasst sich umformulieren (o € Ry)

x— 0+ : x* = o(1)

z%Inzx = o(1),

o(e®), Inz=o(z%).

T — 00 : @

Bemerkung: In der Numerik und Informatik ist der Komplexitidt (Laufzeit) eines Algorithmus
ein wesentliches Merkmal fiir seine Effizienz. Die erforderliche Anzahl von Operationen T'(n) in
Abhéngigkeit von einer Problemgrifie n € N beschreibt den Zeitaufwand und damit in schwieri-
gen Fillen auch die maximal 16sbare Problemgrose. Bei einfachen Algorithmen, wie Sortierver-
fahren, ist der Laufzeitunterschied zwischen Verfahren mit O(n?) und O(nlogn)-Aufwand zwar
merklich, aber heutzutage nicht mehr so entscheidend. Bei schwierigen Problemen reichen die
Laufzeiten T'(n) von polynomiellem O(n®) bis zu exponentiellem Wachstum O(2") fiir n — oo
(Handlungsreisender, Rucksackproblem) und markieren den Unterschied zwischen den Komple-
xitdtsklassen P und NP. Die folgende Tabelle zeigt fiir verschiedene Funktionen 7" und Groéfien-
ordnungen n die Zahlwerte T'(n), sowie die Problemgréfle nmax, die auf dem z.Z.schnellsten
Rechner (33-PetaFLOP, Tianhe-2) in 1 Stunde losbar ist (d.h. mit 10%° Operationen). Mit Ver-

fahren von exponentiellem Aufwand sind nur sehr kleine Probleme l6sbar. Auf diesem Argument
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beruhen Sicherheitsiiberlegungen in der Kryptographie.

n= 10 100 103 106 10° | npax
nlgn 10 200 3000 6-10% 10| 1019
Auf-  n? 100  10* 106 102 10'® | 1010

wand  n3 1000 10 109 10'® 1027 | 107
on 1000 1030 10301 xxxr zxxx | 66
n! 4.108 10158 12568 rxx xxx | 22

Trigonometrische Funktionen

Mit der imaginiiren Einheit i bildet die Funktion z +— €'* die reelle Achse R ab auf den Ein-
heitskreis in der komplexen Ebene, wobei el = 1 ist. Denn die Exponentialreihe liefert fiir das

konjugierte Argument

0o,
Z

% = _ :Zi_efz - |elx|2:emeix:elxe—w:eozl’
n!
n=0 n=0 n=0
x € R. Die bekannte geometrische Definition der trigonometrischen Funktionen stimmt

daher mit folgender Definition iiberein.
exp(ix)

Definition 3.1.24 Fir x € R definiert man Sinus und Cosinus (oS X

sin X

cosz := Re(e'?), sinz:= Im (') =

|
e'® = cosx +isinz (Eulersche Formel) \\

Rechenregeln:

Satz 3.1.25 Fiir alle x,y € R gilt

a) cosz = (e + 7)), sinz = L(el? —e7I7)
b) cos(—x) = cosx, (cos ist eine gerade Funktion)
sin(—z) = —sinz (sin ist ungerade Funktion)
c) cos?z +sin?z =1
d) cos(z+y) = coszcosy —sinxsiny
sin(z +y) = sinzcosy + cosxsiny
e) cosz —cosy = —2sin ¥ sin 25
sinx — siny = QCOSxQﬂsm%

Beweis a) entspricht Definition, da ei® = e~
b) direkt in a) ablesbar.
c) Fiir z = e ist 1 = |2|> = (Re2)? + (Im 2)? = cos? x + sin? x.
d) Folgt aus S el y) = elrely
cos(x +y) +isin(x +y) = (cosx+isinx)(cosy+ isiny)

= cosxcosy — sinxsiny + i(sinz cosy + cos xsiny),
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durch Vergleich von Real- und Imaginérteil.
e) Analog mit u := %(aﬁ +y), v:= %(x —y),alsoxr =u+v,y=u—u:
iu _iv iu —iv

e’ —e¥ = cosx—cosy+i(sinz —siny) =Y — e = (e —eV)

= (cosu +isinu)(2isinv) = —2sinusinv + 2icosusinv. M
Aus der Exponentialreihe (2.2.5)) erhélt man direkt

Satz 3.1.26 Fir jedes x € R gilt die absolut konvergente Reihenentwicklung

[ee]
(=DF 4 a?  at
- A
cos e 2@% 2k) " > Tt
o0
. . (—1)k 2k+1 _ z? zd
Smx_’Z;@k+mx =TT T T

Beweis Das Quotienten-Kriterium liefert auch hier den Konvergenzradius oo, daraus folgt die
absolute Konvergenz fiir jedes z € R. Durch Vergleich von Real- und Imaginérteil bestétigt man

die Behauptung,

. . co {mem et i2k132k St i2k+1$2k+1
cosT +1slnxr = e = E _— = E +
! 2k)! 2k + 1)!
m=0 k=0 ( ) k=0 ( )

B > (—l)kxzk . > (_l)kx2k+1
= kzzoak)!—l—lkzzow.

Auch in den Reihen zeigt sich, dass der Cosinus eine gerade Funktion ist, cos(—z) = cosz, da
nur gerade Exponenten auftreten. Der Sinus ist ungerade, sin(—xz) = —sinz.
Beispiel 3.1.27 Fiir den Sinus gilt

sinx

|sinz| < |z|Vz € R, lim =1.

z—0 X

Nur der Fall 0 < < 1 ist zu priifen, durch geeignete Klammerung der Reihe sieht man

2 2 6 .1'2

—1-2(1-") -2 (1-—)+...<1
T sl-73) —al-gg st
~——
>0 >0

und der Grenzwert ist 1 fiir  — 0.

Fine direkte Folgerung der letzten Sétze ist

Satz 3.1.28 Die trigonometrischen Funktionen
cos: R—=R, x+—cosz, sin: R— R, x+— sinx,

sind gleichmdfig stetig stetig auf ganz R.
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Beweis Nach S[3.1.25|ist | cosz| < 1, |sinz| < 1 und nach Teil e) dieses Satzes folgen

|cosx —cosal] = 2|sin$+a||sin$;a|§2|:c—a|/2,
|sinx —sinal = 2|cosx+a||sinx;a|§2|:L"—a|/2,
wobei die Ungleichung aus Beispiel stammt. Mit der Wahl § = £/2 erkennt man die glm

Exponentialfunktion im Komplexen: Aus der Euler-Formel erhdlt man direkt die einfache allge-

meine Darstellung
e = "W = ¢%(cosy +isiny), z=ax+1iy, z,y € R. (3.1.5)

Hierbei legt x = Re z den Betrag fest, |e?| = €, denn |e?|? = e%e® = ¥ Wt = 27,

2in54625462) 2in(54€25462)

Realteil e?, Imaginérteil e?,
z € [—2m,27] x [—27, 27] z € [-2m, 27] x [—27, 2]

Gezeigt wird jetzt, dass Cosinus und Sinus periodische Funktionen sind, deren Periodenldnge 27
gleich dem Umfang des Einheitskreises ist. Dabei ist 7 als kleinste positive Nullstelle von cos(x/2)
definiert (Existenz s.u.). Mit cos(2z) = Ree'?® = Re (€l?)? = cos? x —sin® x = 2 cos? z — 1 folgt
daraus cosT =2-0 — 1= —1 und sin? 7 = 1 — cos?> 7 = 0. Der Satz d) liefert schlieflich

cos(x +7) =coszcosm —sinx -0 = —cosx (3.1.6)
sin(z + ) = sinzcosT +cosz -0 = —sina o

was endlich die 27-Periodizitéit zeigt
cos(x + 2m) = cos, sin(z + 27) = sinz, zeR.
Fiir die Nullstellen gilt

sinx =0 <= rx=kn(k€Z), cosx=0 < x:g—l—kw(kEZ),
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und spezielle Werte sind Funktionen sin x, cos x
x ‘ 0 5 37” ‘ 2m 1%\
cosz |1 0 -1 0 |1 T T
simz |0 1 0 —-1]0 -1

Die Existenz der Nullstelle 7 ist {iber einen Vorzeichenwech-
sel von cos(x/2) nachzuweisen. Tatsiichlich ist cos0 = €’ = 1
und man kann einfach zeigen, dass cos2 < 0 gilt. Dies liefert das
Startintervall 7 € [0, 4] fiir eine numerische Berechnung von 7 mit
dem Bisektionsverfahren aus Satz Dabei muss fiir die Ent- ‘ R

2

scheidung Lsglinksvon nur das Vorzeichen (!) des jeweiligen Werts

cos my, eindeutig bekannt sein. Dazu braucht

man den Cosinus nicht exakt zu berechnen, sondern man muss nur die cos-Reihe so weit aus-
werten, bis das Vorzeichen feststeht. Dies ist mit den Restglied-Abschiatzungen der Exponenti-
alfunktion moglich, die natiirlich auch fiir cosz = Re exp(iz) gelten.

Die Zahl 7w = 3.14159265358 . . . ist eine sog. transzendente Zahl und wegen ihrer grundlegen-
den Bedeutung interessiert man sich z.B. auch fiir die tatséichliche Ziffernabfolge. Dazu gibt es
schneller konvergente Verfahren als die Bisektion, die Darstellung von = ist z.Z. auf 1 Billion
Dezimalstellen genau bekannt. Vermutlich ist 7 eine sog. normale Zahl, in deren Bin&rdarstel-
lung jede Bitfolge irgendwann einmal auftritt (ASCII-Code ”wiki” an Position 889 Mill.).

Bei der Exponentialfunktion im Komplexen erhilt man aus obiger

in/2
Tabelle die speziellen Werte e/

0 | eif | oim [ 1% | p2mi /‘\
i1 -1 éﬁ\\\“////e%‘
Der mittlere Fall gilt als ”schonste Formel der Mathematik”, e3im/2

welche die 5 wichtigsten Zahlen miteinander verkniipft:

e +1=0

Tangens:

Der Quotient von Sinus und Cosinus ergibt den Tangens mit dem Definitionsbereich Dy := {x €
R: x# 5+ knVk € Z},

sin x

tan: Dy - R, x> tanx := (3.1.7)

cosT
Die Regeln aus SJ3.1.25| iibertragen sich auf den Tangens.
Satz 3.1.29 o) tan(x +m) =tanz, z € D;.

b) tan(z +y) = tanx 4 tany

=T —fanztany /0" &9, 2Ty € Dy

¢) tan ist streng monoton wachsend in (=%, %).
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d) lim tanz = +oo, lim tanz = —oo
TG — =5+
Beweis a) Die m-Periodizitat folgt aus (3.1.6)).
b) Aus SJ3.1.25| folgt
sin(x +y) sinzcosy+ coszsiny o5 a iif;f,
tan(z +y) = = . _ = e
cos(r +y) cosxcosy—sinzsiny 1 — s COSZ
c) Fir —-§ <2<y <% ist y—a € (0,7) und daher !
3 |
. . . |
sin y cos x — sin  cos sin(y — x 2 |
tany —tanx = i y_ y ) > 0. ' !
COS Y COS COS Y COS 1 ;
d) Fiir eine Folge (z,,) sei 0 < z, < § und lim z, = §. Dann 1 1 i ‘
n—00 - !
ist lim sinz, = 1 und cosz, > O, hm cosx, = 0. Damit ist 5 |
n—oo :
hmx_> _tanx = Ilmy_>0+ , = Too. Den rechtssseltlgen Grenzwert 3 !
erhélt man aus tan(m — z) = —tanz. [ ] + !
Arcusfunktionen

werden die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen genannt. Wegen der Periodi-
zitdt der trigonometrischen Funktionen kann es natiirlich keine eindeutige Umkehrung geben.

Aber nach Einschrinkung der Definitionsbereiche sind folgende Funktionen

cos : , — [—1,1], .
) |[O’7r] [Tr l [ ] streng monoton, stetig
Sln|[_g’g] : [75 5] — [-1,1], d bitekti

o und bijektiv.
tan|(,g’g) s (= 3 5) — R,

Mit Satz|3.1.20| (beim Tangens modifiziert wie S{3.1.22)) folgt die Existenz der folgenden, stetigen

und streng monotonen Umkehrfunktionen.
Definition 3.1.30
arccos := (cos \[om])*l . [-1,1] = R, cos(arccos(x)) =z Vo € [—1,1],
arcsin := (sin |[_g’g])71 : [-1,1] = R, sin(arcsin(x)) =z Va € [—1,1],

—1
arctan := (tan| )> : R — R, tan (arctan(z)) = x Vo € R.

w\:\
w\ﬂ

Die Arcusfunktionen treten u.a. bei der Integration auf. Die Graphen sind die von arccos, arcsin

und arctan.

059 059

e
02040608 1 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

* X
0.5

A0E 04 002 08 1 159
# : -1.5-
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3.2 Differenzierbarkeit

Der Wert einer im Punkt a stetigen Funktion &ndert
sich nur allméhlich, wenn man sich von der Stelle a weg
bewegt. Etwas préziser kann man sich fiir das genaue Sekante
AusmaB der Anderung f(z) — f(a) interessieren. Dazu
betrachtet man die Sekante an die Funktion, d.h., die Tangente

Gerade durch zwei Punkte (a, f(a)) und (z, f(x)) ihres R

T T

Graphen. a P
Die Steigung der Sekante ist der Differenzenquotient (f(z)— f(a))/(z—a). Wenn man den Punkt

x — a bewegt, erhélt man bei ”glatten” Funktionen eine Grenzgerade, die Tangente.

Definition 3.2.1 Zur Funktion f : D — R, D C R, sei a € D. f heifit differenzierbar im

Punkt a, wenn der Grenzwert

lim
z€D\{a} r—a

in R existiert. Der Limes f'(a) heifit Ableitung von f in a. Die Funktion f heifst differenzierbar
(auf D), wenn sie in jedem Punkt von D diffbar ist.

Bemerkung: Die Definition setzt voraus, dass Folgen (z,) mit z, # a, x, — a (n — 00) existie-
ren, also a ein Hiufungspunkt von D ist.

Differenzierbarkeit in a heifit, dass sich f in einer Umgebung von a durch eine lineare Funktion
(hier: eine Gerade, die Tangente) gut approximieren lisst. Diese quotientenfreie Charakterisie-
rung folgt jetzt, sie kann iibrigens auf wesentlich allgemeinere Situationen (mehrere Variable,

Operatoren) iibertragen werden:

Satz 3.2.2 Zur Funktion f: D - R, D CR, seia € D ein Hiufungspunkt von D. Dann sind

dquivalent:
a) f ist differenzierbar in a.
b) es existiert c € R und eine stetige Funktion R: D — R mit R(a) =0 so, dass

f(z) = f(a)+c¢- (zr —a)+R(x)(xr —a), x€D.

Tangente

Der Wert ¢ im Satz ist dann die Ableitung von f in a, d.h. ¢ = f/(a).
Beweis b) = a):

f@=fla) (et R@)@=a) _ \ pio) e fla) (@ a)

a) = b): Fiir die Funktion
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gilt wegen der Diffbarkeit lim,_,, R(x) = R(a) = 0. Also ist R stetig und es gilt auch die
Gleichung in b). u

Korollar Wenn f diffbar in a € D ist, ist f auch stetig in a.
Beweis Aus S. b) folgt

[f(@) = f(a)| = 1f'(a) + R(@)|lz —a| = 0(z = a). m

Die Umkehrung gilt nicht, die Betragsfunktion x +— |z| ist zwar stetig (BeispJ3.1.6)), aber ina = 0
nicht differenzierbar. Bei Anniherung von links und rechts bekommt man zwei verschiedene

Grenzwerte: 0 0
Tl U B VOO ol L Y
z—0— x—0 T z—0+ x—0 T

Es gibt sogar stetige, aber nirgends diffbare Funktionen. Jetzt werden die Ableitungen einiger
Standardfunktionen berechnet.
Beispiel 3.2.3 a) Konstante Funktion f: z+— d € R: lim % =0=f(a).

r—a

b) Lineare Funktion f : z +— cx, ¢ € R: aljl_r)I(lz @ = c = f'(a).

¢) Monom f: z+— 2™, n € N. Nach S1.2.4{gilt

" — an n—1
f'(a) = lim = lim E aPa" 1R = pan L
r—=a T — Q T—a P

d) Exponentialfunktion f: x + exp(xz) = e®: | exp’ =exp | denn
,() I e — et ay; e*~e -1 al; eh —1 a (@)
exp’(a) = lim =e%lim ——— =€ lim =e% =exp(a
P T—a T —Q r—=a T —a h—0 h P ’

da |(e" —1)/h — 1| = |ra(h)/h| < h — 0(h — 0) nach (2.2.6). Die einfache Exponentialfunktion

x +— €% zeichnet sich dadurch aus, dass sie mit ihrer Ableitung iibereinstimmt.

e) sin’(a) = cosa, denn mit h := (x — a)/2, S{3.1.25| und Bspl3.1.27| gilt

. sinxz —sina cos L‘;“ sin Lg“ ) sin h
lim =2 = lim cos(a + h) = cosa.
r—a Tr—a r—a h—0

f) cos’(a) = —sin a, analog.

Differentiationsregeln fiir die Ableitungen zusammengesetzter Funktionen:

Satz 3.2.4 Die Funktionen f,g: D — R seien diffbar in a € D und sei X € R. Dann sind auch
die Funktionen f+ g, Af, [ g diffbar in a. Fir g(a) # 0 ist f/g diffbar in a. Im Einzelnen gilt:

(f+9) (@) = f(a)+d(a),
Af) (@) = Af(a),
(f- g)/(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) Produktregel
(i /(a) = f’(a)g(a)z— J(a)g'(a) Quotientenregel
g 9%(a)
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Beweis Die Regel fiir Af ist ein Spezialfall der Produktregel. Da f und g auch stetig sind, sieht

man wie bei den Regeln fiir Folgen, dass

(f(z) +9(@) = (fla) +9(a)) _  [flx) = [fla)  g(z)—gla)

pr— Do BRI a)+ g (0) (0 a),
F@o(e) ~ flalgla) S = @) 0~ gla)

- flla)  gla)+ fla)  ¢'(a) (z—a),
Lo -l g@-gl) | g
. roa @@ z-a g Y

Also ist (1/g)(a) = —g'(a)/g*(a) und die Produktregel liefert den allgemeinen Fall
(LY =riar(ly - LA [
g g g g 9
Bemerkung: Die beiden ersten Regeln zeigen, dass die Menge aller diffbaren Funktionen ein
Vektorraum ist und die Differentiation dort eine lineare Abbildung f +— f’ (aber kein Endomor-
phismus).
Anwendung auf weitere spezielle Funktionen:
Beispiel 3.2.5 a) Negative Potenzen n € N: ¢, : R\{0} - R, z — xin Aus der Quotientenregel
folgt

, —nz" ! -n

4n = 56'2" = xn+1 :

Diese Regel ist analog zu Beisp. |3.2.3c), zusammen folgt also

(™) = ma™ 1 Vm € Z, (x40 fiir m < 0).

1

—=- = 1+ tan® 2, nach Quotientenregel:

b) Tangens: tan’ x =

x) = 5 = : :1+tan2x: 7 -
Ccos* x Cos* x Ccos* x

(sin)’( ) sin’ z cosz — sinx cos’ cos? z + sin® x 1
cos
Eine weitere wichtige Regel betrifft die Verkettung/Komposition von Funktionen.

Satz 3.2.6 (Kettenregel) Die Funktion f: D — R sei diffbar ina € D und g: E — R mit
f(D) C E diffbar in b := f(a) € E. Dann ist auch die Verkettung go f : D — R diffbar in a
und es gilt

(9o f)(a) =4 (0)f(a) = ¢'(f(a)) f'(a).
Beweis Nach S. [3.2.2] ist
9(y) = 9(b) + (¢'() + R(y))(y —b), y€ E
mit R(b) = 0. Damit gilt fiir y = f(x)
(gof)(x) —(goflla) _  g(b)+(g'(b) + R(f(2)))(f(z) — f(a)) — g(b)

= (/o) + BU@) ) DI
T x a

= ¢g(f(@) fa) (z—a),
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aufgrund der Diffbarkeit und Stetigkeit von f. [
Beispiel 3.2.7 h(zx) := sin%, x#0:h=gofmitg=sinund f: z+— %

Aus sin’ = cos und f/(x) = —1/2? folgt die Unbeschrinktheit der Ableitung:

W (z) = sin’(é)f’(:z) - —% cos +.

T

Eine wichtige Verkettung ist die, welche implizit die Umkehrfunktion g = f~! definiert, go f =
idp. Da die Ableitung der Identitét (id)" = 1 ist, folgt aus ¢’ f/ = 1 die gefiihrlich eingéngige Regel
(f7Y" = (f")~!. Gefihrlich deswegen, weil sich das —1 auf ganz unterschiedliche Operationen

bezieht, einerseits auf die Umkehrung der Komposition, anderer-

seits auf die der Multiplikation. A 7
g=1"1
Satz 3.2.8 (Ableitung der Umkehrfunktion) FEs sei

f D w— f(D) C R streng monoton und in a € D diff- al
bar. Fiir f'(a) # 0 ist die Umkehrfunktion g := f~! diffbar /
in b:= f(a) und ihre Ableitung hat den Wert
1 1
/ -1\

g b = f b = = . ! . o

O=U"0 0= 5 = Fem) —

Beweis Nach Si3 ist g = f~! stetig und streng monoton. Ist (y,) eine Folge mit v, # b,

aber hm yn = b, dann gilt fir =, = g(y,) auch z, # a = g(b) und li_>m T, = a wegen der
n—oo

X

Stetlgkelt von g. Damit ist
Ty —a 1 1

. f_ (yn)_f_l(b)_ : = =
R e S (DT V= O [

n—00 In—0a

Die wichtigsten Umkehrfunktionen sind Wurzel und Logarithmus.
Beispiel 3.2.9 a) Der Logarithmus In = exp~! : R, — R ist diffbar, da die Exponentialfunktion

streng monoton ist. Mit y = expx bzw. x = Iny folgt

, 1 1 1
In"y = = = —.
expr explny vy

b) Zup € Nist f: Ry — R, z — 2P streng monoton und die Umkehrung ist die p-te Wurzel
g = g/- Aus der Regel f' = paP~! folgt daher in y = aP:

! / 1 1 1 1 1_
<{)/> W) =9 = f(x) T opap 1 pyP—1)/p - Eyp

Mit r = 1/p entspricht dies der von den Monomen bekannten Regel | (y") = ry" 1| die jetzt

allgemein bewiesen wird. Zu r € R sei
fri Ry =5 R z— 2" =exp(rinz)

die allgemeine Potenzfunktion. Aus der Kettenregel folgt tatséchlich

fr(x) =exp/(rlnz) - rln’(x) = exp(rin l’)g =" — =rz" L

Sl
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c) tan : (—=5,%) — R ist streng monoton, nach Beisp3.2.5| ist die Ableitung tan’(z) = 1 +

tan?z > 1 > 0. Daraus folgt fiir den Arcustangens

1 1 !
tan'(z) = - - .
arctan’(z) tan’(arctan x) 1 + (tan(arctan z))? L+ a?

Bemerkung zu Differentialen: Eine traditionelle Schreibweise fiir die Ableitung eine Funktion
f: x—y= f(z) an der Stelle a, welche die Herkunft aus dem Grenziibergang von Differenzen-
quotienten betont, ist

_ 4

f(x) = %(az) = %f(x) bzw. klarer f(a) =

df (x)

dl’ T=a '

Die linke Schreibweise kann wegen der Doppelbedeutung von z mifiverstéindlich sein, sicherer
ist die Zusatzangabe der Auswertungsstelle a. In dieser Form fiihren die Kettenregel S fiir
g(y) mit y = f(x) und der Satz|3.1.20|iiber die Umkehrfunktion mit f(z) =y, * = f~1(y) auf

die einfachen Merkregeln (sehr mit Vorsicht zu behandeln!)

dy_dgdy  dr_ 1
dr  dy dx’ dy_%'

Hohere Ableitungen: Differentiation erzeugt aus einer diffbaren Funktion f: D — R eine neue

Funktion f’ : D — R. Wenn diese wieder diffbar ist, kann man hohere Ableitungen von f

betrachten.

Definition 3.2.10 Die Funktion f : D — R heifst k-mal diffbar, k € N, wenn die Funktion
fE1 2 D = R diffbar ist (mit fO := f). Dann definiert man die k-te Ableitung von f
induktiv durch

f® DSR2 fO) = (1) (@),

f heift k-mal stetig differenzierbar, wenn f*) : D — R stetig ist. Andere Schreibweisen: f) =
£ @ = pk) = d f
2 ) dxk :

Beispiel 3.2.11 a) Aus Beisp folgt induktiv fiir n € N:
exp™ =exp, cos® = (=1)"cos, sin®") = (=1)"sin.

b) Fiir k,n € N und p, : =+ 2" gilt p,,(z) = nz"" !, p’(z) = n(n — 1)2"2 und induktiv

dk n!
() () — n _ (n\(k) _ n—k
oy (x) = TR = (™)™ = (= k)!x . (3.2.1)
Ei trischere Darstellung di Regel ist (L} © gt
ine symmetrischere Darstellung dieser Regel is (n') = =R

Analog zum Vektorraum Cla, b] aller stetigen Funktionen definiert man den Unterraum

C"[a,b] := {f : [a,b] — R| f™ existiert und ist stetig} C Cla, b).
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Mittelwertsatz und Extrema

Bei differenzierbaren Funktionen liegt zwischen zwei Nullstellen der Funktion immer eine Null-
stelle der Ableitung.

Satz 3.2.12 (Satz von Rolle) Es sei f stetig in [a,b], a <
b, und differenzierbar in (a,b) und es gelte f(a) = f(b) = 0.

Dann existiert eine Stelle

I X

T T T -

£e(a,b): f(&)=0. a ¢ b
Beweis Da das Intervall kompakt ist und f stetig, existieren nach Satz Stellen &, n, wo die
Extrema angenommen werden, f(§) = max{f(z): = € [a,b]} und f(n) = min{f(z) : = € [a, b]}.
Wenn f(§) = f(n) = 0 gilt, ist die Funktion iiberall null und die Behauptung gilt mit beliebigem
€ € (a,b). Sei nun f(§) > 0 (0BdA, sonst betrachte —f). Dann ist gilt a < £ < b.

77, f'(§) = 0: Nach Definition gilt f(£) > f(z) Vx € [a, b] und
wir betrachten zwei Folgen (z,), (y») aus [a, b] mit & > =, —

£, € <y, — & Dann folgt wegen der Differenzierbarkeit in

¢ die Behauptung aber aus
0 < tim 28 =@ gy - gy SO0 = SO

n—00 E—xy n—0o0 Yn —

I

Die Verbindungsgerade zwischen Nullstellen verlauft horizon-
tal in der x-Achse, also parallel zur Tangente in der Extremal-
stelle £ aus dem Satz. Als direkte Verallgemeinerung des Satzes
erhélt man bei beliebigen Funktionswerten in a und b eine Zwi-
schenstelle, in der die Funktion die gleiche Steigung hat wie die
Sekante zwischen (a, f(a)) und (b, f(b)) (Im Bild: Sekante und

Tangente). Spéter wird aber eine erweiterte Variante benotigt, a 3 b

Y

die den Zuwachs von zwei Funktionen vergleicht.

Satz 3.2.13 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Fs seien f, g stetig in [a,b], a < b,
und differenzierbar im offenen Intervall (a,b). Weiter sei g streng monoton wachsend auf [a, b]

und ¢'(z) > 0Vx € (a,b). Dann existiert eine Zwischenstelle

f6)~ fa) _ 0

S ) —e) 9@
Bemerkung: Im Spezialfall g(x) = x erhélt man die einfache Form des Satzes:
@) L0y b f0) - s = FO0-a) (322)

Beweis Nach Voraussetzung ist g(b) > g(a). Der Satz folgt direkt aus SJ3.2.12} indem man eine

geeignete Funktion von f subtrahiert. Die Differenz

d(z) := f(z) = fla) = —o5———(g(x
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verschwindet in den Randpunkten d(a) = d(b) = 0 und ist offensichtlich diffbar. Nach S[3.2.12)

existiert also eine Zwischenstelle mit 0 = d'(§) = f/(§) — ! (b) ((a)) g (). [ ]
Die Lage der Stelle £ € (a,b) ist zwar nicht bekannt, durch die Betrachtung von inf{f’(¢) :

x € (a,b)} und sup{f'(§) : = € (a,b)} kann man aber den Verlauf der Funktion f abschétzen.

Beispiel 3.2.14 Zu 1 < z < y existiert £ € (x,y) C (1,00) mit

<(y—x)
>0

Iny —Inz =1In'(&)(y —x) = ygx {

Daher ist der Logarithmus glm stetig im Intervall [1,00) (obere Ungleichung: zu ¢ > 0 ist § = ¢
wéhlbar) und monoton wachsend (untere Ungleichung).
Wie im Beispiel kann man aus lokalen Eigenschaften der Ableitung globale Eigenschaften der

Funktion herleiten, z.B. die Monotonie:
Satz 3.2.15 Mit a <b sei f: [a,b] — R stetig und in (a,b) diffbar. Dann gilt

a) f(x)=0 Vz € (a,b) <= [ ist konstant
b) f'(x) >0 Vze€(a,b) <= [ ist monoton wachsend
f(x) <0 Vz € (a,b) <= [ ist monoton fallend

¢) fl(x)>0 Vze(ab) = [ iststreng monoton wachsend
f'(x) <0 Vx € (a,b) = [ ist streng monoton fallend

Beweis "<«" alle Félle: betrachte Vorzeichen im Differenzenquotienten.
"=" Fiir x,y € [a,b] und y > x zeigt der Mittelwertsatz (3.2.13
fy) = fl@) = y—xz), € (zy)
~—

>0

) f1(€) =0 = [fly) = f(z).
b) f'(§) 20 = [f(y) = f(x), sowie f'(§) <0 = [f(y) < f(=).
c) ['(€) >0 = f(y) > f(x), ete. =

Vorsicht: c) gilt nur in einer Richtung! Die Funktion x — 22 ist streng monoton wachsend, ihre

Q

Ableitung 322 wird aber null in z = 0.

Mit diesem Satz folgt leicht die Monotonie vieler Standardfunktionen, exp’(x) = e > 0, In’(x) =
1/z>0(z > 0), tan’(z) = 1 + tan®z > 1 in (-3, §), etc.

Eine weitere direkte Anwendung des Mittelwertsatzes [3.2.13]ist die korrekte Auswertung von
undefinierten Grenzwerten der Form 2 0 o, 0-00. Die Regel wird beispielhaft fiir linksseitige

Grenzwerte bzw. uneigentliche x — oo formuliert ( Def-.

Satz 3.2.16 (Regel von de I’Hospital) Seien f,g : (a,b) — R diffbar, b € RU {0}, und
g(x) #0, ¢'(x) # 0 fir x € (a,b). Im Grenziibergang gelte einer der Fille

lim f(z)= lim g(z)= 0, oder

x—b— x—b—

lim f(x) = lgil_g(a;): 0.

T—b—
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Wenn dann der (evtl. uneigentliche) Grenzwert hril f(x)/g (x) existiert, existiert auch
T—b—

lim f(@) = lim f(z)

a—b— g(x)  a—b— g'(v)’

Beweis -Skizze fiir den ersten Fall. Die Funktionen f und g werden in b als stetig betrachtet
mit f(b) = g(b) = 0. Nach SJ3.2.13| existiert dann zu = € (a,b) ein & € (z,b):

Fiir x — b— gilt auch € — b—. [ |
Beispiel 3.2.17 Nach vorheriger(!) Uberpriifung der Voraussetzungen zeigt de 1'Hospital

a) lim we™ = lim % (L) i L —o.
T—00 T—00 z—o00 €
dlH
b) lim zlnz = lim nz (U 1/x2: lim (—z) =0
z—0+ x—0+ l/x z—0+ —1/.1‘ 2—0—+
: sin & (dl_H) . COST __
O T ST =t

Lokale Extrema Die Existenz der Extrema stetiger Funktionen auf kompakten Intervallen wurde
in SJ3.1.13| nachgewiesen, jetzt folgt die Methode zur Berechnung dieser Werte.

Definition 3.2.18 Die Funktion f : D — R besitzt im Punkt ¢ € D ein lokales Maximum

(lokales Minimum), wenn ein 6 > 0 existiert so, dass
flx)<fle)VzreD: |x—c|<d (f(x)> flc)Vz e D: |x—c| <9).

Der Oberbegriff fiir beide Fille ist lokales Extremum. Die Stelle ¢ heif§it isoliertes lokales Extre-

mum, wenn strenge Ungleichungen gelten,

entweder f(z) < f(c)
oder fz) > f(e)
Globale Maxima/Minima (vgl. S{3.1.13)) sind immer auch lokale. Fiir die ”W”-Funktion p(z) =
(x2 — 1)? etwa ist ¢ = 0 nur ein isoliertes lokales Maximum, da nach Beisp)3.1.10| gilt p(z) —

o0 (x — o0). Extrema von Funktionen kann man iiber die Ableitungen finden:

}V:UED:O<\$—C|<5.

Satz 3.2.19 Mita <b sei f: [a,b] = R und c € (a,b).
a) Hat f in c ein lokales Extremum und ist [ diffbar in ¢, gilt f'(c) = 0.
b) Es sei [ zweimal diffbar auf (a,b) und es gelte

Flle)=0, f'(c) { >0 = f hatisoliertes lokales Minimum in c,

<0 = f hatisoliertes lokales Maximum in c.
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Beweis a) Wie im Satz (3.2.12 von Rolle betrachtet man

Punkte z,y € [a,b] mit < ¢ < y und einem lokalen Maxi- \
mum ¢ (0BdA):
T } T - z
o< i TDZI@) S f) a —
T—Cc— cC— y—rc+ y—c
—_—— | —
>0 <0
b) Sei f'(¢) = 0 und beispielsweise
/ ol
f"(c) = lim Ji@) = /') =—-d<0.
T—cC Tr—c
>0 f <o

Dann existiert zu € := d/2 > 0 ein 6 > 0 so, dass

!/ _ g /! d T } T - T

f(z) f(c):f(:C)<—7<0fﬁr0<]a:—c\<5. c—=4d ¢ c+é
r—c T —c 2
Je nach Vorzeichen von = — ¢ bedeutet dies mit Satz [3.2.15| folgendes
f(x)>0, c—=d<xz<c = fstreng monoton wachsend in [c — J, ]
f(x) <0, c<x<c+d = [ streng monoton fallend in [c,c+ §].

= f(¢) > f(z)Vx € [c—0,c+ 0] \ {c}. |

Bemerkung: Satz(3.2.19b) ist nur ein hinreichendes Kriterium fiir ein isoliertes lokales Extremum.

Das Polynom p : x + 2% hat in # = 0 ein isoliertes und globales Minimum, es gilt aber
#(0) =#(0) =0.

Beispiel 3.2.20 Eine fiir x > 1 sehr schnell wachsende Funktion ist
f: Ry =(0,00) >R, =z 2" ’

Aus der Definition z* = exp(xzInz) folgt * > 0. Mit Produkt- und

Kettenregel bekommt man die Ableitungen (zlnz) =Inz + £ und

f'(z) = (2") = (xlnz) exp(zInz) = (Inx + 1)z". *

02040608 1 12141618 2

Die einzige Nullstelle von f’ ist die des Vorfaktors. Es gilt Inc S|
<= ¢ = 1/e und der zugehorige Funktionswert ist f(1/e) = (e~!)1/¢ = e~ 1/¢ = 0.6922... Aus

der Form von f’ folgt wegen 2% > 0 in (0, 00):

<0 firze(0,1)
fl@)d =0 firz="1 = xfgﬂaf@) = /(
>0 fiir z € (1,00)

).

1
e

Also ist f(1/e) globales Minimum der Funktion. Da nach S{3.1.23| gilt lim,_,o4+ x Inx = 0, exi-
stiert der Grenzwert f(0) = e = 1 und bestitigt die Definition von 0° in §1.1. Allerdings ist
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lim, 0+ f/(x) = —o0. Fazit, fiir z € [0, 00) gilt:
2*>e V>0, 0°= lim 2% =1.
Die Bestimmung von globalen Extrema

min{g(x) : = € [a,b]}, max{g(z): = € [a,b]}.

76

(3.2.3)

wie in Beisp[3.2.20] ist eine der wichtigsten Anwendungen von Satz Dazu muss man
zunédchst die Randwerte g(a), g(b) iiberpriifen und dann alle lokalen Extrema, die man als Null-
stellen ¢’(c) = 0 der Ableitung f = ¢ findet. Zur praktischen Berechnung dieser Nullstellen
benutzt man Iterationsverfahren, welche in einem Spezialfall in S[2.1.21] verwendet wurden.
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3.3 Integration

Das Ziel bei der Integration ist ein sinnvolle Definition des Flichenbe-
griffs, wenn eine Fliche durch eine "krumme” Linie begrenzt wird. Da-
zu approximiert man die Fliche beliebig genau durch einfache Objekte,

nédmlich Rechtecke, und zeigt dann, dass dies zu einem Flidchenbegriff

mit guten Eigenschaften fiihrt.

Definition 3.3.1 Zu a,b € R, a < b, heifit eine endliche Menge Z = {xg,x1, ..

eine Unterteilung bzw. Zerlegung von [a, b], wenn gilt

a=20<x1 < ...<xp_1<xp=n>=.

77

S xn} C la, b

FEine Funktion ¢ : [a,b] — R heifst Treppenfunktion, wenn es eine Zerlequng Z wvon [a,b] und

Werte c1,...,cn € R gibt so, dass

o(r) = cp Vo € (xp_1,21), k=1,...,n.

@ ist also konstant auf den offenen Teilintervallen, die Werte p(xy) kinnen beliebig definiert

werden. Die Menge aller Treppenfunktionen auf [a,b] heifit Tla,b].

Die in der Definition von ¢ € Ta, b] auftretende Zerlegung 4
Z heiflt eine Zerlegung bzgl. ¢. Jede Zerlegung Z* O Z (z.B.
Z* = Z U{t} im Bild) ist ebenfalls eine Zerlegung bzgl.
. Zu einer zweiten Zerlegung Z' = {to,...,tm} von [a,b]
wird die Vereinigung Z’'U Z so verstanden, dass gemeinsame

Punkte nur einmal verwendet werden. Dann ist auch Z/'U Z

t

Zerlegung bzgl. .

a

T

T2

T3

T

Ty

L5

b

Der Integralwert einer Treppenfunktion lidsst sich leicht durch die Fliche der (griinen) Sédulen

definieren. Fiir negative Funktionswerte ¢ < 0 (Séulen "nach unten”) z#hlt die Fliche negativ.

Definition 3.3.2 Fir die Funktion ¢ € T[a,b] wird mit den Bezeichnungen aus Defin das

Integral definiert durch

b n
/ o(z)dr = ch(a}k —Tp_1).

k=1

Man {iiberlegt sich leicht, dass diese Definition insofern sinnvoll ist, als der Wert nicht von der

gewihlten Zerlegung abhingt. Denn zu zwei Zerlegungen Z, Z' bzgl. ¢ ist auch Z2* = Z U Z’

eine solche und man rechnet direkt nach, dass man auf allen drei Zerlegungen den gleichen

Integralwert bekommt. Fiir das Treppenintegral gelten einfache Rechenregeln. Den Vergleich

von Funktionen ¢ < 1 definiert man punktweise, ¢(x) < 9(x)Vz € [a,b].
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Satz 3.3.3 Seien ¢, € Tla,b] und A € R. Dann sind auch ¢ + 1, A, |p| € Tla,b] und es gilt

/ab)\go(x)da: _ )\/abgo(x)dx,
[ e s = [was [vwe,
o< :lEQ@stL%mwm,

’/ab o(x) da:‘ < /ab ()| dz < (b= a)|lella-

Beweis a) ist trivial, ansonsten betrachtet man zur Zerlegung Z bzgl. ¢ und Z’ bzgl. ¥ wieder
die Vereinigung Z2* = Z U Z' = {xy,...,zn}, die eine Zerlegung fiir beide Funktionen ist. Die
Funktionswerte von ¢, dort seien c, d. Damit gilt

m m

> (en+di)(@p — ze—1) = D crl(mr — 2p—1) + Y di(wp — Tp—1)
k

k=1 =1 k=1
b b
= / o(x) d:}c—i—/ () dx

und fiir ¢ < 4, also ¢ < dj, auch

b
/<w@+w@»m

b m m b
/ o(z)dr = ch (v, — xp—1) < de(azk —Tp_1) = / Y(x) dx.
a k=1 >0 k=1 a
Die Betragsabschétzung folgt aus der Dreieckungleichung. [ |

Bemerkung: Der Beweis nutzte die Tatsache, dass T [a, b] ein linearer Unterraum des Vektorraums
aller Funktionen auf [a, b] ist, da A, p+1) ebenfalls in T [a, b] liegen. Die Rechenregeln des Satzes
bedeuten, dass auch die Integration eine lineare Abbildung Z : T[a,b] — R, ¢ — f; ¢(x) dz und
beschrankt ist.

Fiir allgemeine Funktionen definiert man den Integralwert durch Approximation mit Folgen
von Treppenfunktionen. Dabei darf aber der Grenzwert nicht von der gewéhlten Folge abhéngen.
Insbesondere sollte sich bei Approximation durch Treppenfunktionen von unten und oben der

gleiche Wert ergeben. Dies ist eine echte Voraussetzung, sie ist nicht fiir alle Funktionen erfiillt.

Definition 3.3.4 Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heiffit Riemann-integrierbar (kurz

R-integrierbar), wenn zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen o, € Tla,b] existieren so, dass gilt

b
p<f<v und /(M@—w@hm<a

Die Menge aller auf [a,b] R-integrierbaren Funktionen heifit Ra,b]. Fir f € Rla,b] definiert

man den Integralwert

b b
/ f(z)dx = inf{/ Y(x)dz : ¢ € Tla,b], ¥ > f}.
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" % Fléache < ¢

I

a T To T3 T4 Ts b

Den Wert aus der Definition ist das sog. Oberintegral. Bei R-integrierbaren Funktionen ist diese

Definition robust, denn das Unterintegral bei Approximation von unten hat den selben Wert.

Satz 3.3.5 Fir f € R|a,b] gilt auch

/f x—sup{/ v)dz: g€ Tla,bl, ¢ < f}.

Beweis Sei I das Infimum aus Def- Wegen f € R|a, b] existieren zu jedem ¢ > 0 Funktionen
wwET[ab]g0<f<wm1tf x)dr > I und

/abw(:r)dx>/abw(x)dx_521_a

Also ist I auch Supremum der Unterintegrale. [
Beispiel 3.3.6 a) Die identische Funktion f : [a,b] — R, z — z ist R-integrierbar. Denn mit
einer gleichférmigen Zerlegung Z = {x} : k = 0,...,n}, 2y = a + (b — a)k/n bekommt man
einschliefende Treppenfunktionen ¢, < f < 1, mit

on(x) = 21
Un(x) =z

da f monoton wichst. Fiir Unter- und Oberintegral erhélt man daher

/abgon(x)dx = i(a—i—(b—a)k_l)b_a—a(b—a)—&-(b_a)2 n(k—l)

} fir x € (zg_1,21), 1 <k <n,

n n n2
k=1 k=1
—a)’n—1) 1 —a)?
= ab_aQ_}_w:,(b?_aQ)_(b a)‘
2n 2 2n

/abqj)n(x)dx = ” (a—l—(b—a):)b_a:a(b—a)+(b_2a)2ik

Eond
—
i
—_

_ 9 (b—a)Q(n—kl)_l 2 2
= ab a—i——Qn —Q(b a®) + 5

Daher gilt [*(thn(z) — @n(z))de = L2295 5 0(n — o0), also ist f €
RJa,b] und der Integralwert ist die Trapezfldche

/f dm_/axdm_(b —a):(b—a)a;b.
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b) Die Dirichlet-Funktion

1 firxeQ,

f: R—>R, xr—>f(:v):{ 0 firz cR\Q

ist nicht R-integrierbar. Denn fiir ¢,¢ € TI0,1], ¢ < f < 9 gilt wegen der gleichméBigen
Verteilung der reellen und rationalen Zahlen auf jedem Teilintervall ¢ < 0, ¢ > 1. Also ist auch
fol (¥(x) — ¢(x))dx > 1. Dies widerspricht der Definition fiir jedes £ < 1.

Auch das Riemann-Integral ist eine lineare, beschrinkte Abbildung R[a,b] — R:

Satz 3.3.7 Seien f,g € R[a,b] und A € R. Dann sind auch f + g, \f, |f| € R[a,b] und es gilt
b b
/ M@)de = X[ f(z)dz,
b ‘ b b
[ @ rg@na = [ r@de [gle)dn
a ab
f29 = [ @< [ g

’/abf(a:)dx) < /ab|f(:c)|da:§(b—a)HfH[ayb},

Beweis Gezeigt wird nur der aufwiindigste Fall f + g: Nach Def[3:3.4] existieren zu ¢ > 0
Funktionen 1, 2, 11,199 € T|a,b] mit

pr< f <, [ (@) - ei(@)de < 5,
02 < g <, [P(Wa(x) — pa()) de < 5.

Daher gilt p1 + 2 < f+ g < 91 + 12 und
b b
[ rta) + vat@) o~ [ (a0 + afa))da
b b c c
= [ - @) de+ [ Waw) - el do< 5 +5 =<,

also f+g € R[a, b]. Eine dhnliche Ungleichungskette zeigt anlog, dass sich Oberintegral f;Wl (x)+
¥a(x))dzr und Unterintegral f;(gpl (x) 4+ p2(x))dx um weniger als € unterscheiden. ]

Da stetige Funktionen auf dem kompakten Interval [a,b] nach Satz sogar gleichméfig
stetig sind, sind sie auch R-integrierbar, C[a,b] C R][a, b)].

Satz 3.3.8 Auf [a,b] C R stetige Funktionen sind R-integrierbar.

Beweis Sei f € Cla,b] und € > 0. Nach Satz|3.1.17| existiert zu ¢’ := £/(4(b— a)) eine Treppen-
funktion g mit

If(x) —g(x)| <&’ = p=g— < f<¢Yp:=g+¢€.

Dabei sind natiirlich auch ¢, € T1a,b] und es gilt

b b
/(w(:n)—@(x))dw:%’/ da:zQe’(b—a):%5<5. [
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Aber auch viele unstetige Funktionen sind R-integrierbar, etwa monotone. Das Integral ist auch

additiv in Bezug auf Teilintervalle.

Satz 3.3.9 Sei f: [a,b] = R und a < § < b. Dann gilt

feRal] — {feR[a,g] und f € RIE, V] }

Fiir f € R[a,b] ist dann auch

/abf(x)da;:/jf(@dm/jf@)@

Beweis -Prinzip: Zerlegungen der Teilintervalle [a, ], [, b] konnen zu einer Zerlegung des Ge-

samtintervalls [a, b] vereinigt werden und umgekehrt. ]
Um den Satz mit beliebigen a, &, b € R anwenden zu kénnen, definiert man fiir

/aaf(a:) dx := 0, /baf(x) dz = — /abf(x) dz. (3.3.1)

Beim Trapez erhielt man in Beisp die Flédche als Produkt von Intervalllinge und der mitt-
leren Hohe (a + b)/2. Eine entsprechende Aussage gilt allgemeiner.

Satz 3.3.10 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Es seien f,g : [a,b] — R stetig und
g > 0. Dann existiert ein & € [a,b] mit

[ rwoae= 1@ [ ot av

Speziell g = 1: Das Integral hat den gleichen Wert wie die Fléche des 1
Rechtecks mit Hohe f (5 ) in einem geeigneten & € [a, b],

ff )dx = f(&)(b—a).
Beweis Nach Sm 3.1.13| werden die Extrema m := min{f(z) : x € x
[a,b]} und M := max{f(z): = € [a,b]} angenommen.

Wegen g > 0 und S[3.3.7 gilt daher

b
mg<fg<Mg:>m/ d:c</f deM/g(x)da?

Somit gilt fa f(z)g(z)dx = ufa g(x)dzx fir ein p € [m, M].Wegen der Stetigkeit wird dieser
Zwischenwert nach SJ3.1.11{ auch angenommen, 3¢ € [a,b] mit f(§) = u. ]

Der Hauptsatz

Man kann die Integration als Umkehrung der Differentiation ansehen, wenn man die Integral-
fliche als Funktion der oberen Integrationsgrenze betrachtet. Damit muss man Integrale nicht
mehr wie in Beispiel [3.3.6] mithsam iiber Zerlegungen berechnen, sondern kann dies durch Um-

kehrung von Ableitungsregeln tun.
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Satz 3.3.11 Die zu f € R[a,b] definierte Funktion
F:la,b] >R, z~ / f(t)dt = F(x) ist stetig.

Beweis Insbesondere ist f auf [a, b] beschriankt |f| < M. Fiir z,x + h € [a, b] gilt
z+h T
Fla+h) - F(z) = / F£(8) dt / (1) di (3.3.2)
T z+h T z+h
= / f(t)dt+/ f(t)dt—/ f(t)dt:/ f(t)dt.

Durch Betragsabschétzung (S13.3.7)) folgt, dass fiir |h| < § := /M gilt

x+h z+h
|F(x+h)—F(x)]—|/ (1) d g/ F(O)|dt < Mz +h — 2| = Mh| < =,

Somit ist F' stetig. n
Wenn der Integrand f stetig ist, ist die Funktion F' sogar differenzierbar (” Integration gléttet”).

D sei im Folgenden ein beliebiges Intervall, das mehr als einen Punkt enthélt.

Satz 3.3.12 (Hauptsatz der Differential-Integral-Rechnung)

Esseia € D und f : D — R stetig. Dann ist die Funktion x — F(z) := [ f(t) dt differenzierbar
und thre Ableitung ist F' = f.

Beweis Fiir z,2 + h € D gilt nach und dem Mittel-

wertsatz fiir den Zuwachs (schraffiert)

. _ h/x (1) dt
=A@ = e,
mit &, € [x,z + h] fiir h > 0 bzw. &, € [x + h, h]. a ‘zt+h

Fiir h — 0 gilt daher auch &, — 0 und wegen der Stetigkeit von f gilt die Behauptung

F(z) = }1113% F(x—l—hf)L— F(x)

= lim f(&p) = f(z). m
h—0
Fiir die Beziehung zwischen f und F' verwendet man folgende Bezeichnung.

Definition 3.3.13 Sind Funktionen f,F : D — R gegeben und ist F' differenzierbar, sowie
F' = f, dann heifft F Stammfunktion von f.

Bemerkung: Stammfunktionen sind nicht eindeutig definiert, zu a € D ist nach S[3.3.12]
x
Fioo / () dt
a

eine Stammfunktion, aber auch G(z) = [;° f(t) dt mit b € D. Beide unterscheiden sich aber nur

durch eine Integrationskonstante

G(:n)—F(:z:):/:f(t) dt—/mf(t) dt:/baf(t) it = C,
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welche bei der Ableitung verloren geht: f(z) = G'(z) = (F(z) + C) = F'(z) = f(z). Aus
Bequemlichkeit ldsst man bei der Stammfunktion oft die Grenzen weg und schreibt sie salopp

als unbestimmtes Integral
Fo) = [ 1) ds,

muss dabei aber an die ”vergessene” Integrationskonstante denken.
Die Stammfunktion erlaubt eine einfache Berechnung des bestimmten Integrals, da bei Diffe-

renzbildung die Integrationskonstante wegfillt:

Satz 3.3.14 Sei F' Stammfunktion der stetigen Funktion f: D — R. Dann gilt fir a,b € D:

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a) =: F(z)

a

Beweis Auch G(z) := [ f(t) dt ist Stammfunktion mit G’ = f, also ist G’ — F’ = 0 und daher
G(z) — F(z) = C nach S[3.2.15 Damit folgt

b
Fb) — F(a) = G(b) — G(a) = / F(t)dt.

Beispiel 3.3.15 Da sin’ = cos ist, gilt

/2 /2
cosrdr =sinx
0 0

Elementare Stammfunktionen auf einem Intervall D:

e
Sll’l2 Sin

f(z) =F'(z) | F(z) = [ f(z)dzx D
2% a#—1 2t R (a € N), [0,00) (a > 0), (0,00) (a < 0)
% ln‘x’ <_OO7O)7 (07 OO)
a®, a>0,a#1 ﬁal’ R
e’\x7 A#£0 %em R
cosx sin x R
sinx —Ccosx R
colex tan (k' + %)TF ¢ DVk e Z
ﬁ —cotz km ¢ DVk € Z
1£x2 arcsin x (—1,1)
= In(z + V22 £1) R bei ﬁ (1,00) bei ﬁ«%l
H_lwg arctan x R

Als elementare Funktionen bezeichnet man rationale Funktionen, exp, cos sin und deren Um-
kehrfunktionen, sowie endliche Verkniipfungen davon. Die Differentiation erzeugt aus elementa-

ren Funktion wieder eine elementare. Dies gilt aber nicht mehr bei der Integration.
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Integrationsregeln

Es gibt einfache Funktionen, die keine elementare Stammfunktion besitzen, etwa f e dz. Es
gibt auch keine feste (deterministische) Methode zur Integration, selbst wenn eine elementare
Stammfunktion existiert. Es erfordert Kunstfertigkeit, mit den folgenden Regeln eine Stamm-

funktion zu konstruieren.

Satz 3.3.16 (Partielle Integration) Sind f,g : D — R stetig, g stetig differenzierbar und
F = [ f(z)dxz, dann gilt fir a,b € D:

b b
[ @@ ds = [ Flago)do = Falg(o)
Beweis Nach der Produktregel S gilt
(Fg) =F'g+Fg = fg+ F¢

und (Fg)’ ist stetig. Nach SJ3.3.14| folgt die Behauptung

F(x)g(x) =L%F@mm+F@wuwm.-

a

Partielle Integration (Produktregel) ist auch anwendbar, wenn scheinbar kein Produkt vorliegt.
Beispiel 3.3.17 Beim Integral [Inzdx setzt man g(z) := Inz und f(z) := 1 ! Dann ist
F(z) = [1dx = x und fiir > 0 folgt

x x x 1
/ 1-lntdt:tlnt‘1 / t»;dt: (tlnt —t)] =xlnz —z+ 1.
1 1
Zur Probe priift man (rlnz —2+1)' =Inz+ 7 -1 =1Inxz.
Die Umkehrung der Kettenregel ist die folgende, wichtige Regel.

Satz 3.3.18 (Substitutionsregel) Sei f : D — R stetig und ¢ : [a,b] — R stetig differenzier-
bar, sowie ¢([a,b]) C D. Dann gilt

b , o(b)
[ e ema= [~ s
a v(a)
Beweis Essei F': D — R eine Stammfunktion von f, also F/ = f. Dann gilt fiir die Komposition

F o p nach der Kettenregel S

(Fog) () = Fle)e(t) = Flet)e (1) =

o (b)

b
/fwmwwﬁzwwm@ =HMW—H%M=/ f(z)de.
a v(a)

Bei der Substitution ist wieder die Schreibweise mit Differentialen hilfreich, mit

b

a

©(b)
d I flx) dx
z=p(t) = d—f — J(t) oder dz = /(t)dt = wia) ¢ ¢

L Fe®) ¢t
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Viele Integrale konnen nur durch geeignete Substitutionen berechnet werden.

Beispiel 3.3.19 Die hier jeweils zur Substitution verwendete Funktion ¢ :

stetig diffbar:

a)

b+c

[ (@) da,

a+c

fbf(t—i—c)dt:

(=p
S
Q

ff(ct)dt:%ff(x)da:,

2
by JefR)de =} [ f(o) de,
Y by
o Jeda= ] % -mlal =]
a ¢(a)
d) fbtantdt f;g;‘;idt —lncosta,

2 f V1—22dr =r (=Kreisfliche)

[a,b] — R ist/sei

r=pt)=t+c, ¢ =1

x=(t)=ct, ¢ =c, dr=cdt.

r =) =12, ¢ =2t, do = 2tdt.

@)=L ¢ #0,da = /(1) dt.

x = p(t) = cost, [a,b] C (—

)-

ol

us
27

x = @(t) = cost, dr = —sintdt,

Es gilt cos0 =1, cosm = —1, V1 — 22 =

fmdx—fsmt —sint)dt = fsm tdt = %f 1 — cos2t)d
0

Rationale Funktionen

p(z)

f) =255,

V1-—

cos?t =sint > 0in [0,7] =

™

s
2 .

Gradp < Grad g.

Die Grad-Einschrankung ist problemlos moglich, da fiir Grad p > Grad ¢ ein echtes Polynom r

mit Gradr < Grad ¢ abgespalten werden kann mit

p=p-qtr =

_p_
f_q

r .
- +Dp.
q

Zur Integration muss man rationale Funktionen in einfache Briiche zerlegen. Dabei schreibt man

den Nenner als Produkt von Linearfaktoren mit verschiedenen Nullstellen x; der Vielfachheit

my. Diese Darstellung existiert nach dem Fundamentalsatz der Algebra.

Satz 3.3.20 (Partialbruchzerlegung) Es seien p,q Polynome mit Gradp < n := Gradq und

es gelte

q(z) = (x —21)™

(z—29)™ -

(x —xp)™*,

wobei die Nullstellen x; € C von q paarweise verschieden seien und m; € N mit mi+...+my = n.

Dann existieren Koeffizienten cj € C so, dass fiir x # x; gilt

p(z) C11 €12 St Cl,m,
q(x) x—x1 (r—x1) (r —x)™
C21 C22 C2,mo
T — To (m—x2)2+'”+(x—x2)m2
Cr1 Ck2 Clmy,
+ . —
R T s A Fp T
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Beweis Induktion nach n, fiir n = 1 ist p konstant, also f(x) = b(Tczl)'

Fiir Grad ¢ = n sei € eine Nullstelle von ¢ mit ¢(z) = (z—¢§)™g(x) und g(&) # 0, Grad g = n—m.
Es wird die Funktion h(z) := p(x) — g(z)p(§)/g(&) betrachtet. Fiir sie gilt offensichtlich h(£) = 0
und durch Polynomdivision kann daher die Darstellung h(x) = h(x)(x — ) bestimmt werden
mit Gradh < max{Gradp,Gradg} <n — 1. Es folgt

p(x) _ ) +9(x)p€)/9(§) _ p(€)/9(£) h(z)

@) " @oOmgle) @-om  @-&miga)

Der Nenner im zweiten Term besitzt nur Grad< n — 1, hier ist die Induktionsvoraussetzung

einsetzbar. [

Rationale Funktionen besitzen elementare Stammfunktionen, da fiir alle im Satz auftre-
tenden Terme g(z) Stammfunktionen G(z) existieren. Man muss auch bei einem reellen Polynom
q dabei zwar komplexe Nullstellen £ = a4+ if ¢ R (8 # 0) in Kauf nehmen, allerdings treten

diese immer in konjugierten Paaren auf, da gilt

q(€) = qla+iB) =0 = 0=q(&) = q(§) = q(a —ip).

Fiir die einzelnen Summanden sind 3 Falle zu unterscheiden

_ 1 _ —1
g(x) = CETI m>1 = G(z)= G
9(@) = 71, ¢eR = Gla)=hlzr—g,
9@) = ;T PO (E=a+if¢R)
(;__O%Q—Z_i%% = G(z) = 3In((x — )® + #2) +iarctan 22

Beispiel 3.3.21 p(z) = 2%+ 1, ¢(z) = 2* — 23 — 2 + 1. Da Gradp = 5 >Gradq = 4 ist, kann

man einen Polynomanteil durch Division abspalten:

(25 +1) (@t -2t -+ 1) =2+1=p)
2 —at -4

42—z 41

a2t —23 -z 41

w3+ a22 =:r(x)

Die Nullstellen von ¢ sind x1 = 1 (mit m1 = 2) und xy/3 = $(-1+£iVv3), d.h., 23 = 2, also ist

g(z) = (z = 1)’(@* + 2 +1) = (z — 1)*(z — 22)(z — 22)

r(r)  cn C12 21 C31
qlz) -1 + (x —1)2 +x—x2 +:c—x3

Die Koeffizienten c;; bekommt man durch Multiplikation mit den einzelnen Nennern und der
Auswertung in x;, etwa
$3 + 1’2

h(z) == @:-1)228 = :cll(x—1)+012+(x—1)2(...).
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5 r(x 1 2 IR VA ] 1
fle)=="%=px)+ < =c+1+ + - = — + — .
q(x) q(x) z—1 3(xz-1)2 9241 V3 9x+%+i£

Also besitzt f die Stammfunktion

1, 2 2v/3 2 1
F(:c)_§:c +x+ln]a:—1]—3($_1)+ 9 arctan(E(m—i-i)),x;él.

Uneigentliche Integrale

Auch "unendlich ausgedehnte” Flichen kénnen einen endlichen Grenzwert besitzen. Bei der In-
tegration kann dieser Fall bei unbeschrénkten Integranden oder bei unendlich langen Intervallen

auftreten. Auf diese uneigentlichen Fille wird die Integration verallgemeinert.

Definition 3.3.22 FEs sei f : [a,b) — R (dabei ist b = co zugelassen) und f € Rla, f]Va < f <
b. Wenn der (endliche!) Grenzwert

lim f d:z:_/f

B<b
B—b
existiert, heif§t ff f(x) dz konvergent. Wenn die Grenze a oder beide kritisch sind und die Grenz-

werte existieren, definiert man analog

lim f dx—/f

a>a
a—a v

c B b
lim [ f(z)dzx+ lim f(:c)da:::/ f@)dz, a<a<c<fB<D.
&3% Ja gibb c a

Die Definition im letzten Fall héngt natiirlich nicht von der Wahl von ¢ ab. Fiir f € R|a, b] redu-

ziert sich die Definition auf das normale Integral. Andernfalls heifit f uneigentlich R-integrierbar.

1

oo 0.8
Beispiel 3.3.23 a) [ e "dz = 1. 0
0 0.4
Denn mit 3 > 0 ist foﬁ e dr = [—e*m]g =1-ePB 5 1(8— ). (R R A A A
Td 1 D;
b) Genau fiir s > 1 konvergiert [ x—f =571 Py
1 04
Denn fiir 8 > 1 und s > 1 gilt 02
1 2 3 4 5
bde 1 [ 118 1 1 '
— = = 1 —
s 1—s[m5*1}1 1—5(53*1 ) s—l(ﬁ )

B
Dagegen ist fiir s = 1: f’gdm 1H\$|‘1=1n6—>oo(6—>oo),
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1
¢) Genau fiir s < 1 konvergiert of i—% = %_S 4
Fiir s <1 und 0 < a < 1 gilt ndmlich 3
y
1 2
dx 1 1 7! 1 1
ar _ = 1—a® ) = —0).
o TS 1—3[355—1}04 1—3( ™) 1—s(a ) f
) 14 1 002708 1
Fiir s = 1 dagegen ist fa§d$:1n|x|‘ =—Ina— oo (a—0). x
(03

dx

d) o5 divergiert fiir jedes s € R.

o—g

Beispiel 3.3.24 Weitere konvergente uneigentliche Integrale:

1
Mit € > 0 ist

dx
a —2t ___dr =m.
)—flvl—a:? 3

1 dr 1/e dr . 1
4 ———— = —arcsin(—1+¢) + arcsin(1l — ¢
/_1/5\/1—x2 1 V1—a? ( : e

- —(=

g)—l-g:w(a—ﬂ)).

o
b) dr =m. Fir a — —o0, 8 — oo gilt
,{O 1+a2°

/O dx +/B du tan a + arctan 8 — 2
——= — arctan « arctan — =T
o 1422 Jy 1422 2

Eine elegante Anwendung von uneigentlichen Integralen betrifft langsam konvergente Reihen,
bei denen Wurzel- und Quotientenkriterium (SJ2.2.11]) wegen ¢ = 1 keine Entscheidung liefern.

Satz 3.3.25 (Integralkriterium fiir Reihen) Es sei f : [1,00) — R monoton fallend und
f > 0. Dann gilt

Zf(k) konvergent <= / f(z) dx konvergent.
k=1 1
Im Konvergenzfall gilt fiir alle m € N die Restgliedabschdtzung

o0

fdrs > )< [ fa)dn

m+1 k=m+1

Beweis Da f fillt, erhéilt man Schranken fiir Integra-
le iiber Intervalle der Lénge eins durch den Funkti- 4

onswert am linken (obere Schranke) bzw. am rechten

Rand (untere Schranke) <k:l
k

f(k) < (v)dx < f(k—1), k>1.
k—1

Durch Summation bekommt man fiir m < n 1 2
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[ wars Y gw< [ rwae

m+l k=m+1
Wenn das Integral also konvergiert, ist es eine konvergente Majorante fiir die Reihe,

o] o0 k oo
flk) < f(z)dx = f(z)dr < oco.
YW | e

Wenn aber die Reihe ) f(k) konvergiert, ist s := sup{ flﬁ f(z)dx : p > 1} endlich, zu jedem
k=1
e > 0 existiert b > 1 mit flﬁ f(z)dz > s —eVB > b. Daher ist [° f(z)dx = s. ]
Aus Beisp|3.3.23| folgt daher (z7* fillt fiir s > 0)
0o 1 '
Z v konvergiert <= s> 1.
n=1

Wenn im Integranden eines (uneigentlichen) Integrals weitere Parameter auftreten, ist auch

der Integralwert noch eine Funktion dieser Parameter. Ein wichtiges Beispiel ist

Definition 3.3.26 (Gamma-Funktion)
0
I': (0,00) = R, xH/ t* et dt.
0

Die Funktion ist wohldefiniert, da das Integral fiir x > 0 sowohl bei ¢ = 0 als auch ¢t = oo

konvergiert. Es sei 0 < T

a)e '<1,t>0 = fOT trle=t gt < fOT t*~1 dt konvergiert nach Beisp|3.3.23
b) Wegen lim; . t*Tle™t = 0 existiert T > 0 so, dass t*Tle ™t <1Vt > T = fiirt > T ist

t bhge 1 1 1
z = tl‘letdtg/ —:———gffﬁrT§t0<t1.
t

" L2ty

Fiir T > 1/e kann der Integralabschnitt daher kleiner werden als jedes € > 0: f:,?o konvergiert.

Die Gamma-Funktion hat eine grofle Bedeutung, da sie die Fakultit n! interpoliert.
Satz 3.3.27 MNz+1)=z -I'(x), zeRy,
I'n)=(n-1)!, neN.

Beweis a) Partielle Integration mit 0 < e < [ zeigt
B B B
/ tetdt = —tTe! +x/ et dt.
€ € €

Der Grenziibergang lim._,oe” = 0 und limg_, Bre P =0 (S13.1.23)) zeigt die Behauptung.

b) Fiir n = 1 ist nach Beisp)3.3.23p '(1) = [;° e *dt = 1 und aus a) folgt induktiv ['(n + 1) =
nl'(n) =n(n —1)! =nl |

Das schnelle Wachstum der Fakultit erkennt man auch daran, dass die Summanden z" /n! der
Exponentialfunktion eine Nullfolge bilden. Préziser ist folgende Aussage, welche bei Aufwands-

abschétzungen von Algorithmen hilfreich ist.
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Satz 3.3.28 (Stirling-Formel) Firn € N gilt

n\n" ) 1
n! = c,V2mn (—) mit ¢, € [1,exp ——].
e 12n

Der relative Fehler der Formel (mit ¢, = 1) wird schnell klein mit wachsendem n, er liegt unter
1% fiir n > 10 und unter 10~3 fiir n > 100.

3.4 Reihen von Funktionen

Die Exponentialfunktion und damit die trigonometrischen Funktionen wurden als Potenzreihen
eingefiihrt. Stetigkeit und Differenzierbarkeit wurden dann aus speziellen Eigenschaften dieser
Funktionen gefolgert. In diesem Abschnitt wird eine Methode hergeleitet, mit der man Reihen-
entwicklungen beliebiger, glatter Funktionen berechnen kann, welche man auch differenzieren
und integrieren darf. Voraussetzung dafiir ist aber ein belastbarer Konvergenzbegriff fiir Reihen

von Funktionenfolgen f,(z) (z.B. Polynomen f,(z) = z™).

Gleichmiflige Konvergenz

Definition 3.4.1 Essei D CC, f: D — C eine Funktion und fiir jedesn € Ng sei f, : D — C.

a) Die Folge (fy,) konvergiert punktweise gegen f, wenn
Vz € DVe > 03N (z,e) € No:  |fu(x) — f(2)] <eVn > N(z,¢).
b) Die Folge (f,) konvergiert gleichméBig gegen f, wenn
Ve >03N(e) €eNy: |fu(z) — f(z)] <eVn > N(e)Vz € D.

In der Reihenfolge der Quantoren und der Schreibweise von N(...) ist der wesentliche Unter-
schied zwischen den beiden Begriffen zu erkennen. Bei punktweiser Konvergenz kann das N
aufler von ¢ auch von der betrachteten Stelle x abhédngen. Bei gleichméfliger Konvergenz gilt
N (e) einheitlich fiir alle z € D, dies ist daher der strengere Begriff. Unterschiede zwischen den
Begriffen erkennt man an folgendem Beispiel.

Beispiel 3.4.2 Fiir n € N und D = [0, 1] bilden die Monome

fo: [0,1] = R, z+— 2" o
0B
eine stetige Funktionenfolge. Nach S gilt o
02
. 0, 0<z<1 . 0 0z 04 08 08
Jim f(z) = { L oz=1 } =: f(z).

Die Konvergenz gegen f gilt nur punktweise, fiir z = 1 ist f,,(1) = f(1)Vn € N und fiir z < 1
und ¢ > 0 ist N := 1+ [loge/logz| zu wihlen, das wegen log1 = 0 bei Ann&herung an die
Stelle z = 1 immer grofler wird. Es liegt also keine glm Konvergenz vor. Insbesondere ist die

Grenzfunktion unstetig.
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Nur bei der schirferen Anforderung gleichméfliger Konvergenz tibertréigt sich z.B. die Stetigkeit

von den f, auf die Grenzfunktion. Denn glm y In Ft
€

Konvergenz bedeutet insbesondere, dass sich alle /—\/
Funktionen f,, n > N(¢) in einem ”e-Schlauch” % f
/\M/ f—e

um f bewegen. Im Beispiel b) ragt fir e < 1

jede Funktion f,, dagegen irgendwo aus dem e-

T T v

Schlauch um die Nullfunktion heraus. a b

Satz 3.4.3 Die Funktionen f, : D — R, n € Ny seien stetig, die Folge (f,) konvergiere
gleichmdflig gegen f: D — R. Dann ist auch f stetig.

Beweis Man fiihrt die Stetigkeit von f auf die einer Funktion fx mit geniigend groflem Index

zuriick. Dazu sei € D und € > 0 beliebig. Es gilt

glm. Konvergenz = IN €N: |[fy(y) — f(y)| < 3e Vye D,
fn stetig in = 36>0: |fnv(z)— fn(y)| < ie VyeD,|z—y| <6

Daraus folgt die Stetigkeit von f, denn fiir alle y € D mit |y — x| < § gilt
[f(@) = f)l < [f(@) = fnv(@)] +lfn() = In@)] +nw) - f)l

1 1 1 _
< 3€ +3¢€ +3¢€ = n
Dieser Satz ist ein erstes Ergebnis zur Vertauschung von Limites, nur bei glm Konvergenz darf

der folgende Schritt gemacht werden:

lim lim f,(y) = lim f(y) = f(z) = lim f,(x) = lim lim f,(y)

Y—T N—00 Yy—x n—oo n—oo Yy—a

Die gleichméflige Schranke |f,(z) — f(x)| < eVax € D schreibt man einfacher mit folgender

Supremumnorm.

Definition 3.4.4 Sei D CK, D # () und f : D — K beschrinkt. Dann wird die Supremumnorm
von f definiert durch
Ifllp == sup{[f(z)| : = € D}.

Die Supremumnorm erfiillt tatséchlich alle Normeigenschaften in dem Vektorraum der auf D
beschrénkten Funktionen. Damit bedeutet ||f — fu|lp < €, dass f, sich in dem ”e-Schlauch”
um f befindet (vgl. Bild fiir den reellen Fall) und die glm Konvergenz entspricht der iiblichen

Konvergenz, wenn man den Abstand zwischen den Objekten f,, und f mit der ||.|| p-Norm misst:
fao=>f(n—o00)glmin D <= ||f,— fllp = 0(n — o). (3.4.1)

Auch daher liegt im Beisp keine glm Konvergenz vor, denn || f, — fl[[0,1) = 1Vn.

[e.e]
Mit dieser Norm 1&8t sich das Majorantenkriterium auch auf Reihen von Funktionen > fi (z.B.
k=0

o0
Potenzreihen) iibertragen, denn Y || fx||p ist eine reelle Zahlenreihe. Die Konvergenz der Reihe

o0 - n
> fr wird wieder auf die Konvergenz der Partialsummen s, := > fi zuriickgefiihrt.
k=0 k=0

T
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Satz 3.4.5 (Weierstraflsches Majorantenkriterium)

o
Zu fr + D — C, k € Ny, konvergiere die reelle Zahlenreihe Y, ||fxllp. Dann konvergiert die
k=0

o0
Funktionen-Reihe Y fi absolut und gleichmdf$ig auf D (gegen eine Funktion F': D — C).
k=0

Beweis a) Es gilt |fr(z)| < || fxllp, x € D. Wegen Z Il fellp < oo konvergiert E fr(x) nach
k=0
dem Majorantenkriterium S[2.2.10) fiir jedes z € D und definiert eine Funktion

)= 3 fule) = lim sao).
k=0

b) Die Konvergenz s, — F(n — o0) ist glm, denn zu jedem ¢ > 0 existiert ein N mit
% 1 Ifkllp < e ¥n > N. Damit gilt tatséichlich fiir « € D

sn(z) — F(z)| = ‘ Z fk(l’)’ < Z |fr(z)] < Z Ifilp <eVn>N. m
k=n+1 k=n+1 k=n+1

o0
Beispiel 3.4.6 Die Funktion F': R — R, F(z) := ) kizcos kz ist stetig. Denn mit fi(z) :=
k=0

k2 coskx ist || fx]| = 2 und Z Il fell = Z = < 2 < oo (Bspf2.2.5/ c). Daher konvergiert die

Reihe gleichméBig nach S@ und Wegen S@ ist F stetig.
Viel wichtiger ist aber folgende Anwendung mit Monomen f(2) = cx(z — 20)F.

Satz 3.4.7 Zu einer komplexen Folge (ci) und dem Entwicklungspunkt zo € C konvergiere die

Potenzreihe
oo

f(z) = ch(z — 2)"
k=0

in einem Punkt z1 € C mit zy # z9. Dann konvergiert die Reihe in jeder
abgeschlossenen Kreisscheibe

. A1
Ko(z0) ={2€C: |z — 2| <o} mit 0 < p < |z1 — 2|
20
sogar absolut und gleichmdfSig und ist dort eine stetige Funktion. Auch die \

folgende Potenzreihe konvergiert absolut und gleichmdfig auf Ko(zo).

z) = Z kep(z — 2z9)F 1
k=1

Beweis a) Hier ist f(2) = cx(z — 20)*. Wenn Z fr(z1) konvergiert, ist (fi(z1))r Nullfolge, also

insbesondere beschréinkt, |fx(z1)| < M Vk € No Wle in (2.2.1)) folgt fiir z € D := K,(20), also
|z — 20| < o < |21 — 20/, dass

|z — 20| 0 z—zok
< -

i
|21 — 20| ~ |21 — 20

=g <1 = |fi(2)| = lex(z — 20)*| = |en(21 — 20)
—_———
<M

< Md*

21 — 20

<qk
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Also ist || fxllp = sup{|fr(z)| : z € D} < Mq* und Y |[fullp < M 3 ¢" = M/(1 — q) eine
k=0 k=0

o0

konvergente Majorante fiir Y f. Diese Reihe konvergiert daher nach SJ3.4.5| absolut und glm
k=0

und wegen S[3.4.3)ist f daher stetig.

b) Die Summanden gj(2) := kcip(z — 20)* ! bilden g = 3 gi und wie in a) folgt
k=0

lgrllp < kM¢* ' =: oy, ke N.

Nach dem Quotientenkriterium ist

(k+1)Md* 1 1+gq
= — — <
Mg Ut pas 5 <l

Qg1
Qg

fiir gentigende grofie k& > 2¢/(1 — ¢). Also konvergiert auch hier die Majorante ), o und daher

auch ), gi abslout und glm in D. [ |
oo

Bemerkung: Der Satz lisst sich insbesondere auf jede reelle Reihe f(z) = . cp(x — 20)* mit
k=0

¢y, o € R anwenden. Wenn diese in xy # x1 € R konvergiert, dann auch in einer ganzen
komplexen Kreisscheibe und dann ist C 3 z — f(z) = i cx(z — x0)* eine komplexe Fortsetzung
der reellen Funktion f. =

GleichméBige Konvergenz ist die entscheidende Voraussetzung fiir weitere Limesvertauschun-

gen bei Integration und Differentiation.

Satz 3.4.8 Fiir n € Ny seien die Funktionen f, : [a,b] — R stetig, die Folge (f,) konvergiere
gleichmdj$ig gegen f : [a,b] — R. Dann gilt

b b b
li_}m fn(x) dx:/ f(x) dx:/ 1i_>m fn(x)de.

a a

Beweis Nach S ist f stetig, also f € R[a,b]. Es folgt

‘/abfn(w)dw—/abf(:v) do| < /ablfn(iv) @) < (b= a)llfa— fllasy = 0 (0 00). m

Die Aussage gilt nicht bei nur punktweiser Konvergenz oder unbeschrinkten Intervallen!

Fiir die Differentiation von Funktionenfolgen ( f,,) ist glm Konvergenz der Ableitungen zu fordern,
1

die glm Konvergenz von (f,,) reicht nicht aus (z.B. f,(z) = -

sinnx)!

Satz 3.4.9 Die Folge (f,) stetig differenzierbarer Funktionen f, : [a,b] — R, n € Ny konver-
giere punktweise gegen f : [a,b] — R, die Folge (f],) der Ableitungen sei gleichmif$ig konvergent
in [a,b]. Dann ist f differenzierbar und es gilt

f'(z) = lim f)(z), =€ [a,b].

n—oo
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Formulierung der Aussage als Limes- Vertauschung:

Iim Lim fo(z+h) = fn(2) = lim lim Iz +h) - fn(x)

h—0 n—»00 h n—00 h—0 h

Beweis Nach S[3.4.3|ist f*(x) := lim f](x) stetig, der Hauptsatz [3.3.12| zeigt damit
n—oo

o) = tim fu(o) = lim (ula) + [ Fat0)dt) "B pay - [ piey

Da f* stetig ist, ist f differenzierbar und die Ableitung f' = f*. [

Die Voraussetzungen der Sétze und [3:4.9wurden fiir reelle Potenzreihen schon in Satz[3.4.7]
verifiziert (Anwendung auf Partialsummen). Potenzreihen sind in ihrem Konvergenzintervall be-
liebig oft gliedweise differenzierbar und integrierbar:

[e.°]

Satz 3.4.10 Seizg € R und (cx) eine reelle Folge. Die Potenzreihe f(x) = Y. cp(z—x0)¥ besitze

k=
den Konvergenzradius v > 0. Dann ist f im Intervall (xg —r,zo + 1) beliebig oft differenzierbar,

und die Potenzreihen der Ableitungen

f(z) = ;kck(:n —xo)t, f0(2) = Z (kflm)'ck(x ) A

k=m

m € N, besitzen den gleichen Konvergenzradius r.

Im Entwicklungspunkt xg selbst fiihrt diese Aussage zum néchsten Thema:

F™M(zo) =nle, <= o= gf(") (z0). (3.4.2)

Taylor-Entwicklung

Differenzierbarkeit einer Funktion f: D — R in zg € D bedeutet nach Satz dass sie sich
durch eine lineare Funktion ¢y + ¢1(x — x¢) approximieren lidsst (mit ¢y = f(x0), c1 = f'(z0)),
wobei limy_,, (f(xo)—co+c1(z—x0)) = 0ist. Versucht man nun, f noch besser zu approximieren

durch ein Polynom der Form
f@) = co+ er(x — o) + calw — w0)? + ea(w — w0)” + ...,
sieht man z.B. durch Betrachtung der zweiten Ableitung im Entwicklungspunkt xg,
(f(z) —co — er(x — x0) — o — 20)® + ...) |omay = f(x0) — 2¢2, (3.4.3)

dass co = 1 f”(20) zu wihlen ist, vgl. (3.4.2). Allgemein gilt:

Satz 3.4.11 (Satz von Taylor)
Es sei f: D — R (n+ 1)-mal stetig diffbar auf dem Intervall D und xo € D fest gewdhlt. Dann
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existiert fir jedes x € D ein & € (x,x0) bzw. § € (x0,2) so, dass

k) (g
s = S e )
k=0

e (n) T
= o)+ Flao)e— o) + T @ g g T g
(n+1)
+f iff)(x_mo)n—&-l’
(n+1)
P @) = / PR o o de =T .

Die erste Formel fiir r,11 heifit Integral-Restglied, die zweite Lagrange-Restglied.

Beweis Der Beweis folgt induktiv durch partielle Integration des Integralrestglieds:

n=0: f(x) = f(xo)—l—/xf'(:v)dx nach SB.3.12

n—on+1l: r(z) = n—l /f acn—_t)l)

o n.

- f<"><xo><”3‘nf°)"+ o [ e

|
e Jag

Da g(t) := (x — t)" > 0 in [zo, x| (0BdA Fall ¢ < z) existiert nach dem Mittelwert-Satz (3.3.10
ein & € [zg, ] mit

dt

x n n+1
_ (D) (@=1)" ) (@ — @0)"T
rna(a) = 1) [T = e
Die Summe im Satz heifit Taylor-Polynom vom Grad n, a
nrR) (g
x> Ty (x5 30) :Zf k:(' 0)($*5L"0)k7 :
k=0

es "schmiegt sich” im Punkt xg so eng an f an, dass die ersten n

Ableitungen beider in xq iibereinstimmen. Im Bild ist das Taylor- 5
polynom (rot)

Th(z;1l) =e+e(lx—1)+ = (x—l) | x

2
fiir die Exponentialfunktion (blau) gezeigt. Satz [3.4.11| beschreibt den Fehler r,1(z) = f(x) —

T, (z;x0) des Taylorpolynoms genau. Obwohl die Stelle £ bei 7,41 nicht bekannt ist, 1a8t sich
dennoch fiir eine Umgebung von zg eine Fehlerschranke angeben, indem man den Maximal-
wert von |f("+1)(€)| abschitzt. Dazu kann man die in Deﬁn eingefithrte Supremumnorm
verwenden. Mit dieser gilt fiir U := (z¢g — 0,20 + ) C D also, dass

|f(z) — Th(x;20)| < |z — 20 |”+1w Ve eU. (3.4.4)
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Wegen exp("*1) = exp bekommt man etwa fiir § = %, dass ||exp® ||y < e3/2 < % und daher

9 3
le® — To(x;1)] < |z — 1|32—3‘ = Z]m — 1) firze

13
Fir |z — 1] < % ist der Fehler daher durch 3% < 1—10 beschrankt, fir [z — 1] < % ist er sogar
kleiner als 1/1000.

Taylor-Reihen Wenn die Funktion f in (einem Teil von) D beliebig oft diffbar ist, kann man
Taylorpolynome beliebig hohen Grades bilden und somit auch die Taylor-Reihe mit Entwick-
lungspunkt xg

2 (k) (4
Tp(z) = / k(‘ 0) (z — z0)". (3.4.5)
k=0

Da die Werte f*)(z)/k! =: by, feste reelle Zahlen sind, handelt es sich hier natiirlich um eine
Potenzreihe der Form (2.2.4). Diese konvergiert nach S{2.2.16| im Reellen in einem Intervall

(xo —r,x0 + 1), dessen Radius r mit Wurzel- oder Quotientenkriterium bestimmt werden kann.
Fiir » > 0 stellt dann (3.4.5)) nach SJ3.4.7)) in diesem Intervall eine stetige Funktion dar. Aber

Vorsicht: Taylorreihe (3.4.5) und Funktion f kénnen verschieden sein!
Beispiel 3.4.12 Bei der Funktion

2 03
6_1/x, x#0

O7 r=20 02

fR—=R, x*—){

besitzen die Ableitungen Darstellungen der Form

1
f(k)(ll’)) — pk(*) 6_1/332 STHE B o4 92U 02 04 08 08 1
x
mit Polynomen p;. Nach SJ3.1.23| gilt aber fiir alle k& € N: lim,_,o f*® () = 0. Daher ist diese
Taylorreihe die Nullfunktion Tf(x) = 0 und fiir  # 0 daher verschieden von f.
Fiir die Konvergenz der Taylorreihe gegen f muss klar sein, dass das Restglied (3.4.4]) ver-

schwindet fiir n — oco.

Satz 3.4.13 Sei f : [a,b] — R beliebig oft differenzierbar. Mit xo € [a,b] und ¢ := max{xg —
a,b—xo} gelte %Q”Hf(”)ﬂ[mm — 0(n — o0). Dann gilt
2 ) (2
fa) =3 T @ agt e o)

k=0

und die Konvergenz der Reihe ist gleichmdjfig in |a,b].

Beweis Mit (3.4.4]) folgt aus der Voraussetzung fiir = € [a, b]:

f(n+1) Qn+1 .
| I o FH = 0 (n = 00).

|f (@) = T (s 20)| < [ — @[+ (n+1)! = (n+1)!

Dies zeigt die glm Konvergenz, vgl. (3.4.1)). [
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Bemerkung: a) Die Voraussetzung des Satzes besagt mit (2.2.2)) gerade, dass das Intervall [a, b]

im Konvergenzintervall (xg — r, 29 + ) der Reihe enthalten ist.

b) Wenn eine Funktion f durch eine Potenzreihe definiert ist, dann stimmt diese nach Satz|3.4.10)
(glm Konv.) und ({3.4.2)) mit der Taylorreihe iiberein.
Die durch Reihen definierten Standardfunktionen bekommt man gerade wieder iiber die Tay-

lorreihen zuriick:
1. Exponentialfunktion: exp®(z¢) = exp(z) = %0 =

(17—-xo)k
k!

M8

Texp(x) = €™ = ™00 = ¥

e
i
o

Konvergenzradius r = co. Mit £ = 0z + (1 — )z, 0 < § < 1, und Restglied:

)n+1

n
:exoz :c—a:o 5(:1:—:60

— (n+1)!

2. Sinus, Cosinus: sin®*) () = (—1)¥ sin zg, sin®*+Y (zq) = (=1)* cos zg, etc =

oS k

. - X (L)k
Tin(x) = sinzg > —((2]3! (x —20)?* H4cosxzg Y ‘(ék}r)l)j (z — x0)2FH!
= k=0
= sinz cos(x — o) + cos zg sin(x — xg),

vgl. Satz[3.1.25] Konvergenzradius r = oo.

3. Logarithmus: f(z) = Inz, zo = 1: aus f'(z) = x~! folgt fir k € N, dass f*)(z) =
(—D)F 1k — 1)k

Inz=In(1+y) = i m—l i

k=1 k=1
der Konvergenzradius ist » = 1. Man kann sogar noch Konvergenz im Punkt z = 2

nachweisen.

4. Arcustangens: Auch ohne Berechnung der Ableitungen erhilt man die Taylorreihe, weil

arctan die Stammfunktion ist von

1 - 2\k
9@) =5 = 2 <1 =
k=0
. oo 2k+1 3 5 7
T ro,or T
tanz = tydt = (~1)F slogty ot
arctan x /Og() kzo( )Qk—l—l 3+5 7+ ’

mit Konvergenzradius r = 1. Die Integration ist erlaubt aufgrund der Sétze und
B.438
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5. Binomialreihe: Diese verallgemeinert fiir die allgemeine Potenz (142)? mit Exponent p € R
die Binomische Formel S Es gilt tatséchlich die einheitliche Reihendarstellung

(14 2)P = i (i)x” 2] < 1,

n=0
mit Konvergenzradius r = 1. Dazu erweitert man die Definition der Binomialkoeffizienten
auf reelle Argumente:

<p> _pp—1)-—(p-n+l)

n 1-2.---mn ’

n € Ny, p € R, (3.4.6)

in Zéhler und Nenner stehen jeweils n Faktoren. Fiir p € N gilt dann (fl ) =0 fiir n > pund
die Reihe wird zur Binomialsumme aus S Allgemein erhélt man tatséchlich fiir die
Ableitungen ((1 + x)?)" = p(1 +2)P~!, und ((1 +z)?)"” = p(p — 1)(1 + 2)?~2 und induktiv

analog zu (3.2.1)), dass

i'((l+x)p)(n) :p(p—l)(p_n+1)(1+x)p—n: <z> inz=0.

n! n!
Fiir negative Exponenten p = —m kann man die Darstellung umformulieren zu
o
n+m-—1
1+z2) ™= —x)".
=3 (VT )

Denn fiir p = —m gilt

() - Cmlemoy o

n n!

_ (_Dn(m—l—n—l)‘--(m—i—l)m :(_1)n<

n!

m+n-—1
N .

Fir p = —% gilt speziell

<p> LIS 21 (C)T13 (2ot d) 2 dn) o (20)
ool 22 2 nl 2724 (2n) - An(p)2’

Dabher gilt fiir |z| < 1:

n

(e 9]

1 -1/2\ , 1 1-3 3 1:-3:5 4
= :1 —
— ;(n >x —|—2x+2_4x —1—2.4_690—1-

[e.e]

2n)!
> 4£L(n?)2x". (3.4.7)

n=0

Analog zum Vorgehen beim Arcustangens bekommt man daraus als Stammfunktionen die

Reihen von arcsin und Arsinh,

. dx - (2k)! 2k-+1
= = 1
arcsin x /m kgo Rk T 1)33 .zl < 1,
—  (—1)k(2k)!
( ) ( k) 2k+1 |l’| < 1.

dx
rsinh x / /71 T 22 g (2kk')2(2k + 1)513 )
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A Anhang

Bezeichnungen:
Bez. Beschreibung im Text
N Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}
R Korper der reellen Zahlen Definl1.4.1
C Korper der komplexen Zahlen vgl.(1.4.6
K wahlweise der Korper R oder C
Cla,b]  Vektorraum der stetigen Funktionen [a,b] — R nach Satz [3.1.8
C*¥[a,b] Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf [a, b] S. 74
Rla,b]  Vektorraum aller R-integrierbaren Funktionen Def}3.3.4
Tla,b]  Vektorraum der Treppenfunktionen Defin [3.3.1

F Vektorraum aller Folgen N — K S. 20
Ur(a)  Umgebung eines Punktes a in K, U.(a) ={z: |z —a| <7}

K,(a)  Kreis um einen Punktes a in K, K, (a) ={z: |z —a| <7}
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Funktionstafeln, mit n € N, a € R\ {—1}, KR=Konvergenzradius:

Funktion Reihe KR | Ableitung Stammfunktion
z" z" o0 nz" ! T
n
(1+az)" /;o WES 0 |n(l+z)" ! (14 )t
o
(1+z)* kz—:o (4)a* 1 | a(l+z)* ! (1 +z)*H
1 S -
T4z PG L mhr In |1+ x|
. +1:c2 kzo(_l)kx2k 1 ﬁ arctan(z)
1 i z2k 1 e Artanh(z)
1 _ 1132 = (17‘%2)2
oo
e’ S hat 00 e’ e’
k=0 "
- S (=DF k41
sin x > it 00 cos —cosx
k=0
cos T f (CL)® 2k 00 —sinz sin x
(2k)!
k=0
tan x x+ x4+ Zad + Z | 1+tan’z —1In | cos z|
o0
sinh x > (2ki1)‘ p2ktl 00 cosh x cosh x
coshz > (2}4)1 x2F 00 sinh z sinh z
k=0
tanh z x — %x‘? + l%mf’ + 5 | 1- tanh? 2 In cosh x
o0
Inz - > (1 —a)* 1 1 xlnx —z
k=1
: = (2k)! 2k+1 1 : 2
arcsinz | > ey 1 — zrarcsinz +v1—z
k=0
o (=DF ok 1 1 2
arctan x > SgT® 1 a7 warctanz — 5 In(1 + 2°)
k=0
: S (=DERR)! 2kt 1 : P
Arsinhz | > BERTD) 1 — z Arsinhz — V1 +x
k=0 )
oo
Artanh z > ﬁxzkﬂ 1 — z Artanhz + 1 In(1 — 2?)
k=0
u(z)v'(x) |  Cauchy-Produkt w'v" + uv” w — [(u'v)
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