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Aufgabe 33: Grad einer ebenen algebraischen Kurve (3 Punkte)
Gegeben sei eine Polynomabbildung

p: C — C?
to— (f(),9(1))

mit Polynomen f, g € C[T] vom Grad d bzw. e. Finden Sie eine Abschétzung (nach oben)
fir den Grad der Kurve ¢(C).

Aufgabe 34: Kegelschnitte (3 Punkte)
Bestimmen Sie eine affine Transformation, die den Kegelschnitt

15
1% <2X12 - 7)(22 —2X; X, — 10X, — 19X, — 6)

iiber R in Normalform iiberfithrt. Geben Sie den affinen Typ des Kegelschnitts an.

Aufgabe 35: Multiplizitdten und Tangenten (8 Punkte)
Wir betrachten die Herzkurve (Kardioide) in A%, die das Minimalpolynom

(X2+Y?-X)2 - X?-Y?

hat. Bestimmen Sie die Multiplizitdt von C' in den Punkten (0,0) sowie (0,1). Sind die
Punkte glatte oder singulidre Punkte der Kurve? Geben Sie die Gleichung der Tangente
bzw. der Geraden an, aus denen der Tangentialkegel besteht.

Aufgabe 36: Gruppenstruktur auf ebenen Kubiken (4 Punkte)
Wir betrachten die Kurve C' = V(Y — X3) in C?. Sie ist das Bild von C unter der bijektiven
Abbildung C — C, t — (t,#*) und erbt daher von der additiven Gruppe (C,+) eine
Gruppenverkniipfung. Wir schreiben diese als @. (Achtung: Sie ist verschieden von der
koordinatenweisen Addition, die von C? induziert wird.)
(a) Welcher Punkt auf C' ist das neutrale Element von &7 Wo liegt (in geometrischer
Beschreibung) der zu p = (x,y) € C beziiglich @ inverse Punkt?

bitte wenden



(b) Zeigen Sie, dass drei (paarweise verschiedene) Punkte p, ¢, € C die Gleichung
pdqer=20

genau dann erfiillen, wenn Sie auf einer Geraden liegen. Tipp: Hierfiir konnte die
Gleichung

1 1
cgbl; c3 =(a—b)(b—c)(c—a)la+b+c)

und Aufgabe 2 (vom ersten Ubungsblatt) niitzlich sein.

(c) Finden Sie, analog zu (b), eine geometrische Charaktierisierung der Gleichung
pOpdr=0.

fiir Punkte p # r aus C. Tipp: Schreiben Sie p = (a,a®) und betrachten Sie die
Tangente an C' in p.



