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Einige Standard-Aufgabentypen der Funktionentheorie I

I. Untersuchung von Funktionen auf komplexe Differenzierbarkeit/Holomorphie

gegeben: Funktionsterm f(z).

gesucht:  Alle Punkte, in denen f C-differenzierbar ist, evtl. die Ableitung von f in diesen Punkten
und die grofite offene Menge, auf der f holomorph ist.

Wie geht man vor?

1. SCHRITT: Bestimme die Menge aller Punkte zy € C, in denen f C—differenzierbar ist.

e Manchmal ist es sinnvoll, direkt die Definition der C-Differenzierbarkeit zu priifen: f ist genau dann C—differenzierbar
in zg, wenn der Grenzwert

f/(zo) — lim f(Z) B f(ZO) cC
I

existiert.

e Meistens hilft aber folgende Aussage: f ist genau dann C—differenzierbar in zp, wenn

(i)  f in zo R-differenzierbar ist und
(ii)  f in zp die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen (C-R-DGL) erfiillt.

Dazu schreibe man f = u + iv mit reellwertigen Funktionen v und v.

Zum Nachweis von (i) geniigt es zu zeigen, dass v und v, aufgefasst als Funktionen u : () — w((})), v analog, nach
2 und y partiell differenzierbar sind und die partiellen Ableitungen stetig sind.

(ii) bedeutet, dass fiir die partiellen Ableitungen ug, uy, vy, vy von u und v gilt: uz(z0) = vy(20), uy(20) = —vz(20)-

Fiir die Ableitung gilt dann:

f'(20) = wa(20) +iva(20) = ua(z0) — iuy(20)
= vy(20)+ivx(20) = Uy(ZO)_iuy(ZO)

e Fiir die C—Differenzierbarkeit gelten die aus der reellen Analysis bekannten Ableitungsregeln (Summenregel, Produkt-
regel, Quotientenregel, Kettenregel) in analoger Form.

e Jede Funktion, die durch eine Potenzreihe dargestellt wird, ist im Innern des Konvergenzbereichs C—differenzierbar und
die Ableitung ergibt sich durch gliedweise Differentiation.

2. SCHRITT: Bestimme die grofite offene Menge in C, auf der f holomorph ist.
Zur Erinnerung: Ist X C C offen, so heifit f holomorph auf X, wenn f in jedem Punkt von X C—differenzierbar ist.

Man tiberlege sich also, welche moglichst grofle offene Menge in der Menge derjenigen Punkte enthalten ist, in denen f
C—differenzierbar ist. Insbesondere gilt: Ist f nur in einem einzigen Punkt oder nur entlang einer Geraden C—differenzierbar,
so ist f nirgends holomorph.

Beispiel
AUFGABE: Seien a,b € R fest. In welchen Punkten ist die Funktion
f:C—C, z:w+iyr—>(ax2fy)+i(:c+by2)

C—differenzierbar? Bestimme ihre Ableitung in diesen Punkten. Wo ist f holomorph?
LOsSuNG: Es ist f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y) fir alle z,y € R mit

uw:C—R, ulz,y)=azx®—y, v:C—R, v(z,y)=z+by’
u und v sind nach beiden Variablen partiell differenzierbar mit
uz(z,y) = 2az, uy(z,y) =—1, ve(z,y) =1, vy(z,y) =20y fiir alle z,y € R

Die partiellen Ableitungen sind offenbar stetig, so dass f iiberall R—differenzierbar ist.



Zu den C-R-DGL: Es gilt stets uy, = —1 = —v;, so dass die zweite Gleichung fiir alle Werte von a und b auf ganz C erfiillt
ist. Fiir die erste Gleichung machen wir eine Fallunterscheidung:

e 1. Fall: @ = b = 0: Dann gilt stets u,(z,y) = 2az = 0 = 2by = vy(z,y), d. h. f ist C-differenzierbar auf ganz C mit
f(x,y) = uz(x,y) +ive(2,y) =2ax +i-1 =14 fir alle z=ax + iy € C
(kein Wunder, denn in diesem Fall ist f =4 -id¢)
e 2. Fall: a # 0: Dann gilt uy(z,y) = vy(z,y) <= 2az = 2by <= z = 2 y, d. h. f ist genau in allen Punkten der
Geraden G :=R(b/a,1)T = R(b,a)T C-differenzierbar mit

f(zy) = uz(x,y) + v (z,y) = 2ax + i1 =2ax +1i firallez=ax+iye G

e 3. Fall: b # 0: Dann folgt analog, dass f ebenfalls genau in allen Punkten der Geraden G = R(b,a)T C-differenzierbar
ist mit derselben Ableitung wie im 2. Fall.

Zur Holomorphie: Fiir a = b = 0 ist f holomorph auf ganz C, d. h. f ist ganz. Ansonsten ist f nirgends holomorph, da f nur
auf G C—differenzierbar ist und G keine offene Teilmenge von C enthélt.

II. Berechnung eines komplexen Kurvenintegrals
gegeben: X C C Teilmenge, f : X — C stetig, stiickweise glatte Kurve v in X.
gesucht: Das Kurvenintegral v x f = / f(z) dz.

Y

Wie geht man vor?

Hier gibt es je nach Situation wesentlich verschiedene Herangehensweisen. Man stelle sich folgende Fragen:

e Kann man v in endlich viele einfachere Teilkurven zerlegen? Dann ist das Integral gleich der Summe der Integrale iiber
die Teilkurven, denn fiir stiickweise glatte Kurven ~;, 7 in X gilt:

Mm#2) X f=nxf+rxf

e Kann man explizit eine Parametrisierung von ~ angeben, also eine Abbildungsvorschrift « : [a,b] — X mit a,b € R,
a < b? Dann kann man direkt die Definition eines komplexen Kurvenintegrals anwenden. Ist 7 stetig differenzierbar
auf [a, b], so gilt:

b
v f :/ F(y(®) ~'(t) dt

Ansonsten summiert man die Integrale iiber die Teilintervalle, auf denen ~ stetig differenzierbar ist.
ACHTUNG: Nicht das +/(t) vergessen!

Héiufig benotigte Parametrisierungen:

— Strecke von zg € C nach z; € C: v = [20,21] : [0,1] — C, t — (1 — t)2z0 + t21, ¥'(t) = 21 — 20.

— Kreis um zg € C mit Radius 7 > 0: v : [0,1] — C, t — 2o +7e*™ ~/(t) = 271ire?™™ oder auch v : [0, 27] — C,
t— 2o +re't, 4/ (t) = irett.
e Hat f in X eine holomorphe Stammfunktion F'? Dies ist z. B. dann der Fall, wenn f holomorph und X ein sternférmiges
Gebiet ist. Dann ist v X f = F(z1) — F'(29), wobei zy der Anfangspunkt und z; der Endpunkt von ~ ist.
In diesem Fall gilt insbesondere: Ist « geschlossen, d. h. Anfangspunkt und Endpunkt stimmen iiberein, ist v x f = 0.

e Liisst sich « so in endlich viele Teilkurven zerlegen, dass jede der Teilkurven in einem Gebiet verlauft, in dem f eine
holomorphe Stammfunktion hat? Dann kann man das Integral wie oben zerlegen und den vorhergehenden Hinweis auf
die Teilintegrale anwenden.

o Ist v eine Kreislinie |z — 29| =7, 20 € X, 7 > 0, und hat f die Form f(z) = g(2)/(z — w)"**, n =0,1,...? Dann kann
man die Cauchy-Integralformel anwenden, falls folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

— ¢ ist holomorph auf einer offenen Menge, die B,.(zg) enthélt.
— Es ist w € By(z0).



Man erhélt dann

9(2) 2mi n! g(2) cr 20 ()
wf= [ 9B g s [ 9B) o 2T
ther) /(z—w)”+1 T omi (z —w)ntl : nt Y (w)
|z—zo|=r |z—z0|=r

AcCHTUNG: Nicht das 27i oder das n! vergessen und nicht vergessen, die Voraussetzungen zu iiberpriifen!

BEMERKUNG: Evtl. kann man f zunichst durch Partialbruchzerlegung in die o. g. Form bringen.

‘Was muss man beachten?

Ist die Kurve in der Form |z — 29| = r oder dB,.(zp) oder dhnlich gegeben, also nicht als Abbildung ~ : [a,b] — C, sondern
als ihr Bild supp~y, dann ist damit die ,;iibliche* Art des Durchlaufens gemeint, bei einem Kreis z. B. ein einzelner Durchlauf
im Gegenuhrzeigersinn.

Beispiele
AUFGABE: Berechne folgende Integrale:

z3 _ smz z fir () r= i) r =
a) /z dz, b) / (271)2(273)61 f (i) 2, (i) 4.

|z|=1 |z|=r

LOSUNG: Zu a): Wir withlen die Parametrisierung v : [0, 27] — C, t — e, Es gilt:

2 3 2 N 2 ) ) 27 )
/ z3dz = / (6“) iett dt = / (67”) iett dt = / e 3iet dt = / ie ™2 qt
0 0 0 0

|z|=1

™

2T 2m 2m 2
= /0 i(cos(—2t) +isin(—2t)) dt = /0 (—sin(—2¢) +icos(—2t)) dt = /0 sin(2t) dt + 1/0 cos(2t) dt

2w 27

1 1 1 1 ) 1 1 1
= |—- cos(2t —|—2{ sin2t} = ——- cos(4m)+- cosOQ+< sin(4r) —- sinQ=—-+ - =0
R R I R R KU EUGSE R
Zu b): (i) Wir schreiben
sin z sin z f(2) ) sin z
= — 1 2 = —_— t =
(z - 1)2(z — 3) 23/(Z VeGogr mit fE =T
Es ist f holomorph auf C\ {3}, B2(0) C C\ {3} und 1 € By(0). Mit der Cauchy-Integralformel folgt:
sin z 2mi 1! f(2) crr 27l . cos(z)(z —3) —sinz i .
/ o | oy BT T f) = (z —3)? 2 (2cos1 +sinl)
=2 |sl=2 2=
(ii) Partialbruchzerlegung liefert:
A = -1/4
1 | A2+ B C Koeff.ygl.
— — 1=(Az+B)(z—3)+C(z—1)*> & B = -1/4
G-1°G:-3) (z-1°  --3 Azt Be =g ez = 1) c - 1/4/

sin z
—t =

1 (z+1)sinz 1 sinz 1 f(z) 1 sinz ) B .
(z—12(-3) 4 (¢2-1)2 i1z -37 1 (2_1)24'12_3 mit  f(z) = (2 +1)sinz

Es sind f und sin holomorph auf C mit B4(0) C C und 1,3 € B4(0). Mit der Cauchy-Integralformel folgt:

sin z 1 f(2) 1 sin z 1 27 1! f(z) 1. 1 sin z
-—_— = —— — = - — — _— — 2 e
/(z—l)z(z—?))dz 4/(z—1)2dz+4/z—3dz 11 27Ti/(z—1)1+1dz+4 Tomi ) s %
|

|z|=4 z|=4 |z|=4 |z|=4 |z|=4

= —%Z f’(l)—i—%l sin3 = —%Z (sinz+ (z+1)cosz) —1—%2 sin3 = %Z (sin3 —sinl — 2cos 1)
z=1

(BEMERKUNG: Teil b) kann man auch mit dem Residuensatz 16sen. Wie?)




III. Bestimmung einer Laurent-Entwicklung

gegeben: a€C,0<r <R < oo, Kreisring X := {z € C:r < |z —a| < R}, holomorphe Funktion f: X — C.
gesucht:  Laurent-Entwicklung von f auf X.

Was genau ist gesucht?

Gesucht ist eine Zerlegung f = fy + f— wie folgt:

o fi(2)= Z cn(z — a)™ konvergiert, d. h. ist holomorph, (insbesondere) auf {z € C: |z — a| < R}.
n=0

o f (2)= Z cn(z — a)™ konvergiert, d. h. ist holomorph, (insbesondere) auf {z € C: |z — a| > r}.
n<0

o f_(2) — 0 fiir z — o0, d. h. |2] — o0.

Wie geht man vor?

1. SCHRITT: Schreibe f als Laurent-Reihe bzw. als Summe mehrerer Laurent-Reihen, die auf X konvergieren. Spezialfille:

e Entwicklung von 1/(z —b), b € C, auf {r < |z — a| < R}, wenn [b—a| > R:

1 1 1 1 -1 1 -1 s—a\" -1 .
2—b z—a—(b—a) b—a Z_a—lib—a.l—zf;a b—anz<b—a) 72(()—(1)"‘*‘1 (z-a)

>0 n>0

_lz—a| _|z—a
jb—al T R

b—a

z—a
Die Reihe konvergiert auf X als geometrische Reihe mit ‘

e Entwicklung von 1/(z —b), b € C, auf {r < |z — a| < R}, wenn [b — a| < r:

1 1 1 1 1 b—a\" L N .
2—b z-a—(b—a) z—a 1 L= :z—az<z—a> ZZ(b—a)”(z—aY"* = Z(b—a) (z—a)

z—a n>0 n>0 n<—1
) ) ] . ) . lb—a |b—al r
Die Reihe konvergiert auf X als geometrische Reihe mit = | 1S | < 1.
z—a z—a z—a

e Entwicklung von (z — a)*/(z — b), k € Z:
Schreibe (z — a)¥ /(z — b) = (z — a)¥ - 1/(z — b), entwickle 1/(z — b) wie oben und ziehe (z — a)* in die Reihe.

e Entwicklung von 1/(z — b)*:
Schreibe 1/(z—b)? = — d/dz 1/(z—b), entwickle 1/(z—b) wie oben, ziehe d/dz in die Reihe (gliedweise Differentiation
nach dem Abelschen Lemma) und bilde innen die Ableitung.

2. SCHRITT:

Ordne die im 1. Schritt gefundene Darstellung in (1) Ausdriicke mit (z — @)™, n > 0, (d. h. inklusive konstante Terme) und
(2) Ausdriicke mit (z —a)™, n < 0, durch Aufteilen bzw. Umsortieren der Reihen aus dem 1. Schritt. Wéhle alle Terme aus
(1) als f4 und alle Terme aus (2) als f_.

3. SCHRITT:
Stelle fest, dass die im 2. Schritt gefundene Zerlegung tatséichlich die obigen Bedingungen erfiillt. Dies ist aber bei dieser
Vorgehensweise automatisch der Fall.

‘Was muss man beachten?

e Man lasse sich nicht durch das a verwirren. Oft ist a = 0 gegeben. Dann steht iiberall statt z — a einfach z.

e Ausdriicke der Form ¢(z — a)*, c € C, k € Z, z. B. z — a oder 1/(z — a) (im Fall a = 0 heiBt das z. B. z oder 1/z), sind
bereits Laurent-Reihen um a, wenn auch sehr einfache. Sie bleiben also so stehen.

e Ein konstanter Term ¢ € C hat die Form ¢(z —a), d. h. er gehort zu f,. Ansonsten wiirde f_ fiir 2 — oo nicht gegen

0 konvergieren. Insbesondere enthélt eine Reihe der Form > ¢,(z — a)™ den konstanten Term cg.
n<0



Beispiel
AUFGABE: Bestimme die Laurent-Entwicklung von

) 1 (z—1)2 exp(z—1) o )
f:C\{1,2} —C, 2H72_1+(2_2)2+ p— auf X :={zeC:|z—1]>1}

ist bereits eine Laurent-Reihe um 1, bleibt also so stehen.

1
LOSUNG: Hierist a =1, » = 1 und R = oo. Der Ausdruck —
z

Fiir den zweiten Summanden gilt:

z—1

d 1 1 d 1 1 \" d o
“”2(6@“_11_1)(2”2 dzz—lz(z—l) SGREN DD Chl

n=0 n=0 n<0
1 1
Die Reihe konvergiert fiir 1‘ = | < 1,also |z — 1] > 1, d. h. auf X. Fiir den dritten Summanden gilt:
z— z—
exp(z — 1) 1 1 1 1 1
21 z—1§)n!(z ) T;n!(z ) n;l(nﬂ)!(z )

Die Reihe konvergiert auf C\ {1}, insbesondere auf X. Insgesamt gilt fiir alle z € X:

fz) = fzilJrZ(fnJrl)(zfl)”Jr > ﬁ(zfl)”
n<0 n>—1
- Z_1+1+nz<0(n+1)(z1)"+(zl)1+§(nil)!(zl)”
]' n n
- 1+§)7(n+1)!(z—1) +nz<:0(—n+1)(z—1)
= f+(2) = f-(2)

[+ konvergiert auf ganz C = {z € C: [z — 1| < 0o = R}, f_ konvergiert auf {z € C: |z — 1| > 1} und es gilt f_(z) — 0
fir z — oo. Also ist f = fi + f_ die Laurent-Entwicklung von f auf X.
I'V. Klassifikation isolierter Singularititen
gegeben: Funktionsterm f(z).
gesucht:  Klassifikation der isolierten Singularitdten von f.
Was genau ist gesucht?
Gesucht sind zunéchst alle isolierten Singularitdten von f, d. h. alle Punkte a € C, fiir die gilt:
e ¢ ist eine Singularitdt von f, d. h. f kann in a nicht wie angegeben definiert werden, so dass f nahe a holomorph ist.

e q ist isoliert, d. h. es existiert ein € > 0, so dass f auf BZ(a) definiert und holomorph ist, also dort insbesondere keine
Singularitdten hat.

Die isolierten Singularitéiten sollen dabei so explizit wie moglich angegeben werden. Jede der isolierten Singularitéiten soll
einer der drei Klassen ,hebbare Singularitit“, ,Pol* bzw. ,wesentliche Singularitit“ zugeordnet werden. Falls ein Pol vorliegt,
soll die Polstellenordnung v, f bestimmt werden.



Wie geht man vor?

1. SCHRITT: Bestimme alle Singularitdten von f. Wo f durch den angegebenen Funktionsterm wohldefiniert und holomorph
ist, liegt keine Singularitét vor. Insbesondere gilt:

e Konstanten und id¢ sind holomorph.

e Summen, Produkte und Kompositionen holomorpher Funktionen sind holomorph.

e Folglich sind alle Polynome holomorph.

e Funktionen, die durch konvergente Potenzreihen beschrieben werden, sind holomorph.
Aufpassen muss man bei Quotienten, denn:

e Ein Quotient zweier holomorpher Funktionen ist auflerhalb der Nullstellenmenge des Nenners holomorph. In den Null-
stellen des Nenners liegen (nicht notwendigerweise isolierte) Singularitéiten vor.

2. SCHRITT: Stelle fest, welche der im 1. Schritt gefundenen Singularitéiten isoliert sind. Z. B. gilt:
e Hat f nur eine einzige Singularitét, so ist diese immer isoliert.
e allgemeiner: Hat f nur endlich viele Singularitéiten, so sind diese immer isoliert.

e noch allgemeiner: Hat f alle seine Singularitdten in den Nullstellen einer ganzen Funktion g % 0, so sind diese immer
isoliert, denn die Nullstellenmenge von ¢ ist nach dem Identitéitssatz diskret.

e Existiert eine Folge (2,)n>0 C C von Singularititen von f mit z, — 2. € C (n — 00), so ist z, (falls es tiberhaupt
eine Singularitét ist), nicht isoliert.

3. SCHRITT: Klassifiziere jede der im 2. Schritt gefundenen isolierten Singularitdten a € C. Dazu beachte man:

e Ist f = g+ h eine Summe zweier Funktionen, so kann man die Summanden getrennt behandeln. Die Klasse der
Singularitit von f kann man in den meisten Fillen allgemein nach folgender Tabelle! angeben:

g\h wesentlich Pol, Ordnung v,h hebbar
holomorph wesentlich Pol, Ordnung v, f = v,h hebbar
hebbar wesentlich Pol, Ordnung v, f = v,h hebbar

Pol, Ordmung vog | wesentich | 7 v 1 = g odor hebber

wesentlich ?

Diejenigen Fille, die keine allgemeine Aussage zulassen, behandelt man am besten durch Vergleich der Laurent-Reihen
von g und h. Auf diese Weise zeigt man iibrigens auch die Aussagen der Tabelle.

e Kann man die Laurent-Reihe Z ¢n(z —a)”™ von f in a explizit angeben? Wenn ja, dann gilt:
ne”Z

eine hebbare Singularitat , falls ¢, = 0 fiir alle n < 0
f hat in a einen Pol der Ordnung v, f =m , falls ¢, =0 fiir alle n <m <0, ¢, #0

eine wesentliche Singularitét , sonst, d. h. falls ¢,, # 0 fiir unendlich viele n < 0

e Lisst sich f in a stetig/holomorph fortsetzen? Existiert der Grenzwert lim,.._., f(2)? Ist |f| in einer Umgebung von
a beschréinkt? Lésst sich f nahe a in eine Potenzreihe ), - ¢, (2 — a)" entwickeln? Diese Fragen sind alle dquivalent
und liefern, falls mit ,, ja“ beantwortet, eine hebbare Singularitét.

(BEMERKUNG: Gilt 7l’gim (z —a)f(z) =0, so liegt ebenfalls eine hebbare Singularitit vor. Beweis?)

1Hinweis: Es ist nicht sinnvoll, sich diese Tabelle zu merken.



e Ist f nahe a ein Quotient g / h zweier holomorpher Funktionen g, h mit h(a) = 0, h # 0?7 Dann hat f in a eine hebbare
Singularitdt oder einen Pol. Zur genaueren Klassifikation kann man wie folgt vorgehen:

— Man schreibt ¢g(z) = (z — a)™g1(2), h(z) = (# — a)"h1(z) mit m > 0, n > 0 und nahe a holomorphen Funktionen
g1, h1 mit g1(a) # 0, hy(a) # 0. Dazu bestimmt man entweder die Nullstellenordnungen v,g = m, v,h = n durch
Betrachtung der Ableitungen, evtl. unter Zuhilfenahme der Regel v,(f1f2) = vof1 + vaf2, oder stellt g und h
explizit als Potenzreihen dar und zieht jeweils den Faktor (z — a) so oft wie moglich heraus.

— Daraus erhilt man die Darstellung

g(Z) _ (Z — a’)mgl(z) _ m—n 917(2')

M= = come ~ Y e

Dabei ist gl/hl holomorph nahe a mit g; (a)/hl(a) # 0. Im Fall m > n, also m —n > 0, hat f in a eine hebbare
Singularitdt. Im Fall m < n, also m —n < 0, hat f in a einen Pol der Ordnung v, f = m — n.

e Ist f von der Form exp og fiir eine holomorphe Funktion g, die in a eine isolierte Singularitit hat? Dann kann man den
Hilfssatz zu Aufgabe 8.3. benutzen: Eine hebbare oder wesentliche Singularitéit von g iibertriagt sich auf f, ein Pol von
g (dessen Ordnung man dann nicht zu kennen braucht) wird zu einer wesentlichen Singularitéit von f.
Beispiel
AUFGABE: Klassifiziere die isolierten Singularitdten von

7(2) = exp (

Dabei bezeichne log den Hauptzweig des Logarithmus auf 3.

- 7r) | (sin(r2))?

sin z (log z)®

LOSUNG: Es sind exp, z — z—, sin, z — (sin(72))? und w — w® ganze Funktionen, d. h. f hat genau dort Singularitiiten,
e wo log nicht definiert ist, also in allen Punkten von C\ ¥; = {x eR:z < O}, und
e wo mindestens einer der Nenner zu 0 wird: sinz = 0 <= 2z € 7Z, (log2)’ =0 <= logz =0 <= 2z = 1.

Die Menge der Singularitéiten von f ist also S := {x eER: 2z < O}U{mr n=12,... }L-J{l}. f ist holomorph auf der offenen
Menge X :=C\ S.

Die Punkte z € R, z < 0, sind alle keine isolierten Singularitéiten, denn es gilt jeweils fiir alle € > 0:
Bi(z)NSD(x—¢,2)#0 — Bi(zx)NS#0 — Bi(z)gC\S=X

Die Punkte 1 und nm, n =1,2,.. ., sind isolierte Singularitéiten, denn es gilt (z. B.) B{(1) C X und B ,(nm) C X fiir alle
n=12,....

Klassifikation von zp := 1: Wir untersuchen die Funktionen g(z) := sin(7z) und log nahe 1:
e g(1)=sinT =0, ¢ (1) =mcosm=—m#0= 119 =1,d. h. g(2) = (# — 1)h(2) nahe 1 fiir ein hol. h mit h(1) # 0.
e log(1) =0,log'(1) =1/1=1% 0= vylog =1, d. h. log(z) = (2 — 1)k(2) nahe 1 fiir ein holomorphes k mit k(1) # 0.

(sin(r2))? _ (9(2))? _ (z=1D*(M(=)? __ (h(2))? (h(Z))2/<Z s
E( '

Folelieh sl nahe b Tqog e T o=l ~ G- PGREE | G- SGRGIT  (RG))

Es ist h%/k5 holomorph mit (h(1))?/(k(1))® # 0, (1—1)® = 0 und (2 —1)3 # 0. Nach dem Satz iiber Pole hat dann der zweite
Summand von f einen Pol in 1. Aus dem Nenner liest man die Ordnung —3 ab. Der erste Summand von f ist holomorph
nahe 1. Also hat f in z5 = 1 einen Pol der Ordnung v; f = —3.

Klassifikation von z; := 7: Wir untersuchen die Funktion sin nahe 7: sinm = 0, sin’ 7 = cosm = —1 # 0 = v, sin =1, d. h.
sin z = (z — m)g(%) nahe 7 fiir ein holomorphes g mit g(m) # 0. Folglich gilt nahe =

=T z—T 1

sinz (z —m)g(z) - g(z)
Wegen g(7) # 0 ist dann 1 / g eine holomorphe Fortsetzung von z — (z —m) / (sin z) in einer Umgebung von 7. Also hat diese

Funktion in 7 eine hebbare Singularitéit. Nach dem Hilfssatz zu Aufgabe 8.3. hat dann der erste Summand von f ebenfalls
eine hebbare Singularitiat in 7. Der zweite Summand ist nahe 7 holomorph, d. h. f hat in z; = 7 eine hebbare Singularitét.

Klassifikation von z, := nm, n = 2,3,...: Wir untersuchen die Funktion z — (z — 7)/(sin 2) nahe nm: Es sind z — z — 7
und sin holomorph mit nr — 7 = (n—1)7 # 0, sinm = 0 und sin # 0, d. h. nach dem Satz iiber Pole hat z — (z — ) /(sin z)
einen Pol in nw. Nach dem Hilffsatz zu Aufgabe 8.3. hat dann der erste Summand von f in n7 eine wesentliche Singularitét.
Der zweite Summand ist nahe nw holomorph, d. h. f hat in z,, = n7 eine wesentliche Singularitét.



V. Bestimmung eines Residuums

gegeben: X C C offen, f : X — C holomorph, a ¢ X isolierte Singularitét.

gesucht:  Das Residuum res, f von f in a.

Was genau ist gesucht?

Ist f(2) =, czcn(z —a)" die Laurent-Entwicklung von f in a, d. h. auf einer punktierten Kreisscheibe B?(a) C X, € > 0,
so suchen wir res, f :=c_;.

Wie geht man vor?

In den meisten Fillen kann man einfach die Laurent-Entwicklung bestimmen und das Residuum ablesen.

MAN BEACHTE: In einer Laurent-Reihe der Form ) _,--- ist das Residuum nicht notwendig der Koeffizient fiir n = —1,
sondern der Koeffizient, der bei (z —a)~" steht. So erhilt man z. B. in der Reihe 3, o, 3" 2"~ fiir n = 0 den Summanden
30H120=1 = 3(2 — 0)7!, d. h. das Residuum in 0 ist gleich 3.

SPEZIALFALL: Hat f in a einen Pol der Ordnung v, f = —1, so ist res, f = lim(z — a) f(z).
(BEMERKUNG: Diese Aussage ldsst sich auf Pole der Ordnung v, f = —m, m = 2,3,... verallgemeinern. Wie?)
Beispiele

AUFGABE: Bestimme jeweils das Residuum von

2
a) f:C*—C, z+— COS(5Z) ina=0, b) ¢:C\nZ — C, z+— cot(z) = Céséz)) ina=mx
sin(z
LOSUNG: Zu a): Fiir alle z € C* gilt:
COS 2Z 1 2n 1 22n(_1)n 2n (_4)71 2n—>5
fe)=—%— _?Z :;52 @n)! © = @n)l ©
n>0 n>0 n>=0 | ,
=:!C2n—5
Esist 2n -5 =—-1<=n=2,d. h.
—4)? 16 2
res, f =resg f =c_1 = ((2.2))! =51=3
Zu b): Wir zeigen, dass g in a = 7 einen Pol der Ordnung v,g = —1 hat. Dazu untersuchen wir die Funktion sin nahe
i (n)( ) : (0)( ) i (n)( )
. sin\"™/ (7 " ) sin*™/ (7 . sin\"™/ (7 n
sin(z) zzT(z—ﬂ') , 0=sin(m) = o = sin(z) = ZT(z—ﬂ')
n=0 n=1

sin™ (7 sin™ D (7 sin(0+D (7
=(z-m> sin™ (m) (z—m)" T =(z—m)) sin ™ (m) (z—m)", h(r)= 7(,> = sin/ (1) = cos(m) = —1 # 0

|
n>1 : n>0 (TL—|— 1)

=: h(z)
(Die konkrete Reihendarstellung ist notwendig, da wir den genauen Wert h(7) benotigen werden.) Es folgt:

_cos(z)  cos(z)  cos(z) -
9(z) = sin(z) (2 —mh(z) () /( )

Mit ¢1(2) := cos(z /h und ¢o(2) := z — 7 gilt: g1 und go sind holomorph mit ¢, (7) = cos(w /h = (-1 /(— )=1#0,
g2(m) =7 — 7 =0 und g2 # 0. Nach dem Satz tiber Pole hat g in 7 einen Pol. Aus dem Nenner gg( ) = (2 — m)* liest man
vrg = —1 ab. Es folgt:

- z;)‘n' z->7r ]’L(Z) h(?‘(‘) -1
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