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Beweis der Hölder-Ungleichung

Wir benötigen zunächst einen Hilfssatz.

Satz (Young1-Ungleichung)

Sind A,B > 0 und p, q > 1 mit 1
p + 1

q = 1, so gilt:

A1/pB1/q 6
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p
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q

Beweis

Wir benutzen die Konvexität der Exponentialfunktion, d. h. dass für alle x, y ∈ R und λ ∈ [0, 1] gilt:

exp
(
(1 − λ)x + λy

)
6 (1 − λ) exp(x) + λ exp(y) (∗)

Seien ohne Einschränkung A,B > 0. Wähle x := lnA, y := lnB und λ := 1
q . Wegen q > 1 ist λ ∈ [0, 1]. Außerdem gilt

1 − λ = 1
p + 1

q − 1
q = 1

p . Wir erhalten:
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Damit können wir die Hölder-Ungleichung beweisen.

Satz (Hölder2-Ungleichung)

Sind x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn und p, q > 1 mit 1
p + 1

q = 1, so gilt:

n∑
j=1

|xjyj | 6 ‖x‖p ‖y‖q

Beweis

Seien ohne Einschränkung ‖x‖p , ‖y‖q > 0. Sei j ∈ {1, . . . , n} fest. Wähle A := |xj |p
‖x‖p

p
> 0, B := |yj |q

‖y‖q
q

> 0. Wegen 1
p + 1

q = 1
gilt nach der Young-Ungleichung:
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Aufsummieren über j = 1, . . . , n ergibt:
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|xjyj | 6 ‖x‖p ‖y‖q �

Bemerkung

Speziell im Fall p = q = 2 (hier gilt 1
p + 1

q = 1) erhält man die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Ist nämlich 〈·, ·〉 das Standard-
skalarprodukt im Rn, so gilt: ∣∣ 〈x, y〉

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xjyj

∣∣∣∣∣∣ 6
n∑

j=1

|xjyj |
Hölder

6 ‖x‖2 ‖y‖2
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