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Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion

Definition der natiirlichen Zahlen
Sei R die Menge der reellen Zahlen.

Satz: Es existiert genau eine Teilmenge N C R, fiir die gilt:

(i) leN

(i) VYneN:n+1eN.

(i) Isst MCNmitle MundvVne M :n+1€ M, sogilt M =N.
Die Menge N heifit Menge der natiirlichen Zahlen.

Beweisprinzip der vollstidndigen Induktion
Fiir alle n € N sei A(n) eine Aussage. Um zu zeigen, dass A(n) fiir alle n € N gilt, kann man wie folgt vorgehen:

1. Der Induktionsanfang: Zeige A(1).
2. Der Induktionsschritt:  Zeige fiir beliebiges n € N: Aus A(n) folgt A(n + 1).

Warum reicht das bereits aus, um A(n) fiir alle n € N zu beweisen? Antwort: Setzt man M := {n € N : A(n) gilt}, so gilt
1 € M nach dem Induktionsanfang und Vn € M : n 4+ 1 € M nach dem Induktionsschritt. Da auflerdem M C N gilt, folgt
mit obigem Satz, dass M = N ist. Das bedeutet: Die Menge aller n € N, fiir die A(n) gilt, ist die Menge aller natiirlichen
Zahlen, kurz: A(n) gilt fiir alle n € N.

Varianten:
e Zeige im Induktionsschritt fiir beliebiges n € N mit n > 2: Aus A(n — 1) folgt A(n).
o Zeige im Induktionsschritt fiir beliebiges n € N: Aus A(1), A(2), ..., A(n) folgt A(n + 1) (sogenannte starke Induktion).
o Ist A(n) sogar fiir n € Ny := NU {0} oder nur fiir n > m, m € N, zu zeigen,
— so zeige im Induktionsanfang A(0) bzw. A(m)
— und im Induktionsschritt fiir beliebiges n € Ny bzw. n € N mit n > m: Aus A(n) folgt A(n + 1).

Beispiel 1
Behauptung: Fiir alle n € N gilt >°}'_, (2k — 1) = n?.
Beweis durch Induktion nach n:

Induktionsanfang: n = 1: )

D Rk-1)=> (2k-1)=2-1-1=1=1>=n"
k=1 k=1
Induktionsschritt: n — n + 1: Fiir ein n € N gelte die Induktionsvoraussetzung (IV) Y_i_ (2k — 1) = n?. Es folgt:

n+1 n
Y@k-1)=> k-1)+(2n+1)-1) =’ + (2n+1)—1) =n’+2n+1= (n+1)
k=1 k=1
Nach dem Induktionsprinzip gilt die Behauptung fiir alle n € N. O

Beispiel 2
Behauptung: Fiir alle n € Ny gilt >p_ () = 2.

Beweis durch Induktion nach n:
" /n 0 0 0
§ _ § _ —1= 20 _ 271,
k=0 k=0

Induktionsanfang: n = 0:
Induktionsschritt: n — n + 1: Fiir ein n € Ny gelte die Induktionsvoraussetzung >_;_, (}) = 2". Es folgt:

COREPI N GH RS RS (AR HESES N AR

n—1 n n n
j=k—-1 [T n n n n Y\ av) on n n n+1
()220 0)-50) 50 =
§=0 k=1 j=0 k=0
Nach dem Induktionsprinzip gilt die Behauptung fiir alle n € Nj. (I



