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Potenzreihen

Definitionen

(i) Sei (an)nen, C R eine Folge reeller Zahlen! und zo € R eine reelle Zahl. Dann heifit die Reihe

Az) = Z an(x — x0)" eine (formale) Potenzreihe um xo und die Reihe
n=0
Aformal () = Z nan(x —x0)"" " die formale Ableitung von A.
n=1

(ii) Es heilen
R =sup{|z —xo| : x € R, A(z) konvergiert} € [0,00] der Konvergenzradius von A und
Ky= {x ER: | —x0| < RA} der Konvergenzbereich von A.

BEMERKUNG: Wegen A(zg) = agp+0+0+ -+ = ag ist A(zg) konvergent, d. h. die Menge in der Definition von R4
enthilt die 0 und ist damit nicht leer, so dass R4 wohldefiniert ist. Ist die Menge nach oben unbeschrénkt, so setzen
wir wie {iblich R4 := oo. Man beachte, dass K4 = 0, falls R4 = 0, sowie K4 = R, falls R4 = co.

Grundlegende Aussagen
1. Sei € R. Dann gilt:

falls |z — z9| < Ra, also z € K4: Die Reihe A(z) konvergiert absolut.
falls |z — zo| > Ra: Die Reihe A(x) divergiert.
falls |z — zo| = Ra: Es ist keine allgemeine Aussage moglich.

Insbesondere beschreibt A im Fall R4 > 0 eine Funktion f4 : K4 — R, 2 — A(z). Oft bezeichnet man f4 ebenfalls
mit A.

2. Die formale Ableitung von A hat denselben Konvergenzradius wie A, d. h. es gilt R4 = Ry

i - Ferner ist fa
differenzierbar auf K4 und es gilt

Vee Ka: fi(z)= Znan(x —x0)" 1, also  fi = far
n=1

formal

MERKE: Potenzreihen diirfen im Inneren ihres Konvergenzbereichs gliedweise differenziert werden.

Bestimmung des Konvergenzradius
Es gelten die folgenden niitzlichen Aussagen iiber den Konvergenzradius Ra:

Satz: Existiert ein ng € N mit a,, # 0 fiir alle n > ng, so gilt:

Qnp

lim inf
n——-o0

< Ry < limsup

n—oo

an+1 an+1

Insbesondere gilt: Existiert der Grenzwert lim,,_, ‘aaﬁ , so ist er gleich R 4.

Satz (Cauchy-Hadamard):
1

 limsup,, .., V/]an|’

R4

1Die meisten Betrachtungen kénnen auch im Komplexen durchgefiihrt werden.



Beispiele
e Die geometrische Reihe

(oo}
A(z) = Z " (also xp = 0 und a,, = 1 fiir alle n € Ny)
n=0

ist eine Potenzreihe um 0. Wir wissen bereits, dass A(z) genau dann (sogar absolut) konvergiert, wenn |x| < 1 ist. Es
gilt also R4 = 1 und K4 = (—1,1). In diesem Fall liegt in den beiden Randpunkten —1 und 1 jeweils keine Konvergenz
vor. Man erhélt eine differenzierbare Funktion

1
1—2

fa:(-1,1) — R, xl—>Zx": mit fg(x):an”_l
n=0 n=1

Den Konvergenzradius R4 = 1 kann man alternativ so berechnen?:

=1

lim
n—oo

1 1 1
= lim H: Iim 1=1—= K, =1 oder auch Ky

An41 n—oo n—oo lim SUpP,, o0 v/ ‘an‘ lim SUPy— 00 1

e Die Ezxponentialreihe
o0

1
B(z) = Z:O ] x" (also zg = 0 und a,, = 1/n! fiir alle n € Ny)
ist eine Potenzreihe um 0. Wir wissen bereits, dass B(z) fiir alle € R (sogar absolut) konvergiert. Es gilt also R4 = oo
und K4 = R. Man erhilt die differenzierbare Funktion

. 001 n . / _OO 1 n—l_oo 1 n—l_ool n __
exp: R — R, x»—>n§::oﬁx mit exp(x)—;nmx —nz::l(n_l)!x —ngomx = exp(x)

e Die Reihe
— 1
C(z) = E —z" (also zg = 0, ap = 0 und a,, = 1/n fiir alle n € N)
n

ist eine Potenzreihe um 0. Wir wissen bereits, dass C(x) genau dann konvergiert, wenn z € [—1,1) ist. Es gilt also
R4 =1und K4 = (—1,1). Hier liegt im Randpunkt —1 Konvergenz vor (aber keine absolute Konvergenz!), wihrend
die Reihe im Randpunkt 1 divergiert. Man erhélt die differenzierbare Funktion

fe:(-1,1) — R, x»—>zgx" mit fé(m):ZnEx"_l:Zx"_lzzgc”:
n=1 n=1 n=1 n=0

1—=z

Taylor-Entwicklung
Definition (Taylor-Polynom, Restglied)
Seien n € N, a,b € R mit a < b, f: (a,b) — R n—mal differenzierbar und z¢ € (a, ). Dann heiit das Polynom

n (k)
Ty g@) = 32 T (0t
k=0 ’

das n—te Taylor-Polynom von f in xg und

R f.20(x) = () = T 2 ()

das zugehorige Restglied. Es gilt also f = T3, f,20 + Rn, f,20-

Satz (Darstellung des Restglieds)
Ist f (n + 1)-mal stetig differenzierbar, so gilt:

1 xr
Ry fao() = — / (z — )" (¢) dt (Integral-Darstellung)
n! Ju,
FerE)
= m (x — aco)”'H fiir ein € zwischen zg und x (Lagrange-Darstellung)
n !

2Man beachte, dass dies jeweils ein Zirkelschluss ist, da das Resultat im Beweis der verwendeten Kriterien bereits benotigt wird.



Definition (Taylor-Reihe)
Sei f jetzt beliebig oft differenzierbar. Dann heift die Potenzreihe

> £(n)
T o) = 3 T e
n=0 :

die Taylor-Reihe von f in x.
BEMERKUNGEN:

(1) Ist A(z) = 3.7 o an(x — xo)™ eine Potenzreihe um xg, so ist fa auf K4 beliebig oft differenzierbar und fiir die Taylor-
Reihe Too £4.00 vON fa in 20 gilt Too 54,20 = A, also fj&n)(xo)/n! = a, fir alle n € Nj.

(ii) Im Allgemeinen muss die Taylor-Reihe nicht auf dem ganzen Definitionsbereich von f konvergieren oder die dadurch
beschriebene Funktion mit f iibereinstimmen. Man betrachte dazu die Funktion

/R R . exp(—1/2?) |, fallsx #0
: — —
’ 0 , falls z =0

Man kann zeigen, dass f beliebig oft differenzierbar ist mit £ (0) = 0 fiir alle n € Ny. Es ist also T 50 = 0 die
konstante Nullfunktion und stimmt damit in keiner Umgebung der 0 mit f tiberein.

(ii) Aus diesen Griinden fithrt man eine besondere Bezeichnung ein: f heifit analytisch in o, wenn f in einer Umgebung von
x¢ mit ihrer Taylor-Reihe in z( iibereinstimmt, oder dquivalent wenn sich f in einer Umgebung von xg als Potenzreihe
darstellen ldsst. Obige Funktion f ist also nicht analytisch in 0.

f ist genau dann analytisch in zp, wenn fiir die Restglieder R,, 74, gilt: Ry f4,(z) — 0 fiir n — oo und z nahe z,.

Beispiel
Sei
f:(-1,1) — R, x+— In(1+x)
Es gilt:
’ _ 1 " _ 1 " _ 2 (4) _ 6 (5) _ 24
Damit bestimmen wir die ersten 6 Taylor-Polynome von f in 0:
0
To,ﬁo(:r) = %xo = 0
f(0) f'(0)
Tl,ﬁo(di) = TIO—FTII = T
_ ) o SO 1 ) o _ [
Tojolz) = e+ o'+« = a5
fO) o SO 1, f0) 5 ["(0) 3 Lo 1 3
T = — _— = —_ = —
3 7.0(2) ol z° + T x + o x° + TR T-5 —|—3x
_ SO o, SO 4 0 s fO0) s, fUO) I SR SRR !
R T TR TR TR S TR s rogrAgeogw
SO o SO 4 0 5 f70) 5 Y0 4 fO0) 5 Lo 1 g 1 4 1 5
Byolw) = Qra+qr o+ ot g ot T ek T = wogr A et gt g



