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Ubungsaufgaben
Aufgabe 1
Sei
i { RxR — R
|l (@y) — (14 -y
Zeige:

a) d ist eine Metrik auf R.

b) Der metrische Raum (R, d) ist vollstandig.

Aufgabe 2

Sei (X,d) ein metrischer Raum, f : X — R stetig und o € R. Zu M C X bezeichne M° den offenen Kern und M die
abgeschlossene Hiille von M in (X, d). Beweise oder widerlege:

a) (i) {xeX:f(x)ga}OC{xeX:f(a:)<a}
(ii) {a:eX:f(a:)éa}oj{xeX:f(x)<oz}

b) (i) {zeX:fl)<a}c{zeX:f(z)<a}
(i) {reX:fle)<a}dD{zeX: f(z)<a}

Aufgabe 3

Wir betrachten den R-Vektorraum C[0,1] := {f : [0,1] — R : f stetig} mit der Norm |||, := sup {|f(z)| : = € [0,1]}.
Zeige:

a) A:={f € C[0,1] : f ist monoton wachsend} ist abgeschlossen.
HIiNwEIS: Betrachte konvergente Folgen in A.

b) B:={f € C[0,1] : f hat keine Nullstelle} ist offen.
HiNwEIs: Finde zu jedem f € B ein € > 0 mit B)_(f,e) C B.

c) Ist g : [0,1] — [0, 1] stetig, so ist die Abbildung G : C[0,1] — C0,1], f — f o g, wohldefiniert und stetig.
d) Ist h: R — R gleichmiBig stetig, so ist die Abbildung H : C[0,1] — C|[0,1], f — h o f, wohldefiniert und stetig.

Aufgabe 4
a) Welche der folgenden Mengen sind kompakt in (R?, [|-||,)?
(i) Ay == {(z1,22)T € R? : sin(z1) = cos(w2)}
(i) Ag = {(z1,22)" €R?: |za] < 1—a?}
(iii) Az := {a:e‘“””g €ER?:z€R?, ||zfl, > 1}
b) Sei f:R"™ — R™. Zeige, dass die folgenden Aussagen fiquivalent sind.
(i) f ist eigentlich, d. h. Urbilder kompakter Mengen unter f sind kompakt.

(ii) Jede Folge (z1)ren C R™, fiir die (f(zx)) C R™ beschrénkt ist, hat eine konvergente Teilfolge.

keN

¢) Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume, X kompakt und f : X — Y stetig und bijektiv. Zeige, dass auch
f1:Y — X stetig ist.
Hinwers: Eine Abbildung ist genau dann stetig, wenn Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind.



Aufgabe 5
Sei 5
FrLI6]—R, b S (1) VE-T

Gib eine Parametrisierung des Graphen von f als Kurve in R? an und berechne die Bogenlinge.

Aufgabe 6

Sei f : R® — R homogen vom Grad k € N, d. h. fiir alle « € R und = € R" gelte f(az) = o*f(z). Zeige, dass fiir alle
v € R” gilt:
(0uf)(v) = kf(v)

Dabei bezeichne (0, f)(v) die Richtungsableitung von f in v in der Richtung v.

Aufgabe 7

Sei
A= {(il) € R?: zy sin(zy) = 20 + Sin(l'g)}

2

Zeige: Es existiert ein ¢ > 0 und eine stetig differenzierbare Kurve ¢ : (—¢,¢) — A mit ¢(0) = (0,0)”. Berechne ¢’ (0).

Aufgabe 8

Sein > 2 und
M= {(z1,...,00)" €ER" 2+ +a2=1 214+, =0}

Zeige: M ist eine Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — 2.

Aufgabe 9

Sei
Ty
€2

f:R? —R, (

) —— 1T

Bestimme die absoluten Extrema von f auf der Menge

A::{(ml) GRQ:xf+x§<2}
T2

Aufgabe 10
Lose die folgenden Anfangswertprobleme.
a) ¥y =ln(x)y+2*, y(1)=1 auf (0,00) xR
b) ¥ =e" YV +e®, y(l)=e auf (0,00) xR
HINWEIS: Substituiere z = e¥.

c) y = cos(x)y? +cos(z), y(0)=0 aufR xR

Aufgabe 11

Bestimme alle reellen Losungen der folgenden Differentialgleichung auf R x R:

"

y —&—y”—y’—y:e%

Aufgabe 12

Sei G C R, f: G — R lokal Lipschitz-stetig, I C R ein Intervall und ¢ : I — R eine Losung der Differentialgleichung
y' = f(y). Zeige: v ist konstant oder injektiv.

HINWEIS: Beachte den Satz von Rolle.



