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Ubungsaufgaben zur Analysis I und II
Aufgabe 1

Sei (an)nen C R eine konvergente Folge mit Grenzwert a € R. Zeige: Die Folge (my,)nen mit

LY 0 men

My = — Y a;, n
n 2<%
j=1
konvergiert ebenfalls gegen a.
Aufgabe 2
Sei (an)neny C R eine Folge mit a,, > 0 fiir alle n € N und
(n—1Dapt1 < na, < (n+ 1apt fiir allen € N

o0

Bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihe ) " | a,a”.

Aufgabe 3
Berechne das folgende unendliche Produkt:

Aufgabe 4

Sei f: R — R zweimal differenzierbar mit f(x), f”(z) > 0 und f'(x) < 0 fiir alle x € R. Zeige, dass f'(x) — 0 fiir z — oo.

Aufgabe 5

Berechne die folgenden Integrale:

2) /0 " () de

o ea;
b —Fd
)/_001_|_62:E X

Aufgabe 6
Sei i
) > sin(3*x)
f:[0,7] — R, kaZ_OT

Zeige, dass f(x) auf [0, 7] gleichméflig konvergiert. Folgere, dass f integrierbar ist und berechne foﬂ f(x) dz.

Aufgabe 7
Sei f: R — R stetig mit f(¢) > 0 fiir alle ¢ € R und

d:RxR— R, (z,y) —

/y £ dt’

a) Zeige: Sind z,y € R mit x <y, soist [’ f(t) dt > 0.
b) Verwende a), um zu zeigen, dass d eine Metrik auf R ist.

¢) Gib Beispiele fiir bekannte Metriken an, die sich auf diese Weise erzeugen lassen.



Aufgabe 8
Sei (X, d) ein metrischer Raum und f : (X,d) — (R, |:|) stetig und im Unendlichen verschwindend, d. h.

Ve > 03K C X kompakt Ve € X \ K : |f(z)] <e
Zeige, dass f gleichméfig stetig ist.

Aufgabe 9
Die Kurve v sei gegeben durch

vi(-33) —F o (coslos)’h“ (Sizi%l)y

Gib ein Intervall I C R und eine Parametertransformation ¢ : I — (—57 g) an, so dass yop : I — R? nach der Bogenlinge
parametrisiert ist.

Aufgabe 10
Zeige: Es existiert ein 0 < &€ < 1 und eine C'-Funktion ¢ : (1 —¢,1+¢) — (0, 00) mit
9@ = ()" firallex € (1—¢,14¢)

Berechne ¢'(1).

Aufgabe 11

Sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension k£ > 1. Sei ¢ € R™ und
M:=Mn(Re)* ={aeM:(ac) =0}

Zeige: Ist ¢ ¢ Uaefvf N,M, so ist M eine Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension k — 1.

Aufgabe 12
Lose die folgenden Anfangswertprobleme:
a) y' = 2xcos’(y), (x,y) e R x (=5, %), y(0) = 0.
b) y" —2y" +y' = —dwe™, (z,y) € R xR, y(0) = 4,4'(0) = 2,5"(0) = 4.

Aufgabe 13
Sei f: R — R die 27-periodische Funktion mit f(x) = e” fiir z € [0, 27).
a) Bestimme die Fourier-Reihe von f.
> 1 T oe2m4+1 1
b) Zeige: Y ——— =~ . T4 -
) Zeige kzz()"’2+1 2 12

Aufgabe 14
Zeige, dass fiir alle n € Ny gilt:



Losungsvorschlige
zu Aufgabe 1
Sei £ > 0 beliebig. Wegen a,, — a existiert ein M € N mit |a,, —a| < § fiir alle n > M. Fiir alle n > M gilt:

n
mn—al=| =30y —al=| -3 (4 a)| < =3 oy —al = Z|ag—a|+ >l —a

j=1 j=1 j=1 j=M

=:by,

Es gilt lim,, o0 by, = 0, da der erste Summenausdruck nicht von n abhéingt. Also existiert ein N > M, so dass b, = |b,—0| < 5
fiir alle n > N. Der zweite Summenausdruck besteht aus n — M + 1 Summanden mit j > M. Also gilt fiir alle n > N (und
damit auch n > M):

1 & e n—M+1¢e ¢ ¢
|my, —a| < by, +EZ|CL]‘—(I|<§+ " §\§+§=€
~— T ——
<e/2 =M <e/2 <1

Da e > 0 beliebig gewahlt war, gilt lim,,_,.o m, = a.

zu Aufgabe 2

Wegen a,, > 0 fiir alle n € N folgt aus der gegebenen Ungleichung;:

n—1 < an_ | _an <n—|—1
n Gn41 An+1 n
Da sowohl =1 als auch 2L gegen 1 konvergiert, geht auch ‘— gegen 1. Nach VL ist also der gesuchte Konvergenzradius
gleich 1.

zu Aufgabe 3
Mit ¢ := 2 fiir k € N gilt fiir alle n € N:

2 L k—l—l k:—i—l . % _ ek o Co Ch1 Cn €1
H k—|—2 H k42 Hu_Hck T 3 o c e
k=1 k=1 k=1 k+1 1 k1 2 3 n n+1 n—+1
und damit
e (k+1)2 1
hmH( +1) = lim @ = lim nt =c1 =2
n— o0 paiet k‘(k —+ 2) n—00 Cp41 n—oo N + 2

=1

zu Aufgabe 4

Fiir jedes x > 0 existiert nach dem Mittelwertsatz, angewandt auf f|( ., ein g(x) € [0, 2] mit

Wegen f”(x) > 0 ist f’ monoton wachsend, d. h. aus g(z) < z folgt f'(g(z)) < f'(z). Es folgt fiir alle > 0:

1(0) _ f@) ~ f(0)

X
T T

Wegen %,(O) — 0 fiir x — oo geht dann auch f'(x) — 0 fiir z — oo.



zu Aufgabe 5

a) partielle Integration:
2m 2 9 27 2m
/ sin?(z) dx = / sin(z) sin(z) dz = [ — cos(z)sin(z)] ", —/ (— cos(x)) cos(z) dox = / cos?(z) dx
0 0 Hz—/( : H/—/( : — 0 0
' (x v(x =0

2m 27 27 27
/ (1 —sin?(2)) do = 27 — / sin?(z) de = 2/ sin?(z) do =2n = / sin?(z) de =7
0 0 0 0

b) Substitution y = e*:
eb eb
dy = [arctan(y)]yzea

b b
* 1 1
eid"ﬁ: —— e dx = —
a 1—"_62:8 a 1+(6x)2 ea 1+y2

= arctan(e’) — arctan(e®)

Damit gilt:
o0 e;t 0 e:[; b eaj
———dr = 1li —d li —Fd
/_Ool—FEQI * a—l>r—n<>o o 1+ e22 w+bi>rgo 0 1+ e2= v
= arctan(1) — lim arctan(e®) 4+ blim arctan(e®) — arctan(1) = —0 + g = g
zu Aufgabe 6
Fir k € Ny gilt:
|sin(3%z) |sin(3kz)| 1 sin(3¥z) 1
VmG[O,ﬂ. ok = ok <2—k = T +— ok S oF
Wegen Y07 o5 = Doneo (%)k = 2 < oo ist nach dem Majorantenkriterium auch
sin(3kz)

‘ o

sin(3"
konvergent. Nach VL ist also f(z) = > o, bm(;,’c 2) gleichmiBig konvergent. Da z —
dann auch f stetig, insbesondere integrierbar und wir koénnen gliedweise integrieren. Es gilt:
— cos(3¥x)

T = [™ sin(3Fx) 1 [T > 1 g
/f(lﬂ)dm:Z/ wa:ZQ—k/ Sln(3x)dxzz2—k |
0 k=070 k=0 0 k=0 k=0

oo
2 T TR
k=0

in(3",
bm(%”) fiir alle k € Ny stetig ist, ist

Fiir alle k € Ny ist 3% ungerade, so dass cos(3¥7) = —1 gilt. Es folgt:

i <1 2 > /1\" 2 12

k=0 k=0

zu Aufgabe 7
a) Da f stetig und [z,y] kompakt ist, nimmt f auf [z,y] ein Minimum an, d. h. es existiert ein ¢y € [z,y] mit f(t) = f(to)

fiir alle ¢ € [z,y]. Daraus folgt:

y y
[ rwar= [ rto) dt= ft) - ) > 0
T x S~ —
>0 >0
b)
o Fiirz,y e Rgilt ...
— ...im Fall x = y:

d(z,y) = d(z,z) = /m £(#) dt’ —0

mW>yfﬂwﬂLW@ﬁ>o
Nl —
>0

— ...im Fall < y nach a):



— ...im Fall # > y nach a):

d(x,y) = /wyf(t)dt‘:‘—/;f(t)dt‘:/:f(t)dt>0

b

o Fiir z,y € R gilt: . .
d@w)lﬁﬂﬂﬁ“éfﬁﬁﬂLéf@d4ﬂwﬂ

e Fiir z,y,z € R gilt:

d(z,z) =

/: £(1) dt’ =

Lﬁmﬁ+LV@ﬁk

/:f(t) dt‘ +

LLZf@)ﬁ‘—d@uw-Fﬂ%Z)

c) Einige Beispiele:

f() | d(z,y)
1 [z =yl
et le* — e¥|

e | arctan(x) — arctan(y)|

zu Aufgabe 8

Sei € > 0 beliebig. Withle K C X kompakt, so dass fiir alle z € X \ K gilt: |f(x)| < 5. Da f stetig ist, existiert zu jedem
x € K ein §(x) > 0, so dass fiir alle y € X mit d(z,y) < 26(z) gilt: |f(z)—f(y)| < 5. Die Kugeln (By(z,(x)))sex bilden eine
offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung, d. h. es existieren z1,...,z, € K,
n € N, mit K C U;'L:1 By(z;,0(x;)). Wahle ¢ := min{d(z1),...,0(zn)} > 0. Selen z,y € X mit d(z,y) < 6. Wir zeigen
|f(z) — f(y)| < e. Fallunterscheidung:

e v € K oderye K:Seio. B.d. A. z € K. Dann ist © € Bg(x;,0(z;)) fiir ein j € {1,...,n}. Es folgt:
5
d(zj,y) < d(zj,z) +d(z,y) <o(z)) + 0 < 8(z5) +6(2) =20(z;) = |f(z) = fFW)l <3

und damit
€

5~ °

[f(@) = fW)l < 1f (@) = flz)] + [f(z;) — fly)] < ng
e z,y ¢ K: Dann gilt:

F@) = W)l < @)+ W)l < 5+ 5 =¢

Da z,y € X und € > 0 beliebig gewahlt waren, ist f gleichméBig stetig.

ALTERNATIV: Widerspruchsbeweis mit Folgenkompaktheit.

zu Aufgabe 9

~ ist stetig differenzierbar mit

M@—( L (= sin(e), o) wﬂw4mm+n@mmvT_(m@ 1 y

 cos2(t) "sin(t) + 1 cos?(t) cos?(t)” cos(t)

~ won-((28Y+ (<)) - (282" (&) - =

Als stetig differenzierbare Kurve ist v rektifizierbar und fiir die Bogenldnge L(s) von v|jo 4, gilt:

26 = [0l dt = [ s de = [tan(0];_ = tan(s

cos?(t)

Wihlt man also -

I:= tan((fz,f)) =R und p: I — (fz,z), t — arctan(t)
2°2 2°2

so ist 0 ¢ : R — R? nach der Bogenlinge parametrisiert.



zu Aufgabe 10

Anwendung des SIF: Setze
F:(0,00) x (0,00) — R, (z,y) — 2¥ —y"

Dann ist F' eine C'-Funktion mit
(grad F)(z,y) = (yz¥~" — y* In(y), 2¥ In(z) — zy™ ") fiir alle (z,y) € (0,00) x (0,00)
Es ist (1,1) € (0,00) x (0,00) mit F(1,1) = 11 — 1! = 0 und

OF
B (1,1) = a¥In(z) — ay" | _y—1 = —1#0, also invertierbar
Y Y=

Nach dem SIF existiert ein 0 < ¢ < 1 und eine C'-Funktion ¢ : (1—¢,1+¢) — (0, 00), so dass fiir alle z € (1 —¢,1+¢) gilt:
0=F(z,p(2)) =2*@ —p(2)” = 2% =p(2)"
Insbesondere gilt 1 = 191 = ¢(1)' = ¢(1). Damit erhilt man:

¢ == (G weta)) 5 et

z=1

=—(-1)t1=1

x=1

= — (2" In(x) — 2p(x)*" - p(2)z? ) — ()" In(p(x))
( (@) 1) ( () )

zu Aufgabe 11

Sei a € M fest. Wegen M C M ist dann auch a in M. Da M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R ist, existiert
eine Umgebung U von a in R™ und eine C'-Funktion F' = (f1,..., fa_x): U — R*7* mit

MNU={zeU:F(z)=0} und Vz € MNU :RangJp(x) =n—k

Setze
g:U—>R7 g(x):<x,c> und F:U%Rn_(k_l):Rn_k—‘ra F:(flw"vfnfkag)

Dann ist g und damit F eine Cl-Funktion und es gilt:

[

MNU = (MnU)N(Re)

Seiz e MNU beliebig. Es gilt:

Wegen Rang Jp(x) = n — k sind die (n — k) Zeilen von Jpr(z), also (grad f1)(z), ..., (grad f,—x)(x), linear unabhéingig.
Auflerdem gilt nach Voraussetzung:

(grad g)(z) = ¢ & Ny M = span {(grad f1)(z), ..., (grad fn—i)(x)}
Damit sind auch (grad f1)(z),..., (grad fr—x)(x), (grad g)(x), also die Zeilen von Jz(x), linear unabhéngig. Es folgt
Rang Jz(z) =n—k+1=n—(k—1)

DazeMNU und a € M beliebig gewahlt waren, ist M eine (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.



zu Aufgabe 12

a) DGL mit getrennten Variablen: Das AWP lautet v = f(z)g(y), y(zo) = yo mit f : I := R — R, f(z) = 22 und

g:J:=(-%,%) — R, g(y) = cos®(y) sowie zg = yo = 0. Es ist g(y) # 0 fiir alle y € J. Setze

F: I —R, F(z):/ f(t)dt:/ 2t dt = x*
o 0
Yy

G:J— R, G(y):/ g(lt)dt:/oym;(t)dt:tan(y)

Yo

Die Losung ist gegeben durch
p:I' — R, ¢(r)=G F(z)) = arctan(z?)

Dabei muss I’ C I mit F(I") C G(J) gew#hlt werden. Wegen I = R und G(J) = tan ((—3, Z)) = R erhalten wir mit I’ := R
den maximalen Definitionsbereich.

b) lineare DGL mit konstanten Koeffizienten: Die DGL lautet P(D)y = f(z)e*® mit P(T) = T3—2T2+T € C[T), f(z) = —4x
und p = —1. Es gilt:

PT)=T-2T*+T=T(T-1)>=(T—\)(T —X2)®> mit A\ =0, =1

Wir erhalten ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung P(D)y = 0 durch

p1(z) = eM =1, pa(x) = 2" = e, p3(z) = 2e™** = ze”

Da f ein Polynom vom Grad 1 ist, existiert wegen P(u) = P(—1) = —4 # 0 nach VL ein Polynom g(z) = ax + b vom Grad
1, so dass 1g(x) = g(x)e!” = (ax + b)e~* die inhomogene Gleichung lost. Wir bestimmen a und b:

—dze™™ = p(x) = 2¢5(x) + o(z)

= (—ar+3a—b)e® —2(ax —2a+ble 4+ (—axr +a—ble”

= (—4ax + 8a — 4b)e™ "

= —4(ax —2a+0b)e®

— lz+0=z=az—2a+b = “ =1 = o =1 = o(z) = (z+2)e"
x =z =ar—2a a4t 0 b 9 o(z) = (z e
Jede Losung der DGL ist also von der Form

(@) = Po(2) + prpr () + pope () + psps(e) = (v +2)e™ + o + pge® + pzwe®,  pa, po, p3 €R

Wir bestimmen puq, p2, 3 so, dass die Anfangswertbedingungen erfiillt sind. Es gilt:

P'(z) = (—z—1)e "+ poe® + use® + pzze”
'(/)”(l') = xze 4 pge® 4 2uze” + pusxe”
4\ | [ (0 2+ 1+ po 2 L1 0\ [m
= (2| =|vO) | ={-1+pt+us|=[-1]+[{0 1 1] [p
4 ¥"(0) pa + 2p3 0 01 2/ \us

Losen dieses inhomogenen linearen Gleichungssystems liefert

1 =0, pa =2, us=1 = Y(a)=(x+2)e " +2"+ze” =(x+2)(e® +e")

zu Aufgabe 13

a) f ist 2w-periodisch und iiber [0, 27| integrierbar. Fiir k € Z sei ¢, der k-te Fourier-Koeffizient von f. Dann gilt:

1 2m ] 1 2m ] 1 2m )
Cr = oo flz)e ™ dp = — eTe Ry = —/ (=R gy
T Jo 21 Jo 21 Jo

2 ; ™
_ 1 [1 e(l—ik)x] T 1 (e%r(l—ik) - 1) e2riz1 €27 — 1 1
0

or |1 —ik o, 27 1—ik or  1—ik



Damit ist die Fourier-Reihe von f gleich

ikx 27r71
> ae” :ezn > 16—ik:

k=—o0 k=—o00

b) Es gilt die Vollstindigkeitsrelation

2
> el =g [P dr
k=—o00

Auf der linken Seite erhilt man:

0o 627T 1 2 oo 1 (627‘— o 1)2 oo 1
dolalP=(—5—) X g = X mil
27 |1 — k| 47 k2 +1
k=—o0 k=—oc0 k=—oc0
Und auf der rechten Seite:
1 27 1 2 1 1 2m 4 . 1 627T _ 1 6271' + 1
. |f(5€)‘2 d$=f/ 6290 de = — *621 :6 — ( )( )
2m 2w Jo 21 |2 =0 4T 4n
Gleichsetzen und Vereinfachen liefert:
e = 1 e + 1 = =1 T e +1
27
€ + Z k2+1 ™ Z k2+1 +1 2 6271'_1
k=—o0 k=—oc0 o=

zu Aufgabe 14

Induktion nach n:

e n=020:

e n—n+1:
n+1

[Ter-1= HQk—l n+1)—1)g2”5?+2)-(2n+1)
k=1 k=1

1 1
— ontl 7F(n—i— 5) . <n+1) 22n+1 F((n—|— — gn+l F((n+p+§)
r'(3) 2 r'(3) r'(3)
Bei (%) haben wir die Funktionalgleichung der I'-Funktion, 2I'(z) = I'(x + 1), fiir = n + 5 benutzt.

LN



