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Notationen

E uniform beschr�ankte elementare Prozesse; siehe De�nition 1.2

M (M0) stetige Martingale (mit Startwert 0); siehe De�nition 2.11

Mloc (Mloc
0 ) stetige lokale Martingale (mit Startwert 0); siehe De�nition 2.32

A (A0) stetige FV-Prozesse (mit Startwert 0); siehe De�nition 1.13

A+ (A+
0 ) stetige monoton wachsende FV-Prozesse (mit Startwert 0)

S (S0) stetige Semimartingale (mit Startwert 0); siehe De�nition 2.38

H2 (H2
0) stetige uniform quadratintegrierbare Martingale (Startwert 0); siehe De�nition 2.40
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1 Motivation / Einf�uhrung

Wir f�uhren zun�achst einige grundlegende Notationen ein. Wir werden im folgenden stochasti-

sche Prozesse mit Indexmenge [0;1) und Zustandsraum R oder Rd betrachten. Standardm�a�ig

bezeichnen wir mit (
;F ;P) einen Wahrscheinlichkeitsraum. Weiterhin nutzen wir (Ft)t�0 als

Notation f�ur eine Filtration, d.h. eine Familie von �-Algebren, sodass

80 � s < t : Fs � Ft � F :
De�nition 1.1. � Ein stochastischer Prozess X = (Xt)t�0 hei�t (Ft)-adaptiert, wenn

8t � 0 : Xt Ft-messbar ist.

� Ein stochastischer Prozess X = (Xt)t�0 hei�t produktmessbar, wenn die Abbildung

X : 
� [0;1)! R oder Rd

F 
 B+-messbar ist.
� Einen stochastischen Prozess X nennen wir c�adl�ag, wenn alle Realisierungen rechtstetige

Pfade mit linksseitigen Limiten haben (\c�adl�ag" ist eine Abk�urzung f�ur \continue �a droite,

limit�ee �a gauche"). Analog ist ein c�agl�ad Prozess ein Prozess mit linksstetigen Trajektorien,

f�ur die die rechtsseitigen Limiten existieren.

1.1 Motivation anhand eines einfachen Finanzmarktmodells

Wir modellieren einen Finanzmarkt mit einer Aktie und Zinsrate 0 wie folgt:

� Information am Markt zur Zeit t : Ft (formal: (Ft) Filtration)
� Wert der Aktie zur Zeit t : St (formal: (St) reeller adaptierter c�adl�ag Prozess)

� Handelszeiten : 0 = t0 < � � � < tn = T (zun�achst deterministisch)

� Anzahl der Aktien im Portfolio im Zeitintervall (ti; ti+1] : H
(i) (formal: H (i) Fti-messbar)

Die zugeh�orige Handelsstrategie ist nun gegeben durch den adaptierten linksstetigen Prozess

Ht =
n�1X
i=0

H (i) 1l(ti;ti+1](t) : ! 7!
n�1X
i=0

H (i)(!) 1l(ti;ti+1](t): (1)

Bezeichnen wir mit V0 das Startkapital so ist der zur Handelsstrategie H geh�orende Verm�ogen-

sprozess (Vt(H)) gegeben durch

Vt(H) = V0 +
k�1X
i=0

H (i)(Sti+1 � Sti) +H (k)(St � Stk) f�ur t 2 [tk; tk+1]:

Alternativ haben wir die folgende Darstellung

Vt(H) = V0 +
n�1X
i=0

H (i)(Sti+1^t � Sti^t):
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De�nition 1.2. (i) Ein linksstetiger stochastischer Prozess von der Form

Ht = H (�1) 1lf0g(t) +
n�1X
i=0

H (i) 1l(ti;ti+1](t) (t � 0)

mit

� n 2 N und 0 = t0 < � � � < tn

� X(�1) F0-messbar und X(i) Fti-messbar f�ur i = 0; : : : ; n� 1

� X(1); : : : ; X(n�1) uniform beschr�ankt

nennen wir uniform beschr�ankten elementaren Prozess. Wir bezeichnen mit E die Menge

der uniform beschr�ankten elementaren Prozesse.

(ii) Das (elementare) stochastische Integral eines Prozesses H 2 E bzgl. eines adaptierten

c�adl�ag Prozesses X ist de�niert als

(H �X)t :=

Z t

0
Hs dXs :=

n�1X
i=0

H (i)(Xti+1^t �Xti^t):

Wir schreiben kurz Z
Hs dXs =

n�1X
i=0

H (i)(Xti+1 �Xti):

Bemerkung 1.3. Der Funktionswert des elementaren Prozesses zur Zeit 0 hat keinen Ein
uss

auf den Wert des Integrals. Wir haben den zus�atzlichen Term ausschlie�lich aus technischen

Gr�unden mit in die De�nition der elementaren Prozessen aufgenommen.

Proposition 1.4. (i) Das elementare stochastische Integral ist wohlde�niert.

(ii) Sowohl der Raum der adaptierten c�adl�ag Prozesse als auch E sind linear.

(iii) Das stochastische Integral ist im Integranden und im Integrator linear (d.h. es ist bilinear).

(iv) Das stochastische Integral H �X ist adaptiert und c�adl�ag.

(v) Ist X ein c�adl�ag Martingal und H 2 E, so ist H �X ein Martingal.

(vi) Es gilt f�ur H;G 2 E das Assoziativgesetz

(HG) �X = H � (G �X):

Bemerkung 1.5. Allgemein wird in Finanzmarktmodellen der Verm�ogensprozess, der von ei-

ner Handelsstrategie erzeugt wird, durch ein stochastisches Integral beschrieben. Hierbei erlaubt

man aber meist allgemeinere Integranden als die von uns bisher betrachteten. Obwohl in der

Realit�at kontinuierlicher Handel nicht m�oglich ist und Handelsstrategien durch Treppenfunktio-

nen beschrieben werden, macht es Sinn auch allgemeinere Strategien zuzulassen. Betrachtet man

zum Beispiel Optimierungsprobleme in Finanzm�arkten so �ndet man meist nur im allgemeineren

Modell optimale Strategien.

Unabh�angig von der Finanzmathematik werden wir auch noch weitere Anwendungen in der

Analysis kennenlernen.
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1.2 Integration bzgl. Integratoren von lokal endlicher Variation

Im folgenden betrachten wir den Fall, in dem der Integrator von lokal endlicher Variation ist.

De�nition 1.6. Eine Funktion g : [0;1)! R (oder Rd) ist von lokal endlicher Variation, wenn

g rechtsstetig ist und f�ur alle t � 0

jgjt := supf
n�1X
i=0

jgti+1 � gti j : n 2 N; 0 = t0 < � � � < tn = t
	

endlich ist.

Satz 1.7. F�ur eine Funktion g : [0;1) ! R von lokal endlicher Variation gelten folgende

Eigenschaften:

� t 7! jgjt ist monoton wachsend und rechtsstetig

� Die Funktionen g+; g� : [0;1)! [0;1) gegeben durch

g+t =
1

2
(jgjt + gt � g0) und g�t =

1

2
(jgjt � (gt � g0))

sind rechtsstetig, monoton wachsend und starten in der 0 und es gilt

gt � g0 = g+t � g�t und jgjt = g+t + g�t :

� g ist c�adl�ag.

De�nition 1.8. F�ur g : [0;1) ! R von lokal endlicher Variation und f : [0;1) ! R lokal

beschr�ankt und messbar setzen wirZ t

0
fs dgs =

Z
(0;t]

fs �
+(ds)�

Z
(0;t]

fs �
�(ds);

wobei �+ und �� die Ma�e auf B+ := B(0;1) sind mit

�+((0; t]) = g+t und ��((0; t]) = g�t

f�ur t > 0.

Bemerkung 1.9. Die Existenz der Ma�e folgt aus der Rechtsstetigkeit, Monotonie und dem

Startpunkt 0. Das Integral kann auch f�ur nichtbeschr�ankte messbare Funktionen f de�niert

werden. Hierbei muss eine entsprechende Integrierbarkeitsannahme, wie z.B.Z t

0
jfsj djgjs =

Z t

0
jfsj�+(ds) +

Z t

0
jfsj��(ds) <1

vorausgesetzt werden.
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Satz 1.10 (Interpretation als Riemann-Stieltjes-Integral). Sei g : [0;1)! R von lokal endlicher

Variation. Weiterhin sei f : [0;1) ! R linksstetig und beschr�ankt. Dann gilt f�ur jede Folge

(�n)n2N von Partitionen

�n : 0 = t(n)0 < � � � < t(n)N(n) = t

von [0; t] deren Feinheit gegen 0 konvergiert

lim
n!1

N(n)�1X
i=0

f
t
(n)
i

(g
t
(n)
i+1

� g
t
(n)
i

) =

Z t

0
fs dgs:

Satz 1.11. Sei g stetig und von lokal beschr�ankter Variation. Dann gilt f�ur eine stetig di�eren-

zierbare Funktion f : R! R und 0 � s < t

f(gt)� f(gs) =

Z t

s
f 0(gu) dgu:

Weiterhin ist (f(gt)) wieder ein stetiger Pfad von lokal beschr�ankter Variation.

Korollar 1.12. Sei h : [0;1)! R eine lokal beschr�ankte messbare Funktion und seien f; g wie

im vorhergehenden Satz, so giltZ t

0
hs df(gs)) =

Z t

0
hs f

0(gs) dgs:

Wir schreiben hierf�ur kurz

df(gs) = f 0(gs) dgs:

De�nition 1.13. Einen stochastischen Prozess (At) nennen wir FV-Prozess (f inite variation),

wenn er adaptiert und rechtsstetig ist und jede Realisierung auf jedem Kompaktum endliche

Variation hat. Weiterhin bezeichnen wir mit A die Familie der stetigen FV-Prozesse.

Proposition 1.14. Ist (At) ein FV-Prozess so existieren Ma�kerne �+; �� : 
� B+ ! [0;1)

mit

A+
t (!) = �+(!; (0; t]) und A�t = ��(!; (0; t]) f�ur alle t � 0:

Weiterhin sind �+
��
(0;t]

und ��
��
(0;t]

Ma�kerne von (
;Ft) nach ((0; t];B(0;t]).
Wir k�onnen nun das stochastische Integral f�ur FV-Integratoren und produktmessbare lokal be-

schr�ankte Integranden H : 
� [0;1)! R de�nieren indem wirZ t

0
Hs dAs : 
 7!

Z t

0
Hs(!)�

+(!;ds)�
Z t

0
Hs(!)�

�(!;ds)

setzen.

Bemerkung 1.15. � Diese De�nition entspricht f�ur elementare Integranden der vorherge-

henden De�nition.

� Das so de�nierte Integral ist F-B-messbar.
Damit das Integral auch (Ft)-adaptiert ist, ben�otigen wir eine Zusatzannahme an (Ht).
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De�nition 1.16. Ein stochastischer Prozess (Xt)t�0 hei�t progressiv messbar, wenn f�ur alle

t � 0


� [0; t]! R; (!; s) 7! Xs(!)

Ft 
 B[0;t]-messbar ist.
Lemma 1.17. Alle adaptierten rechtsstetigen (linksstetige) Prozesse sind progressiv messbar.

Proposition 1.18. Ist (Ht) lokal beschr�ankt und progressiv messbar und ist (At) ein FV-Prozess

so ist �Z t

0
Hs dAs

�
t�0

ein progressiv messbarer c�adl�ag Prozess (insbesondere adaptiert).

Wir haben bereits gesehen, dass der Wienerprozess fast sicher auf keinem echten Intervall end-

lich ist. Somit ist die obige Theorie in dieser Form nicht anwendbar! Wir werden sp�ater einen

Integrationsbegri� f�ur stetige Martingale kenenlernen. Zuvor m�ussen wir jedoch noch einige

Vorarbeiten leisten.
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2 (Semi-)Martingale

2.1 �Aquivalenzbegri�e f�ur stochastische Prozesse in stetiger Zeit

Wir haben bereits gesehen, dass der Begri� der bedingten Erwartung, bzw. Objekte in Lp-

R�aumen nur bis auf P-fast sichere �Aquivalenz eindeutig de�niert ist. Im folgenden werden wir

f�ur stochastische Prozesse zwei �Aquivalenztypen verwenden.

De�nition 2.1. Seien (Xt) und (X 0
t) R (bzw. Rd)-wertige stochastische Prozesse.

� (Xt) und (X 0
t) sind Modi�kationen voneinander, wenn

8t � 0 : P(Xt = X 0
t) = 1:

� (Xt) und (X 0
t) hei�en ununterscheidbar, wenn es eine Menge 
0 2 F gibt mit P(
0) = 1

und

8! 2 
08t � 0 : Xt(!) = X 0
t(!):

Bemerkung 2.2. Die Ununterscheidbarkeit impliziert, dass die Prozesse Modi�kationen von-

einander sind. Die Umkehrung gilt jedoch im allgemeinen nicht f�ur Prozesse mit �uberabz�ahlbarer

Indexmenge.

Lemma 2.3. Sind (Xt) und (X 0
t) rechtsseitig (oder linksseitig) stetige Prozesse, so sind sie

genau dann Modi�kationen voneinander, wenn sie ununterscheidbar sind.

2.2 Die �ublichen Bedingungen

De�nition 2.4. Eine Filtration (Ft) hei�t rechtsstetig (linkstetig), wenn

Ft =
\
s>t

Fs, bzw. Ft =
(W

s<tFs wenn t > 0

F0 wenn t = 0:

mit der Konvention, dass
W

�uber die leere Menge F0 ist.
Lemma 2.5. F�ur eine Filtration (Ft) sind die Filtrationen (Ft+)t�0 (bzw. (Ft�)) gegeben durch

Ft+ =
\
s>t

Fs und Ft� =

(W
s<tFs wenn t > 0

F0 wenn t = 0:

rechtsstetig (linksstetig).

De�nition 2.6. � Eine Menge A � 
 nenen wir (P;F)-Nullmenge (kurz P-Nullmenge),

wenn es eine Menge A0 2 F gibt, sodass

P(A0) = 0 und A � A0:

� Einen �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; (Ft);P) nennen wir vollst�andig, wenn F0
alle (P;F)-Nullmengen enth�alt.

9



Bemerkung 2.7. Achtung, damit ein �ltrierter Wahrscheinlichkeitsraum vollst�andig ist, reicht

es nicht zu fordern, dass Ft alle (P;Ft)-Nullmengen enth�alt!

Einen vollst�andigen Wahrscheinlichkeitsraum erh�alt man durch Vervollst�andigen.

Satz 2.8. Sei (
;F0; (F0
t );P

0) ein �ltrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Wir bezeichnen mit N
die P0-Nullmengen und setzen

Ft = F0
t _N =

�
A � 
 : 9A0 2 F0 mit A0�A 2 N	

und analog F = F0 _N . Weiterhin de�nieren wir P : F ! [0; 1] durch

P(A) = P0(A0) f�ur A 2 F ; A0 2 F0 mit A�A0 2 N :
Dann ist (
;F ; (Ft);P) ein vollst�andiger Wahrscheinlichkeitsraum, die Vervollst�andigung von

(
;F0; (F0
t );P

0).

De�nition 2.9. Ein �ltrierter Wahrscheinlichkeitsraum gen�ugt den �ublichen Bedingungen, wenn

er vollst�andig ist und die Filtration rechtsseitig stetig ist.

Bemerkung 2.10. Wir werden h�au�g annehmen, dass ein �ltrierter Raum den �ublichen Bedin-

gungen gen�ugt. Dies bedeutet in der Regel keine Einschr�ankung der Allgemeinheit, da wir jeden

�ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum zun�achst vervollst�andigen k�onnen und dann durch den �Uber-

gang zur rechtstetigen Filtration zu einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum, der die �ublichen

Bedingungen erf�ullt, gelangen. Wir werden sehen, dass hierbei alle relevanten Messbarkeitseigen-

schaften, bzw. Martingaleigenschaften erhalten bleiben. Den �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum,

den wir auf diese Weise gewinnen nennen wir Augmentierung.

2.3 Martingale

Wir werden nun eine Martingaltheorie in stetiger Zeit entwickeln. Hierbei werden die Erkennt-

nisse der diskreten Martingaltheorie sich als n�utzlich erweisen.

De�nition 2.11. Ein stochastischer Prozess M = (Mt)t�0 hei�t (Ft)-Submartingal, wenn
(M1) (Mt) (Ft)-adpatiert ist,
(M2) 8t � 0 : E[jMtj] <1 und

(M3) 80 � s � t : E[MtjFs] �Ms.

Sind (Mt) und (�Mt) Submartingale, so hei�t (Mt) (Ft)-Martingal. Ein stochastischer Pro-

zess mit Zusstandsraum Rd hei�t multivariates Martingal, wenn jeder Koordinatenprozess ein

Martingal ist. Wir bezeichnen mitM die Familie der stetigen Martingale.

Satz 2.12. (i) Der Raum der (multivariaten) Martingale ist linear.

(ii) Sei (Mt) ein multivariates Martingal und ' : Rd ! R eine konvexe Funktion, sodass '(Mt)

f�ur jedes t � 0 integrierbar ist. Dann ist ('(Mt)) ein Submartingal.

(iii) F�ur � � 0 und Submartingale (Mt) und (Nt) sind

M +N;�M und M _N
Submartingale.
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2.4 Stoppzeiten

De�nition 2.13. Eine Abbildung T : 
! [0;1] hei�t (Ft)-Stoppzeit, wenn f�ur alle t � 0

fT � tg 2 Ft:
Die von einer Stoppzeit T erzeugte �-Algebra ist

FT = fA 2 F1 : A \ fT � tg 2 Ft f�ur alle t � 0g:
Bemerkung 2.14. � FT ist eine �-Algebra

� Es gilt f�ur eine deterministische Stoppzeit T (!) = t (! 2 
)
FT = Ft:

Lemma 2.15. F�ur Stoppzeiten S; T gilt

� FS^T = FS \ FT
� Ist S � T so gilt FS � FT .

Satz 2.16. Sei X progressiv messbar, X1 eine F1-messbare Zufallsvariable und T eine Stopp-

zeit.

(i) XT : 
! R (Rd) ist FT -messbar
(ii) Der gestoppte Prozess XT : (!; t) 7! Xt^T (!)(!) ist progressiv messbar.

Lemma 2.17. Ist (Ft)-rechtsseitig stetig, so ist T : 
 ! [0;1] genau dann eine Stoppzeit,

wenn f�ur alle t � 0

fT < tg 2 Ft: (2)

Bemerkung 2.18. Gilt f�ur eine Abbildung T : 
 ! [0;1] die Eigenschaft (2) f�ur alle t > 0,

so nennt man T auch optionale Stoppzeit. Nach dem letzten Lemma gilt also:

(Ft) rechtsstetig und T optionale Stoppzeit =) T Stoppzeit:

Lemma 2.19. Seien S; T; T1; : : : Stoppzeiten. Dann sind

S ^ T; S _ T; S + T und sup
n2N

Tn

wieder Stoppzeiten. Ist (Ft) rechtsstetig, so ist auch infn2N Tn eine Stoppzeit.

De�nition 2.20. Sei (Xt) ein adaptierter Rd-wertiger Prozess und A 2 Bd. Dann hei�t

TA(!) = infft � 0 : Xt(!) 2 Ag
Eintrittszeit von A.

Satz 2.21. Sei (Xt) ein rechtsstetiger adaptierter Prozess.

(i) Ist (Xt) sogar stetig, so ist TA f�ur jede abgeschlossene Menge A � Rd eine Stoppzeit.

(ii) Ist (Ft) rechtsstetig, so ist TA f�ur jede o�ene Menge A � Rd eine Stopppzeit.

(iii) Unter den �ublichen Bedingungen ist TA f�ur jede Menge A 2 Bd eine Stoppzeit.
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2.5 Konvergenzs�atze

Satz 2.22. Sei (Xt) ein rechtsstetiges Submartingal. Gilt

sup
t�0

E[X+
t ] <1

so konvergiert (Xt) fast sicher gegen eine reelle Zufallsvariable X1.

Satz 2.23. Sei (Xt) ein Martingal. Folgende Aussagen sind �aquivalent:

(i) (Xt) konvergiert in L1 gegen eine Zufallsvariable X1.

(ii) Die Familie fXt : t � 0g ist gleichgradig integrierbar.
(iii) Es existiert eine Zufallsvariable �X sodass

Xt = E[ �XjFt]; fast sicher.

f�ur alle t � 0.

Satz 2.24 (Stoppsatz). Sei (Xt)t�0 ein rechtsstetiges (Sub-)Martingal und S � T Stoppzeiten

sodass S entweder uniform beschr�ankt ist oder (Xt) in L1 konvergiert. Dann gilt

E[XT jFS ] (�)
= XS :

Lemma 2.25. Ist (Xt)t�0 ein rechtsstetiges (Sub-)Martingal und T eine Stoppzeit, so ist auch

XT := (XT
t )t�0 := (XT^t)t�0

ein (Sub-)Martingal.

2.6 Doob'sche Ungleichungen

Satz 2.26 (Submartingalungleichung von Doob). Ist (Xt) ein rechtsstetiges Martingal (oder ein

nichtnegatives Submartingal), so gilt f�ur p; q > 1 mit 1
p +

1
q = 1

E
�
sup
s�t
jXsjp

�1=p � qE[jXtjp]1=p:

Insbesondere gilt

E
�
sup
s�t

X2
s

� � 4E[X2
t ]:

Satz 2.27 (Maximalungleichung von Doob). Ist (Xt) ein rechtsstetiges Martingal (oder ein

nichtnegatives Submartingal), so gilt f�ur � > 0

P
�
sup
s�t
jXsj � �

� � ��1E[jXtj]:

12



2.7 Regularisierung

Satz 2.28. Sei (Xt) ein (Ft)-Submartingal. Dann existiert eine P-Nullmenge N � 
, sodass

f�ur alle ! 2 
nN die Limites

Xt+(!) = lim
s#t
s2Q

Xs(!) (t � 0)

und

Xt�(!) = lim
s"t
s2Q

Xs(!) (t > 0)

existieren. Setzen wir X0� = X0, so sind die Prozesse (M�
t ) Submartingale1 bez�uglich den

Filtrationen (Ft�). Ist zus�atzlich t 7! E[Xt] rechtsstetig (linksstetig) so gilt

E[Xt+jFt] = Xt (bzw. E[XtjFt�] = Xt�):

Korollar 2.29. Fast jede Trajektorie von (Xt+) ist c�adl�ag.

Korollar 2.30. Sei (Xt) ein rechtsstetiges (Ft)-Submartingal. Dann ist (Xt) auch ein Submar-

tingal bez�uglich (Ft+) und dessen Augmentierung.

Korollar 2.31. Unter den �ublichen Bedingungen existiert f�ur ein Submartingal (Xt) mit rechts-

stetiger Funktion t 7! E[Xt] eine Modi�kation mit c�adl�ag Trajektorien.

2.8 Lokale Martingale

Wir verallgemeinern nun den Martingalbegri� noch etwas weiter.

De�nition 2.32. Ein adaptierter stochastischer Prozess M = (Mt)t�0 ist ein lokales (Ft)-
Martingal, wenn es eine Folge von (Ft)-Stoppzeiten (Tn)n2N0 gibt mit

0 = T0 � T1 � T2 � : : : und lim
n!1

Tn =1; fast sicher:

Eine solche Folge von Stoppzeiten nennen wir Lokalisierungsfolge. Die Familie der stetigen lokalen

Martingale bezeichnen wir mitMloc.

Satz 2.33. Ist (Mt)t�0 ein stetiges lokales Martingal, so ist (Tn)n2N gegeben durch

Tn = infft � 0 : jMtj � ng

eine Lokalisierungsfolge.

De�nition 2.34. Sei � eine (0;1]-wertige Zufallsvariable. Der Prozess (Xt : t 2 [0; �)) hei�t

lokales Martingal, wenn es eine Folge von monoton wachsenden Stoppzeiten (Tn)n2N0 mit Tn " �
gibt f�ur die die gestoppten Prozesse XTn Martingale sind.

Satz 2.35. Sei (Xt)t2[0;�) ein stetiges lokales Martingal. Dann existiert eine Bijektion 
 :

[0;1)! [0; �) (Zeitwechsel), sodass

1F�ur ! 2 N de�nieren wir den Wert X�
t (!) mittels lim sup.
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� 
(t) (8t � 0) eine Stoppzeit ist und

� (X
(t))t2[0;1) ein stetiges Martingal bez�uglich (F
(t))t�0 ist.

Satz 2.36. Ist (Xt)t�0 ein lokales rechtsstetiges Martingal mit

E[ sup
0�s�t

jXsj] <1 f�ur alle t � 0;

so ist (Xt)t�0 ein Martingal. Insbesondere ist jedes uniform beschr�ankte rechtsstetige lokale Mar-

tingal ein Martingal.

Wir haben bereits gesehen, dass der Wienerprozess fast sicher �uber jedem echten Intervall keine

endliche Variation hat. Diese Aussage l�asst sich weiter vertst�arken:

Satz 2.37. Jedes stetige lokale Martingal von lokal beschr�ankter Variation ist fast sicher kon-

stant, d.h.Mloc
0 \ A = f0g.

De�nition 2.38. Die Prozesse des Raums

S :=Mloc
0 �A = fM +A :M 2Mloc

0 ; A 2 Ag

hei�en stetige Semimartingale.

2.9 Der Raum der uniform quadratintegrierbaren Martingale

De�nition 2.39. Der Raum

H2 :=
�
M 2Mloc : E[sup

t�0
M2

t ] <1g

hei�t Familie der (stetigen) uniform quadratintegrierbaren Martingale.

Satz 2.40. Der Raum H2=� (� Ununterscheidbarkeit) versehen mit der Norm

M 7! E
�
sup
t�0

M2
t

�1=2
ist ein Banachraum.

2.10 Die quadratische Variation (Doob-Meyer Zerlegung)

Satz 2.41 (Doobsche Zerlegung, Varianzprozess). Sei (Xt)t�0 ein stetiges lokales Martingal. Es

existiert genau ein stetiger wachsender adaptierter Prozess hXi = (hXit)t�0 mit Startwert 0,

sodass

(X2
t �X2

0 � hXit)t�0

ein lokales Martingal ist, die sogenannte quadratische Variation von X.
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Zun�achst zeigt man die Eindeutigkeit. Danach betrachtet man f�ur eine Zerlegung � : 0 = t0 <

t1 < : : : von [0;1) (d.h. eine strikt wachsende Folge (tn)n2N0 mit tn !1) den Prozess (Q�
t )t�0

gegeben durch

Q�
t =

1X
i=0

(Xtk+1^t �Xtk^t)
2 (t � 0);

den sogennaten Q-Prozess.

Der Beweis wird in zwei Schritten ausgef�uhrt. Im ersten Schritt beweist man die Aussage f�ur

uniform beschr�ankte Martingale X indem man zeigt, dass f�ur Zerlegungen �n deren Feinheit

gegen 0 konvergiert

(i) X2 �Q�n ein Martingal ist und

(ii) (X2 �Q�n : n 2 N) eine Cauchy Folge in H2 ist.

Danach erweitert man das Resultat auf allgemeine lokale Martingale durch ein Stoppargument.

Lemma 2.42. F�ur ein beschr�anktes stetiges Martingal (Xt) ist (X
2
t �Qt)t�0 ein Martingal.

Lemma 2.43. Sei (Xt)t�0 2 M0 uniform beschr�ankt und �n : 0 = tn0 < tn1 < : : : eine Folge

von Zerlegungen von [0;1) mit j�nj ! 0. Dann ist

(X2 �Q�n : n 2 N)

eine Cauchy Folge in H2.

Es folgt hieraus unmittelbar, dass bei einer Darstellung des Limes als X2�hXi der letztere Pro-
zess die gew�unschten Eigenschaften erf�ullt. Um den Existenzbeweis der quadratischen Variation

zu vervollst�andigen nutzt man das folgende Lemma.

Lemma 2.44. F�ur (Xt) 2M0 uniform beschr�ankt und eine Stoppzeit T gilt

hXT i = hXiT :

Mithilfe der vorhergenden Lemmas kann man letztendlich die Existenz der quadratischen Varia-

tion f�ur X 2Mloc zeigen. Die Aussage des vorhergehenden Lemmas gilt analog f�ur X 2Mloc.

Korollar 2.45. Ist X ein stetiges quadratintegrierbares Martingal so ist

X2 � hXi

ein Martingal.

De�nition 2.46. Wir setzen f�ur X =M +A 2 S

hXi = (hXit)t�0 := hMi:

und nennen hXi die quadratische Variation von X.
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Satz 2.47. F�ur X = M + A 2 S und Zerlegungen �n : 0 = tn0 < tn1 < : : : von [0;1) mit

j�nj ! 0 gilt f�ur jedes t � 0

lim
n!1

1X
i=0

(Xtni+1^s
�Xtni ^s

)2| {z }
=Q�n

s

= hXis gleichm�a�ig f�ur s 2 [0; t];

in Wahrscheinlichkeit. D.h. f�ur alle " > 0 gilt

lim
n!1

P( sup
0�s�t

jQ�n
s � hXisj > ") = 0:

2.11 Die quadratische Kovariation

De�nition 2.48. F�ur X;Y 2 S bezeichnen wir mit

hX;Y i = 1

4
(hX + Y i � hX � Y i)

die Kovariation (oder auch den Klammerprozess) von X und Y . Insbesondere gilt hXi = hX;Xi.
Satz 2.49 (Eigenschaften der Kovariation). F�ur X;Y 2 S gilt:

(i) hX;Y i 2 A0

(ii) Die Kovariation ist symmetrisch und bilinear.

(iii) F�ur eine Stoppzeit T gilt

hX;Y iT = hXT ; Y i = hXT ; Y T i:

(iv) Ist X 2Mloc, so folgt

hXi = 0 , X ist fast sicher konstant.

(v) F�ur eine Familie (�n)n2N von Zerlegungen von [0;1) mit j�nj ! 0 und t � 0 gilt

lim
n!1

1X
i=0

(Xtni+1^s
�Xtni ^s

)(Ytni+1^s
� Ytni ^s) = hX;Y is; gleichm�a�ig in [0; t];

in Wahrscheinlichkeit.

(vi) MN � (MN)0 � hM;Ni 2 Mloc
0
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3 Das stochastische Integral

3.1 Die previsible-�-Algebra

Ziel des Kapitels ist es das stochastische Integral f�ur previsiblen Integranden einzuf�uhren.

De�nition 3.1. (i) F�ur eine Filtration (Ft) bezeichnen wir mit P(F) die �-Algebra auf 
�
[0;1), die von den Mengen der Form

A� (a; b] (0 � a � b; A 2 Fa)

und

A� f0g (A 2 F0)
erzeugt wird, die sogenannte previsible-�-Algebra.

(ii) Ein stochastischer Prozess X : 
 � [0;1) ! R (oder Rd) hei�t (Ft)-previsibel, wenn er

bez�uglich der previsiblen-�-Algebra P(F) messbar ist.
Satz 3.2. Die previsible-�-Algebra wird von

� den elementaren Prozessen (oder auch E)
� den adaptierten c�agl�ad Prozessen

erzeugt.

Proposition 3.3. Ein previsibler Prozess ist progressiv messbar.

3.2 Quadratintegrierbare Martingale als Integratoren

Satz 3.4. Sind M;N 2 H2 und H 2 E, so gilt:

(i) Die Abbildung E �H2 3 (H;M) 7! H �M 2 H2
0 ist bilinear

(ii) hH �M;Nit =
R t
0 Hs dhM;Nis, kurz hH �M;Ni = H � hM;Ni

(iii) hH �Mit =
R t
0 H

2
s dhMis = (H2 � hMi)t

(iv) kH �Mk2H2 = E
R1
0 H2

s dhMis (Itô Isometrie)

De�nition 3.5. F�ur M 2 H2 de�nieren wir ein Ma� auf 
� [0;1) durch

PM (A� (s; t]) = E
hZ t

s
1lA dhMis

i
:

Der entsprechende L2-Raum f�ur previsible Prozesse ist nun gegeben durch

L2(M) =
n
H previsibel : E

Z 1

0
H2
s dhMis <1

o
:

Ferner bezeichne

kHkM := E
hZ 1

0
H2
s dhMis

i1=2
17



die zugeh�orige L2-Norm und L2(M) = L2(M)=�M den zugeh�origen Hilbertraum. Hierbei ver-

wenden wir

H �M G :() E

Z 1

0
(Hs �Gs)

2 dhMis = 0

Wie wir mit obigem Satz gezeigt haben, ist die Abbildung

(E ; k � kM )! (H2
0; k � kH2); H 7! H �M

eine Isometrie. Insbesondere werden L2(M) Cauchy-Folgen in H2 Cauchy-Folgen �uberf�uhrt. Wir

werden nun das stochastische Integral f�ur Integranden H 2 L2(M) einf�uhren. Hierzu verwenden

wir die folgende Proposition.

Proposition 3.6. Der Raum E liegt dicht in L2(M).

Um das stochastische Integral
R
Hs dMs f�ur M 2 H2 und H 2 L2(M) zu de�nieren, w�ahlen wir

eine Folge (Hn : n 2 N) von Prozessen aus E mit

lim
n!1

Hn = H in L2(M)

und setzen

H �M :=
�Z t

0
Hs dMs

�
t�0

:= lim
n!1

Hn �M in H2:

Das Integral ist wohlde�niert und insbesondere nicht von der Wahl der Cauchy-Folge (Hn : n 2
N) abh�angig (direkte Folgerung aus der Itô-Isometrie und der Vollst�andigkeit von H2).

Wir beweisen ein Analogon von Satz 3.4 f�ur previsible Integranden, wobei wir zun�achst Eigen-

schaft (ii) von zuvor auslassen.

Satz 3.7. Es gelten folgende Aussagen f�ur M 2 H2 und H 2 E:
(i') Ist H = (Ht) uniform lokal beschr�ankten so sind die Abbildungen

L2(M) 3 G 7! G �M 2 H2
0 und H2 3 N 7! H �N 2 H2

0

linear.

(iii') hH �Mit =
R t
0 H

2
s dhMis = (H2 � hMi)t

(iv') kH �Mk2H2 = E
R1
0 H2

s dhMis (Itô Isometrie)

Beweis. Aussage (i') folgt direkt aus dem analogen Resultat f�ur elementare Integranden und

der De�nition des stochastischen Integrals.

(iv'): Sei (Hn : n 2 N) eine Folge aus E mit Hn ! H in L2(M). Dann konvergiert Hn �M gegen

H �M in H2, sodass

kH �MkH2  � kHn �MkH2 = kHnkL2(M) �! kHkL2(M):
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(iii'): Sei (Hn : n 2 N) eine Folge aus E mit Hn ! H in L2(M). Nun folgt mit der dritten

binomischen Formel und der Cauchy-Schwarz Ungleichung f�ur t � 0

E[j(H �M)2t � (Hn �M)2t j] = E[j((H +Hn) �M)t ((H �Hn) �M)tj]
� k(H +Hn) �MkH2| {z }

unif. beschr. in n

k(H �Hn) �MkH2| {z }
=kH�Hnk

L2(M)!0 (iv')

! 0

Analog gilt

E[j(H2 � hMi)t � ((Hn)2 � hMi)tj] = E[j((H +Hn)(H �Hn) � hMi)tj]
� kH +HnkL2(M)| {z }

unif. beschr. in n

kH �HnkL2(M)| {z }
!0

! 0

Somit konvergieren die Zufallsvariablen (Hn � M)2t und ((Hn)2 � hMi)t gegen (H � M)2t und

(H2 � hMi)t in L1(P) f�ur n!1. Es folgt f�ur 0 � s � t:

E[(H �M)2t � (H2 � hMi)tjFs] � E[(Hn �M)2t � ((Hn)2 � hMi)tjFs]
= (Hn �M)2s � ((Hn)2 � hMi)s �! (H �M)2s � (H2 � hMi)s;

wobei die Konvergenz in L1(P) gilt. �

3.3 Semimartingale als Integratoren

Zun�achst de�nieren wir das stochastische Integral f�ur IntegratorenM 2Mloc
0 . Hierzu verwenden

wir das folgende Lemma.

Lemma 3.8. Sei H 2 L2(M) und T eine Stoppzeit. Dann gilt:

(H �M)T = H �MT :

De�nition 3.9. F�ur M 2Mloc
0 betrachten wir

L2loc(M) =
�
H previsisbel

�� 8t � 0 :

Z t

0
H2
s dhMis <1; fast sicher

	
und L2

loc(M) = L2loc(M)=�M , wobei H �M G :, H = G PM -fast �uberall.

Seien nun M 2Mloc
0 und H 2 L2

loc(M) und

Tn = infft � 0 :

Z t

0
H2
s dhMis � n oder hMit � ng (n 2 N):

Dann ist MTn 2 H2 und H 2 L2(M) f�ur jedes n 2 N und wir erhalten mit dem vorhergehenden

Lemma, dass

(H �MTn) = (H �MTn+1)Tn :

Da laut Voraussetzung (Tn)n2N eine Lokalisierungsfolge ist, k�onnen wir nun das stochastische

Integral H �M als das eindeutige (bis auf Ununterscheidbarkeit) stetige lokale Martingal mit der

Eigenschaft

(H �M)Tn = H �MTn
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de�nieren.

Wir de�nieren nun das stochastische Integral f�ur Integratoren X = M + A 2 S mit M 2 Mloc
0

und A 2 A.
De�nition 3.10. (i) Wir setzen

I(X) :=
�
H previsibel

�� H 2 L2;loc(M) \ L1;loc(A)	;
wobei L1;loc(A) die Menge der produktmessbaren Funktionen H : 
� [0;1)! R mit

8t � 0 :

Z t

0
jHsjdjAjs <1, fast sicher,

bezeichnet.

(ii) Wir de�nieren I(X) := I(X)=�S , wobei

H �S G , H = G PM und PA fast �uberall, wobei S =M +A 2M0 �A:

Hierbei ist PA das Ma� auf 
� [0;1) mit

PA(B � (s; t]) = E
hZ t

s
1lB djAjs

i
(B 2 F):

(iii) F�ur H 2 I(X) de�nieren wir

H �X = H �M +H �A:

Bemerkung 3.11. (i) Dass H �A wohlde�niert ist, haben wir bereits in Kapitel 1 gesehen.

(ii) H � X ist bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig de�niert und formal bildet das stocha-

stische Integral Elemente X 2 S=� und H 2 I(X) auf ein Element H � X aus S=� ab.

(Hierbei bezeichnet � die �Aquivalenzrelation der Ununterscheidbarkeit.) Wird die Abbil-

dung in dieser Weise aufgefasst, so ist f�ur festes X 2 S=�

I(X) 3 H 7! H �X 2 S=�

injektiv (�Ubungsaufgabe).

(iii) Man beachte, dass alle lokal beschr�ankten previsiblen Prozesse bez�uglich jedes Semimar-

tingals integrierbar sind.

3.4 Eigenschaften des Itô Integrals

Satz 3.12. Seien X 2 S und H 2 I(X)

(i) Die Abbildung

flok. beschr�ankte previsible Prozesseg � S=� 3 (H;X) 7! H �X 2 S=�

ist bilinear.
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(ii) hH �Xit =
R t
0 H

2
s dhXis = (H2 � hXi)t

(iii) F�ur G 2 I(H �X) gilt

GH 2 I(X) und (GH) �X = G � (H �X)

(iv) a.) X 2Mloc ) H �X 2Mloc
0

b.) X 2 A ) H �X 2 A0.

(v) (H �X)T = (H1l[0;T ]) �X = H �XT f�ur alle Stoppzeiten T

(vi) F�ur fast jedes ! 2 
 und f�ur alle 0 � a < b gilt:

H(!) = 0 auf [a; b] oder X(!) konstant auf [a; b] ) H �X konstant auf [a; b]

Satz 3.13 (Majorisierter Konvergenzsatz der stochastischen Integration). Sei X =M +A 2 S
und H 2 I(X). Gilt f�ur eine Folge (Hn : n 2 N) previsibler Prozesse

jHnj � H und Hn
t ! 0 f.s., 8t � 0

so folgt f�ur t � 0

Hn �X ! 0 gleichm�a�ig auf [0; t]; in Wahrscheinlichkeit:

Beweis. Sei X =M +A 2Mloc
0 �A und

Tm := infft � 0 :

Z t

0
jH2

s j dhXis +
Z t

0
jHsj djAjs � mg:

Wegen des klassischen majorisierten Konvergenzsatzes gilt���Z t^Tm

0
Hn
s dAs

��� � Z t

0
j1l[0;Tm](s)H

n
s j| {z }

�1l[0;Tm](s)Hs

djAjs ! 0:

Ferner gilt wegen der Itô Iometrie und der Doob-Ungleichung

E
h
sup
s�t

�
(Hn �M)Tms

�2i � 4E
��
(Hn)2 � hMi�Tm

t

�
= 4E

��
(1l[0;Tm]H

n)2 � hMi�
t

�! 0:

Mithilfe der Chebyshev Ungleichung folgt f�ur " > 0

lim
n!1

P(sup
s�t
j(Hn �X)Tms j > ") = 0

und die Aussage folgt, da (Tn) eine Lokalisierungsfolge ist. �

Satz 3.14 (Approximation durch Riemannsummen). Ist (Ht)t�0 linksstetig adaptiert und lokal

beschr�ankt und X 2 S, so gilt f�ur eine Folge von Zerlegungen �n : 0 = t0 < t1 < : : : von [0;1)

mit j�nj ! 0Z s

0
Hu dXu = lim

n!1

1X
i=0

Htni
(Xtni+1^s

�Xtni ^s
) gleichm�a�ig auf [0; t]; in Wahrscheinlichkeit:
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Beweis. Mit �n(t) := sup�n \ [0; t) (n 2 N, t � 0) erhalten wir die Darstellung

1X
i=0

Htni
(Xtni+1^s

�Xtni ^s
) =

Z s

0
H�n(u) dXu:

Wegen der Linksstetigkeit von H konvergieren die Prozesse f(H�n(s))s�0 : n 2 Ng punktweise
gegen H und (supu�s jHuj)s�0 ist eine integrierbare Majorante, sodass die Aussage direkt aus

dem majorisierten Konvergenzsatz der stochastischen Analysis folgt. �

3.5 Die Kunita-Watanabe Ungleichung

Es verbleibt noch das Analogon zu Eigenschaft (ii) aus Satz 3.4 zu beweisen. Hierzu werden

wir die sogenannte Kunita-Watanabe Ungleichung verwenden. Wir schreiben in Analogie zur

De�nition der Variationsnorm

jhX;Y ijt : 
 3 ! 7! sup
nn�1X
k=0

��hX;Y itk+1
(!)� hX;Y itk(!)

�� : 0 = t0 < � � � < tn = t
o

f�ur Semimartingale X;Y .

Satz 3.15 (Kunita-Watanabe Ungleichung). Seien X;Y 2 S und H;K : 
 � [0;1) ! R

produktmessbar. Dann gilt f�ur t � 0Z t

0
jHsKsj djhX;Y ijs �

�Z t

0
H2
s dhXis

�1=2�Z t

0
K2
s dhY is

�1=2
Beweis. a.) Wir zeigen zun�achst die Aussage f�ur Indikatoren �uber Intevalle (s; t]. Wir schreiben

kurz f�ur Semimartingale S; T 2 S

hS; T its = hS; T it � hS; T is und hSits = hSit � hSis:

Da f�ur � 2 R
0 � h�X + Y i = hXits �2 + 2hX;Y its �+ hY its

gilt, hat das quadratische Polynom

R 3 � 7! hXits| {z }
=:a

�2 + 2hX;Y its| {z }
=:b

�+ hY its|{z}
=:c

fast sicher maximal eine Nullstell oder ist konstant 0. Es folgt, dass

0 � b2 � 4ac = 4(hX;Y its)2 � 4hXitshY its:

Als n�achstes sei �n : s = t0 < � � � < tN(n) = t eine Folge von Zerlegungen von [s; t] deren

Feinheit gegen Null konvergiert. Es gilt

jhX;Y ijts = jhX;Y ijt � jhX;Y ijs = lim
n!1

N(n)�1X
i=0

jhX;Y it
n
i+1

tni
j
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Ferner gilt wegen Cauchy-Schwarz und obiger Ungleichung

N(n)�1X
i=0

jhX;Y it
n
i+1

tni
j �

�N(n)�1X
i=0

hXit
n
i+1

tni

�1=2�N(n)�1X
i=0

hY it
n
i+1

tni

�1=2
= (hXits)1=2(hY its)1=2:

Es folgt, dass jhX;Y ijts � (hXits)1=2(hY its)1=2.
b.) Als n�achstes zeigen wir die KW-Ungleichung f�ur K;H 2 E . Wir nehmen an dass beide

Darstellungen die gleichen St�utzstellen besitzen und folgern mittels Teil (a) und der Cauchy

Schwarz Ungleichung, dassZ t

0
jHsKsj djhX;Y ijs =

n�1X
i=0

jH (i)K(i)j jhX;Y ijti+1^t
ti^t

�
n�1X
i=0

jH (i)j(hXiti+1^t
ti^t

)1=2jK(i)j(hY iti+1^t
ti^t

)1=2

�
�n�1X
i=0

(H (i))2hXiti+1^t
ti^t

�1=2�n�1X
i=0

(K(i))2hY iti+1^t
ti^t

�1=2
=
�Z t

0
H2
s dhXis

�1=2�Z t

0
K2
s dhY is

�1=2
:

c.) Im letzten Schritt nutzen wir ein Approximationsargument zum Beweis der allgeminen Aus-

sage. Zun�achst seien H;K uniform beschr�ankt Dann existieren Prozesse (H (n) : n 2 N) und
(K(n) : n 2 N) in E mitZ t

0
[jH (n) �Hj+ jG(n) �Gj] d(hXi+ hY i+ jhX;Y ij)! 0;

sodassZ t

0
jHsKsjdjhX;Y ijs  

Z t

0
jH (n)

s K(n)
s j djhX;Y ijs �

�Z t

0
H (n)
s

2
dhXis

�1=2�Z t

0
K(n)
s

2
dhY is

�1=2
!
�Z t

0
H2
s dhXis

�1=2�Z t

0
K2
s dhY is

�1=2
:

F�ur uneschr�ankte H;K folgt die Aussage mittels monotoner Konvergenz. �

Bemerkung 3.16. Ist die linke Seite der Kunita-Watanabe Ungleichung endlich so ist insbe-

sondere
R t
0 HsKs dhX;Y is wohlde�niert und es gilt���Z t

0
HsKs dhX;Y is

��� � Z t

0
jHsKsjdjhX;Y ijs

Korollar 3.17. F�ur zwei Semimartingale X;Y 2 S und H 2 I(X) \ I(Y ) gilt H 2 I(X + Y )

und

H � (X + Y ) = H �X +H � Y:

23



Korollar 3.18. Es gilt f�ur X;Y 2 S und H 2 I(X):

hH �X;Y i = H � hX;Y i:

Beweis. Es reicht die Aussage unter der Annahme, dass hXi und H2 � hXi uniform beshr�ankt

sind zu beweisen. Die allgemeine Aussage folgt dann mittels Lokalisation. Nun ist X die direkte

Summe eines Martingals M 2 H2
0 und eines Prozesses A 2 A und wir w�ahlen eine Folge (H (n) :

n 2 N) elementarer Prozesse mit H (n) ! H in L2(M). Es folgt mittels Kunita-Watanabe

jhH �X;Y it�hH (n) �X;Y itj � h(H�H (n))�Xi1=2t hY i1=2t =
�Z t

0
(Hs�H (n)

s )2 dhXis
�1=2hY i1=2t ! 0

und analog

jH � hX;Y it �H (n) � hX;Y itj �
�Z t

0
(Hs �H (n)

s )2 dhXis
�1=2hY i1=2t ! 0:

Somit gilt

hH �X;Y it  � hH (n) �X;Y it = (H (n) � hX;Y i)t �! (H � hX;Y i)t:
�

3.6 Itô Di�erentiale

Unter dem Itô Di�erential eines Semmartingals X versteht man die Abbildung die nichtleeren

Intervallen [a; b] � [0;1) auf reelle Zufallsvariablen abbildet:

dXt : [a; b] 7!
Z b

a
dXs = Xb �Xa

Zuz�atzlich schreiben wir f�ur H 2 I(X)

Ht dXt : [a; b] 7!
Z b

a
Ht dXt = (H �X)b � (H �X)a

Weiterhin verwenden wir f�ur zwei Semimartingale X;Y 2 S die Konvention

dXt dYt := dhX;Y it
Aufgrund der Symmetrie und Bilinearit�at von h�; �i gelten das Kommutativgesetz und das Dis-

tributivgesetz. Weiterhin gilt das Assoziativgesetz.

Viele Aussagen lassen sich nun im Itô Di�erentialkalk�ul darstellen. F�ur lokal beschr�ankte previ-

sible Prozesse H;G gilt zum Beispiel:

d(G � (H �X))t = Gt d(H �X)t = GtHt dXt
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3.7 Die Itô-Formel

Satz 3.19. Sei f : Rd ! R eine zweimal stetig di�erenzierbare Funktion und X(1); : : : ; X(d) 2 S.
Es gilt

f(X(1)

t ; : : : ; X(d)

t )� f(X(1)

0 ; : : : ; X(d)

0 ) =
dX
i=1

Z t

0
@xif(X

(1)
s ; : : : ; X(d)

s ) dX(i)
s

+
1

2

dX
i;j=1

Z t

0
@xixjf(X

(1)
s ; : : : ; X(d)

s ) dhX(i); X(j)is:

Insbesondere ist (f(Xt))t�0 wieder ein stetiges Semimartingal.

Bemerkung 3.20. Im Itô-Di�erentialkalk�ul lautet die Itô-Formel:

df(Xt) =
dX
i=1

@xif(Xt) dX
(i)

t +
1

2

dX
i;j=1

@xixjf(Xt) dX
(i)

t dX(j)

t

Korollar 3.21 (Partielle Integration). F�ur X;Y 2 S gilt

XtYt �X0Y0 =

Z t

0
Xs dYs +

Z t

0
Ys dXs + hX;Y is:

Im Itô Di�erentialkalk�ul erh�alt man

d(XY )t = Xt dYt + Yt dXt + dhX;Y it:

3.8 Multivariate Integration

In diesem Abschnitt f�uhren wir die Notation zur Integration von Matrix-wertigen Integranden

bzgl. multivariater Semimartingale ein. Hierbei folgen wir den Rechenregeln der Matrixmultipli-

kation. Seien m;n 2 N. Wir betrachten

� ein multivariates Semimartingal X = (X1; : : : ; Xm) (d.h. X1; : : : ; Xm 2 S) und
� einen previsiblen Matrix-wertigen Prozess H = (H i;j : i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ;m) (d.h.

H i;j sind reelle previsible Prozesse)

und wir bezeichnen mit

(H �X)t =

Z t

0
Hs dXs

das multivariate Semimartingal de�niert durch

(H �X)it := (H i;� �X)t :=
nX
j=1

Z t

0
H i;j
s dXj

s :

Zur Wohlde�niertheit muss H i;j 2 I(Xj) f�ur alle i = 1; : : : ; n und j = 1; : : : ;m gelten. Hierf�ur

schreiben wir kurz H 2 I(X). Wir nutzen analoge De�nitionen f�ur die Itô Di�erentiale.
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Beispiel 3.22. Ist W ein m-dimensionaler Wienerprozess, so folgt f�ur eine C2-Funktion f :

Rm ! R

f(Wt)� f(W0) =

Z t

0
rf(Ws) dWs +

1

2

Z t

0
�f(Ws) ds:

Ferner gilt f�ur H 2 I(W ) und ein multivariates Semimartingal Y mit

dYt = At dWt

gerade f�ur g : Rn ! R

g(Yt)� g(Y0) =

Z t

0
rg(Ys)At dWt +

1

2

Z t

0
�(AA�)tg(Ys) ds;

wobei �B (B 2 Rn�n) den Di�erentialoperator �B =
P

i;j B
i;j@xi;xj bezeichnet.

3.9 Das stochastische Exponential

De�nition 3.23. Sei X 2 S. Das Semimartingal E(X) gegeben durch

E(X)t = exp
n
Xt � 1

2
hXit

o
hei�t stochastisches Exponential von X.

Satz 3.24. Der Prozess Y = E(X) ist die eindeutige L�osung der stochastischen Di�erential-

gleichung (d.h. das eindeutige Semimartingal mit)(
dYt = Yt dXt

Y0 = expfX0g:

Beispiel 3.25. Es gelte Y = E(X). Kann man X als stochastisches Integral bzgl. Y darstellen?

Es gilt

dYt = Yt dXt:

Da Y = (Yt) als stochastisches Exponential fast sicher niemals die Null ber�uhrt erh�alt man

durch au�ntegrieren des Integranden 1
Yt

1

Yt
dYt = dXt:

D.h. X erf�ullt die Gleichung

Xt = log Y0 +

Z t

0

1

Ys
dYs:

X hei�t stochastischer Logarithmus von Y ; kurz X = L(Y ).
Bemerkung 3.26. F�ur Pfade von lokal endlicher Variation erhalten wir die Exponentialfunk-

tion:

X 2 A =) E(X) = (exp(Xt))t�0
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4 Markov Prozesse

4.1 L�evy's Charakterisierung des Wienerprozesses

De�nition 4.1. Ein stetiger (d-dimensionaler) stochastischer Prozess (Xt)t�0 mit X0 = 0 hei�t

(Ft)-Wienerprozes, wenn er (Ft)-adatiert ist und f�ur alle 0 � s < t

PXt�XsjFs = N (0; (t� s)Id) (3)

gilt.

Bemerkung 4.2. Die Bedingung (3) ist �aquivalent zu

� Xt �Xs ist unabh�angig von Fs
� Xt �Xs ist N (0; (t� s)Id)-verteilt.

Insbesondere folgt, dass die Inkremente �uber paarweise disjunkte Intervalle unabh�angig sind.

Ein (Ft)-Wienerprozess ist insbesondere ein Wienerprozess im ursp�unglichen Sinne.

Satz 4.3 (L�evy's Charakterisierung des Wienerprozesses). Sei X ein stetiger adaptierter Rd-

wertiger Prozess mit X0 = 0. Folgende Aussagen sind �aquivalent:

� (Xt) ist ein (Ft)-Wienerprozess

� 8i; j = 1; : : : ; d : hXi; Xjit = �ijt.

4.2 Grundlagen

De�nition 4.4. Eine d-dimensionale Markov-Familie besteht aus

� einem �ltrierten messbaren Raum (
;F ; (Ft)),
� einem (Ft)-adaptierten Prozess (Xt)t�0 und

� einem Markovkern P : Rd �F ! [0; 1] von (Rd;Bd) nach (
;F)
mit den Eigenschaften:

(i) 8x 2 Rd : Px(X0 = x) = 1

(ii) 8x 2 Rd; t; s � 0 und � 2 Bd gilt

Px(Xt+s 2 �jFs)(!) = PXs(!)(Xt 2 �) Px-fast sicher,

d.h.

Px
Xt+sjFs

(!;�) = PXs(!)(Xt 2 �) Px-fast sicher.

Wir nennen das Tupel (
;F ; (Ft); fPx : x 2 Rdg; X) Markov-Familie.
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Bemerkung 4.5. F�ur eine Markov-Familie gilt insbesondere

Px
Xt+sjFs

= Px
Xt+sj�(Xs)

;

die sogenannte Markov-Eigenschaft.

Beispiel 4.6. Die kanonische Markov-Familie des Wienerprozesses besteht aus

� 
 = C[0;1) (oder C([0;1);Rd) im multivariaten Fall)

� Ft = �(�s : s � t) und F = �(�s : s � 0), wobei f�t : t � 0g die Auswertungsfunktionale
an der jeweiligen Stellen t auf 
 bezeichnen (Projektionen),

� Px = W � ��1
x der in x gestartete Wienerprozess (hierbei bezeichnen W das Wienerma�

und �x : 
! 
; ! 7! (x+ !t)t�0 den Shift um den Wert x)

� X = (Xt)t�0 = (�t)t�0

Es folgt nun unmittelbar, dass diese Wahl zu einer Markov-Familie f�uhrt:

� Px(X0 = x) =W(�0 = 0) = 1

� Px(Xt+s 2 �jFs)(!) = N (Xs(!); t)(�) = PXs(!)(Xt 2 �).
In der De�nition der Markov-Familie wird gefordert, dass gegeben die Information Fs der Wert

des Prozesse zu einem zuk�unftigen Zeitpunkt t+ s genauso verteilt ist, wie der in Xs gestartete

Prozess zur Zeit t. Es stellt sich nun die Frage, ob dies auch f�ur die gesamte zuk�unftige Trajektorie

gilt.

Satz 4.7. Sei (
;F ; (Ft); fPx : x 2 Rdg; X) eine Markov-Familie. Es gilt f�ur � 2Nt�0 Bd und
x 2 Rd:

Px
Xs+�jFs

(!;�) = PXs(!)(X 2 �) f�ur Px-fast alle !: (4)

Insbesondere existiert eine regul�are bedingte Wahrscheinlichkeit Px
Xs+�jFs

. Hierbei bezeichnet

Xs+� den Prozess (Xs+t)t�0.

Es stellt sich die Frage, ob man die deterministische Zeit s in der Gleichung (4) durch eine

Stoppzeit ersetzen kann.

De�nition 4.8. Eine Markov-Familie erf�ullt die starke Markov Eigenschaft, wenn f�ur jede

Stoppzeit S

Px
XS+�jFS

(!;�) = PXS(!)(X 2 �) f�ur Px-fast alle ! gilt.

Insbesondere muss hierzu XS+� ein stochastischer Prozess sein (d.h. F-
t�0Bd-messbar sein).
Bemerkung 4.9. Zum Beweis der starken Markov Eigenschaft reicht es zu beweisen, dass f�ur

alle x 2 Rd und � 2 Bd

Px
XS+tjFS

(!;�) = PXS(!)(Xt 2 �) f�ur Px-fast alle ! gilt.

Dass dies ausreicht, folgt wie im Fall deterministischer Zeiten S = s.

Wir betrachten zun�achst den Wienerprozess.
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4.3 Die starke Markov Eigenschaft des Wienerprozesses

Satz 4.10. Sei (Wt) ein (Ft)-Wienerprozess und S eine fast sicher endliche Stoppzeit. Dann

ist

X = (WS+t �WS)t�0

ein (F(S+t)+)t�0-Wienerprozess. Insbesondere ist damit X ein von FS+ unabh�angiger Wiener-

prozess.

Es folgt die starke Markov Eigenschaft f�ur den Wienerprozess.

Korollar 4.11. Sei W ein (Ft)-Wienerprozess und S eine fast sicher beschr�ankte Stoppzeit. Es

gilt f�ur � 2Nt�0 Bd
PWS+�jFS+(!;�) = PWS(!)(fW 2 �)

f�ur P-fast alle !. (Hierbei ist fW ein stochastischer Prozess auf einem messbaren Raum und

fPx : x 2 Rdg eine Familie von Ma�en unter denen fW ein in x gestarteter Wienerprozess ist.)

Insbsondere gilt f�ur ein beschr�anktes messbares Funnktional 	 : C([0;1);Rd)! R

E[	(WS+�)jFS+] = E[�(WS)]

mit �(x) := Ex[	(fW )].

Als eine Anwendung dieses Resultats erhalten wir:

Korollar 4.12. Sei W ein eindimensionaler Wienerprozess. F�ur a � 0 und t > 0 gilt

P(max
s2[0;t]

Ws � a) = 2P(Wt � a):

Korollar 4.13. Sei U � Rd ein beschr�ankte o�ene Menge in Rd und sei � : @U ! R eine

beschr�ankte Borel-messbare Funktion. Wir de�nieren f�ur x 2 U

u(x) := Ex[�(WT )]; wobei T = infft � 0 :Wt 2 @Ug

und (Wt) ein multivariater Wienerprozess ist. Es folgt, dass f�ur eine Kugel B(x; r) � U :

u(x) =

Z
@B(x;r)

u(y) d�(u);

wobei � das normierte Haarma� (oder Hausdor� Ma� der Dimension d� 1) auf @B(x; r) ist.

4.4 Die starke Markov Eigenschaft f�ur allgemeine Markov-Familien

Wir betrachten nun eine allgemeine Markov-Familie (
;F ; (Ft); fPx : x 2 Rdg; X). Wir assozi-

ieren die Markov-Familie mit einer Familie fUt : t � 0g von Operatoren, die die Menge � der

beschr�ankten Borel-messbaren Funktionen f : Rd ! R wieder in sich selbst abbilden:

Ut : �! �; (Utf)(x) = Ex[f(Xt)]:
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Satz 4.14. Es gilt f�ur t; s � 0

Ut+s = Ut � Us;
die sogenannte Chapman-Kolmogorov Gleichung. D.h. fUt : t � 0g ist eine Halbgruppe.
Satz 4.15. Eine Markov-Familie (
;F ; (Ft); fPx : x 2 Rdg; X) besitz, die starke Markov-

Eigenschaft, wenn

� X rechtsstetig ist und

� 8t � 0: Ut stetige Funktionen mit kompaktem Tr�ager wieder auf stetige Funktionen abbildet.

Bemerkung 4.16. Auch aus diesem Ergebnis folgt die starke Markov Eigenschaft der kanoni-

schen Markov-Familie des Wienerprozesses, da f�ur (xn)n2N mit xn ! x wegen des majorisierten

Konvergenzsatzes

Utf(xn) =

Z
Rd

1

(2�t)d=2
e�

jy�xnj
2

2 f(y) dy !
Z
Rd

1

(2�t)d=2
e�

jy�xj2

2 f(y) dy = Utf(y):

Es gilt sogar noch mehr. F�ur jede Funktion f 2 � und t > 0 ist Utf 1-oft partiell di�erenzierbar.
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5 Zusammenh�ange mit partiellen Di�erentialgleichungen

5.1 Das Dirichlet Problem

Sei U � Rd ein o�enes beschr�anktes Gebiet und

� : @U ! R

eine stetige Funktion. Eine Funktion u : �U ! R, die

� zweimal stetig di�erenzierbar in U und

� stetig in �U ist,

hei�t L�osung des Dirichlet Problems auf U mit Randbedingung �, wenn(
�u(x) = 0 8x 2 U
u(x) = �(x) 8x 2 @U

wobei �u =
Pd

i=1 @ii den Laplaceoperator bezeichnet.

Bemerkung 5.1. Wenn �U einen homogenenen K�orper darstellt an dem am Rand @U eine

Spannung � angelegt ist, dann stellt die L�osung des Dirichletproblems den Spannungsverlauf im

K�orper dar.

Satz 5.2. Sei u eine L�osung des Dirichletproblems auf �U mit Randwert �. Dann gilt f�ur x 2 U

u(x) = Ex[�(WT )];

wobei T := infft � 0 :Wt 2 @Ug. Insbesondere ist die L�osung eindeutig.
Korollar 5.3. F�ur eine harmonische Funktion u : U ! R (d.h. �u = 0), x 2 U und r > 0 mit

B(x; r) � U gilt

u(x) =

Z
@B(x;r)

u(y)�(dy):

Satz 5.4. F�ur d � 3 erf�ullt der d-dimensionale Wienerprozess W

jWtj ! 1; fast sicher.

Satz 5.5. F�ur den WienerprozessW in R2 und x 2 R2 existieren fast sicher endliche Stoppzeiten

(T x
n ) mit

� T x
n !1

� WTxn ! x
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5.2 Das Poisson Problem

Sei U � Rd ein o�enes beschr�anktes Gebiet und

� : U ! R

eine stetige Funktion. Eine Funktion u : �U ! R, die

� zweimal stetig di�erenzierbar in U und

� stetig in �U ist,

hei�t L�osung des Poisson Problems auf U mit Potential �, wenn(
1
2�u(x) = ��(x) 8x 2 U
u(x) = 0 8x 2 @U:

Satz 5.6. Sei u eine L�osung des Poisson Problems auf �U mit uniform beschr�anktem Potential

�. Dann gilt f�ur x 2 U
u(x) = Ex[

Z T

0
�(Ws) ds];

wobei T := infft � 0 :Wt 2 @Ug. Insbesondere ist die L�osung eindeutig.
Bemerkung 5.7. F�ur � = 1 erh�alt man

u(x) = Ex[T ]:

Lemma 5.8. Sei U � Rd eine beschr�ankte o�ene Menge. Dann gilt f�ur x 2 U und T = infft �
0 :Wt 2 @Ug

Ex[T p] <1
f�ur alle p > 0.

5.3 Die Feynman-Kac Formel

Seien � : (0;1)�Rd ! R und g : Rd ! R stetige Funktionen. Eine Funktion u : [0;1)�Rd ! R,

die

� zweimal stetig di�erenzierbar in (0;1)� Rd und
� stetig in [0;1)� Rd ist,

hei�t L�osung der W�armeleitungsgleichung mit Randwert g und Potential �, wenn(
@tu(t; x) =

1
2�u(x)� �(t; x)u(t; x) 8t > 0; x 2 Rd

u
��
t=0

= g:

Satz 5.9 (Feynman-Kac Formel). Sei u eine L�osung der W�armeleitungsgleichung mit nach oben

beschr�anktem Potential � und Poisson Problems auf �U mit uniform beschr�anktem Potential �.

Dann gilt f�ur x 2 U
u(x) = Ex[

Z T

0
�(Ws) ds];

wobei T := infft � 0 :Wt 2 @Ug. Insbesondere ist die L�osung eindeutig.
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6 Stochastische Di�erentialgleichungen

Wir betrachten in diesem Kapitel stochastische Di�erentialgleichungen der Form

dXt = A(t;Xt) dWt + b(t;Xt) dt (5)

auf einem festen Zeitintervall [0; T ], wobei

� W ein n-dimensionaler (Ft)-Wienerprozess ist,

� A = (ai;j)i=1;:::m;j=1;:::;n : [0; T ]� Rm ! Rm�n (Dispersionsmatrix ) und

� b : [0; T ]� Rm ! Rm (Driftvektor) stetige Abbildungen sind.

Als potentielle L�osungen betrachten wir m-dimensionale stetige Semimartingale X f�ur die die

stochastischen Integrale wohlde�niert sind.

Zur Durchf�uhrung von Existenz und Eindeutigkeitsbeweisen ben�otigen wir Regularit�atsannah-

men. Wir werden die sogenannte Lipschitzbedingung voraussetzen.

De�nition 6.1. Die Funktionen A und b erf�ullen die Lipschitzbedingung, wenn es eine endliche

Konstante K gibt, sodass f�ur alle t 2 [0; T ] und x; y 2 Rm

kA(t; x)�A(t; y)k _ jb(t; x)� b(t; y)j � K jx� yj

und

kA(t; x)k _ jb(t; x)j � K(1 + jxj2)1=2:
gelten. Hierbei bezeichne kQk f�ur eine Matrix Q die Frobenius-Norm, d.h.

kQk = �X
i;j

q2i;j
�1=2

:

Der Wahl der Frobenius-Norm ist durch folgendes Lemma motiviert:

Lemma 6.2 (Itô-Isometrie f�ur den multivariatenWienerprozess). Es gilt f�ur einen n-dimensionalen

Wienerprozess (Wt), einen integrierbaren Rm�n-wertigen Prozess (At) und t � 0

E
h��Z t

0
As dWs

��2i � E
hZ t

0
kAsk2 ds

i
:

Im Falle der Endlichkeit der rechten Seite gilt sogar Gleichheit. Ferner gilt

E
h
sup
s2[0;t]

��Z s

0
Au dWu

��2i � 4E
hZ t

0
kAsk2 ds

i
:

Beweis. Wir bezeichnen mit Y (i) die i-te Komponente von
R t
0 As dWs und bemerken, dass

hY (i)it =
D nX
j=1

Z t

0
Ai;j
s dW j

s

E
t
=

Z t

0

nX
j=1

(Ai;j
s )2 ds:
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Somit gilt

E
h��Z t

0
As dWs

��2i = mX
i=1

E[(Y (i)

t )2]| {z }
�E[hY (i)it]

� E
hZ t

0

mX
i=1

nX
j=1

(Ai;j
s )2 ds

i
= E

�Z t

0
kAsk2 ds

�
mit Gleicheit, wenn die rechte Seite endlich ist. Ferner impliziert die Endlichkeit der rechten

Seite, dass das Integral ein Martingal und damit j R �0 As dWsj ein Submartingal ist. Die zweite

Aussage folgt unmittelbar aus einer Anwendung der Doobschen Submartingalungleichung. �

Satz 6.3. Unter den Lipschitzbedingungen besitzt die SDE (5) eine eindeutige L�osung mit Start-

wert X0 = � f�ur jede quadratinterierbare F0-messbare Zufallsvariable �.
Im Beweis werden wir die L�osung als Limes einer Folge von Prozessen konstruieren. Die hierbei

genutzte Topologie soll nun eingef�uhrt werden. Wir setzen

L2;sup := �
X = (Xt)t2[0;T ] : X ist stetig und (Ft)-adaptiert mit E[ sup

t2[0;T ]
jXtj2] <1

	
:

und versehen die Menge mit der Halbnorm

kXk2;sup = E[ sup
t2[0;T ]

jXtj2]1=2:

Die Menge

L2;sup := L2;sup=Ununterscheidbarkeit
versehen mit k � k2;sup ist ein Banachraum.

Beweis. Im Beweis verwenden wir eine Picard-Lindel�of Iteration: Wir de�nieren induktiv eine

Familie fX(k) : k 2 N0g von stochastischen Prozessen durch X(0)

t = � und

X(k+1)

t = � +

Z t

0
A(s;X(k)

s ) dWs +

Z t

0
b(s;X(k)

s ) ds:

Per Induktion sieht man direkt, dass X(k) wohlde�niert und stetig ist, da die Integranden nach

der Induktionsannahme jeweils lokal beschr�ankt sind.

Schritt 1: Zun�achst zeigen wir induktiv, dass f�ur C0 = 3[1 _ [(T + 4)TK2] _ [(T + 4)K2]

E[ sup
s2[0;t]

jX(k)
s j2] � C0(1 +E[j�j2])�1 + C0t+ � � �+ 1

k!
(C0t)

k
�

gilt. Die Induktionsannahme ist klar und wir zeigen direkt, dass die G�ultigkeit f�ur k 2 N0 die

G�ultigkeit f�ur k + 1 impliziert. Da (a+ b+ c)2 � 3(a2 + b2 + c2) f�ur a; b; c 2 R gilt erhalten wir

E[ sup
s2[0;t]

jX(k+1)
s j2] � 3E[j�j2] + 3E

h
sup
s2[0;t]

���Z s

0
A(u;X(k)

u ) dWu

���2i+ 3E
h
sup
s2[0;t]

���Z s

0
b(u;X(k)

u ) du
���2i:

Wir sch�atzen den zweiten Term mittels der Itô-Isometrie und der Doob Ungleichung ab

E
h
sup
s2[0;t]

���Z s

0
A(u;X(k)

u ) dWu

���2i � 4E
h���Z t

0
kA(s;X(k)

s )k2 ds
i
� 4K2

Z t

0
E
�jX(k)

s j2 + 1
�
ds
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und den dritten Term mittels Cauchy-Schwarz

E
h
sup
s2[0;t]

���Z s

0
1 b(u;X(k)

u ) ds
���2i � t

Z t

0
E[jb(s;X(k)

s )j2] ds � TK2

Z t

0
E
�jX(k)

s j2 + 1
�
ds:

Somit gilt

E[ sup
s2[0;t]

jX(k+1)
s j2] � 3E[j�j2] + 3(T + 4)K2

hZ t

0
E
�jX(k)

s j2
�
ds+ T

i
� C0 (1 +E[j�j2]) + C0

Z t

0
E
�jX(k)

s j2
�
ds

� C0 (1 +E[j�j2]) + C2
0 (1 +E[j�j2])

Z t

0

�
1 + C0s+ � � �+ 1

(k � 1)!
(C0t)

k�1
�
ds

= C0(1 +E[j�j2])�1 + C0t+ � � �+ 1

k!
(C0t)

k
�
:

Es folgt, dass f�ur alle k 2 N0 und t 2 [0; T ]
E[ sup

s2[0;t]
jX(k)

s j2] � C(1 +E[j�j2]) mit C = C0e
C0 :

gilt. Insbesondere, ist jeder Prozess X(k) in L2;sup.

Schritt 2: Im zweiten Schritt zeigen wir, dass fX(k) : k 2 N0g eine Cauchy-Folge in L2;sup ist.

Wir vergleichen nun X(k+1) mit X(k) f�ur ein festes k 2 N:

X(k+1)

t �X(k)

t =

Z t

0
(A(s;X(k)

s )�A(s;X(k�1)
s ))dWs| {z }

=:Mt

+

Z t

0
(b(s;X(k)

s )� b(s;X(k�1)
s ))ds| {z }

=:Bt

:

F�ur das lokale Martingal (Mt) erhalten wir mittels der Doob-Ungleichung

E[ sup
s2[0;t]

jMsj2] � 4

Z t

0
kA(s;X(k)

s )�A(s;X(k�1)
s )k2ds � 4K2

Z t

0
E[jX(k)

s �X(k�1)
s j2] ds:

Weiterhin folgt wieder mittels Cauchy-Schwarz

jBtj2 � t

Z t

0
jb(s;X(k)

s )� b(s;X(k�1)
s )j2 ds � K2T

Z t

0
jX(k)

s �X(k�1)
s j2 ds:

Insgesamt folgt also

ek(t) := E[ sup
s2[0;t]

jX(k+1)
s �X(k)

s j2] � (4 + T )K2| {z }
=:C1

Z t

0
E[jX(k)

s �X(k�1)
s j2]| {z }

�ek�1(s)

ds:

Mittels Iterationen erhalten wir

ek(t) � C1

Z t

0
ek�1(s1) ds1 � C2

1

Z t

0

Z s1

0
ek�2(s2) ds2 ds1

: : : � Ck
1

Z t

0
: : :

Z sk�1

0
e0(sk)| {z }
�e0(T )

dsk : : : ds1 � e0(T )
(C1t)

k

k!
:
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Da X
k2N0

kX(k+1) �X(k)k2;sup �
1X
k=0

r
e0(T )

(C1T )k

k!
<1;

ist fX(k) : k 2 N0g eine Cauchy-Folge in L2;sup. (Man sieht auerdem leicht, dass fX(k) : k 2 N0g
fast sicher eine C[0; T ]-Cauchy Folge ist.)

3. Schritt: Wir w�ahlen X als L2;sup-Limes der Folge fX(k) : k 2 N0g und erhalten

Xt  � X(k+1)

t = � +

Z t

0
A(s;X(k)

s ) dWs +

Z t

0
b(s;X(k)

s ) ds �!
Z t

0
A(s;Xs) dWs +

Z t

0
b(s;Xs) ds;

da analog zu obiger Rechnung

E
���Z t

0
(A(s;X(k)

s )�A(s;Xs)) dWs

��� � E

Z t

0
kA(s;X(k)

s )�A(s;Xs)k2 ds � K2

Z t

0
E[jX(k)

s �Xsj2] ds! 0

und entsprechend

E
���Z t

0
(b(s;X(k)

s )� b(s;Xs)) ds
��� � TK2

Z t

0
E[jX(k)

s �Xsj2] ds! 0:

Schritt 4: Es verbleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Angenommen es g�abe eine weitere L�osung

(Yt). Wir wenden die Absch�atzungen aus Schritt 2 an (wobei X(k+1) als X und X(k) als Y gew�ahlt

werden) und erhalten f�ur die Stoppzeit Tl =
R ft � 0 : jXt � Ytj � lg (l 2 N)

el(t) := E[ sup
s2[0;t^Tl]

jXs � Ysj2] � C1

Z t^Tl

0
E[jXs � Ysj2]| {z }

�el(s)

ds:

Mit dem Gronwal Lemma folgt el(T ) = 0. Da (T l : l 2 N) eine Lokalisierungsfolge ist, folgt die
Eindeutigkeit. �

Korollar 6.4. Es gelte die Lipschitzbedingung f�ur A und b. Dann existiert f�ur jede F0-messbare
Zufallsvariable � genau eine L�osung der SDE(

dXt = A(t;Xt) dWt + b(t;Xt) dt

X0 = �

Beweis. F�ur k 2 N bezeichne X(k) die eindeutige L�osung mit Startwert �k := 1lfj�j�kg�. Dann

folgt f�ur 1 � k � l

sup
s2[0;T ]

jX(l)
s �X(k)

s j = 0 f.s. auf fj�j � kg:

und X = limk!1X(k) ist die eindeutige L�osung. Beweis wie Eindeutigkeitsbeweis zuvor mit

e(t) = E[1lfj�j�Kg sup
s2[0;t]

jX(k)
s �X(l)

s j2]:

�
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Bemerkung 6.5. Sei (F0
t ), die kleinste Filtration, die den �ublichen Bedingungen gen�ugt und

f�ur die � F0
0 -messbar ist und (Wt) (F0

t )-adaptiert ist, d.h. die Augmentierung von

(FW
t _ �(�))t�0:

Nach Konstruktion ist die L�osung (Xt) bzgl. dieser Filtration adaptiert.

De�nition 6.6. � Wir nennen eine L�osung (Xt) eine starke L�osung der SDE (5) (beschrie-

ben durch A und b), wenn sie (F0
t )-adaptiert ist.

� Die SDE (5) hei�t im starken Sinne eindeutig l�osbar, wenn f�ur einen Wienerprozess (Wt)

und eine unabh�angige Startvariable � (wie oben) gerade gilt:

X und Y sind (F0
t )-adaptierte L�osungen von (5) mit Startwert �

=) X und Y sind ununterscheidbar

Wir haben im obigen Satz also Existenz und Eindeutigkeit einer starken L�osung gezeigt. Als

Ausblick betrachten wir einen alternativen L�osungsbegri�, den der schwachen L�osung.

De�nition 6.7. Gegeben

� A : [0;1)� Rm ! Rm�n Borel messbar

� b : [0;1)� Rm ! Rm Borel messbar und

� � Wahrscheinlichkeitsma� auf Rm (Startverteilung)

hei�t ein Paar (X;W ) zusammen mit einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; (Ft);P)
schwache L�osung obiger SDE, wenn

� W ein n-dimensionaler (Ft)-Wienerprozess,

� P �X�1
0 = � und

� X 2 S mit

Xt = X0 +

Z t

0
A(Xt) dWs +

Z t

0
b(Xs) ds f�ur t � 0

gelten.

Bemerkung 6.8. Da A und b in obiger De�nition nicht mehr stetig sind, ben�otigt man eine In-

tegrationstheorie f�ur allgemeinere Integranden als previsible Prozesse. Es l�asst sich leicht zeigen,

dass unser Intgralbegri� auch f�ur progressiv messare Integranden anwendbar ist.
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7 Ma�wechsel und Darstellungss�atze

7.1 Die Girsanov Transformation

De�nition 7.1. Wir nennen ein Wahrscheinlichkeitsma�Q lokal absolutstetig bez�uglich P, wenn

f�ur alle t � 0

Q
��
Ft
� P

��
Ft

gilt. Kurz schreiben wir hierf�ur Q�loc P.

Wir nehmen im Folgenden an, dass Q �loc P gilt und, dass es eine stetige Version (Zt), der

Radon-Nikodym Dichten

Zt =
dQ

dP

���
Ft

(Dichteprozess)

gibt. Wir bezeichnen mit fMloc die Menge der lokalen Q-Martingale.

Frage: Welcher Zusammenhang besteht zwischenMloc und fMloc ?

Zur Beantwortung der Frage ist folgendes Lemma zentral.

Lemma 7.2. Sei X ein stetiger adaptierter Prozess mit X0 = 0. Es gilt

X 2 fMloc () XZ 2Mloc:

Wir nehmen nun an, dass f�ur ein Semimartingal L 2Mloc gerade Z = E(L) gilt. D.h. man hat

dZt = Zt dLt:

Sei nun X =M +A 2Mloc
0 �A0. Wir formen nun die Bedingung X 2 fMloc �aquivalent um:

X 2 fMloc () XZ 2Mloc () d(XZ)t 2 dMloc

() Zt dXt +Xt dZt| {z }
2dMloc

+dhX;Zit 2 dMloc

() Zt dMt| {z }
2dMloc

+Zt dAt + dhX;Zit| {z }
=Zt dhX;Lit

2 dMloc

() Zt d(A+ hX;Li)t = 0

() At = �hM;Lit f�ur alle t � 0:

(6)

Im letzten Schritt haben wir genutzt, dass wir den lokal beschr�ankten Prozess 1
Zt

bzgl. dem Itô-

Di�erential integrieren k�onnen. Wir bemerken insbesondere, dass die obige Darstellung Z = E(L)
impliziert, dass P und Q lokal �aquivalente Ma�e sind (kurz P �loc Q).

Wir betrachten nun den Fall, dass P und Q nicht lokal �aquivalent sind. Die De�nition des

Prozesses L ist nun technisch etwas schwieriger. Wir setzen

�n := n ^ infft � 0 : Zt � 1=ng und � := sup
n2N

�n

und

L(n)

t = logZ0 +

Z t^�n

0

1

Zs
dZs:
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Nun ist L = (Lt)t2[0;�) beschrieben durch

L�n = L(n)

ein lokales Martingal. Kurz schreibt man auch

Lt =

Z t

0

1

Zs
dZs (t 2 [0; �)):

Nun gilt E(L) = Z auf [0; �). Ferner ist Q(� =1) = 1, da f�ur alle t � 0

min
s2[0;t]

Zs > 0

gilt. Die letztere Aussage ist g�ultig, da (Zt) als nicht-negatives P-Martingal, die 0 nicht mehr

verl�asst nach der ersten Ber�uhrung und
R
1lfZt=0g dQ =

R
1lfZt=0gZt dP = 0 ist.

Satz 7.3. Seien Q�loc P und L wie oben. Dann ist f�ur M 2Mloc
0

M � hM;Li

ein lokales Q-Martingal.

Bemerkung 7.4. In dem Satz ist der Prozess hM;Li nur auf [0; �) de�niert. Da wir den Prozess
bez�uglich des Ma�es Q betrachten, macht diese Einschr�ankung nichts (zur Erinnerung: � =1,

Q-fast sicher).

Korollar 7.5. F�ur zwei Wahrscheinlichkeitsma�e Q und P auf einem �ltrierten Wahrschein-

lichkeitsraum gilt

Q�loc P =) SQ � SP

und

Q �loc P =) SQ = SP

f�ur die zugeh�origen Semimartingalr�aume.

Beweis. Wir bemerken, dass Z�n der Dichteprozess von Q nach P bez�uglich der Filtration

F (n) := (Ft^�n) ist, wobei die Stoppzeiten (�n) wie oben de�niert sind. F�ur m � n ist M �n ein

(F (m)

t )-adaptiertes lokales Martingal bzgl. P und es folgt mit (6), dass

(M � hL;Mi)�n

ein lokales Q-Martingal bez�uglich F (m) ist. Wir �uberpr�ufen nun, dass M � hL;Mi ein lokales

(Ft)-Martingal ist. Sei T eine Stoppzeit, sodass der T -gestoppte Prozess uniform beschr�ankt ist.

Zun�achst sehen wir, dass

(M � hL;Mi)T^�ns = E[(M � hL;Mi)T^�nt jF (m)
s ]

m!1�! E[(M � hL;Mi)T^�nt j eFs]
f�ur eFs := WF (m)

s . Ferner ist f�ur A 2 Fs
A =

[
n2N

�
A \ f�n > sg| {z }
2F

(n)
s � eFs

� [ �A \ f� � sg| {z }
Q N.M.

�
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Es folgt Z
A
(M � hL;Mi)T^�nt dQ =

Z
A
(M � hL;Mi)T^�ns dQ:

Somit ist (M � hL;Mi)T ein lokales Q-Martingal. �

H�au�g m�ochte man f�ur gegebenes L 2Mloc ein Ma� Q durch die Bedingung

dQ

dP

���
Ft

= E(L)t =: Zt

de�nieren. Damit dies m�oglich ist, muss (Zt) ein Martingal mit E[Z0] = 1 sein. Dies reicht aber

nicht aus! Ein entsprechendes Ma� Q existiert, wenn zu�atzlich

i) (Zt) ein ggi Martingal ist; dann kann man Q mittels

Q(A) =

Z
A
Z1 dP

de�nieren.

ii) der �ltrierte Raum die Anwendung des Kolmogorovschen Fortsetzungssatzes erlaubt; in

der Tat wird durch

Qn(A) =

Z
A
Zn dP (A 2 Fn)

eine konsistente Familie von Wahrscheinlichkeitsma�en (Qn) auf den �-Algebren (Fn)
de�niert und die Existenz einer Ma�fortsetzung Q auf F1 kann unter entsprechenden

Voraussetzungen mithilfe des Kolmogorovschen Ma�fortsetzungssatzes gezeigt werden.

Bevor wir hinreichende Bedingung f�ur die Martingaleigenschaft von E(L) herleiten, soll zun�achst
die N�utzlichkeit der Girsanov-Transformation an einem Beispiel aufgezeigt werden.

Beispiel 7.6. Wir betrachten die SDE(
dXt = dWt + b(t;Xt) dt

X0 = x

auf [0; T ] f�ur eine stetige Funktion b : [0; T ]�Rm ! Rm und einen m-dimensionalen Wienerpro-

zess W .

Ziel: Konstruktion einer schwachen L�osung.

Sei zun�achst (Xt) ein Wienerprozess unter dem Ma� P und betrachte

Lt =

Z t

0
b(s;Xs) dXs:

Wir nehmen an, dass E(L) ein Martingal ist. Dann de�nieren wir Q mittels

Q(A) =

Z
A
E(L)T dP:
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Unter Q ist nun f�ur i = 1; : : : ;m

X(i)

t � hX(i); Lit = X(i)

t �
Z t

0
bi(s;Xs) ds =: xi +W (i)

t

ein lokales Q-Martingal mit

hX(i); X(j)it = �ijt:

D.h. W ist unter Q ein Wienerprozess und es gilt

Xt = x+

Z t

0
b(s;Xs) ds+Wt:

Wir haben somit bewiesen, dass aus der Martingaleigenschaft von E(L) die Existenz einer L�osung
obiger SDE im schwachen Sinne folgt.

Es stellt sich die Frage unter welchen Bedingungen (E(L)t) f�ur gegebenes L 2 Mloc
0 ein echtes

Martingal ist.

Proposition 7.7 (Kazamaki's Kriterium). Ist L 2 Mloc
0 und Z := (expf12Ltg)t�0 ein gleich-

gradig integrierbares Submartingal so ist E(L) ein gleichgradig integrierbares Martingal.

Im Beweis nutzen wir, dass f�ur ein lokales Martingal (Mt):

(Mt) ist ggi Martingal () fMT : T beschr�ankte Stoppzeitg ist ggi:

Beweis. Wir zeigen zun�achst, dass f�ur festgehaltenes a 2 (0; 1) der Prozess E(aL) ein uniform

integrierbares Martingal ist. Es gilt

E(aL)t = expfaLt � 1

2
a2hLitg = E(L)a2t (Z(a)

t )1�a
2
;

wobei Z(a)

t := expf a
1+aLtg. Wir bemerken, dass a

1+a � 1
2 , sodass Z

(a)

t � Zt + e. Der Stoppsatz

angewandt auf das gleichgradig integrierbare Submartingal (Zt) liefert die gleichgradige Inte-

grierbarkeit der Familie fZT : T beschr�ankte Stoppzeitg. F�ur ein Ereignis � 2 F folgt mittels

der H�older Ungleichung mit p = 1
a2

und q = 1
1�a2

E[1l�E(aL)T ] � E[E(L)T ]a2 E[1l�Z(a)

T ]1�a
2 � E[1l�Z

(a)

T ]1�a
2

Somit ist E(aL) ein gleichgradig integrierbares Martingal und es folgt

1 = E(aL)1 � E[E(L)1]a
2
E[Z(a)

1 ]1�a
2

Mittels majorisierter Konvergenz folgert man nun, dass lima"1E[Z
(a)
1 ] = E[expf12L1g]. Somit

ist E(L)1 � 1 und E(L) ein echtes Martingal. �

Proposition 7.8 (Novikov Kriterium). Ist L 2Mloc
0 mit

E[expf1
2
hLi1g] <1;

so ist E(L) ein gleichgradig integrierbares Maartingal.
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Beweis. Wir �uberpr�ufen Kazamaki's Kriterium. Aus der Annahme folgt insbesondere, dass

E[hLi1] <1, d.h. L 2 H2. Da

expf1
2
L1g = E(L)1=21 expf1

4
hLi1g

folgt mittels Cauchy-Schwarz

E
�
expf1

2
L1g

� � E[E(L)1]1=2| {z }
�1

E
�
expf1

2
hLi1g

�
<1:

Es folgt mittels Jensen aus L 2 H2, dass (expf12Ltg)t�0 ein gleichgradig integrierbares Submar-

tingal ist. �

Korollar 7.9. Sei b : [0; T ]� Rm ! Rm stetig. Gilt f�ur einen m-dimensionalen Wienerprozess

(Wt)

E
h
exp

�1
2

Z T

0
jb(s; x+Ws)j2 ds

	i
<1:

so besitzt die SDE (
dXt = dWt + b(t;Xt) dt

X0 = x

eine schwache L�osung.

Beweis. Wegen Beispiel 7.6 ist nur noch die Martingaleigenschaft von E(Lt) auf [0; T ] f�ur Lt :=R t
0 b(t; x+Ws) dWs zu �uberpr�ufen. Diese ist wegen des Novikov Kriteriums erf�ullt, da

hLiT =

Z T

0
jb(s; x+Ws)j2 ds:

�

7.2 Der Martingaldarstellungssatz

Sei W = (W (1); : : : ;W (d)) ein d-dimensionaler Wienerprozess. Wir bezeichnen im folgenden mit

(Ft) die Augmentierung, der von W erzeugten Filtration (FW
t ) und stellen die Frage welche

stetigen lokale (Ft)-Martingale X eine Darstellung der Form

Xt = X0 +

Z 1

0
Hs dWs

besitzen, wobei H ein geeigneter (Ft)-previsibler integrierbarer Prozess ist.
Wir bezeichnen mit L2(W ) die R1�d-wertigen previsiblen Prozess H mit

kHk2L2(W ) := E
hZ 1

0
jHsj2 ds

i
<1:

Es gilt nun wegen der Itô-Isometrie

kH �WkH2 = kHkL2(W ):
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Zun�achst suchen wir nach Darstellungen der Form

F = E[F ] +

Z 1

0
Ht dWt

f�ur F 2 L2(F1;P).
Lemma 7.10. F�ur eine Folge (tj)j2N von Zeiten, die dicht in [0;1) liegt, liegt[

n2N

L2(
;Hn;P) mit Hn = �(Wt1 ; : : : ;Wtn)

dicht in L2(
;F1;P).
Beweis. Sei (tj)j2N eine Folge von Zeiten, die dicht in [0;1) liegt. Nun gilt wegen der Stetigkeit

von W , dass

F1 =
_
n2N

Hn:

Es folgt mit dem Martingalkonvergenzsatz, dass f�ur X 2 L2(
;F1;P)

E[XjHn]! E[XjF1] = X in L2(P):

�

Lemma 7.11. Die lineare H�ulle der Zufallsvariablen

E(h �W )1 = exp
nZ 1

0
hs dWs � 1

2

Z 1

0
jhsj2 ds

o
(h 2 L2([0;1);R1�d)) (7)

liegt dicht in L2(
;F1;P).
Beweis. Zur Vereinfachung beweisen wir nur den Fall d = 1. Sei L der Abschluss der linearen

H�ulle von Funktionen der Form (7). Dann ist L vollst�andig und man kann jedes Element X aus

L2(
;F1;P) als Summe

X = XL +G mit XL 2 L und G?L

darstellen. Es reicht nun zu zeigen, dass G = 0.

F�ur Zeiten 0 � t1 < � � � < tn betrachten wir

�G(�) := E
�
expf�1Wt1 + � � �+ �nWtngG

�
= exp

�1
2

Z 1

0
jhn�j2 ds

�
E[E(h� �W )1G] (� 2 Cn)

wobei h� 2 L2([0; T ];R) geeignet zu w�ahlen ist. Nun ist �GjRn = 0 (wegen der Orthogonalit�ats-

bedingung) und �G ist analytisch. Wir bezeichnen W (n) := (Wt1 ; : : : ;Wtn) und beobachten, dass

f�ur � 2 Rn insbesondere

G? expfi(�;W (n))g:
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Andererseits, liegt die lineare H�ulle der letzteren Funktionen dicht in L2(
;Hn;P) f�ur Hn :=

�(W (n)) (entsprechende Approximationen kann man wie im Beweis der Charakterisierungsei-

genschaft der charakteristischen Funktion mittels des Weierstra�schen Approximationssatzes

konstruieren), sodass

G?L2(
;Hn;P):

Mithilfe des vorhergehenden Lemmas erh�alt man, dass G?L2(
;F1;P) und somit ist G = 0.

�

Satz 7.12. Sei T � 0 und F 2 L2(F1;P). Dann existiert genau ein previsibler Prozess H 2
L2(W ) mit

F = E[F ] +

Z 1

0
Ht dWt

Bemerkung 7.13. Ist T eine Stoppzeit und F FT -messbar, so folgt

F = E[F ] +

Z T

0
Ht dWt:

Dies gilt, da M := (
R t
0 Ht dWt)t�0 wegen der Itô-Isometrie in H2 (und insbesondere ein gleich-

gradig integrierbares Martingal) ist und somit wegen des Stoppsatzes

F = E[F jFT ] = E[F ] +E[M1jFT ] = E[F ] +MT = E[F ] +

Z T

0
Ht dWt

gilt.

Beweis. Sei zun�achst F von der Form

F = E(h �W )1 = exp
nZ 1

0
ht dWt � 1

2

Z 1

0
jhsj2 ds

o
Dann gilt f�ur Yt = E(h �W )t

dYt = Yt d(h �W )t = Yt ht dWt:

und somit

Yt = 1 +

Z t

0
Yshs dWs

Da E[
R1
0 Y 2

s jhsj2 ds] <1 ist, ist (Yt)t2[0;1 ein Martingal mit der geforderten Eigenschaft.

Zum Beweis der Aussage f�ur eine allgemeine Funktion F 2 L2(F1;P) verwenden wir Linear-

kombinationen Fn von Funktionen der Form (7) mit

Fn ! F in L2(P):

Nun gilt

Fn = E[Fn] +

Z 1

0
Hn
t dWt
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f�ur geeignete previsible Funktionen Hn. Aus der Orthogonalit�at der Zuw�achse und der Itô-

Isometrie folgt

E[(Fn � Fm)2] = E
h�
E[Fn � Fm] +

Z 1

0
(Hn

t �Hm
t ) dWt

�2i
= (E[Fn]�E[Fm])2 +E[

Z 1

0
jHn

t �Hm
t j2 dt:

Da (Fn : n 2 N) eine L2(P)-Cauchy Folge ist, gilt dies also auch f�ur (Hn : n 2 N) in L2(W )

und wir bezeichnen mit H den Limes. Es folgt

F  � Fn = E[Fn] +

Z 1

0
Hn
t dWt �! E[F ] +

Z 1

0
Ht dWt:

Die Darstellung ist einddeutig, da f�ur zwei Darstellungen mit H;G 2 L2(W )

0 = E
hZ 1

0
(Ht �Gt) dWt

i
= E

hZ 1

0
jHt �Gtj2 dt

i
:

�

Korollar 7.14. Die �-Algebra F0 ist trivial, d.h. P(A) 2 f0; 1g f�ur alle A 2 F0.
Beweis. F�ur A 2 F0 betrachten wir F = 1lA 2 L2(
;F1;P). Nun gilt

1lA = E[1lAjF0] = E[1lA]:

�

Satz 7.15. Jedes (Ft)-Martingal (Mt) besitzt eine stetige Modi�kation.

Beweis. Es reicht die Aussage f�ur gleichgradig integrierbare Martingale zu zeigen (ansonsten

kann die allgemeine G�ultigkeit der Aussage aus der G�ultigkeit f�ur die gestoppten Martingale

fMn : n 2 Ng hergeleitet werden). Wir w�ahlen F = M1 und eine Folge von Zufallsvaria-

blen (F (n)) aus L2(
;F1;P), die in L1 gegen F konvergiert. Wegen des vorhergehenden Satzes

existiert eine stetige Version des Martingals

M (n)

t := E[F (n)jFt]:

Ferner existiert wegen Korollar 2.31 eine c�adl�agVersion des Martingals (Mt), sagen wir (fMt).

Nun folgt mittels der Doob'schen Maximalungleichung (Satz 2.27)

P(sup
t�0
jfMt �M (n)

t j � �) � ��1E[jF � F (n)j]:

Mithilfe von Borel-Cantelli kann man nun schlussfolgern, dass es eine fast sicher gleichm�a�ig

gegen (fMt) konvergente Teilfolge (M
(nk)) gibt. Somit ist (fMt) fast sicher stetig. �
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Satz 7.16. Sei M 2 Mloc und (Ft) und (Wt) wie zuvor. Dann existiert ein eindeutiger previ-

sibler Prozess H in L2;loc(W ) mit

Mt =M0 +

Z t

0
Hs dWs:

Beweis. Sei zun�achst M 2 H2. W�ahle nun H wie im letzten Satz f�ur F = M1. Dann gilt f�ur

jedes t � 0

Mt = E[M1jFt] = E[M1] +

Z t

0
Hs dWs =M0 +

Z t

0
Hs dWs:

F�ur allgemeine Prozesse M 2Mloc erh�alt man das Resultat mittels Lokalisierung. Hierzu w�ahlt

man eine Lokalisierungsfolge (Tn)n2N sodass MTn �M0 2 H0 ist. Dann existieren previsible

Prozesse H (n) 2 L2(W ) mit

MTn
t =M0 +

Z t

0
H (n)
s dWs

und wir w�ahlen

Ht :=
1X
n=1

1l(Tn�1;Tn](t)H
(n)

t ;

wobei T0 := 0. Es folgt

Mt =M0 +
1X
n=1

(MTn^t �MTn�1^t) =M0 +
1X
n=1

Z Tn^t

Tn�1^t
H (n)
s dWs =M0 +

Z t

0
Hs dWs (8)

f�ur alle t � 0, fast sicher. Die Eindeutigkeit in L2;loc(W ) folgt wie im letzten Satz aus der Itô

Isometrie. �
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8 Finanzmathematische Anwendungen

8.1 Marktmodelle und selbst�nanzierende Handelsstrategien

Wir modellieren einen Finanzmarkt durch

� einen �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; (Ft);P), der den �ublichen Bedingungen

gen�ugt (Ft repr�asentiert hierbei die am Markt verf�ugbare Information) und

� n + 1 nichtnegative stochastische Prozesse S(0); : : : ; S(n) 2 S (Preisprozesse), wobei S(0)

den Preisverlauf einer risikolosen Anlage (Numeraire) beschreibt.

Der Handel in den Aktien am Markt wird nun durch sogenannte Handelsstrategien beschrieben.

Dies sind Rn+1-wertige (Ft)-previsible Prozesse � = (�(0); : : : ; �(n)) f�ur die der GewinnprozessZ t

0
�s dSs =

nX
i=0

Z t

0
�(i)
s dS(i)

s

wohlde�niert ist (d.h. �(i) 2 I(S(i))). Ferner hei�t eine Handelsstrategie � selbst�nanzierende

Handelsstrategie, wenn der zugeh�orige Verm�ogensprozess

Vt(�) := �tSt =
nX
i=0

�(i)

t S
(i)

t

die stochastische Di�erentialgleichung

dVt(�) = �t dSt =
nX
i=0

�(i)

t dS(i)

t

l�ost.

Bemerkung 8.1. i) Bei einer selbst�nanzierenden Handelsstrategie kommen Verm�ogens-

ver�anderungen nur durch die Investitionen am Markt zustande. Es wird kein Geld zuge-

schossen bzw. abgezogen.

ii) Im Marktmodell sind Leerverk�aufe m�oglich (d.h. �(i) darf negative Werte annehmen).

Ferner wird davon ausgegangen, dass keine Transaktionskosten anfallen, dass das eigene

Handeln keinen Ein
uss auf den Marktpreis hat und zum gleichen Kurs verkauft und

gekauft werden kann (d.h. kein Ask/Bid Spread).

Es stellt sich nun die Frage, wie man e�zient selbst�nanzierende Strategien beschreiben kann.

Diskontierung

Wir nehmen an, dass der Preisprozess des Numeraires (d.h. S(0)) lokal von 0 wegbeschr�ankt ist

und betrachten die Preisprozesse eS(i) gegeben durch

eS(i)

t =
S(i)

t

S(0)

t

(i = 0; : : : n);
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die diskontierten Preisprozesse.

Idee: Diskontieren wir alle Verm�ogenswerte indem wir durch S(0) teilen, so ist es letztendlich

irrelevant wie stark eine Handelsstrategie in den Numeraire investiert ist. Aus diskontierter Sicht

�andert dies nichts an der Wertentwicklung. Ziel ist es nun eine selbst�nanzierende Handelsstra-

tegie durch Nennung von �(1); : : : ; �(n) zu beschreiben. Die Investition im Numeraire wird dann

zur Aufnahme von Krediten bzw. zum Parken von �ubersch�ussigem Geld verwandt.

Seien nun �(1); : : : ; �(n) gegebene lokal endliche Prozesse. Ziel ist es nun �(0) so zu w�ahlen, sodass

� eine selbst�nanzierende Handelsstrategie ist. Wir betrachten den diskontierten Gewinnprozess

eGt(�) :=
nX
i=1

Z t

0
�(i)
s deS(i)

s

F�ur gegebenes Startverm�ogen V0 w�ahlen wir nun �(0) so dass

eV0 + eGt(�) =
nX
i=0

�(i)

t S
(i)

t =: eVt(�);
wobei eV0 = V0=S

(0)

0 (d.h. �(0)

t = eVt(�) �Pn
i=1 �

(i)

t
eS(i)

t ). Nun ist � eine selbst�nanzierende Han-

delsstrategie im diskontierten Modell. Wir zeigen nun, dass es auch eine Handelsstrategie im

Ausgangsmodell ist:

dVt(�) = d(S(0)

t
eVt(�)) = S(0)

t deVt(�) + eVt(�) dS(0)

t + dhS(0); eV (�)it
=

nX
i=0

�(i)
�
S(0) deS(i)

t + eS(i)

t dS(0)

t + dhS(0); eS(i)it| {z }
=dS(i)

�
= �t dSt:

Proposition 8.2. Unter der Annahme, dass S(0) lokal von 0 wegbeschr�ankt ist, entprechen die

selbst�nanzierenden Handelsstrategieen des Ausgangsmodells denen des diskontierten Marktmo-

dells.

Bemerkung 8.3. � Im diskontierten Marktmodell hat eine selbst�nanzierende Handelsstra-

tegie den Verm�ogensprozess

eVt(�) = eV0 + nX
i=1

Z t

0
�(i)
s dS(i)

s :

und selbst�nanzierende Handelsstrategien werden durch das Startkapital eV0 und die Pro-

zesse �(1); : : : ; �(n) beschrieben.

� Meist wird der Preisprozess des Numeraires deterministisch als S(0)

t = ert gew�ahlt. In

diesem Kontext hei�t r Zinsrate.

8.2 Replikation von Europ�aischen Optionen (Teil I)

Wir betrachten ein Standardmarktmodell in diskontierter Form, d.h. S(1); : : : ; S(n) bezeichnen

die Preisprozesse von n Aktien und der Numeraire ist S(0) = 1.
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Eine europ�aische Option ist ein Kontrakt, dessen Inhaber zur Teit T > 0 (Maturit�at) ein Anrecht

auf eine von den Aktienkursen abh�angige Aussch�uttung hat. Zum Beispiel hat eine Call-Option

mit Strike K > 0 auf eine Aktie mit Preisprozess (St) den Wert

C = (ST �K)+

zur Maturit�at.

Wir nehmen nun an, dass eine Bank eine Option mit Aussch�uttung f(ST ) zur Zeit T ausgegeben

hat. Es stellt sich nun die Frage, ob eine selbst�nazierende Handelsstrategie mit Wert f(ST ) zur

Maturit�at T (Replikationsstraegie) existiert. Der entsprechende Wert der Handelsstrategie kann

dann als fairer Preis f�ur die Option zu den fr�uheren Zeiten t 2 [0; T ) aufgefasst werden.
Annahmen: S sind die Aktienkurse eines Marktmodells mit Werten in einer o�enen Menge

D � Rn. Ferner gelte die SDE
dS(i)

t = a(i)(t; St) dWt + b(i)(t; St) dt;

wobei W ein multivariater-Wienerprozess (m-dimensional), a(i) : [0; T ] � D ! R1�m und b(i) :

[0; T ]�D ! R stetige Funktionen sind. Kurz schreiben wir auch

dSt = A(t; St) dWt + b(t; St) dt;

wobei A die Matrix-wertige Funktion (a(i;j))i=1;:::;n;j=1;:::;m bezeichnet. Die Matrix AA� be-

schreibt die lokalen Schwankungen, die Volatilit�at, und b die Tendenz oder den Trend der Aktie.

Zur Beantwortung der Replizierbarkeit von Optionen, fragen wir zun�achst, unter welchen Be-

dingungen an eine stetige Funktion u : [0; T ] � D, die C2 auf [0; T ) � D ist, der Prozess

(u(t; St))t2[0;T ] der Verm�ogensprozess einer selbst�nanzierenden Handelsstrategie beschrieben

durch � = (�(1); : : : ; �(n)) und V0 ist (d.h. Vt(�) = u(t; St)). Hierzu muss

Vt(�) = V0 +

Z t

0
�s dSs

gelten. Wir wenden die Itô-Formel an und erhalten

du(t; St) = ru(t; St) dSt + @tu(t; St) dt+
1

2
�AA�u(t; St) dt:

Wir nehmen nun an, dass u die partielle Di�erentialgleichung

�@tu(t; x) = 1

2
�AA�u(t; x)

auf [0; T ) � D l�ost. Ferner w�ahlen wir �t = ru(t; St) und V0 = u(0; S0). Dann ist � eine

selbst�nanzierende Handelsstrategie mit

Vt(�) = u(t; St):

Satz 8.4. Es gelten die obigen Annahmen an das Finanzmarktmodell. Ist u zweimal stetig

di�erenzierbar in [0; T )�D und stetig in [0; T ]�D mit(
�@tu = 1

2�AA�u auf [0; T )�D
u
��
t=T

= f auf D;
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wobei �AA�u(t; x) =
Pn

i;j=1 a
(i;j)(t; x)@xi@xju(t; x). Dann beschreibt � = (ru(t; St))t2[0;T ) mit

Startkapital V0 = u(0; S0) eine selbst�nanzierende Handelsstrategie mit

Vt(�) = u(t; St) und insbesondere VT (�) = f(ST ):

8.3 Das Black-Scholes Modell

Wir betrachten nun das Black-Scholes Modell. Es besteht aus einer Aktie St deren Preisprozess

ein geometrischer Wienerprozess ist, d.h.

St = S0 expf�Wt + (�� 1

2
�2)tg;

wobei � > 0 und � 2 R Parameter des Modells sind. Somit l�ost S die SDE

dSt = � St dWt + �St dt:

Ferner bezeichne S(0) := B := (ert)t�0 eine risikolose Anleihe mit fester Zinsrate r.

Wir f�uhren zun�achst die Diskontierung durch. Der diskontierte Preisprozess eS = (eSt) ist gegeben
durch eSt = e�rtSt. Er l�ost die SDE

deSt = � eSt dWt + (�� r)eSt dt:
Wir werden im folgenden eine Bewertungsformel f�ur die Call-Option mit Strike K und Maturit�at

T herleiten, d.h. eine Option mit Aussch�uttung

C = (ST �K)+

zur Zeit T . Im diskontierten Modell entspricht dies der Aussch�uttung

eC = e�rTC = e�rT (ST �K)+ = (eST � e�rTK)+

Nach dem vorhergehenden Satz ist die partielle Di�erentialgleichung(
�@tu = 1

2�
2x2@2xu auf [0; T )� (0;1)

u
��
t=T

= (x� e�rTK)+

zu analysieren.

Satz 8.5 (Black-Scholes Formel). Man erh�alt eine selbst�nanzierende Handelsstrategie �, die

den Wert eines Calls mit Maturit�at T und Strike K repliziert, wenn man u als

u(t; x) = x�
� log(x=K) + rT + 1

2�
2(T � t)

�
p
T � t

�
�Ke�rT �

� log(x=K) + rT � 1
2�

2(T � t)

�
p
T � t

�
und

�t = @xu(t; St)

w�ahlt, wobei � die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.
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8.4 Arbitrage

Wir bezeichnen weiterhin mit S(1); : : : ; S(n) ein diskontiertes Marktmodell.

Bisher haben wir an selbst�nanzierende Handelsstrategien keine Forderungen gestellt, die Ver-

dopplungsstrategien ausschlie�en. Insbesondere kann man folgendes Resultat beweisen:

Satz 8.6 (Dudley). Sei (Ft) die von einem Wienerprozess W erzeugte Filtration, T > 0 und F

eine FT -messbare reelle Zufallsvariable. Dann existiert � 2 I(W ) mit

F =

Z T

0
�s dWs:

De�nition 8.7. i) Eine selbst�nanzerende Handelsstrategie � hei�t zul�assige Handelsstra-

tegie (�uber [0; T ]), wenn der entsprechende Verm�ogensprozess (Vt(�)) uniform nach unten

beschr�ankt ist.

ii) Eine zul�assige Handelsstrategie �uber [0; T ] hei�t Arbitrage, wenn

V0(�) = 0; VT (�) � 0 und P(VT (�) > 0) > 0:

Wir bezeichnen mit P loc
T (S) die Menge der �aquivalenten lokalen Martingalma�e auf [0; T ], d.h.

alle Wahrscheinlichkeitsma�e Q auf (
;FT )
� die �aquivalent zu P sind (Q � P) und

� unter denen S ein multivariates lokales Martingal auf [0; T ] ist.

Satz 8.8. Ist P loc
T (S) 6= ;, so ist das Handelsmodell arbitragefrei.

Beweis. Sei Q 2 P loc
T (S) und � eine zul�assige Handelsstrategie mit V0(�) = 0. Unter Q ist S

ein multivariates lokales Martingal (�uber [0; T ]) und somit ist

Vt(�) = V0(�) + (� � S)t
ein lokales Martingal unter Q. Nun ist jedes nach unten beschr�ankte lokale Martingal automa-

tisch ein Supermartingal und wir erhalten

EQ[VT (�)] � EQ[V0(�)] = 0:

Ist also VT (�) P-fast sicher nicht negativ, so gilt dies auch Q-fast sicher und es folgt VT (�) = 0

Q- (oder �aquivalent P-) fast sicher. �

Es stellt sich nun die Frage, ob auch die Umkehrung g�ultig ist. Dies ist f�ur eine leicht abge�anderte

Arbitragebedingung in der Tat der Fall.

De�nition 8.9. Gilt f�ur jede Folge (�n)n2N zul�assiger Handelsstrategien mit V0(�n) = 0 und

VT (�n) � � 1
n

lim
n!1

P(VT (�n) � �) = 0 8� > 0;

so erf�ullt der Markt die \No free lunch with vanishing risk" Bedingung (NFLVR) auf [0; T ].
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Satz 8.10 (FTAP). Es gilt

(NFLVR) () P loc
T (S) 6= ;:

Satz 8.11. Seien S(1); : : : ; S(n) die diskontierten Aktienkurse eines Finanzmarktmodells mit

dSt = At dWt + bt dt;

wobei W ein (Ft)-Wienerprozess und (At) und (bt) previsible integrierbare Prozesse sind. Exi-

stiert ein integrierbarer Prozess (�t) mit

At�t = bt �
��
[0;T ]

P-fast �uberall;

und

E exp
�1
2

Z T

0
j�tj2 dt

�
<1;

so existiert ein �aquivalentes lokales Martingalma�. Insbesondere ist das Finanzmarktmodell ar-

bitragefrei.

Beweis. Wir betrachten L = ��� �W und Q mit

dQ

dP
= E(L)T :

Wegen des Novikov Kriteriums ist (E(L)t)t2[0;T ] ein Martingal und Q ein P-�aquivalentes Wahr-

scheinlichkeitsma�. Wegen der Girsanov-Transformation ist ferner

fW (i) :=W (i) � hL;W (i)i =W (i) + h�� �W;W (i)i =W (i) +

Z t

0
�(i)s ds

ein Q Wienerprozess. Es folgt

dSt = At dWt + bt dt = At dfWt �At�t dt+ bt dt = At dfWt

und (St) ist ein lokales Q-Martingal. �

Satz 8.12. Das (diskontierte) Black-Scholes Modell ist arbitragefrei.

Beweis. Der diskontierte Preisprozess (St) der Aktie l�ost die SDE

dSt = �St dWt + (�� r)St dt:

W�ahlt man � � ��r
� so folgt die Arbitragefreiheit aus dem vorhergehenden Satz. �
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8.5 Replikation von Claims (Teil II)

Wir arbeiten weiterhin in einem diskontierten Standard-Finanzmarktmodell auf einem festen

Zeitintervall [0; T ]. Ferner nehmen wir an, dass P loc
T (S) 6= ;.

De�nition 8.13. (i) Eine nicht-negative FT -messbare Zufallsvariable bezeichnen wir als Claim
(oder Anspruch).

(ii) Sei Q 2 P loc
T (S). Eine zul�assige Handelsstrategie � hei�t Q-zul�assig, wenn der Verm�ogen-

sprozess (Vt(�))t2[0;T ] ein Q-Martingal ist.

(iii) F�ur Q 2 P loc
T (S) hei�t ein Claim X Q-replizierbar, wenn es eine Q-zul�assige Strategie

� gibt, die X repliziert, d.h. f�ur die VT (�) = X gilt. Die entsprechende Handelsstrategie

bezeichnen wir als Q-Replikation.

(iv) Existiert einQ 2 P loc
T (S) f�ur dasX Q-replizierbar ist mit einerQ-Replikation �, so nennen

wir kurz X replizierbar und � Replikation von X.

Proposition 8.14. Ist ein Claim X mithilfe einer Q-Replikation � (mit Q 2 P loc
T (S)) repli-

zierbar, so folgt

Vt(�) = EQ[XjFt] (t 2 [0; T ]):
Insbesondere ist der Verm�ogensprozess jeder Q-Replikation gleich.

Beweis. Laut Annahme ist (Vt(�))t2[0;T ] ein Q-Martingal und somit gilt

Vt(�) = EQ[VT (�)jFt] = EQ[XjFt]:
�

Proposition 8.15. Angenommen es existiere eine Q-Replikation �, f�ur einen Claim X. Es gilt

f�ur jede zul�assige Strategie �0 mit VT (�) = X

Vt(�
0) � Vt(�) = EQ[XjFt]

und f�ur jedes Q0 2 P loc
T (S)

Vt(�) � EQ
0
[XjFt]:

Bemerkung 8.16. Ist X replizierbar, so folgt dass jede Replikation � die bez�uglich eines Q's

zul�assig ist, den gleichen Verm�ogensprozess hat.

Beweis. Wir bemerken, dass

Vt(�
0) = V0(�

0) + (�0 � S)t
unter Q ein nach unten beschr�anktes lokales Martingal ist (somit also auch ein Supermartingal),

sodass

Vt(�
0) � EQ[VT (�

0)| {z }
=X

jFt] = Vt(�):

Analog ist (Vt(�)) f�ur jedes Q
0 2 P loc

T (S) ein Supermartingal, sodass

Vt(�) � EQ
0
[XjFt]

�
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De�nition 8.17. Ist ein Claim X mit Maturit�at T replizierbar, so nennen wir

EQ[XjFt]
den arbitragefreien Preis zur Zeit t von X. Hierbei bezeichne Q 2 P loc

T (S) ein Ma� f�ur das eine

Q-Replikation existiert.

Satz 8.18. Im (diskontierten) Black-Scholes Modell ist der zuvor berechnete Preis eines Calls

mit Maturi�at T und Strike K der arbitragefreie Preis der Option.

Beweis. W�ahle L = r��
� Wt und Q mittels

dQ

dP
= E(L)T :

Dann ist fWt :=Wt � hL;W it =Wt +
b�r
� t ein Q-Wienerprozess und Q 2 P loc

T (S), da

dSt = �St dfWt:

Es folgt, dass

ST = St expf�(fWT �fWt)� 1

2
�2(T � t)g:

F�ur den diskontierten Wert eC = (ST � eK)+ des Calls mit Strike K gilt

EQ[ eCjFt](!) = E
��
St(!) expf�(fWT �fWt)� 1

2
�2(T � t)g � eK�+�

=
1p
2�

Z
R

�
St(!) expf�

p
T � t v � 1

2
�2(T � t)g � eK�+ e�v2=2 dv

= � � � = u(t; St);

wobei u die zuvor berechnete Funktion ist. �

Satz 8.19. Sei X ein uniform beschr�ankter Claim, F0 eine triviale �-Algebra und P loc
T (S) 6= ;.

Folgende Aussagen sind �aquivalent:

(i) F�ur ein Q 2 P loc
T (S) ist X Q-replizierbar.

(ii) F�ur alle Q 2 P loc
T (S) ist X Q-replizierbar.

(iii) Die Abbildung

P loc
T (S) 3 Q 7! EQ[X] 2 R

ist konstant.

Beweis. (i))(ii): Sei � eine Q-Replikation von X. Nun ist f�ur Q0 2 P loc
T (S) gerade (Vt(�)) ein

beschr�anktes lokales Q0-Martingal =) Q0-Zul�assigkeit.

(ii))(iii): F�ur Q;Q0 2 P loc
T (S) gilt

EQ[X] = EQ[XjF0] = V0(�) = EQ
0
[XjF0] = EQ

0
[X]:

(iii))(i): kompliziert. �
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Bemerkung 8.20. (i) Enth�alt P loc
T (S) ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsma�, so ist jeder

uniform beschr�ankte Claim replizierbar, bzgl. Q-zul�assiger Strategien.

(ii) Enth�alt P loc
T (S) mehr als ein Ma� auf (
;FT ), so ist nicht jeder uniform beschr�ankte Claim

replizierbar. Gegenbeispiel: Wir w�ahlen f�ur zwei verschiedene Ma�e Q;Q0 2 P loc
T (S)

X = 1lfZ>1g; wobei Z =
dQ0

dQ

���
FT

Dann ist

EQ
0
[X] = EQ[ZX] > EQ[X]

und somit X nicht replizierbar.

8.6 Vollst�andige Marktmodelle

Sei im folgenden W ein Rn-wertiger Wienerprozess und (Ft) die Augmentierung, der von W

erzeugten Filtration. Ferner bezeichne S = (S(1); : : : ; S(n)) den Vektor der Preisprozesse in einem

diskontierten Marktmodell. Wir nehme nan, dass

dSt = At dWt + bt dt;

f�ur integrierbare previsiblen Prozessen (At) und (bt).

Satz 8.21 (Charakterisierung der �aquivalenten Martingalma�e). Die Menge P loc
T (S) besteht aus

allen Wahrscheinlichkeitsma�en Q der Form

dQ

dP
= E(L)T ;

wobei L 2Mloc
0 sodass

� (E(L)t)t2[0;T ] ein Martingal ist und

� L = ��� �W mit (�t) integrierbar und At�t = bt �
��
[0;T ]

P-fast �uberall gilt.

Beweis. Wir haben bereits zuvor gesehen, dass ein L von der obigen Form zur De�niton eines

lokalen �aquivalenten Martingalma�es verwandt werden kann. Es verbleibt zu zeigen, dass jedes

�aquivalente lokale Martingalma� eine solche Darstellungen besitzt. Hierzu sei Q 2 P loc
T (S). Nach

Satz 7.15 existiert eine stetige Version der Dichte

Zt =
dQ

dP

���
Ft
:

Nun gilt Z0 = 1 (da F0 trivial ist) und wir w�ahlen

Lt = L(Z)t = (
1

Z
� Z)t sodass Zt = E(L)t:

Wegen des Martingaldarstellungssatzes auf dem Wienerraum existiert � 2 L2;loc(W ) mit

L = �� �W:
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Ferner ist fWt =Wt +
R t
0 �s ds ein Q-lokales Martingal und

dSt = At dWt + bt dt = At dfWt �At�t dt+ bt dt:

Damit also St ein Q-lokales Martingal ist, muss At�t = bt �
��
[0;T ]

Q-fast �uberall gelten. �

Satz 8.22. Angenommen (At) ist �j[0;T ] 
P-fast �uberall injektiv und P loc
T (S) 6= ;. Dann ist Q

gegeben durch
dQ

dP
= E(L)T mit L = �(A�1b �W )

das eindeutige �aquivalente Martingalma� und jeder Q-integrierbare Claim X ist replizierbar

(Marktvollst�andigkeit). Insbesondere ist der arbitragefreie Preis gerade

Vt(�) = EQ[XjFt]:

Beweisskizze. Aus obigem Satz folgt, dass f�ur ein �aquivalentes lokales Martingalma� Q gerade

die Darstellung gelten muss. Ferner sei �t := A�1
t bt und bemerke, dass fWt = Wt +

R t
0 �s ds ein

Q-Wienerprozess ist. Weiterhin gilt

dSt = AtdfWt:

Wir wenden den Repr�asentationssatz f�ur Brownsche Filtrationen an (Achtung: Hier ist eine

L�ucke, da (Ft) von (Wt) und nicht (fWt) erzeugt wurde.) und erhalten eine fW -integrierbare

Funktion ('t) mit

EQ[XjFt] = EQ[X] +

Z t

0
's dfWs = EQ[X] +

Z t

0
'sA

�1
s| {z }

=:�s

dSs:

Somit ist die selbst�nanzierende Handelsstrategie � mit Startverm�ogen EQ[X] Q-zul�assige Re-

plikationsstrategie. �

Bemerkung 8.23. Ist (At) nicht �j[0;T ]
P-fast �uberall injektiv, so existieren mehrere �aquiva-

lente Martingalma�e und es sind nicht alle beschr�ankten FT -messbaren X mittels Q-zul�assiger

Strategien replizierbar.

Satz 8.24. Angenommen P loc
T (S) 6= ;. Folgende Aussagen sind �aquivalent:

(i) Der Finanzmarkt ist vollst�andig, d.h. f�ur Q 2 P loc
T (S) und einen Q-integrierbaren Claim

X existiert eine Q-Replikation von X.

(ii) P loc
T enth�ahlt genau ein Element (Eindeutigkeit des �aquivalenten lokalen Martingalma�es)

(iii) (At) ist �j[0;T ] 
P-fast �uberall invertierbar.
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