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Notationen

& uniform beschrinkte elementare Prozesse; siehe Definition 1.2

M (Mg)  stetige Martingale (mit Startwert 0); siehe Definition 2.11

MoC (MI€)  stetige lokale Martingale (mit Startwert 0); siehe Definition 2.32

A (Ao) stetige FV-Prozesse (mit Startwert 0); siehe Definition 1.13

AT (A$)  stetige monoton wachsende FV-Prozesse (mit Startwert 0)

S (So) stetige Semimartingale (mit Startwert 0); sieche Definition 2.38

H? (H3) stetige uniform quadratintegrierbare Martingale (Startwert 0); siehe Definition 2.40



1 Motivation / Einfithrung

Wir fithren zunéichst einige grundlegende Notationen ein. Wir werden im folgenden stochasti-
sche Prozesse mit Indexmenge [0, 00) und Zustandsraum R oder R? betrachten. StandardméiBig
bezeichnen wir mit (92, 7, P) einen Wahrscheinlichkeitsraum. Weiterhin nutzen wir (F;)¢>o als
Notation fiir eine Filtration, d.h. eine Familie von o-Algebren, sodass

VO<s<t:F,CFy CF.
Definition 1.1. e Ein stochastischer Prozess X = (X;);>0 heifit (F;)-adaptiert, wenn

Vt > 0: X; Fi-messbar ist.

e Ein stochastischer Prozess X = (Xt)tzo heifit produkimessbar, wenn die Abbildung
X : Qx[0,00) = R oder R?
F @ By-messbar ist.

e Einen stochastischen Prozess X nennen wir cddlag, wenn alle Realisierungen rechtstetige
Pfade mit linksseitigen Limiten haben (“cadlag” ist eine Abkiirzung fiir “continue & droite,
limitée & gauche”). Analog ist ein caglad Prozess ein Prozess mit linksstetigen Trajektorien,
fiir die die rechtsseitigen Limiten existieren.

1.1 Motivation anhand eines einfachen Finanzmarktmodells
Wir modellieren einen Finanzmarkt mit einer Aktie und Zinsrate 0 wie folgt:
e Information am Markt zur Zeit ¢ : F; (formal: (F;) Filtration)
e Wert der Aktie zur Zeit ¢ : Sy (formal: (S;) reeller adaptierter cadlag Prozess)
e Handelszeiten : 0 = ¢y < --- < t,, = T (zunichst deterministisch)
e Anzahl der Aktien im Portfolio im Zeitintervall (¢;,¢;41] : H® (formal: H® F -messbar)

Die zugehorige Handelsstrategie ist nun gegeben durch den adaptierten linksstetigen Prozess

n—1 n—1
Hy=) HUg .00 i we > HO (W) Ly, 0, (1) (1)
1=0 1=0

Bezeichnen wir mit Vj das Startkapital so ist der zur Handelsstrategie I gehdrende Vermdgen-
sprozess (Vi(H)) gegeben durch
k-1
Vi(H) =Vo+ > HO(Sy,, — Si) + HV(S; = Sy,) fiir t € [tg, tpi1].
i=0
Alternativ haben wir die folgende Darstellung
n—1

W(H) == VO + ZH(i)(Sti+1/\t - Sti/\t)'
=0



Definition 1.2. (i) Ein linksstetiger stochastischer Prozess von der Form

n—1
Hy=H Iy (6) + > HO Byt (£20)
=0
mit
eneNund0=1% < --- <t

e X1 Fy-messbar und X Fy -messbar fir i =0,...,n—1

e XW . X®=Y yniform beschrinkt

nennen wir uniform beschrdinkten elementaren Prozess. Wir bezeichnen mit £ die Menge
der uniform beschrénkten elementaren Prozesse.

(ii) Das (elementare) stochastische Integral eines Prozesses H € & bzgl. eines adaptierten
cadlag Prozesses X ist definiert als

n—1

t
(H-X) ;:/ HydX, =Y HO(Xy 00— Xine).
0 i=0

Wir schreiben kurz
n—1
/ HydX, =Y HY(Xy,, —X).
i=0

Bemerkung 1.3. Der Funktionswert des elementaren Prozesses zur Zeit 0 hat keinen Einfluss
auf den Wert des Integrals. Wir haben den zusétzlichen Term ausschlieflich aus technischen
Griinden mit in die Definition der elementaren Prozessen aufgenommen.

Proposition 1.4. (i) Das elementare stochastische Integral ist wohldefiniert.
(i) Sowohl der Raum der adaptierten cadlag Prozesse als auch & sind linear.
(#3i) Das stochastische Integral ist im Integranden und im Integrator linear (d.h. es ist bilinear).
(iv) Das stochastische Integral H - X ist adaptiert und cadlag.
(v) Ist X ein cadlag Martingal und H € &, so ist H - X ein Martingal.
(vi) Es gilt fir H G € € das Assoziativgesetz
(HG)- X =H - (G- X).

Bemerkung 1.5. Allgemein wird in Finanzmarktmodellen der Vermogensprozess, der von ei-
ner Handelsstrategie erzeugt wird, durch ein stochastisches Integral beschrieben. Hierbei erlaubt
man aber meist allgemeinere Integranden als die von uns bisher betrachteten. Obwohl in der
Realitit kontinuierlicher Handel nicht méglich ist und Handelsstrategien durch Treppenfunktio-
nen beschrieben werden, macht es Sinn auch allgemeinere Strategien zuzulassen. Betrachtet man
zum Beispiel Optimierungsprobleme in Finanzméirkten so findet man meist nur im allgemeineren
Modell optimale Strategien.

Unabhingig von der Finanzmathematik werden wir auch noch weitere Anwendungen in der
Analysis kennenlernen.



1.2 Integration bzgl. Integratoren von lokal endlicher Variation

Im folgenden betrachten wir den Fall, in dem der Integrator von lokal endlicher Variation ist.

Definition 1.6. Eine Funktion g : [0,00) — R (oder RY) ist von lokal endlicher Variation, wenn
g rechtsstetig ist und fiir alle ¢ > 0

n—1
lgls := SUP{Z 9t01 — 961 :n EN, 0=ty <--- <ty = 75}
i=0

endlich ist.

Satz 1.7. Fir eine Funktion g : [0,00) — R wvon lokal endlicher Variation gelten folgende
FEigenschaften:

o ¢ — |g|t ist monoton wachsend und rechtsstetig

e Die Funktionen g%,g~ : [0,00) — [0,00) gegeben durch

1 1
9/ = 3(gle + 9: = go) und g, = 5(lgl: — (9: = 90))
sind rechtsstetig, monoton wachsend und starten in der O und es gilt
gt —90=9, —g; und |9l =g; +g; .

e g ist cadlag.

Definition 1.8. Fiir g : [0,00) — R von lokal endlicher Variation und f : [0,00) — R lokal
beschrinkt und messbar setzen wir

t
/0 fsdgs: }fs/[l—(ds)_

fsp™ (d5)7
(0, ]

(0.t
wobei uF und p~ die Mafle auf By := B(g ) sind mit

p (0, 1]) = g;" und p((0,¢]) = g,
fiir ¢t > 0.

Bemerkung 1.9. Die Existenz der Mafle folgt aus der Rechtsstetigkeit, Monotonie und dem
Startpunkt 0. Das Integral kann auch fiir nichtbeschrinkte messbare Funktionen f definiert
werden. Hierbei muss eine entsprechende Integrierbarkeitsannahme, wie z.B.

t t t
_ + -
/Olfsldlgls—/o Flp (ds>+/0 fulp (ds) < oo

vorausgesetzt werden.



Satz 1.10 (Interpretation als Riemann-Stieltjes-Integral). Sei g : [0,00) — R von lokal endlicher
Variation. Weiterhin sei f : [0,00) — R linksstetig und beschrinkt. Dann gilt fir jede Folge
(Ap)nen von Partitionen

Ap:0=1tg" <<t =t

von [0,1] deren Feinheit gegen O konvergiert

N(n)-1

t
Jim ZO ftﬁ")(gtﬁ)l ~gym) :/0 s dgs.
i=

Satz 1.11. Sei g stetig und von lokal beschrinkter Variation. Dann gilt fir eine stetig differen-
zierbare Funktion f 'R —>R und 0 < s <t

Flgr) — Flgs) = / 7' (gu) dgn.

Weiterhin ist (f(g:)) wieder ein stetiger Pfad von lokal beschrankter Variation.

Korollar 1.12. Sei h: [0,00) — R eine lokal beschrankte messbare Funktion und seien f,g wie
im vorhergehenden Satz, so gilt

t t
/ hsdf(gs)) = / hs f'(gs) dgs.
0 0
Wir schreiben hierfir kurz
df(gs) = fl(gs) dgs.

Definition 1.13. Einen stochastischen Prozess (A;) nennen wir F'V-Prozess (finite variation),
wenn er adaptiert und rechtsstetig ist und jede Realisierung auf jedem Kompaktum endliche
Variation hat. Weiterhin bezeichnen wir mit A die Familie der stetigen FV-Prozesse.

Proposition 1.14. Ist (A;) ein FV-Prozess so existieren Mafkerne p*, = : Q x By — [0,00)

mil
Af (W) = p (w,(0,¢]) und Ay =p (w,(0,t]) fiir alle t > 0.

Weiterhin sind ;ﬁ‘(o q und “7‘(0 q Mapkerne von (Q, Ft) nach ((0,1], Bg,y)-

Wir kénnen nun das stochastische Integral fiir FV-Integratoren und produktmessbare lokal be-
schriankte Integranden H : Q x [0,00) — R definieren indem wir

t t t
/ H;dAs : Q— / Hy(w) p™ (w,ds) —/ Hy(w)p (w,ds)
0 0 0
setzen.

Bemerkung 1.15. e Diese Definition entspricht fiir elementare Integranden der vorherge-
henden Definition.

e Das so definierte Integral ist F-B-messbar.

Damit das Integral auch (F;)-adaptiert ist, bendtigen wir eine Zusatzannahme an (H;).



Definition 1.16. Ein stochastischer Prozess (Xt)tzo heifit progressiv messbar, wenn fiir alle
t>0
Qx[0,t] > R, (w,s) — Xs(w)

Ft ® Bjg,g-messbar ist.
Lemma 1.17. Alle adaptierten rechtsstetigen (linksstetige) Prozesse sind progressiv messbar.

Proposition 1.18. Ist (H;) lokal beschrinkt und progressiv messbar und ist (Ay) ein FV-Prozess

50 st ;
</0 Hy dAS) >0

ein progressiv messbarer cadlag Prozess (insbesondere adaptiert).

Wir haben bereits gesehen, dass der Wienerprozess fast sicher auf keinem echten Intervall end-
lich ist. Somit ist die obige Theorie in dieser Form nicht anwendbar! Wir werden spéter einen
Integrationsbegriff fiir stetige Martingale kenenlernen. Zuvor miissen wir jedoch noch einige
Vorarbeiten leisten.



2 (Semi-)Martingale

2.1 Aquivalenzbegriffe fiir stochastische Prozesse in stetiger Zeit

Wir haben bereits gesehen, dass der Begriff der bedingten Erwartung, bzw. Objekte in LP-
Riumen nur bis auf P-fast sichere Aquivalenz eindeutig definiert ist. Im folgenden werden wir
fiir stochastische Prozesse zwei Aquivalenztypen verwenden.

Definition 2.1. Seien (X;) und (X}) R (bzw. R%)-wertige stochastische Prozesse.

e (X;) und (X)) sind Modifikationen voneinander, wenn

VE>0:P(X, = X!)=1.

e (X;) und (X]) heiflen ununterscheidbar, wenn es eine Menge Qg € F gibt mit P(y) =1
und
Vw € QoVt >0 : Xi(w) = X[ (w).

Bemerkung 2.2. Die Ununterscheidbarkeit impliziert, dass die Prozesse Modifikationen von-
einander sind. Die Umkehrung gilt jedoch im allgemeinen nicht fiir Prozesse mit iiberabzihlbarer
Indexmenge.

Lemma 2.3. Sind (X;) und (X]) rechtsseitig (oder linksseitig) stetige Prozesse, so sind sie
genau dann Modifikationen voneinander, wenn sie ununterscheidbar sind.
2.2 Die iiblichen Bedingungen

Definition 2.4. Eine Filtration (F;) heifit rechtsstetig (linkstetig), wenn

Fy =) Fs baw. Fi =

s>t

VeciFs wennt >0
Fo wenn ¢t = 0.

mit der Konvention, dass \/ iiber die leere Menge Fj ist.

Lemma 2.5. Fir eine Filtration (F;) sind die Filtrationen (Fi1)i>0 (bzw. (Fi—)) gegeben durch

.7:15_;,_ = ﬂ .7:5 und .7:,5_ =

s>t Fo wenn t = 0.

{\/Kt}"g wenn t > 0

rechtsstetig (linksstetig).

Definition 2.6. e Eine Menge A C Q nenen wir (P,F)-Nullmenge (kurz P-Nullmenge),
wenn es eine Menge A’ € F gibt, sodass

P(A"Y)=0und A C A"

e Einen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, (F;), P) nennen wir vollstindig, wenn Fy
alle (P, F)-Nullmengen enthélt.



Bemerkung 2.7. Achtung, damit ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum vollstdndig ist, reicht
es nicht zu fordern, dass F; alle (P, F;)-Nullmengen enthélt!

Einen vollstindigen Wahrscheinlichkeitsraum erhélt man durch Vervollstindigen.

Satz 2.8. Sei (2, F°, (F?),P°) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Wir bezeichnen mit N
die PO-Nullmengen und setzen

fthEVNZ{ACQ:EIA'G}"O mitA’AAe_/\/’}
und analog F = Fo V N. Weiterhin definieren wir P : F — [0,1] durch
P(A) =P%(4) fir AcF, A €Fy mit ANA' €N,

Dann ist (Q, F,(F),P) ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum, die Vervollstindigung von
(Q, 7, (7)), PY).

Definition 2.9. FEin filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum geniigt den dblichen Bedingungen, wenn
er vollstdndig ist und die Filtration rechtsseitig stetig ist.

Bemerkung 2.10. Wir werden hiufig annehmen, dass ein filtrierter Raum den iiblichen Bedin-
gungen geniigt. Dies bedeutet in der Regel keine Einschrinkung der Allgemeinheit, da wir jeden
filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum zunichst vervollstéindigen kénnen und dann durch den Uber-
gang zur rechtstetigen Filtration zu einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum, der die iiblichen
Bedingungen erfiillt, gelangen. Wir werden sehen, dass hierbei alle relevanten Messbarkeitseigen-
schaften, bzw. Martingaleigenschaften erhalten bleiben. Den filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum,
den wir auf diese Weise gewinnen nennen wir Augmentierung.

2.3 Martingale

Wir werden nun eine Martingaltheorie in stetiger Zeit entwickeln. Hierbei werden die Erkennt-
nisse der diskreten Martingaltheorie sich als niitzlich erweisen.

Definition 2.11. Ein stochastischer Prozess M = (M;);>0 heifit (F;)-Submartingal, wenn
(M1) (M) (Fy)-adpatiert ist,

(M2) Vi > 0: E[|M;|] < oo und

(M3) V0 < s <t:E[M|Fs| > M.

Sind (M) und (—M;) Submartingale, so heifit (M) (F;)-Martingal. Ein stochastischer Pro-
zess mit Zusstandsraum R? heifit multivariates Martingal, wenn jeder Koordinatenprozess ein
Martingal ist. Wir bezeichnen mit M die Familie der stetigen Martingale.

Satz 2.12. (i) Der Raum der (multivariaten) Martingale ist linear.

(i3) Sei (M) ein multivariates Martingal und ¢ : R? — R eine konveze Funktion, sodass (M)
fir jedes t > 0 integrierbar ist. Dann ist (p(My)) ein Submartingal.

(15i) Fir o > 0 und Submartingale (M;) und (Nt) sind
M+ N,aM und MV N

Submartingale.
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2.4 Stoppzeiten
Definition 2.13. Eine Abbildung T : Q — [0, oo] heifit (F;)-Stoppzeit, wenn fir alle t > 0
{T <t} € F.
Die von einer Stoppzeit 1" erzeugte o-Algebra ist
Fr={AeFx: AN{T <t} € F fur alle t > 0}.
Bemerkung 2.14. e Fr ist eine o-Algebra
e Ls gilt fiir eine deterministische Stoppzeit T'(w) =t (w € Q)
Fr = Fi.
Lemma 2.15. Fiir Stoppzeiten S,T gill
® Fsar =FsNFr
o Ist S<T so gilt Fs C Fr.

Satz 2.16. Sei X progressiv messbar, X eine Foo-messbare Zufallsvariable und T eine Stopp-
zeit.

(i) X7 :Q = R (RY) ist Fr-messbar
(ii) Der gestoppte Prozess X : (w,t) Xinr(wy(w) ist progressiv messbar.

Lemma 2.17. Ist (F;)-rechtsseitig stetig, so ist T : Q — [0,00] genau dann eine Stoppzeit,
wenn fir olle t >0

{T < t} e Ft. (2)

Bemerkung 2.18. Gilt fiir eine Abbildung T': Q@ — [0, 0o] die Eigenschaft (2) fiir alle ¢ > 0,
so nennt man 7" auch optionale Stoppzeit. Nach dem letzten Lemma gilt also:

(Fi) rechtsstetig und T optionale Stoppzeit = T Stoppzeit.
Lemma 2.19. Seien S,T,T1,... Stoppzeiten. Dann sind

SAT, SvT, S+ T und supT,
neN

wieder Stoppzeiten. Ist (F;) rechisstetig, so ist auch inf,cn T, eine Stoppzeit.
Definition 2.20. Sei (X;) ein adaptierter R%wertiger Prozess und A € B Dann heift
Ti(w) =inf{t > 0: X;(w) € A}
Eintrittszeit von A.
Satz 2.21. Sei (X;) ein rechisstetiger adaptierter Prozess.
(i) Ist (X3) sogar stetig, so ist T fiir jede abgeschlossene Menge A C RY eine Stoppzeit.

1) Is t) rechtsstetig, so 1st 1 o jur jeae offene Menge A C ewne Stopppzert.
i) Ist (F, htssteti st Ty fiir jed M A C RY eine St it

(iii) Unter den iiblichen Bedingungen ist T4 fiir jede Menge A € B¢ eine Stoppzeit.

11



2.5 Konvergenzsitze

Satz 2.22. Sei (X;) ein rechtsstetiges Submartingal. Gilt

sup E[X;'] < 00
>0

so konvergiert (X) fast sicher gegen eine reelle Zufallsvariable X .
Satz 2.23. Sei (X;) ein Martingal. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) (Xy) konvergiert in L' gegen eine Zufallsvariable Xoo.
(i1) Die Familie {X; : t > 0} ist gleichgradig integrierbar.
(iii) Es existiert eine Zufallsvariable X sodass
X; = E[X|F], fast sicher.
fir alle t > 0.

Satz 2.24 (Stoppsatz). Sei (X;);>0 ein rechisstetiges (Sub-)Martingal und S < T Stoppzeiten
sodass S entweder uniform beschrinkt ist oder (X;) in L' konvergiert. Dann gilt

>
E[XT‘]:S] (5) Xs.
Lemma 2.25. Ist (X;);>0 ein rechisstetiges (Sub-)Martingal und T eine Stoppzeit, so ist auch
X7 = (X )i>0 := (X7at)i>0

ein (Sub-)Martingal.

2.6 Doob’sche Ungleichungen
Satz 2.26 (Submartingalungleichung von Doob). Ist (X;) ein rechisstetiges Martingal (oder ein
nichtnegatives Submartingal), so gilt fir p,q > 1 mit % + % =1
1
B[sup |X,"])'/" < g BIX).
s<t
Insbesondere gilt
E[sup X?] < 4E[X7].
s<t

Satz 2.27 (Maximalungleichung von Doob). Ist (X;) ein rechtsstetiges Martingal (oder ein
nichtnegatives Submartingal), so gilt fir A >0

P [sup | X, > A] < A\TUB[| X[
s<t

12



2.7 Regularisierung

Satz 2.28. Sei (X;) ein (Fi)-Submartingal. Dann ezistiert eine P-Nullmenge N C Q, sodass
fir alle w € Q\N die Limites

X (w) = lim Xsw)  (t20)

scQ
und
X (w) = li%l X, (w) (t>0)
S
s€Q
existieren. Setzen wir Xo- = Xg, so sind die Prozesse (Mti) Submartingale' beziiglich den

Filtrationen (Fix). Ist zusdtzlich t — E[X,] rechisstetig (linksstelig) so gill
E[Xt+|ft] == Xt (bZ’LU E[Xt|Ft_] == Xt_).
Korollar 2.29. Fast jede Trajektorie von (Xiy) ist cadlag.

Korollar 2.30. Sei (X;) ein rechtsstetiges (Fi)-Submartingal. Dann ist (X;) auch ein Submar-
tingal beziiglich (Fiy) und dessen Augmentierung.

Korollar 2.31. Unter den iiblichen Bedingungen existiert fir ein Submartingal (X3) mit rechts-
stetiger Funktion t — E[Xy] eine Modifikation mit cadlag Trajektorien.

2.8 Lokale Martingale

Wir verallgemeinern nun den Martingalbegriff noch etwas weiter.

Definition 2.32. Ein adaptierter stochastischer Prozess M = (M;);>0 ist ein lokales (Fi)-
Martingal, wenn es eine Folge von (F;)-Stoppzeiten (T),)nen, gibt mit

0=Ty<Th <Tr,<... und lim T, = oo, fast sicher.

n—00

FEine solche Folge von Stoppzeiten nennen wir Lokalisierungsfolge. Die Familie der stetigen lokalen
Martingale bezeichnen wir mit M€,

Satz 2.33. Ist (M;);>0 ein stetiges lokales Martingal, so ist (Tn)nen gegeben durch
T, =inf{t > 0: |M| > n}
eine Lokalisierungsfolge.

Definition 2.34. Sei 7 eine (0, co]-wertige Zufallsvariable. Der Prozess (X; : ¢t € [0,7)) heifit
lokales Martingal, wenn es eine Folge von monoton wachsenden Stoppzeiten (T}, )nen, mit Ty, T 7

gibt fiir die die gestoppten Prozesse X7» Martingale sind.

Satz 2.35. Sei (Xi)icpo,r) ein stetiges lokales Martingal. Dann eristiert eine Bijektion vy :
[0,00) = [0,7) (Zeitwechsel), sodass

'Fiir w € N definieren wir den Wert X (w) mittels lim sup.
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e y(t) (Vt > 0) eine Stoppzeit ist und
® (X,(1))iclo,00) €in stetiges Martingal beziiglich (F.)e>o0 ist.
Satz 2.36. Ist (X;);>0 ein lokales rechisstetiges Martingal mit

E[ sup |X;|] < oo fiir alle t > 0,
0<s<t

s0 ist (X¢)i>0 ein Martingal. Insbesondere ist jedes uniform beschrdnkte rechtsstetige lokale Mar-
tingal ein Martingal.

Wir haben bereits gesehen, dass der Wienerprozess fast sicher {iber jedem echten Intervall keine
endliche Variation hat. Diese Aussage lisst sich weiter vertstirken:

Satz 2.37. Jedes stetige lokale Martingal von lokal beschrinkter Variation ist fast sicher kon-
stant, d.h. M N A = {0}.

Definition 2.38. Die Prozesse des Raums
S=MFeA={M+A:MecMPAcA

heiflen stetige Semimartingale.

2.9 Der Raum der uniform quadratintegrierbaren Martingale

Definition 2.39. Der Raum

H? = {M € M : E[sup M}] < oo}
>0

heif}t Familie der (stetigen) uniform quadratintegrierbaren Martingale.

Satz 2.40. Der Raum H?/~ (~ Ununterscheidbarkeit) versehen mit der Norm

M > E[sup M2
£>0

ist ein Banachraum.

2.10 Die quadratische Variation (Doob-Meyer Zerlegung)

Satz 2.41 (Doobsche Zerlegung, Varianzprozess). Sei (X;);>0 ein stetiges lokales Martingal. Es
existiert genau ein stetiger wachsender adaptierter Prozess (X) = ((X)¢)i>0 mit Startwert 0,
sodass

(X7 — X35 — (X))o

ein lokales Martingal ist, die sogenannte quadratische Variation von X.

14



Zunichst zeigt man die Eindeutigkeit. Danach betrachtet man fiir eine Zerlegung A : 0 = tg <
t1 < ... von [0, 00) (d.h. eine strikt wachsende Folge (¢,)nen, mit £, — 00) den Prozess (Q£):>0
gegeben durch

oo}

Qp = Z(th+1/\t — Xynd)? (£>0),
i=0

den sogennaten ()-Prozess.

Der Beweis wird in zwei Schritten ausgefiithrt. Im ersten Schritt beweist man die Aussage fiir
uniform beschrankte Martingale X indem man zeigt, dass fiir Zerlegungen A, deren Feinheit
gegen 0 konvergiert

(i) X% — Q*" ein Martingal ist und

(ii) (X2 — Q?" : n € N) eine Cauchy Folge in H? ist.
Danach erweitert man das Resultat auf allgemeine lokale Martingale durch ein Stoppargument.
Lemma 2.42. Fiir ein beschrinktes stetiges Martingal (X;) ist (X? — Qi)i>0 ein Martingal.

Lemma 2.43. Sei (X;);>0 € Mg uniform beschrinkt und A, : 0 = tf < 7 < ... eine Folge
von Zerlegungen von [0,00) mit |Ay| — 0. Dann ist

(X2 - Q" :neN)
eine Cauchy Folge in H>.

Es folgt hieraus unmittelbar, dass bei einer Darstellung des Limes als X? — (X) der letstere Pro-
zess die gewiinschten Figenschaften erfiillt. Um den Existenzbeweis der quadratischen Variation
zu vervollstindigen nutzt man das folgende Lemma.

Lemma 2.44. Fir (X;) € My uniform beschrinkt und eine Stoppzeit T gilt
(x") = (x)".

Mithilfe der vorhergenden Lemmas kann man letztendlich die Existenz der quadratischen Varia-
tion fiir X € M!°° zeigen. Die Aussage des vorhergehenden Lemmas gilt analog fiir X € M!°°,

Korollar 2.45. Ist X ein stetiges quadratintegrierbares Martingal so ist
X2~ (X)
ein Martingal.

Definition 2.46. Wirsetzenfir X =M + A€ S
(X) = ((X))iz0 == (M).

und nennen (X) die quadratische Variation von X.
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Satz 2.47. Fir X = M + A € S und Zerlegungen A, : 0 =t < t} < ... von [0,00) mit
|An| — 0 gilt fiir jedes t >0

o.¢]
Jim > (Xin s = Xipns)® = (X)s gleichmigig fiir s € [0,1],
1=0

in Wahrscheinlichkeit. D.h. fir alle € > 0 gilt

lim P( sup |Q;" — (X)s| >¢)=0.

n—00 0<s<t

2.11 Die quadratische Kovariation

Definition 2.48. Fiir X,Y € § bezeichnen wir mit
1
(X, V)= (X +Y) - (X -Y))

die Kovariation (oder auch den Klammerprozess) von X und Y. Insbesondere gilt (X) = (X, X).
Satz 2.49 (Eigenschaften der Kovariation). Fir X,Y € S gilt:

(1) (X,Y) € A

(i) Die Kovariation ist symmetrisch und bilinear.

(iii) Fir eine Stoppzeit T gilt

(X,7)" = (X7, 7) = (X7, Y7).
(iv) Ist X € M, so folgt

(X)=0 <& X ist fast sicher konstant.

(v) Fir eine Familie (Ay)nen von Zerlegungen von [0,00) mit |Ayp| — 0 und ¢ > 0 gilt
o.¢]

Tim Y (Xer s = Xerns) (Vi ns = Yirns) = (X, Y)s,  gleichmapig in [0,1],
=0

in Wahrscheinlichkeit.

(vi) MN — (MN)y — (M, N) € Mk©
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3 Das stochastische Integral
3.1 Die previsible-o-Algebra
Ziel des Kapitels ist es das stochastische Integral fiir previsiblen Integranden einzufiihren.

Definition 3.1. (i) Fiir eine Filtration (F;) bezeichnen wir mit P(F) die o-Algebra auf Q x
[0, 00), die von den Mengen der Form

Ax(a,b] (0<a<bAeF,)

und

Ax {0} (AeR)

erzeugt wird, die sogenannte previsible-o-Algebra.

(ii) Ein stochastischer Prozess X : Q x [0,00) — R (oder R?) heifit (F;)-previsibel, wenn er
beziiglich der previsiblen-o-Algebra P(F) messbar ist.

Satz 3.2. Die previsible-o-Algebra wird von
e den elementaren Prozessen (oder auch &)
o den adaptierten caglad Prozessen
erzeugt.

Proposition 3.3. Ein previsibler Prozess ist progressiv messbar.

3.2 Quadratintegrierbare Martingale als Integratoren
Satz 3.4. Sind M,N € H? und H € &, so gilt:

(i) Die Abbildung & x H2 > (H,M)w— H-M € H2 ist bilinear
(ii) (H-M,N); = [ Hyd(M,N)s, kurz (H - M,N) = H - (M, N)
(iii) (H- M)y = [y H2d(M), = (H? - (M)),

(iv) ||H-M|3, =E [ HZd(M), (Ito Isometrie)

Definition 3.5. Fiir M € H? definieren wir ein Ma$ auf  x [0, oc) durch

t
Pu(A x (s,1]) = E[/ 14 d(M)S].
Der entsprechende £2-Raum fiir previsible Prozesse ist nun gegeben durch
L2(M) = {H previsibel : E/ H2A(M), < oo}.
0

Ferner bezeichne
© 1/2
1= B[ [ HEao).]
0
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die zugehorige L2-Norm und L?(M) = L2(M)/~ den zugehdrigen Hilbertraum. Hierbei ver-
wenden wir

H o~y G = E/ (Hy — Gs)> d(M)s =0
0
Wie wir mit obigem Satz gezeigt haben, ist die Abbildung
&N ) = MGl - lgz), H > H-M

eine Isometrie. Insbesondere werden L?(M) Cauchy-Folgen in H? Cauchy-Folgen iiberfiihrt. Wir
werden nun das stochastische Integral fiir Integranden H € L?(M) einfiihren. Hierzu verwenden
wir die folgende Proposition.

Proposition 3.6. Der Raum & liegt dicht in L2(M).

Um das stochastische Integral [ Hg dM; fiir M € H? und H € L?(M) zu definieren, wiithlen wir
eine Folge (H" : n € N) von Prozessen aus £ mit

lim H" = H in L*(M)
n—oo

und setzen

n—oo

t
H-M::(/ Hdes) .— Lim H"- M in H2.
0 t>0

Das Integral ist wohldefiniert und insbesondere nicht von der Wahl der Cauchy-Folge (H,, : n €
N) abhingig (direkte Folgerung aus der Ito-Isometrie und der Vollstindigkeit von H?2).

Wir beweisen ein Analogon von Satz 3.4 fiir previsible Integranden, wobei wir zunichst Eigen-
schaft (ii) von zuvor auslassen.

Satz 3.7. Es gelten folgende Aussagen fiir M € H? und H € &:
(i’) Ist H = (H;) uniform lokal beschrankten so sind die Abbildungen
I*(M)>G—G-McH; und H*> N+ H-N € H}
linear.
(iii)) (H- M), = [y H2 (M), = (H? - (M),
(i) |H-M|3. =E [;° H d(M), (It6 Isometrie)

Beweis. Aussage (i’) folgt direkt aus dem analogen Resultat fiir elementare Integranden und
der Definition des stochastischen Integrals.

(iv’): Sei (H™ : n € N) eine Folge aus £ mit H" — H in L?(M). Dann konvergiert H" - M gegen
H - M in H?, sodass

[H - Mllg2 «— [[H" - Mll32 = [H" |2y — [1H | 22(01)-
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(iii’): Sei (H™ : n € N) eine Folge aus £ mit H® — H in L?(M). Nun folgt mit der dritten
binomischen Formel und der Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir ¢ > 0
E[|(H - M) — (H" - M){|] = E[|((H + H") - M) (H — H") - M)¢]]
<|(H + H") - Ml |(H — H") - Mz —0

unif. beschr. in n = H—H™| 230 (iv)
Analog gilt

B{|(F - (M), — ((H")? - (M))ul) = B[((H + H")(H — H") - (M))/]
< H + H g2y | H = H g2y = 0

"

~
unif. beschr. in n —0

Somit konvergieren die Zufallsvariablen (H™ - M)? und ((H")? - (M)); gegen (H - M)? und
(H? - (M)); in L*(P) fiir n — oo. Es folgt fiir 0 < s < t:

E[(H - M) — (H? - (M)):|Fs] «— B[(H" - M) = ((H")? - (M))| F]
= (H" - M) = ((H™)? - (M))s — (H - M); = (H* - (M)),,

S

wobei die Konvergenz in L'(P) gilt. O

3.3 Semimartingale als Integratoren

Zunichst definieren wir das stochastische Integral fiir Integratoren M € M{P¢. Hierzu verwenden
wir das folgende Lemma.

Lemma 3.8. Sei H € L>(M) und T eine Stoppzeit. Dann gilt:
(H-M)T =H - MT.

Definition 3.9. Fir M € ./\/l})OC betrachten wir

¢
L3 (M) = {H previsisbel | VE>0: / H?d(M)s < oo, fast sicher}
0

loc

und L2 (M) = L% (M) /~nm, wobei H ~y G & H = G Py-fast iiberall.
Seien nun M € MP° und H € L2 (M) und

t
T, = inf{t >0: / H2d(M)s > n oder (M); >n} (n€N).
0

Dann ist MT» € H2 und H € L?(M) fiir jedes n € N und wir erhalten mit dem vorhergehenden

Lemma, dass
(H-M™) = (H - M),

Da laut Voraussetzung (T,)necn eine Lokalisierungsfolge ist, kobnnen wir nun das stochastische
Integral H - M als das eindeutige (bis auf Ununterscheidbarkeit) stetige lokale Martingal mit der
Eigenschaft

(H-M)!» =H . M
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definieren.

Wir definieren nun das stochastische Integral fiir Integratoren X = M + A € S mit M € M°
und A € A.

Definition 3.10. (i) Wir setzen
I(X) := {H previsibel | H € L>°°(M) N LY°¢(4)},
wobei £11°¢(A) die Menge der produktmessbaren Funktionen H :  x [0, 00) — R mit
Vt>0: /Ot |Hg|d|Als < o0, fast sicher,
bezeichnet.
(ii) Wir definieren I(X) := Z(X)/~s, wobei
H~sG < H=G Py und P4 fast iiberall, wobei S=M + A€ Mygd A.

Hierbei ist P4 das Maf} auf €2 x [0, c0) mit
¢
Pa(B x (5,1]) = E[/ 154 (BeF).

(iii) Fir H € I(X) definieren wir
H- X=H-M+H-A
Bemerkung 3.11. (i) Dass H - A wohldefiniert ist, haben wir bereits in Kapitel 1 gesehen.

(ii) H - X ist bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig definiert und formal bildet das stocha-
stische Integral Elemente X € S/~ und H € I(X) auf ein Element H - X aus S/~ ab.
(Hierbei bezeichnet ~ die Aquivalenzrelation der Ununterscheidbarkeit.) Wird die Abbil-
dung in dieser Weise aufgefasst, so ist fiir festes X € §/~

I(X)3H = H X €8/~
injektiv (Ubungsaufgabe).

(iii) Man beachte, dass alle lokal beschriankten previsiblen Prozesse beziiglich jedes Semimar-
tingals integrierbar sind.

3.4 Eigenschaften des Ito Integrals
Satz 3.12. Seien X € S und H € Z(X)
(i) Die Abbildung
{lok. beschrinkte previsible Prozesse} x S/~ 3 (H,X) - H-X € S/~

ist bilinear.
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(i) (H-X) =[] H2d(X)s = (H>- (X))
(iii) Fir G € TZ(H - X) gilt

GH € I(X) und (GH) - X =G - (H - X)

(i) a.) X e M = H.X € M°
b.)XeA = H-XeA.

(v) (H-X)' = (Hlpp) X =H-X" fiir alle Stoppzeiten T
vi) Fir fast jedes w € Q und fir alle 0 < a < b gilt:
(vi) J 9

H(w) =0 auf [a,b] oder X(w) konstant auf [a,b] = H-X konstant auf [a,b]

Satz 3.13 (Majorisierter Konvergenzsatz der stochastischen Integration). Sei X =M+ A€ S
und H € Z(X). Gilt fir eine Folge (Hy, : n € N) previsibler Prozesse

|H"| < H und H} —0 fs.,¥t>0
so folgt firt>0
H" - X — 0 gleichmafig auf [0,t], in Wahrscheinlichkeit.
Beweis. Sei X = M + A € M & A und

t t
Ty :=inf{t >0: / |H?| d(X), +/ |H| d|Als > m}.
0 0

Wegen des klassischen majorisierten Konvergenzsatzes gilt

tATy,
‘ / H" dA,
0

t
< /0 o 1,,(5) H| d]Als = 0.
—_—
<jo,7,,1(8)Hs

Ferner gilt wegen der It6 lometrie und der Doob-Ungleichung

B [sup (1" - M)E)7] < 4B[((H) - (M))] = 4B[((Rg, B - (4)),]

t
s<t

Mithilfe der Chebyshev Ungleichung folgt fiir £ > 0

lim P(sup|(H" - X)Im| > ) =0

n—00 Sgt
und die Aussage folgt, da (7},) eine Lokalisierungsfolge ist. O
Satz 3.14 (Approximation durch Riemannsummen). Ist (Hy)i>o linksstetig adaptiert und lokal

beschrinkt und X € S, so gilt fir eine Folge von Zerlegungen Ay, : 0 =1ty < t; < ... von [0, 00)
mit |Ap| — 0

s co
/ H,dX, = lim Zth (X ns — Xinps) gleichmdflig auf [0,t], in Wahrscheinlichkeit.
0 n—o00 prs i i+1 i
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Beweis. Mit 7" (t) := sup A, N[0,%) (n €N, ¢t > 0) erhalten wir die Darstellung
[o.@] 8
Z Ht? (thJrl/\s - Xt?/\s) = / Hﬂn(u) qu-
=0 0

Wegen der Linksstetigkeit von H konvergieren die Prozesse {(Hyn(s))s>0 : n € N} punktweise
gegen H und (sup,<, [Hul)s>o ist eine integrierbare Majorante, sodass die Aussage direkt aus
dem majorisierten Konvergenzsatz der stochastischen Analysis folgt. U

3.5 Die Kunita-Watanabe Ungleichung

Es verbleibt noch das Analogon zu Eigenschaft (ii) aus Satz 3.4 zu beweisen. Hierzu werden
wir die sogenannte Kunita-Watanabe Ungleichung verwenden. Wir schreiben in Analogie zur
Definition der Variationsnorm

n—1

(XY QD wes sup{Z‘(X,Y}tkH(w) (XY ) @)] 0=ty <o <ty = t}
k=0

fiir Semimartingale X, Y.

Satz 3.15 (Kunita-Watanabe Ungleichung). Seien X,Y € S und H,K : Q x [0,00) = R
produktmessbar. Dann gilt fiir t > 0

t ¢ /2, [t 1/2
Jmmgay < ([ rza) ([ kiaw),)

Beweis. a.) Wir zeigen zunéchst die Aussage fiir Indikatoren iiber Intevalle (s, ¢]. Wir schreiben
kurz fiir Semimartingale S,T € §

(Sv T)Z = <Sa T>t - (Sa T>s und <S>Z = <S>t - <S>s

Da fir A € R
0< (AX +Y) = (X)EN2 4+ 2(X, V)L A+ (V)!
gilt, hat das quadratische Polynom
R3 A= (00X +2(X, V) A+ (V)
. =:b =:c

fast sicher maximal eine Nullstell oder ist konstant 0. Es folgt, dass

0 > b — dac = 4((X, Y)L)? — 4(X)(Y)?

s s°

Als néchstes sei A, @ s = 1p < --+ < ty(,) = eine Folge von Zerlegungen von [s,t] deren
Feinheit gegen Null konvergiert. Es gilt

N(n)—1
. i
(X, Y5 = KX, V)| = (X, V)]s = lim > (X, Y )|
1=0
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Ferner gilt wegen Cauchy-Schwarz und obiger Ungleichung

N(n)-1 N(n)-1 N(n)—1 .

xvyer< (3 ) UL i) = wny

=0 =0 i—0

Es folgt, dass [(X, V)]s < ((X))"2((Y)5)2.

b.) Als nichstes zeigen wir die KW-Ungleichung fir K, H € £. Wir nehmen an dass beide
Darstellungen die gleichen Stiitzstellen besitzen und folgern mittels Teil (a) und der Cauchy
Schwarz Ungleichung, dass

n—1
/ H KX, Y] = SO HOKD] (X, 7) 650
1=0

<Z\H<)r X)uri ™) PRI

n—1

< <Z(H(”) < 7+1/\t) (Z K(” z+1/\t>1/2
=0
= ([ e (/tK3d<Y>s)“2.
0

c.) Im letzten Schritt nutzen wir ein Approximationsargument zum Beweis der allgeminen Aus-
sage. Zunéchst seien H, K uniform beschrinkt Dann existieren Prozesse (H™ : n € N) und
(K™ :n €N)in & mit

/t[IH(") — H|+|G™ = Gld((X) + (Y) + [(X,Y)]) =0,
0

sodass

t t , t 9 1/2 t 9
[y e [mereiaeey <[ aeraco) ([ retar),)
0 0 0 0

t 1/2 t 1/2
—>(/0 H§d(X>s) (/0 K24(Y),

Fiir uneschrinkte H, K folgt die Aussage mittels monotoner Konvergenz. O

1/2

Bemerkung 3.16. Ist die linke Seite der Kunita-Watanabe Ungleichung endlich so ist insbe-
sondere fot H K d{X,Y), wohldefiniert und es gilt

t t
‘/ Ho K, d(X,Y), g/ |H K| d|(X,Y)]s
0 0

Korollar 3.17. Fir zwei Semimartingale X, Y € S und H € Z(X)NI(Y) gilt H e Z(X +Y)
und
H- (X+Y)=H-X+H-Y.
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Korollar 3.18. Es gilt fiir X, Y € S und H € I(X):
(H-X,Y)=H-(X,Y).

Beweis. Es reicht die Aussage unter der Annahme, dass (X) und H? - (X) uniform beshrinkt
sind zu beweisen. Die allgemeine Aussage folgt dann mittels Lokalisation. Nun ist X die direkte
Summe eines Martingals M € H2 und eines Prozesses A € A und wir wihlen eine Folge (H™ :
n € N) elementarer Prozesse mit H™ — H in L*(M). Es folgt mittels Kunita-Watanabe

(XY ) (B X0 < (=)0 200 = ([ =) o0t o

und analog

H (X, Y ) = H™ (X, Y] < (/Ot(Hs — H{")? d<X>s)1/2<Y>§/2 - 0.

Somit gilt
(H : Xa Y)t S <H(n) : X7Y>t = (H(n) : <Xa Y))t — (H : <X7Y>)t

3.6 Ito Differentiale

Unter dem It6 Differential eines Semmartingals X versteht man die Abbildung die nichtleeren
Intervallen [a, b] C [0, 00) auf reelle Zufallsvariablen abbildet:

b
dx; : [a, b b—>/ X, = X, — X,
a
Zuzéatzlich schreiben wir fir H € I(X)
b
HydX, : [a,b] — / HydX, = (H-X)y— (H-X),
a

Weiterhin verwenden wir fiir zwel Semimartingale X,Y € S die Konvention
dXt d}/t = d<X7 Y>t

Aufgrund der Symmetrie und Bilinearitit von (-, ) gelten das Kommutativgesetz und das Dis-
tributivgesetz. Weiterhin gilt das Assoziativgesetz.

Viele Aussagen lassen sich nun im It Differentialkalkil darstellen. Fiir lokal beschrinkte previ-
sible Prozesse H, G gilt zum Beispiel:

d(G-(H X)) =G d(H - X), = G H, dX,
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3.7 Die Ito-Formel

Satz 3.19. Sei f : RY — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und X©,... . X@ € S.
Es gilt

d t
FXD LX) = A, X)) = Z/ O f(XP, ., X@)dX
i=170

d  p
1 . .
+ 5 Z / 8a:iz]—f(X§1)7 ... ,Xéd)) d(X(Z),X(])>S.
ij=1"0

Insbesondere ist (f(X))i>0 wieder ein stetiges Semimartingal.

Bemerkung 3.20. Im It6-Differentialkalkiil lautet die It6-Formel:

d d
. 1 ) .
Af(X0) = 3 05, f (X)X 4 5 Y O,/ (X0) dX} AX
i=1 i,j=1

Korollar 3.21 (Partielle Integration). Fir X,Y € S gilt
t t
X,Y; — XoYp = / X, dY, +/ Y, dX, + (X, Y),.
0 0

Im It Differentialkalkil erhdlt man

A(XY), = X, dY; + V; dX, + d(X,Y),.

3.8 Multivariate Integration

In diesem Abschnitt fithren wir die Notation zur Integration von Matrix-wertigen Integranden
bzgl. multivariater Semimartingale ein. Hierbei folgen wir den Rechenregeln der Matrixmultipli-
kation. Seien m,n € N. Wir betrachten

e ecin multivariates Semimartingal X = (X!,..., X™) (d.h. X!,..., X™ € §) und

e cinen previsiblen Matrix-wertigen Prozess H = (H™ : i =1,...,n,j = 1,...,m) (d.h.
H% sind reelle previsible Prozesse)

und wir bezeichnen mit

t
(H - X)s :/ H,dX,
0

das multivariate Semimartingal definiert durch
. . n t .. .
(H - X)j = (" X) =Y / 9 dX.
j=1"0

Zur Wohldefiniertheit muss H*/ € Z(X/) fiir alle i = 1,...,n und j = 1,...,m gelten. Hierfiir
schreiben wir kurz H € Z(X). Wir nutzen analoge Definitionen fiir die It6 Differentiale.
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Beispiel 3.22. Ist W ein m-dimensionaler Wienerprozess, so folgt fiir eine C?-Funktion f :
R™ - R

sov) = gy = [ wrowyaw+ g [ agon)a
Ferner gilt fir H € Z(W) und ein multivariates Semimartingal ¥ mit
dY; = A, dW;

gerade fiir g : R* - R

t 1 t
o) ~9() = [ VoV + /0 Bgarng¥:) ds
wobel Ag (B € R*™™) den Differentialoperator Ag = B 81, .z; bezeichnet.
1Y

3.9 Das stochastische Exponential
Definition 3.23. Sei X € S. Das Semimartingal £(X) gegeben durch

1

E(X): = exp{ X, — S(X):}

heif3t stochastisches Exponential von X.

Satz 3.24. Der Prozess Y = £(X) ist die eindeutige Lésung der stochastischen Differential-
gleichung (d.h. das eindeutige Semimartingal mit)

dY; = Y dX;
Yo = exp{Xo}.

Beispiel 3.25. Es gelte Y = £(X). Kann man X als stochastisches Integral bzgl. Y darstellen?
Es gilt
dY; =Y, dX;.

Da Y = (Y;) als stochastisches Exponential fast sicher niemals die Null beriihrt erhilt man
durch aufintegrieren des Integranden Y%

1
—dY; = dX,.
y, t

D.h. X erfiillt die Gleichung
t
1
Xy =logY — dY,
t = log Yo + /0 Y,
X heiit stochastischer Logarithmus von Y; kurz X = L(Y').

Bemerkung 3.26. Fiir Pfade von lokal endlicher Variation erhalten wir die Exponentialfunk-
tion:
XeA = E(X) = (exp(Xy))i>o
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4 Markov Prozesse

4.1 Lévy’s Charakterisierung des Wienerprozesses

Definition 4.1. Ein stetiger (d-dimensionaler) stochastischer Prozess (X;);>0 mit Xo = 0 heifit
(Ft)-Wienerprozes, wenn er (F;)-adatiert ist und fiir alle 0 < s < ¢

Py,_x,17 = N0, (t - s)I4) (3)
gilt.
Bemerkung 4.2. Die Bedingung (3) ist dquivalent zu
o X; — X, ist unabhingig von F;
o X; — X, ist N(0, (¢t — s)Iy)-verteilt.

Insbesondere folgt, dass die Inkremente iiber paarweise disjunkte Intervalle unabhingig sind.
Ein (F;)-Wienerprozess ist insbesondere ein Wienerprozess im urspiinglichen Sinne.

Satz 4.3 (Lévy’s Charakterisierung des Wienerprozesses). Sei X ein stetiger adaptierter R%-
wertiger Prozess mit Xg = 0. Folgende Aussagen sind dquivalent:

o (Xy) ist ein (Fi)-Wienerprozess

o Vi,j=1,...,d: (X% X7), = §t.

4.2 Grundlagen

Definition 4.4. Eine d-dimensionale Markov-Familie besteht aus
e ecinem filtrierten messbaren Raum (2, F, (%)),
e einem (F;)-adaptierten Prozess (X;);>o und
e cinem Markovkern P : R? x F — [0,1] von (R?, B%) nach (£, F)
mit den Eigenschaften:
(i) Ve e R P*( Xy =2) =1
(ii) Vz € RY, t,5 > 0 und T € B? gilt
P*(X,ys € D|Fy)(w) = PXW (X, € ') P®fast sicher,

d.h.
fg(tﬂ\]-“s (w,T) = p () (X; €T') P*-fast sicher.

Wir nennen das Tupel (Q, F, (F;), {P* : € R¢}, X) Markov-Familie.
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Bemerkung 4.5. Fiir eine Markov-Familie gilt insbesondere
x _ x

PXt+.s|~7:s - PXt+s|U(Xs)’

die sogenannte Markov-FEigenschaft.

Beispiel 4.6. Die kanonische Markov-Familie des Wienerprozesses besteht aus

e Q= C[0,00) (oder C(]0,0),RY) im multivariaten Fall)

o Fi=o0(mg:s<t)und F = o(ms : s > 0), wobei {m; : t > 0} die Auswertungsfunktionale
an der jeweiligen Stellen ¢ auf Q bezeichnen (Projektionen),

e P? = Wo 0! der in r gestartete Wienerprozess (hierbei bezeichnen W das Wienermaf
und 0, : Q = Q,w = (¢ + wi)s>0 den Shift um den Wert z)

o X = (Xy)i>0 = (m)i>0

Es folgt nun unmittelbar, dass diese Wahl zu einer Markov-Familie fiihrt:
e PP Xop=1z)=W(ny=0)=1
o P*(X; 1, € T|F,)(w) = N (X (w), t)(T) = PX)(X, €T).

In der Definition der Markov-Familie wird gefordert, dass gegeben die Information Fs der Wert
des Prozesse zu einem zukiinftigen Zeitpunkt ¢ 4+ s genauso verteilt ist, wie der in X gestartete
Prozess zur Zeit t. Es stellt sich nun die Frage, ob dies auch fiir die gesamte zukiinftige Trajektorie
gilt.

Satz 4.7. Sei (Q,F,(F),{P®:z € R?}, X) eine Markov-Familie. Es gilt fir T € @, B% und
z € RY: -

P§(S+.\fs (w,I') = P (X el) fir P*-fast alle w. (4)

Insbesondere existiert eine regulire bedingte Wahrscheinlichkeit P§(3+-\]-"s' Hierbei bezeichnet
Xt den Prozess (Xsqt)i>0-

Es stellt sich die Frage, ob man die deterministische Zeit s in der Gleichung (4) durch eine
Stoppzeit ersetzen kann.

Definition 4.8. Eine Markov-Familie erfiillt die starke Markov Eigenschaft, wenn fiir jede
Stoppzeit S
Xop s (@, T) = PYs(@)(X eT) fiir P?-fast alle w gilt.

Insbesondere muss hierzu Xg. ein stochastischer Prozess sein (d.h. .7-"—®t20l3d—messbar sein).

Bemerkung 4.9. Zum Beweis der starken Markov Eigenschaft reicht es zu beweisen, dass fiir
alle z € R und T € B¢

P, 7@, ) = PYs@) (X, eT) fiir P%-fast alle w gilt.
Dass dies ausreicht, folgt wie im Fall deterministischer Zeiten 5 = s.

Wir betrachten zunichst den Wienerprozess.
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4.3 Die starke Markov Eigenschaft des Wienerprozesses

Satz 4.10. Sei (W;) ein (Fi)-Wienerprozess und S eine fast sicher endliche Stoppzeit. Dann
18t

X = (Wsyt —Ws)izo

ein (.’F(SHH)QO—Wienerprozess. Insbesondere ist damit X ein von Fs4 unabhdngiger Wiener-
prozess.

Es folgt die starke Markov Figenschaft fiir den Wienerprozess.

Korollar 4.11. Sei W ein (F;)- Wienerprozess und S eine fast sicher beschrankte Stoppzeit. Es
gilt fiir T € @, B
PW5+.|.7'—5+ (w’ F) = PWS(UJ) (W € F)

fiir P-fast alle w. (Hierbei ist W ein stochastischer Prozess auf einem messbaren Raum und
{P*: 2 € R} eine Familie von Mafen unter denen W ein in x gestarteter Wienerprozess ist.)
Insbsondere gilt fiir ein beschrinktes messbares Funnktional ¥ : C([0,00), R?) — R

E[V(Ws4.)|Fs+] = E[¢p(Ws)]
mit ¢(z) := B[ (W)].
Als eine Anwendung dieses Resultats erhalten wir:
Korollar 4.12. Sei W ein eindimensionaler Wienerprozess. Fiir a > 0 und t > 0 gilt

P(max W > a) =2P(W; > a).
s€[0,t]

Korollar 4.13. Sei U C R? ein beschrinkte offene Menge in R und sei ¢ : OU — R eine
beschrinkte Borel-messbare Funktion. Wir definieren fiir x € U

u(z) == E*[¢p(Wr)], wobei T =inf{t > 0: Wy € 0U}

und (W) ein multivariater Wienerprozess ist. Es folgt, dass fir eine Kugel B(x,r) C U:
u@ = [ uy)dow),
OB(z,r)
wobei o das normierte Haarmaf (oder Hausdorff Maf der Dimension d — 1) auf OB(x,r) ist.

4.4 Die starke Markov Eigenschaft fiir allgemeine Markov-Familien

Wir betrachten nun eine allgemeine Markov-Familie (Q, F, (F;), {P? : € R%}, X). Wir assozi-
ieren die Markov-Familie mit einer Familie {U; : t > 0} von Operatoren, die die Menge T der
beschrinkten Borel-messbaren Funktionen f : R* — R wieder in sich selbst abbilden:

Up: T = T, (U f)(x) = B*[f(Xy)].
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Satz 4.14. Es gilt fir t,s > 0
Uprs = Up o Us,

die sogenannte Chapman-Kolmogorov Gleichung. D.h. {Uy : t > 0} ist eine Halbgruppe.

Satz 4.15. Eine Markov-Familie (Q,F,(F;),{P? : ¢ € R}, X) besilz, die starke Markov-
FEigenschaft, wenn

o X rechisstetig ist und
o Vi > 0: U, stetige Funktionen mit kompaktem Triger wieder auf stetige Funktionen abbildet.

Bemerkung 4.16. Auch aus diesem Ergebnis folgt die starke Markov Eigenschaft der kanoni-
schen Markov-Familie des Wienerprozesses, da fir (z,,),en mit z, — = wegen des majorisierten
Konvergenzsatzes

]. y—$n2 ]_ y—wz
Uiften) = [ e E 0 [ e " iw ay =)

Es gilt sogar noch mehr. Fiir jede Funktion f € T und ¢ > 0 ist U; f oo-oft partiell differenzierbar.
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5 Zusammenhinge mit partiellen Differentialgleichungen

5.1 Das Dirichlet Problem
Sei U C R? ein offenes beschrinktes Gebiet und
¢:0U = R
eine stetige Funktion. Eine Funktion u : U — R, die
e zweimal stetig differenzierbar in U und
e stetig in U ist,
heifit Losung des Dirichlet Problems auf U mit Randbedingung ¢, wenn

Au(z)=0 VzeU
u(z) = ¢(z) VzedU
wobei Au = Zgzl 0;; den Laplaceoperator bezeichnet.

Bemerkung 5.1. Wenn U einen homogenenen Korper darstellt an dem am Rand AU eine
Spannung ¢ angelegt ist, dann stellt die Lésung des Dirichletproblems den Spannungsverlauf im
Korper dar.

Satz 5.2. Seiu eine Losung des Dirichletproblems auf U mit Randwert ¢. Dann gilt fir x € U
u(z) = E*[p(Wr)],
wobei T := inf{t > 0 : W, € OU}. Insbesondere ist die Losung eindeutig.

Korollar 5.3. Fir eine harmonische Funktion v :U — R (d.h. Au=0), z € U und r > 0 mit

B(z,r) C U gilt
u(z) = /8 L)

Satz 5.4. Fir d > 3 erfillt der d-dimensionale Wienerprozess W
|Wi| = oo, fast sicher.

Satz 5.5. Fiir den Wienerprozess W in R? und x € R? existieren fast sicher endliche Stoppzeiten
(T%) mit

o I’V — o0

e Wre —
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5.2 Das Poisson Problem
Sei U C R? ein offenes beschrinktes Gebiet und
p:U—-R

eine stetige Funktion. Eine Funktion u : U — R, die

e zweimal stetig differenzierbar in U und

e stetig in U ist,
heifit Losung des Poisson Problems auf U mit Potential ¢, wenn

{%Au(m) =—¢(z) VYzeU
u(z) =0 Vo € oU.

Satz 5.6. Seiu cine Lisung des Poisson Problems auf U mit uniform beschrinktem Potential
¢. Dann gilt firc € U

) = B[ g as
wobei T := inf{t > 0 : W, € U }. Insbesondere ist die Losung eindeutig.
Bemerkung 5.7. Fiir ¢ =1 erhilt man
u(z) = E*[T].

Lemma 5.8. Sei U C R? eine beschrinkte offene Menge. Dann gilt fiirr x € U und T = inf{t >
0:W; € aU}

E*[T?] < o0
fir alle p > 0.

5.3 Die Feynman-Kac Formel

Seien ¢ : (0,00)xR? — Rund ¢ : R? — R stetige Funktionen. Eine Funktion u : [0, c0) xR? — R,
die

e zweimal stetig differenzierbar in (0,00) x R? und
e stetig in [0, 00) x R? ist,
heifit Losung der Wdarmeleitungsgleichung mit Randwert g und Potential ¢, wenn
{ﬁtu(t,x) = LAu(z) — ¢(t,7) ult,z) Vit >0,z € RY
uly_y =g

Satz 5.9 (Feynman-Kac Formel). Sei u eine Lisung der Warmeleitungsgleichung mit nach oben
beschrinktem Potential ¢ und Poisson Problems auf U mit uniform beschrinktem Potential ¢.
Dann gilt fir e € U

T
u(x) = BY[ /0 H(W,) ds].

wobei T := inf{t > 0 : Wy € QU }. Insbesondere ist die Losung eindeutig.
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6 Stochastische Differentialgleichungen
Wir betrachten in diesem Kapitel stochastische Differentialgleichungen der Form
dX, = A(t, X,) dW, + b(, X;) dt (5)
auf einem festen Zeitintervall [0, T'], wobei
e W ein n-dimensionaler (F;)-Wienerprozess ist,
o A= (aij)i=1,.mj=1,.n:[0,T] x R™ = R™*" (Dispersionsmatriz) und
e b:[0,T] x R™ — R"™ (Driftvektor) stetige Abbildungen sind.

Als potentielle Losungen betrachten wir m-dimensionale stetige Semimartingale X fiir die die
stochastischen Integrale wohldefiniert sind.

Zur Durchfithrung von Existenz und Eindeutigkeitsbeweisen benttigen wir Regularitdtsannah-
men. Wir werden die sogenannte Lipschitzbedingung voraussetzen.

Definition 6.1. Die Funktionen A und b erfiillen die Lipschitzbedingung, wenn es eine endliche
Konstante K gibt, sodass fiir alle ¢ € [0, 7] und z,y € R™

[A(E, 2) — At y)[| V [b(t 2) — bt y)| < K [z —y]

und
1A, @)V [b(t, 2)| < K(1+ |2[*)"/2,
gelten. Hierbei bezeichne ||Q)|| fiir eine Matrix @) die Frobenius-Norm, d.h.
- 2 \1/2
QI = (Z C]i,j) .
7:7.]‘
Der Wahl der Frobenius-Norm ist durch folgendes Lemma motiviert:

Lemma 6.2 (It6-Isometrie fiir den multivariaten Wienerprozess). Es gilt fir einen n-dimensionalen
Wienerprozess (Wy), einen integrierbaren R™*™

E[\/OtAdes\z} SE[/OtHASHst].

Im Falle der Endlichkeit der rechten Seite gilt sogar Gleichheit. Ferner gilt

-wertigen Prozess (Ay) und t > 0

sup/A dW‘ <4E/HA Hgds
s€[0,t]

Beweis. Wir bezeichnen mit Y@ die i-te Komponente von fot Ay dW, und bemerken, dass
t o
(Y ®), Z/ AZ’J dWJ — / Z(AZSJ)2 ds
0
7=1
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Somit gilt

E[\/OtAdes\? iE[(Yt())Q] /ZZ (AW7)2 ds :E[/0t||As||2ds]

<E[(Y()] ==t

mit Gleicheit, wenn die rechte Seite endlich ist. Ferner impliziert die Endlichkeit der rechten
Seite, dass das Integral ein Martingal und damit | f; A, dWj| ein Submartingal ist. Die zweite
Aussage folgt unmittelbar aus einer Anwendung der Doobschen Submartingalungleichung. O

Satz 6.3. Unter den Lipschitzbedingungen besitzt die SDE (5) eine eindeutige Lésung mit Start-
wert Xo = £ fiir jede quadratinterierbare Fy-messbare Zufallsvariable £.

Im Beweis werden wir die Losung als Limes einer Folge von Prozessen konstruieren. Die hierbei
genutzte Topologie soll nun eingefithrt werden. Wir setzen

L2 = {X = (Xt)iepo,r) X ist stetig und (F)-adaptiert mit E[ sup | X[?] < oo}
te[0,7T

und versehen die Menge mit der Halbnorm

X2 Ssup — = E[ sup |Xi| ]1/2
t€[0,T]

Die Menge
L*SUP .= £25%P /Ununterscheidbarkeit

versehen mit || - ||2,up ist ein Banachraum.
Beweis. Iin Beweis verwenden wir eine Picard-Lindel6f Iteration: Wir definieren induktiv eine
Familie {X® : k € Ny} von stochastischen Prozessen durch X,” = ¢ und

t t
X — gt / Afs, X)W, + / b(s, X9) ds.
0 0

Per Induktion sieht man direkt, dass X*) wohldefiniert und stetig ist, da die Integranden nach
der Induktionsannahme jeweils lokal beschrinkt sind.

Schritt 1: Zuniichst zeigen wir induktiv, dass fiir Co = 3[1 V [(T + 4)TK? Vv [(T + 4)K?]

1
E[ sup [X"[] < Co(1+ B[P (1+ Cot + -+ + 5 (Cot)")
s€[0,t] :

gilt. Die Induktionsannahme ist klar und wir zeigen direkt, dass die Giiltigkeit fiir £ € Ny die
Giiltigkeit fiir & + 1 impliziert. Da (a + b+ ¢)? < 3(a? + b + ¢?) fiir a, b, c € R gilt erhalten wir

E[ sup |[X*V?] < 3E[|¢)?] +3E Sup ‘/ A(u, XY dW, ‘ +3E sup ‘/ u, X M) du‘ }
s€[0,t] s€[0,t] s€[0,t]

Wir schétzen den zweiten Term mittels der [t6-Isometrie und der Doob Ungleichung ab

2 t t
Sup ‘/ X;“)qu‘ } < 4EH/ ||A(s,X;k>)||2ds] < 4K2/ E[X®? +1]ds
s€[0,t] 0 0
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und den dritten Term mittels Cauchy-Schwarz

t
Sup ‘/ 1b(u X(’“))ds‘ } < t/ E[|b(s, X(?)|?]ds < TK2/ E[|X®? +1] ds.
s€[0,¢] 0

Somit gilt

i
E[ sup |X0+[2] < SE[|€]?] + 3(T + 4) K> [/ B[ X%®)2] ds + T}
s€[0,t] 0

t
< 00(1+E[|g\2])+00/0 E[X®[2] ds

< Gy (1 1+ BJEP) + 21 +E[I£!2])/Ot(1 Cys et

1
=Co(L+E[¢P) (1 + Cot + - + H(007:)’<).
Es folgt, dass fiir alle £ € Ny und ¢ € [0,7]

E[sup [ X®[2] <C1+E[¢)?]) mit C = Cpe®.
s€[0,t]

gilt. Insbesondere, ist jeder Prozess X in L2SUP,

Schritt 2: Im zweiten Schritt zeigen wir, dass {X® : k € Ny} eine Cauchy-Folge in L2 ist.
Wir vergleichen nun X *+9 mit X® fiir ein festes k € N:

t t
X =X = [ A X = A XD+ [ (b, X) = b X))

=:M; =:B;

Fiir das lokale Martingal (M;) erhalten wir mittels der Doob-Ungleichung

t t
B sup (M. <4 [ 4G, X1) — Als, X0 s < 47 [ BIXO - X0 Pds
s€[0,t] 0 0

Weiterhin folgt wieder mittels Cauchy-Schwarz
t t
|B;|* < t/o |b(s, X)) — b(s, XF)|?ds < KQT/O | X — X D)2 ds.
Insgesamt folgt also

t
e*(t) := B[ sup |X*Y — XPP?] < 4+ T)K? / E[|X® — X&12] ds
s€[0,1] ~~ 7J0 N ~~

=:C gek—l(s)

Mittels Iterationen erhalten wir

( ) < 01/ 81 d$1 < Cl/ / 82 d82d$1

k
< CF / / eO(sp)dsy...ds; <e (T)(Clt) .
0 0 —— k!
<e(T)
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ClT
Z HX(kH) X(k)HQSup < Z
keNyp

ist {X® : k € Ny} eine Cauchy-Folge in L%"?. (Man sieht auerdem leicht, dass {X® : k € Ny}
fast sicher eine C0,T]-Cauchy Folge ist.)

3. Schritt: Wir withlen X als L?*"P-Limes der Folge {X® : k € Ny} und erhalten

i t t t
X, — X+ :g+/ A(S,X;k>)dWs+/ b(s,X;k>)ds—>/ A(s,Xs)dWer/ b(s, X,) ds,
0 0 0 0

da analog zu obiger Rechnung

t t
S < E/ |A(s, X{)—A(s, X,)||* ds < KQ/ E[|X®—X,*]ds — 0
0 0

E‘/ s, XU —A(s, X))

und entsprechend
t t
E‘/ (b(s, X19) — b(s, X,)) ds| < TK2/ B[ X — X, ds - 0,
0 0

Schritt 4: Es verbleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Angenommen es gibe eine weitere Lsung
(Yz). Wir wenden die Abschitzungen aus Schritt 2 an (wobei X **9 als X und X * als Y gewéhlt
werden) und erhalten fiir die Stoppzeit T} = [{t > 0: |X; —Y;| > [} (I € N)

tA\T)

a(t) =E[ sup |X, -V, < 01/ E[|X, — Y, ds

SE0,4AT]] 0 \—f()—-’
<e;(s

Mit dem Gronwal Lemma, folgt e;(T) = 0. Da (T" : I € N) eine Lokalisierungsfolge ist, folgt die
Eindeutigkeit. 0

Korollar 6.4. Es gelte die Lipschitzbedingung fiir A und b. Dann existiert fiir jede Fo-messbare
Zufallsvariable £ genau eine Lisung der SDE

dX; = A(t, X) AW, + b(t, X;) dt
Xo=¢
Beweis. Fiir £ € N bezeichne X* die eindeutige Losung mit Startwert § := Ijj¢j<x§. Dann

folgt fir 1 <k <

sup [ X — XP| =0 fs. auf {|¢] <k}
s€[0,T

und X = limy_,,o X® ist die eindeutige Lésung. Beweis wie Eindeutigkeitsbeweis zuvor mit

e(t) = E[ljg<xy sup | X&' — XPPL
s€[0,1]
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Bemerkung 6.5. Sei (F}), die kleinste Filtration, die den iiblichen Bedingungen geniigt und
fiir die ¢ FJ-messbar ist und (W) (F7)-adaptiert ist, d.h. die Augmentierung von

(FY Vo (&) izo-

Nach Konstruktion ist die Losung (X;) bzgl. dieser Filtration adaptiert.

Definition 6.6. e Wir nennen eine Losung (X;) eine starke Lésung der SDE (5) (beschrie-
ben durch A und b), wenn sie (F})-adaptiert ist.

e Die SDE (5) heifit im starken Sinne eindeutig losbar, wenn fiir einen Wienerprozess (W;)
und eine unabhingige Startvariable & (wie oben) gerade gilt:

X und Y sind (F?)-adaptierte Losungen von (5) mit Startwert &
— X und Y sind ununterscheidbar

Wir haben im obigen Satz also Existenz und Eindeutigkeit einer starken Losung gezeigt. Als
Ausblick betrachten wir einen alternativen Loésungsbegriff, den der schwachen Ldsung.

Definition 6.7. Gegeben
e A:[0,00) x R™ — R™*" Borel messbar
e b:[0,00) x R™ — R™ Borel messbar und
e 1 Wahrscheinlichkeitsmafl auf R™ (Startverteilung)

heifit ein Paar (X, W) zusammen mit einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, (%), P)
schwache Lésung obiger SDE, wenn

e W ein n-dimensionaler (F;)-Wienerprozess,
e Po X(;l = p und
e X €8 mit . .
X, = Xo + / A(X,) dW, +/ b(X,)ds fiir £ >0
Jo 0
gelten.

Bemerkung 6.8. Da A und b in obiger Definition nicht mehr stetig sind, benttigt man eine In-
tegrationstheorie fiir allgemeinere Integranden als previsible Prozesse. Es lisst sich leicht zeigen,
dass unser Intgralbegriff auch fiir progressiv messare Integranden anwendbar ist.
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7 MaBwechsel und Darstellungssitze

7.1 Die Girsanov Transformation
Definition 7.1. Wir nennen ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q lokal absolutstetig beziiglich P, wenn
fir allet >0

Q‘ft < P‘]'—t
gilt. Kurz schreiben wir hierfiir Q <joc P.
Wir nehmen im Folgenden an, dass Q <o P gilt und, dass es eine stetige Version (Z;), der
Radon-Nikodym Dichten
_dQ
-~ dP~x
gibt. Wir bezeichnen mit Moc die Menge der lokalen Q-Martingale.
Frage: Welcher Zusammenhang besteht zwischen M!°¢ und Mloe ¢

Zur Beantwortung der Frage ist folgendes Lemma zentral.

Zy (Dichteprozess)

Lemma 7.2. Sei X ein stetiger adaptierter Prozess mit Xog = 0. Es gilt
X e M —= XZecM
Wir nehmen nun an, dass fiir ein Semimartingal L € M!°¢ gerade Z = £(L) gilt. D.h. man hat
dZ; = Z; d L.
Sei nun X = M + A € MP° @ Ag. Wir formen nun die Bedingung X € Mloe dquivalent um:

X e M = XZe M — d(XZ); € dM"*
— Z;dX,+ X, dZ; +d(X, Z), € dM™°
——

EdMloc
— Z;dM, +7Z,dA; + d(X, Z); € dM© (6)
edmloe =7, d(X,L)

— A, =—(M,L); firallet>0.

Im letzten Schritt haben wir genutzt, dass wir den lokal beschriankten Prozess Zi bzgl. dem Ito6-
Differential integrieren kénnen. Wir bemerken insbesondere, dass die obige Darstellung Z = £(L)
impliziert, dass P und Q lokal dquivalente Mafie sind (kurz P ~j,c Q).

Wir betrachten nun den Fall, dass P und Q nicht lokal &quivalent sind. Die Definition des
Prozesses L ist nun technisch etwas schwieriger. Wir setzen
Tp=nAnf{t >0:Z;, <1/n} und 7:=supm,
neN

und

tATh
LW =log Zy + / —dZz,.
0o Zs
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Nun ist L = (Lt)e[o,r) beschrieben durch
LTn — L(n)

ein lokales Martingal. Kurz schreibt man auch

t
1
Lt = / — dZs (t S [0,7'))
0 Zs
Nun gilt £(L) = Z auf [0, 7). Ferner ist Q(7 = 00) =1, da fur alle t > 0

min Zg >0
s€[0,¢]

gilt. Die letztere Aussage ist giiltig, da (Z;) als nicht-negatives P-Martingal, die 0 nicht mehr
verlisst nach der ersten Berithrung und [ 17,0y dQ = [ 5,0} Z; dP = 0 ist.

Satz 7.3. Seien Q Ko P und L wie oben. Dann ist fir M € M%)OC
M — (M, L)
ein lokales Q-Martingal.

Bemerkung 7.4. In dem Satz ist der Prozess (M, L) nur auf [0, 7) definiert. Da wir den Prozess
beziiglich des Mafles Q betrachten, macht diese Einschrankung nichts (zur Erinnerung: 7 = oo,
Q-fast sicher).

Korollar 7.5. Fir zwei Wahrscheinlichkeitsmafle Q und P auf einem filtrierten Wahrschein-
lichkeitsraum gilt
Q< P = SO SF

und
Qe P = S¥=5F

fir die zugehorigen Semimartingalrdume.

Beweis. Wir bemerken, dass Z™ der Dichteprozess von Q nach P beziiglich der Filtration
F := (Finr,) ist, wobei die Stoppzeiten (7,,) wie oben definiert sind. Fiir m > n ist M™ ein
(F{™)-adaptiertes lokales Martingal bzgl. P und es folgt mit (6), dass

(M — (L, M))™

ein lokales Q-Martingal beziiglich F™ ist. Wir iiberpriifen nun, dass M — (L, M) ein lokales
(F)-Martingal ist. Sei T eine Stoppzeit, sodass der T-gestoppte Prozess uniform beschrinkt ist.
Zunichst sehen wir, dass

(M — (L, M)){"™ = B[(M — (L, M)){ "™ |F™] "5 Bl(M — (L, M)){ ™| F,]
fir .7::5 = \/Fém). Ferner ist fiir A € F;

A= U(Am{@>s})u@ﬂ{1§3}/)

neN

eFVCE, QN
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Es folgt
l/WF@WMFWM=/MW%LM%WWQ
A A

Somit ist (M — (L, M))T ein lokales Q-Martingal. O
Hiufig mochte man fiir gegebenes L € M!°¢ ein Ma8l Q durch die Bedingung

dQ

dP == E(L)t = Zt

]'-t_

definieren. Damit dies moglich ist, muss (Z;) ein Martingal mit E[Zy] = 1 sein. Dies reicht aber
nicht aus! Ein entsprechendes Mafl Q existiert, wenn zuitzlich

i) (Z;) ein ggi Martingal ist; dann kann man Q mittels

Q(A) = /AZOO dP

definieren.

ii) der filtrierte Raum die Anwendung des Kolmogorovschen Fortsetzungssatzes erlaubt; in
der Tat wird durch

Qn(A) :/AanP (AEj:n)

eine konsistente Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien (Q,) auf den o-Algebren (F,)
definiert und die Existenz einer Maffortsetzung Q auf F., kann unter entsprechenden
Voraussetzungen mithilfe des Kolmogorovschen Mafifortsetzungssatzes gezeigt werden.

Bevor wir hinreichende Bedingung fiir die Martingaleigenschaft von £(L) herleiten, soll zunéchst
die Niitzlichkeit der Girsanov-Transformation an einem Beispiel aufgezeigt werden.

Beispiel 7.6. Wir betrachten die SDE

dX; = dW; + b(t, X;) dt
X() =

auf [0, T] fiir eine stetige Funktion b : [0,7] x R™ — R™ und einen m-dimensionalen Wienerpro-
zess W.

Ziel: Konstruktion einer schwachen Losung.

Sei zunichst (X;) ein Wienerprozess unter dem MaB P und betrachte

t
Ly :/ b(s, X,) dX,.
0

Wir nehmen an, dass £(L) ein Martingal ist. Dann definieren wir Q mittels

Q) = [ ey e,
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Unter Q ist nun fir: =1,...,m
X — (X9, Ly = XV — / bi(s, Xy) ds =: @ + W
0
ein lokales Q-Martingal mit
(X© XY, = §;;t.

D.h. W ist unter Q ein Wienerprozess und es gilt
t
X, = :13—1—/ b(s, Xs)ds + Ws.
0

Wir haben somit bewiesen, dass aus der Martingaleigenschaft von £(L) die Existenz einer Losung
obiger SDE im schwachen Sinne folgt.

Es stellt sich die Frage unter welchen Bedingungen (£(L);) fiir gegebenes L € MP¢ ein echtes
Martingal ist.

Proposition 7.7 (Kazamaki’s Kriterium). Ist L € M und Z := (exp{3L})i>0 ein gleich-
gradig integrierbares Submartingal so ist E(L) ein gleichgradig integrierbares Martingal.

Im Beweis nutzen wir, dass fiir ein lokales Martingal (M;):
(M) ist ggi Martingal <= {Myp : T beschrinkte Stoppzeit} ist ggi.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass fiir festgehaltenes a € (0,1) der Prozess £(alL) ein uniform
integrierbares Martingal ist. Es gilt

1 2
E(aL); = exp{aLy — 5a* (L)} = EL)F (27)' ™,

wobei Zt(a) = exp{li—aLt}. Wir bemerken, dass 1 < %, sodass Zt(“) < Z; + e. Der Stoppsatz

angewandt auf das gleichgradig integrierbare Submartingal (Z;) liefert die gleichgradige Inte-
grierbarkeit der Familie {Zr : T beschrinkte Stoppzeit}. Fir ein Ereignis I' € F folgt mittels
der Holder Ungleichung mit p = % und ¢ =

1—a?

E[lr&(aL)r] < E[E(L)r]” B[Ir 2]~ < B[l Z{] -
Somit ist £(aL) ein gleichgradig integrierbares Martingal und es folgt
1 = E(al)oo < E[€(L)s]® E[Z&]

Mittels majorisierter Konvergenz folgert man nun, dass limgt E[Z5] = E[exp{3Loo}]. Somit
ist £(L)oo > 1 und £(L) ein echtes Martingal. O

Proposition 7.8 (Novikov Kriterium). Ist L € MYC mit
1
Blexp{ 3 (L)oc}] < o0,
so ist E(L) ein gleichgradig integrierbares Maartingal.
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Beweis. Wir iiberpriifen Kazamaki’s Kriterium. Aus der Annahme folgt insbesondere, dass
E[{L)] < 00, d.h. L € H?. Da

1 1
exp{y Loo} = E(L)X expl (Lhoc)
folgt mittels Cauchy-Schwarz
1 1
E[exp{; Loo}] < E[E(L)eo]'”? Blexp{5(L)oc}] < c0.
~————
<1

Es folgt mittels Jensen aus L € H?, dass (exp{%Lt})tZO ein gleichgradig integrierbares Submar-
tingal ist. 0

Korollar 7.9. Sei b:[0,T] x R™ — R™ stetig. Gilt fir einen m-dimensionalen Wienerprozess
(W)

E[exp{% /OT |b(s, z + Ws)\2ds}} < 00.

so besitzt die SDFE
{dXt = dW; + b(t, X;) dt

X[) =X
eine schwache Lisung.
Beweis. Wegen Beispiel 7.6 ist nur noch die Martingaleigenschaft von £(L;) auf [0, 7] fir L; :=
fot b(t,z + W) dWy zu iiberpriifen. Diese ist wegen des Novikov Kriteriums erfiillt, da

T
(L)T:/O 1b(s, 2+ W,)[2 ds.

7.2 Der Martingaldarstellungssatz

Sei W = (WM, ..., W®) ein d-dimensionaler Wienerprozess. Wir bezeichnen im folgenden mit
(F;) die Augmentierung, der von W erzeugten Filtration (F}V) und stellen die Frage welche
stetigen lokale (F;)-Martingale X eine Darstellung der Form

o.¢]
Xt:Xo—i—/ H,dW,
0

besitzen, wobei H ein geeigneter (F;)-previsibler integrierbarer Prozess ist.

Wir bezeichnen mit L?(W) die R *9-wertigen previsiblen Prozess H mit

o0
240y = E[/O |HS|2ds} < .
Es gilt nun wegen der 1t6-Isometrie

1H - Wiz = [[H|| 2wy
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Zunichst suchen wir nach Darstellungen der Form
o
F =EI[F] +/ HydW,
0

fir F € L?(Fuo, P).

Lemma 7.10. Fir eine Folge (t;);en von Zeiten, die dicht in [0, 00) liegt, liegt
U 22 H, P) mit Hyy = o(Wry, ..., Wy,)
neN

dicht in L?(Q, Foo, P).

Beweis. Sei (t;)jcn eine Folge von Zeiten, die dicht in [0, co) liegt. Nun gilt wegen der Stetigkeit
von W, dass

Foo ="\ Hn.

neN

Es folgt mit dem Martingalkonvergenzsatz, dass fir X € L?(€, Foo, P)

E[X|H,] = E[X|Fsx] = X in L*(P).

O
Lemma 7.11. Die lineare Hiille der Zufallsvariablen
o 1 o
E(h W) = exp{/ hs AW, — 2/ |hs|? ds} (h € L*([0, 00), R"™*%)) (7)
0 0

liegt dicht in L*(Q, Foo, P).

Beweis. Zur Vereinfachung beweisen wir nur den Fall d = 1. Sei L der Abschluss der linearen
Hiille von Funktionen der Form (7). Dann ist L vollstdndig und man kann jedes Element X aus
L?(), Foo, P) als Summe

X=X+ Gmit X' e Lund GLL

darstellen. Es reicht nun zu zeigen, dass G = 0.

Fir Zeiten 0 < t; < --- < t,, betrachten wir
_ 1 [o.@]
G(N) = Blexp{M Wy, + - + AW, }G] = exp(2/ W2 ds) BIE(R - W) G] (A€ C7)
0
wobei h* € L?([0,T],R) geeignet zu wihlen ist. Nun ist G|g= = 0 (wegen der Orthogonalitiits-
bedingung) und G ist analytisch. Wir bezeichnen W™ := (W,,,..., W, ) und beobachten, dass

fiir 6 € R™ insbesondere
G L exp{i(6, W™)}.
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Andererseits, liegt die lineare Hiille der letzteren Funktionen dicht in L%(2, H,, P) fiir H, :=
o(W®™) (entsprechende Approximationen kann man wie im Beweis der Charakterisierungsei-
genschaft der charakteristischen Funktion mittels des Weierstrafischen Approximationssatzes
konstruieren), sodass

G L L*(Q,H,, P).

Mithilfe des vorhergehenden Lemmas erhilt man, dass G | L?(Q, Foo, P) und somit ist G = 0.
O

Satz 7.12. Sei T > 0 und F € L?(Fu,P). Dann existiert genau ein previsibler Prozess H €
L2(W) mit

o
F:E[F]+/ H, dW,
0

Bemerkung 7.13. Ist T eine Stoppzeit und F Fr-messbar, so folgt
T
F=E[F]+ / H,;dW,.
0

Dies gilt, da M := ( fg Hy dW;)i>0 wegen der It6-Isometrie in H? (und insbesondere ein gleich-
gradig integrierbares Martingal) ist und somit wegen des Stoppsatzes

T
F = B[F|F1] = E[F] + B[Mu.|Fr] = B[F] + My = B[F] + / H, dw,
0
gilt.
Beweis. Sei zunéiichst F' von der Form
o0 1 oo
F=&(h-W)y = exp{/ hy AW, — / ]h,s]2ds}
0 2 Jo
Dann gilt fiir Y; = E(h - W),
dY; = Y, d(h - W), = Y; hy AW,

und somit

t
Y%:l'i‘/ Y;’hdes
0

Da E[[;° Y hs|* ds] < oo ist, ist (Y2)ie[0,00 €in Martingal mit der geforderten Eigenschaft.

Zum Beweis der Aussage fiir eine allgemeine Funktion F' € L?(F,, P) verwenden wir Linear-
kombinationen F" von Funktionen der Form (7) mit

F" - F in L*(P).

Nun gilt
o¢]
F" =E[F"] —I—/ H} dW,
0
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fiir geeignete previsible Funktionen H”. Aus der Orthogonalitit der Zuwéchse und der Ito-
Isometrie folgt

E[(F" — F™)?] = E[(E[F" —FM 4 /oo(Ht” — H™) th)Q]
0
ﬂmWFmWW+m/LW—MW&
0

Da (F" : n € N) eine L?(P)-Cauchy Folge ist, gilt dies also auch fiir (H" : n € N) in L}(W)
und wir bezeichnen mit H den Limes. Es folgt

o0 o0
F +— F" = E[F"] +/ H" AW, — E[F] +/ H,dw,.
0 0
Die Darstellung ist einddeutig, da fiir zwei Darstellungen mit H, G € L2(W)

OZE[/OOO(Ht—Gt)th} :E[/OOO|Ht—Gt|2dt].

U
Korollar 7.14. Die o-Algebra Fy ist trivial, d.h. P(A) € {0,1} fir alle A € Fy.
Beweis. Fiir A € F; betrachten wir F = 14 € L?(Q, Foo, P). Nun gilt
14 = E[14]F] = E[14].
(]

Satz 7.15. Jedes (F;)-Martingal (My) besitzt eine stetige Modifikation.

Beweis. Es reicht die Aussage fiir gleichgradig integrierbare Martingale zu zeigen (ansonsten
kann die allgemeine Giiltigkeit der Aussage aus der Giltigkeit fiir die gestoppten Martingale
{M" : n € N} hergeleitet werden). Wir wihlen F' = M, und eine Folge von Zufallsvaria-
blen (F™) aus L?(2, Fuo, P), die in L' gegen F konvergiert. Wegen des vorhergehenden Satzes
existiert eine stetige Version des Martingals

M = E[F™|F).

Ferner existiert wegen Korollar 2.31 eine cadlagVersion des Martingals (M;), sagen wir (]\Z)
Nun folgt mittels der Doob’schen Maximalungleichung (Satz 2.27)

P(sup |M; — M{"| > ) < X'E[|F — F™].
t>0

Mithilfe von Borel-Cantelli kann man nun schlussfolgern, dass es eine fast sicher gleichméfig
gegen (M) konvergente Teilfolge (M +)) gibt. Somit ist (M;) fast sicher stetig. O
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Satz 7.16. Sei M € M'° und (F;) und (W;) wie zuvor. Dann existiert ein eindeutiger previ-
sibler Prozess H in L>1°¢(W) mit

t
M, :M0+/ H;dWs.
0

Beweis. Sei zunichst M € H2 Wihle nun H wie im letzten Satz fiir F = M. Dann gilt fiir
jedes t >0
t t
M, = E[Mu|Fi] = E[My] +/ H,dW, = M, +/ H, dW,.
0 0
Fiir allgemeine Prozesse M € M!°C erhilt man das Resultat mittels Lokalisierung. Hierzu wihlt

man eine Lokalisierungsfolge (T},)nen sodass MTn — My € Hy ist. Dann existieren previsible
Prozesse H™ ¢ L*(W) mit

t
M = My + / H™ AW,
0

und wir wahlen

H; = Z g, o (t) H™,
n=1

wobei Ty := 0. Es folgt

Th_1/Nt

00 0 T At t
M; = Mo+ (Mg, ne — Mz, _pr) = Mo + Z/ H{W dW, = My + / HydW,  (8)
n=1 n=1 0

fiir alle ¢ > 0, fast sicher. Die Eindeutigkeit in L?1°¢(W) folgt wie im letzten Satz aus der Ito
Isometrie. (]
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8 Finanzmathematische Anwendungen
8.1 Marktmodelle und selbstfinanzierende Handelsstrategien
Wir modellieren einen Finanzmarkt durch

e cinen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (9, F, (), P), der den iiblichen Bedingungen
geniigt (F; reprisentiert hierbei die am Markt verfiighare Information) und

e n + 1 nichtnegative stochastische Prozesse S@,..., S™ € S (Preisprozesse), wobei S®
den Preisverlauf einer risikolosen Anlage (Numeraire) beschreibt.

Der Handel in den Aktien am Markt wird nun durch sogenannte Handelsstrategien beschrieben.
Dies sind R"*!-wertige (F;)-previsible Prozesse ¢ = (¢(©, ..., ¢™) fiir die der Gewinnprozess

i n t
[ acas. =Y [pvasy
0 i—0 0

wohldefiniert ist (d.h. ¢ € Z(S®)). Ferner heiflt eine Handelsstrategie ¢ selbstfinanzierende
Handelsstrategie, wenn der zugehodrige Vermdgensprozess

Vi(9) = 41S; = Z R
die stochastische Differentialgleichung

AVi(¢) = ¢y dS; = Z¢; ds{

16st.

Bemerkung 8.1. i) Bei einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie kommen Vermogens-
verdnderungen nur durch die Investitionen am Markt zustande. Es wird kein Geld zuge-
schossen bzw. abgezogen.

ii) Im Marktmodell sind Leerverkiaufe moglich (d.h. ¢ darf negative Werte annehmen).
Ferner wird davon ausgegangen, dass keine Transaktionskosten anfallen, dass das eigene
Handeln keinen Einfluss auf den Marktpreis hat und zum gleichen Kurs verkauft und
gekauft werden kann (d.h. kein Ask/Bid Spread).

Es stellt sich nun die Frage, wie man effizient selbstfinanzierende Strategien beschreiben kann.

Diskontierung

Wir nehmen an, dass der Preisprozess des Numeraires (d.h. S©) lokal von 0 wegbeschriankt ist
und betrachten die Preisprozesse S gegeben durch

59
S

SO = (i=0,...n),
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die diskontierten Preisprozesse.

Idee: Diskontieren wir alle Vermogenswerte indem wir durch S teilen, so ist es letztendlich
irrelevant wie stark eine Handelsstrategie in den Numeraire investiert ist. Aus diskontierter Sicht
dndert dies nichts an der Wertentwicklung. Ziel ist es nun eine selbstfinanzierende Handelsstra-
tegie durch Nennung von ¢, ..., ¢™ zu beschreiben. Die Investition im Numeraire wird dann
zur Aufnahme von Krediten bzw. zum Parken von iiberschiissigem Geld verwandt.

Seien nun ¢, ... @™ gegebene lokal endliche Prozesse. Ziel ist es nun ¢ so zu wihlen, sodass
¢ eine selbstfinanzierende Handelsstrategie ist. Wir betrachten den diskontierten Gewinnprozess

o - ! (@) 390
Gt(¢) :Z:ZI/O QZSS dSs

Fiir gegebenes Startvermogen Vy withlen wir nun ¢© so dass

n

Vo+Gi(p) =D 875" = Vil9),

1=0

wobei Vg = Vo/S{” (d.h. ¢ = Vi(p) — 32, 4”57, Nun ist ¢ eine selbstfinanzierende Han-
delsstrategie im diskontierten Modell. Wir zeigen nun, dass es auch eine Handelsstrategie im
Ausgangsmodell ist:

AVi(¢) = d(SOVi(¢) = Si° AVi(¢) + Vi(¢) dS{” + d(S©, V()

= > 0[5V dS + 57dS;” + A(S?,57),] = ¢, dS.
1=0 N
=ds@)

Proposition 8.2. Unter der Annahme, dass S© lokal von 0 wegbeschrinkt ist, entprechen die
selbstfinanzierenden Handelsstrategieen des Ausgangsmodells denen des diskontierten Markimo-
dells.

Bemerkung 8.3. e Im diskontierten Marktmodell hat eine selbstfinanzierende Handelsstra-
tegie den Vermdégensprozess

Wig) =To+ Y [ g0 asy.
i=170

und selbstfinanzierende Handelsstrategien werden durch das Startkapital 170 und die Pro-
zesse ¢V, ..., o™ beschrieben.

e Meist wird der Preisprozess des Numeraires deterministisch als Séo) = e gewiihlt. In
diesem Kontext heifit r Zinsrate.

8.2 Replikation von Européiischen Optionen (Teil I)

Wir betrachten ein Standardmarktmodell in diskontierter Form, d.h. S®, ... S™ bezeichnen
die Preisprozesse von n Aktien und der Numeraire ist S© = 1.
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Eine europiische Option ist ein Kontrakt, dessen Inhaber zur Teit T > 0 (Maturitdt) ein Anrecht
auf eine von den Aktienkursen abhéingige Ausschiittung hat. Zum Beispiel hat eine Call-Option
mit Strike K > 0 auf eine Aktie mit Preisprozess (S;) den Wert

C=(5r—-K)*

zur Maturitit.

Wir nehmen nun an, dass eine Bank eine Option mit Ausschiittung f(S7) zur Zeit T ausgegeben
hat. Es stellt sich nun die Frage, ob eine selbstfinazierende Handelsstrategie mit Wert f(St) zur
Maturitat T (Replikationsstraegie) existiert. Der entsprechende Wert der Handelsstrategie kann
dann als fairer Preis fur die Option zu den fritheren Zeiten ¢ € [0,7) aufgefasst werden.

Annahmen: S sind die Aktienkurse eines Marktmodells mit Werten in einer offenen Menge
D C R”. Ferner gelte die SDE

dS) = a®(t, Sy) AW, + b(t, Sy) dt,

wobei W ein multivariater-Wienerprozess (m-dimensional), a® : [0,T] x D — R*™ und b® :
[0,T] x D — R stetige Funktionen sind. Kurz schreiben wir auch

dS; = A(t7 St) dW; + b(t, St) dt,

wobei A die Matrix-wertige Funktion (a7);—1,  nj=1,..m bezeichnet. Die Matrix AA* be-
schreibt die lokalen Schwankungen, die Volatilitdt, und b die Tendenz oder den Trend der Aktie.

Zur Beantwortung der Replizierbarkeit von Optionen, fragen wir zunichst, unter welchen Be-
dingungen an eine stetige Funktion u : [0,7] x D, die C? auf [0,T) x D ist, der Prozess
(u(t, St))ico,r der Vermdgensprozess einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie beschrieben
durch ¢ = (¢, ..., ™) und Vj ist (d.h. Vi(¢) = u(t, St)). Hierzu muss

i) =vo+ [ puas,
gelten. Wir wenden die It6-Formel an und erhalten
dult, i) = Vu(t, Sb) dS, + drult, Sy) dt + %AAA*u(t, S,) dt.
Wir nehmen nun an, dass u die partielle Differentialgleichung
—dwu(t,z) = %AAA*u(t,w)

auf [0,7) x D 16st. Ferner wihlen wir ¢ = Vu(t,S:) und Vo = u(0,Sp). Dann ist ¢ eine
selbstfinanzierende Handelsstrategie mit

V;f(qs) = U(t, St)

Satz 8.4. Es gelten die obigen Annahmen an das Finanzmarkimodell. Ist u zweimal stetig
differenzierbar in [0,T) x D und stetig in [0,T] x D mit

{—atu = %AAA*U, auf [0,T) x D
u‘t:T =f auf D,
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wobei Aga-u(t,x) = Y1y a®(t,2)0z,0p;u(t, ©). Dann beschreibt ¢ = (Vu(t, St))sero,r) mit

ij=1

Startkapital Vo = u(0, Sy) eine selbstfinanzierende Handelsstrategie mit

Vi(¢) = u(t, St) und insbesondere Vip(¢) = f(St).

8.3 Das Black-Scholes Modell

Wir betrachten nun das Black-Scholes Modell. Es besteht aus einer Aktie S; deren Preisprozess
ein geometrischer Wienerprozess ist, d.h.

1
Si = So exploWy + (1 — 50%)t},

wobei ¢ > 0 und g € R Parameter des Modells sind. Somit 16st S die SDE
dSt = O'St th + 1% St dt.

Ferner bezeichne S© := B := (e"");>¢ eine risikolose Anleihe mit fester Zinsrate r.

Wir fithren zunéchst die Diskontierung durch. Der diskontierte Preisprozess S = (gt) ist gegeben
durch S; = e "tS,. Er 16st die SDE

dgt = Ugtth + (/1: — ’f')gt dt.

Wir werden im folgenden eine Bewertungsformel fiir die Call-Option mit Strike K und Maturitét
T herleiten, d.h. eine Option mit Ausschiittung

C=(Sr—K)*
zur Zeit T. Im diskontierten Modell entspricht dies der Ausschiittung
C=e¢"TC=e"(Sy— K)t = (Sp—eTK)*
Nach dem vorhergehenden Satz ist die partielle Differentialgleichung
{—@u = 1022%92u auf [0,T) x (0, c0)
u‘t:T =(z—e"TK)*t
zu analysieren.

Satz 8.5 (Black-Scholes Formel). Man erhdlt eine selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢, die
den Wert eines Calls mit Maturitat T und Strike K repliziert, wenn man u als

u(t,z) == (I)<10g(x/K) j%aQ(T —t)

und

log(z/K) +rT — 0*(T — t)>

~Ke T o
) ‘ oVl —t

¢r = Ogult, St)

wdhlt, wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.
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8.4 Arbitrage

Wir bezeichnen weiterhin mit S®, ..., S™ ein diskontiertes Marktmodell.
Bisher haben wir an selbstfinanzierende Handelsstrategien keine Forderungen gestellt, die Ver-
dopplungsstrategien ausschliefen. Insbesondere kann man folgendes Resultat beweisen:

Satz 8.6 (Dudley). Sei (F;) die von einem Wienerprozess W erzeugte Filtration, T > 0 und F
eine Fr-messbare reelle Zufallsvariable. Dann existiert ¢ € Z(W) mit

T
F:/ bs AW,
0

Definition 8.7. i) Eine selbstfinanzerende Handelsstrategie ¢ heifit zuldssige Handelsstra-
tegie (iiber [0,7]), wenn der entsprechende Vermogensprozess (Vy(¢)) uniform nach unten
beschrankt ist.

ii) Eine zuldssige Handelsstrategie iiber [0, T'] heifit Arbitrage, wenn
Vo(#) =0, Vr(¢) =0 und P(Vp(¢) > 0) > 0.

Wir bezeichnen mit P¢(S) die Menge der dquivalenten lokalen Martingalmafe auf [0,7T], d.h.
alle Wahrscheinlichkeitsmaflie Q auf (2, Fr)

e die dquivalent zu P sind (Q ~ P) und
e unter denen S ein multivariates lokales Martingal auf [0, 7] ist.
Satz 8.8. Ist P°(S) # 0, so ist das Handelsmodell arbitragefrei.

Beweis. Sei Q € PR¢(S) und ¢ eine zulissige Handelsstrategie mit Vp(¢) = 0. Unter Q ist S
ein multivariates lokales Martingal (iiber [0,7]) und somit ist

Vi(¢) = Vo(#) + (¢ 5)s

ein lokales Martingal unter Q. Nun ist jedes nach unten beschrinkte lokale Martingal automa-
tisch ein Supermartingal und wir erhalten

EQ[Vi(4)] < EQ[Vy(¢)] = 0.

Ist also Vr(¢) P-fast sicher nicht negativ, so gilt dies auch Q-fast sicher und es folgt Vr(¢) =0
Q- (oder dquivalent P-) fast sicher. O

Es stellt sich nun die Frage, ob auch die Umkehrung giiltig ist. Dies ist fiir eine leicht abgeéinderte
Arbitragebedingung in der Tat der Fall.

Definition 8.9. Gilt fiir jede Folge (¢n)nen zuldssiger Handelsstrategien mit Vo(¢,) = 0 und

VT(¢n) 2 _%
lim P(Vi(gn) >6) =0 V6 >0,

n—oo

so erfiillt der Markt die “No free lunch with vanishing risk” Bedingung (NFLVR) auf [0, T'.
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Satz 8.10 (FTAP). Es gilt
(NFLVR) < PX(S) # 0.

Satz 8.11. Seien SU,...,S™ die diskontierten Aktienkurse eines Finanzmarktmodells mit
dS; = A, AW, + by dt,

wobei W ein (F;)-Wienerprozess und (A:) und (b) previsible integrierbare Prozesse sind. Ewi-
stiert ein integrierbarer Prozess (0y) mit

Ay =by Ny 4 ® P-fast diberall,

[0,
und

T
Eexp(;/0 10,7 dt) < oo,

so existiert ein dquivalentes lokales Martingalmajf. Insbesondere ist das Finanzmarktmodell ar-
bitragefrei.

Beweis. Wir betrachten L = —0* - W und Q mit

dQ _

=&

Wegen des Novikov Kriteriums ist (£(L)¢)ejo,r) ein Martingal und Q ein P-dquivalentes Wahr-
scheinlichkeitsmafl. Wegen der Girsanov-Transformation ist ferner

o t
W® .= w® _ (L, W<i)> =Ww® + <g* W, W(l’)) =Ww® + / 95}) ds
0

ein Q Wienerprozess. Es folgt
dS; = A, dW; + b dt = Ay th — A0 dt + by dt = Ay th

und (S;) ist ein lokales Q-Martingal. O

Satz 8.12. Das (diskontierte) Black-Scholes Modell ist arbitragefrei.
Beweis. Der diskontierte Preisprozess (S;) der Aktie 16st die SDE
dSt = JSt th + (/1: — ’f')St dt.

Wihlt man 6 = £-" so folgt die Arbitragefreiheit aus dem vorhergehenden Satz. O

g
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8.5 Replikation von Claims (Teil II)

Wir arbeiten weiterhin in einem diskontierten Standard-Finanzmarktmodell auf einem festen
Zeitintervall [0, T]. Ferner nehmen wir an, dass P¢(S) # (.

Definition 8.13. (i) Eine nicht-negative Fr-messbare Zufallsvariable bezeichnen wir als Claim
(oder Anspruch).

(ii) Sei Q € P%)C(S ). Eine zuldssige Handelsstrategie ¢ heifit Q-zuldssig, wenn der Vermogen-
sprozess (Vi(¢)):cjo,r) ein Q-Martingal ist.

iii) Fir Q € PY¢(S) heiBt ein Claim X Q-replizierbar, wenn es eine Q-zulissige Strategie
T g g
¢ gibt, die X repliziert, d.h. fiir die Vp(¢) = X gilt. Die entsprechende Handelsstrategie
bezeichnen wir als Q-Replikation.

(iv) Existiert ein Q € Py¢(S) fiir das X Q-replizierbar ist mit einer Q-Replikation ¢, so nennen
wir kurz X replizierbar und ¢ Replikation von X.

Proposition 8.14. Ist ein Claim X mithilfe einer Q-Replikation ¢ (mit Q € PR°(S)) repli-
zierbar, so folgt
Vi(¢) =EQ[X|F]  (t€[0,T)).

Insbesondere ist der Vermdgensprozess jeder Q-Replikation gleich.
Beweis. Laut Annahme ist (V;(¢))ic[o,r) ein Q-Martingal und somit gilt
Vi) = BY[Vi(9)| 7] = BYX| 7.
O
Proposition 8.15. Angenommen es existiere eine Q-Replikation ¢, fiir einen Claim X. Es gilt
fiir jede zulissige Strategie ¢ mit Vp(¢) = X
Vi(¢) > Vi(¢) = BA[X| 7]

und fiir jedes Q' € PR°(S)

Vi(¢) > EQ[X|F].
Bemerkung 8.16. Ist X replizierbar, so folgt dass jede Replikation ¢ die beziiglich eines Q’s
zuléssig ist, den gleichen Vermogensprozess hat.

Beweis. Wir bemerken, dass
Vi(¢') = Vo(¢') + (¢~ S
unter Q ein nach unten beschrinktes lokales Martingal ist (somit also auch ein Supermartingal),
sodass
Vi(¢) = BV () |Fi] = Vi(#).
N——
=X
Analog ist (Vi(¢)) fiir jedes Q' € P2°(S) ein Supermartingal, sodass

Vi(¢) > EQ[X|F)

53



Definition 8.17. Ist ein Claim X mit Maturitidt 1" replizierbar, so nennen wir
EQ[X|F]

den arbitragefreien Preis zur Zeit t von X. Hierbei bezeichne Q € P%?C(S) ein Maf} fiir das eine
Q-Replikation existiert.

Satz 8.18. Im (diskontierten) Black-Scholes Modell ist der zuvor berechnete Preis eines Calls
mit Maturidt T und Strike K der arbitragefreie Preis der Option.

Beweis. Wihle L = —£W; und Q mittels

dQ _
dP

Dann ist W, := W, — (L,W) = W; + b% t ein Q-Wienerprozess und Q € PR°(S), da

£(L)r-.

dS;, = oS, dW.
Es folgt, dass
— =1
St = Sy exp{o(Wr — W;) — §OZ(T —t)}.
Fiir den diskontierten Wert C' = (S — K)* des Calls mit Strike K gilt

EQ[C|F](w) = E[(St(w) exp{o(Wy — W}) — %UQ(T —1)} - K)"]

- \/12? /R(St(w) exp{oVT —tv — %Uz(T - f()* g,
= ... =u(t,S,),

wobel u die zuvor berechnete Funktion ist. O

Satz 8.19. Sei X ein uniform beschrankter Claim, Fo eine triviale o-Algebra und 'P%S)C(S) # (.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Fir ein Q € PR(S) ist X Q-replizierbar.
(ii) Fir alle Q € PR°(S) ist X Q-replizierbar.

(#ii) Die Abbildung
Ple(s) 5 Q— EQX] e R

ist konstant.

Beweis. (i)=(ii): Sei ¢ eine Q-Replikation von X. Nun ist fir Q' € P¢(S) gerade (V;(¢)) ein
beschrinktes lokales Q'-Martingal — Q’-Zuléssigkeit.

(if)=(iii): Fiir Q, Q' € PR°(S) gilt
EQ[X] = EQ[X|F] = Vo () = EY [X|F] = E¥[X].

ii1)=(1): kompliziert. O
(iii)=(i) D
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Bemerkung 8.20. (i) Enthilt Pi%¢(S) ein eindeutiges WahrscheinlichkeitsmaB, so ist jeder
uniform beschrinkte Claim replizierbar, bzgl. Q-zulédssiger Strategien.

(ii) Enthélt P¢(S) mehr als ein Maf auf (Q, Fr), so ist nicht jeder uniform beschriinkte Claim
replizierbar. Gegenbeispiel: Wir wiihlen fiir zwei verschiedene Mafie Q, Q' € PX¢(S)

dqQ’
dQ |7

X = ]1{2>1}, wobei Z =
Dann ist
EQ[X] = EQ[ZX] > EQ[X]

und somit X nicht replizierbar.

8.6 Vollstindige Marktmodelle

Sei im folgenden W ein R™-wertiger Wienerprozess und (F;) die Augmentierung, der von W
erzeugten Filtration. Ferner bezeichne S = (S, ..., ™) den Vektor der Preisprozesse in einem
diskontierten Marktmodell. Wir nehme nan, dass

dS; = A dW; + b dt,
fiir integrierbare previsiblen Prozessen (A;) und (b;).

Satz 8.21 (Charakterisierung der fiquivalenten Martingalmafie). Die Menge PX¢(S) besteht aus
allen Wahrscheinlichkeitsmafen Q der Form

dQ _

dP E(L)r,

wobei L € MP© sodass
o (E(L)t)iepo,r) ein Martingal ist und
o L =—0%-W mit (0;) integrierbar und A0; = by A‘[o 7 ® P-fast tiberall gilt.

Beweis. Wir haben bereits zuvor gesehen, dass ein L von der obigen Form zur Definiton eines
lokalen #quivalenten Martingalmafles verwandt werden kann. Es verbleibt zu zeigen, dass jedes
dquivalente lokale Martingalma8 eine solche Darstellungen besitzt. Hierzu sei Q € Px¢(S). Nach
Satz 7.15 existiert eine stetige Version der Dichte

_ 49

Zy = .
t dP Fi

Nun gilt Zp =1 (da Fy trivial ist) und wir wéhlen
1
Lt = ﬁ(Z)t = (Z . Z)t sodass Zt = 5(L)t
Wegen des Martingaldarstellungssatzes auf dem Wienerraum existiert # € L*1°¢(W) mit

L=-6-W.
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Ferner ist Wt =W, + fot 0 ds ein Q-lokales Martingal und
dS; = A, dW; + by dt = Ay th — A0, dt + by dt.

Damit also S; ein Q-lokales Martingal ist, muss A:0; = by >\‘ ® Q-fast iiberall gelten. O

Satz 8.22. Angenommen (Ay) ist Ao 1) ® P-fast diberall injektiv und P. PRC(S) # 0. Dann ist Q
gegeben durch
dQ
dp
das eindeutige dquivalente Martingalmafl und jeder Q-integrierbare Claim X ist replizierbar

=&(L)r mit L=—(A"'b-W)

(Marktvollstdndigkeit). Insbesondere ist der arbitragefreie Preis gerade
Vi(¢) = E[X|F].

Beweisskizze. Aus obigem Satz folgt, dass fiir e1n fiquivalentes lokales Martingalmaf Q gerade
die Darstellung gelten muss. Ferner sei 6; := A, b, und bemerke, dass W, = W, + fo fs ds ein
Q-Wienerprozess ist. Weiterhin gilt

dsS; = A dW,.

Wir wenden den Représentationssatz fiir Brownsche Filtrationen an (Achtung Hier ist eine
Liicke, da (F;) von (W) und nicht (Wt) erzeugt wurde.) und erhalten eine W-integrierbare
Funktion (¢;) mit

¢ L t
BA[X|5] = BOUX]+ [ oW, = BOUX]+ [ pdrt s
0 0 W——-¢

Somit ist die selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢ mit Startvermogen EQ[X] Q-zulissige Re-
plikationsstrategie. O

Bemerkung 8.23. Ist (A4;) nicht A[jg 7 ® P-fast iiberall injektiv, so existieren mehrere dquiva-
lente Martingalmafle und es sind nicht alle beschriankten Fr-messbaren X mittels Q-zuldssiger
Strategien replizierbar.

Satz 8.24. Angenommen PIOC( ) # (0. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Der Finanzmarkt ist vollstindig, d.h. fir Q € PX(S) und einen Q-integrierbaren Claim
X existiert eine Q-Replikation von X.

(i) P%’C enthdhlt genau ein Element (Findeutigkeit des dquivalenten lokalen Martingalmagfes)

(vi3) (Ay) ist Mo, ® P-fast iiberall invertierbar.
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