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Aufgabe 7 (4 Punkte)

Seien (X, d), (Y, d') metrische Rdume, Y sei vollstandig und (fy,),en eine Folge von stetigen
Funktionen f, : X — Y. Zeigen Sie, dass

Y ={z € X : fu(x) konvergiert in Y}

eine Borel-Menge ist.

Aufgabe 8 (143 Punkte)

Seien f: Y — R, A C P(Y) eine o-Algebra und g : R — R eine Borel-Funktion. Zeigen
Sie:

1. Ist f A-messbar, so ist auch go f : Y — R A-messbar.
2. Ist f3 A-messbar, so auch f. Gilt dies auch fiir f2 und f?

Aufgabe 9 (4+4 Punkte)
Sei A C P(Y') eine o-Algebra.

1. Sei f : Y — R eine A-messbare Funktion. Fiir ¢ € R setzen wir E. = {y € Y : f(y) < c}.
Zeigen Sie:

a) E. € fiir alle c € R.

b) nceR EC = @

¢) Uper e =Y.

d) Fiir jedes cp € R ist ., Ec = E¢,-

2. Sei jetzt {E. : ¢ € R} C P(Y) eine beliebige Familie von Mengen mit den Eigenschaften
a)-d). Zeigen Sie, dass dann eine eindeutig bestimmte, messbare Funktion f : ¥ — R
existiert mit {y : f(y) < ¢} = E..



Aufgabe 10 (442 Punkte)

Seien A C P(X) eine Algebra und p : A — [0, 00] eine additive Funktion. Fiir A ¢ X
definieren wir

1 (A) :inf{zu(Ak) Ape, Ac | Ak}.
k=1 k=1

1. Zeigen Sie, dass p* ein duferes Maf ist und fiir A € A gilt p*(A) < u(A).

2. Finden Sie ein Beispiel, so dass in obiger Situation p*(A) < u(A) gilt.

Aufgabe 11 (3 Punkte)

Seien pj,ps @ P(X) — [0,00] zwei dukere Mafke. Zeigen Sie, dass p = max(pu], u3) ein
dufseres Mafs ist.

Aufgabe 12 (3 Punkte)

Sei (p))nen eine Folge von duferen Mafen u) : P(X) — [0,00]. Zeigen Sie, dass auch
[ = sup,c My, ein dufseres Maf ist.

Aufgabe 13 (3 Punkte)

Sei (an)nen eine Folge nicht-negativer, reeller Zahlen. Zeigen Sie, dass die Abbildung

piPIN) = [0,00] , p(4) = a

neA

ein Mal ist.



