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Aufgabe 14 (8 Punkte)
Sei (2,2, 1) ein Mafraum. Wir definieren p* : P(2) — [0, 0o] durch
p*(E) =inf {u(A): A€ A, E C A}.

Zeigen Sie:
1. p* ist ein duReres Mak mit p*(A) = pu(A) fiir A € 2.
2. Fiir jede Menge E C () existiert ein A € A mit £ C A und p*(F) = pu(A).
3. Ist p o-endlich, so existiert fiir jedes £ C €) eine Menge A € 2 mit

o ECA.

o Fiir jedes B € A mit E C B ist u(A\B) = 0. (Minimalitét von A)

4. Bezeichnet 2« die o-Algebra der p*-messbaren Mengen, so gilt 20 C 2+
Aufgabe 15 (3+1 Punkte)
Sei F': R — R eine Verteilungsfunktion und p : B(R) — [0, oo] ein Maf mit

(=00, z]) = F(z)
fiir z € R. Zeigen Sie:
1. p ist ein reguldres, eindeutig bestimmtes Borelmalfs.

2. Es gilt u(R) =1, d.h. p ist insbesondere ein Wahrscheinlichkeitsmafk.

Aufgabe 16 (4 Punkte)

Sei A C [0,1] die Menge aller Zahlen x, welche sich darstellen lassen als
>N a
k
T=) Tor
k=1

mit ap # 7. Berechnen Sie das Lebesgue-Maf von A.



Aufgabe 17 (2 Punkte)

Zeigen Sie, dass jede Lebesgue-messbare Menge B C R positiven Mafes, d.h. ur(B) > 0,
iiberabzahlbar ist.

Aufgabe 18 (6 Punkte)

Sei pr das Lebesguemaf auf R und & C R eine Lebesgue-messbare Menge mit 0 <
pur(E) < oo. Zeigen Sie, dass zu jedem « € (0, ur,(E)) eine Zahl x,, € R existiert mit

pur((—o0,zq) NE) = a.

Aufgabe 19 (143 Punkte)
Sei f: R — R eine beliebige Funktion und Sy = {af € R : f ist unstetig in x}

1. Begriinden sie, warum gilt Sy € L(R).

2. Zeigen Sie: Ist pur,(S¢) =0, so ist f Lebesgue-messbar.

Zur Erinnerung: Man nennt eine Funktion f : R — R Lebesgue-messbar, wenn sie L(R)-
B(R)-messbar ist.



