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Aufgabe 20 (442 Punkte)

Sei (X, d) ein metrischer Raum, M C P(X) ein beliebiges Mengensystem mit ) € M und
v: M — [0,00] ein Abbildung mit v(0)) = 0. Fiir § > 0 betrachten wir auf P(X) die
aukeren Make v§ geméif

Vi(A) = inf{ v(My) : My € M, diam(My) < 6, A C UMk} ,
k=1

wobei diam (M) = sup{d(z,y) : z,y € M} und inf(0)) = oc.
1. Zeigen Sie, dass v* := supg( V5 ein metrisches duleres Maf ist.

2. Ist auch jedes einzelne p§ schon metrisch?

Aufgabe 21 (4 Punkte)
Geben Sie ein Beispiel einer Lebesgue-messbaren Funktlon f [ 1] — IR an, so dass keine
stetige Funktion g : [0,1] — R existiert mit py ({z : f (z)}) =

Aufgabe 22 (3 Punkte)

Sei A € L(R) eine beschrankte Menge mit ur(A) > 0. Zeigen Sie, dass dann eine nicht-
Lebesgue-messbare Teilmenge Ay C A existiert.

Aufgabe 23 (444 Punkte)

Seien C' C [0,1] die Cantor-Menge und ¢ : [0,1] — [0,1] die Cantor-Funktion sowie
g :[0,1] = R definiert durch g(x) =z + ¢(z).

1. Zeigen Sie, dass gilt g([0,1]\C) € £(R) mit p1(g([0,1]\C)) = 1 und folgern Sie

nr(g(C)) > 0.

2. Finden Sie ein Beispiel einer Lebesgue-messbaren Funktion f und einer Menge A € L(R),
so dass f~1(A) nicht Lebesgue-messbar ist.

Hinweis: Betrachten Sie fiir f die Inverse von g und verwenden Sie Aufgabe 22 fiir die
Existenz der Menge A.



