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Aufgabe 29 (4 Punkte)

Für eine Funktion f ∈ L1([0, 1],B([0, 1]), µL) sei die Funktionenfolge (fk)k∈N definiert
durch

fk : [0, 1]→ R , fk(x) = xkf(x) .

Zeigen Sie, dass alle fk integrierbar sind und der Grenzwert

lim
k→∞

∫
fk dµL

existiert. Geben Sie diesen an.

Aufgabe 30 (1+3 Punkte)

Sei f : [0, 1]→ R definiert durch

f(x) =

{
1 , x ∈ Q ,
x3 , sonst.

1. Ist f Riemann-integrierbar?

2. Zeigen Sie, dass f Lebesgue-integrierbar ist und berechnen Sie
∫
f dµL.

Aufgabe 31 (2+2∗+2 Punkte)

Sei (X,A, µ) ein Maßraum und darauf f, (fk)k∈N messbare Funktionen. Weiter sei g : R→
R stetig. Zeigen Sie:

1. fk
f.ü.−→ f =⇒ g ◦ fk

f.ü.−→ g ◦ f

2.∗ fk
(µ)−→ f und µ(X) <∞ =⇒ g ◦ fk

(µ)−→ g ◦ f

3. fk
(µ)−→ f und g Lipschitz-stetig =⇒ g ◦ fk

(µ)−→ g ◦ f

Zur Erinnerung: Eine Funktion g : R → R heißt Lipschitz-stetig, falls eine Konstante
L > 0 existiert, so dass für alle x, y ∈ R gilt |f(x)− f(y)| ≤ L · |x− y|.
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Aufgabe 32 (2+2+2∗ Punkte)

Sei (X,A, µ) ein Maßraum und darauf f, g, (fn)n∈N, (gn)n∈N messbare Funktionen mit

fk
(µ)−→ f und gn

(µ)−→ g. Zeigen Sie:

1. Für a, b ∈ R gilt afk + bgk
(µ)−→ af + bg.

2. |fk|
(µ)−→ |f |.

3.∗ Ist µ(X) <∞, so gilt fkgk
(µ)−→ fg. Im Allgemeinen ist dies jedoch falsch.

Aufgabe 33 (3 Punkte)

Sei (X,A, µ) ein Maßraum und darauf (fn)n∈N eine Folge messbare Funktionen mit

lim
n→∞

∫
X
|fn| dµ = 0 .

Zeigen Sie, dass gilt fn
(µ)−→ 0.

Aufgabe 34 (3 Punkte)

Sei (X,A, µ) ein Maßraum und darauf f, g, (fn)n∈N, (gn)n∈N messbare Funktionen mit

fn
(µ)−→ f und gn

(µ)−→ g. Zeigen Sie, dass aus fn ≤ gn, n ∈ N folgt f ≤ g µ-fast überall.

Hinweis

Die mit ∗ gekennzeichneten Aufgaben sind Bonusaufgaben.
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