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Aufgabe 1 (V) Ein stochastischer Prozess (N;)i>o tiber einem W’Raum (€2, A,P) mit
rechtsseitig stetigen Pfaden heifst Poisson-Prozess mit Rate (oder Intensitdt) A > 0, falls gilt:
(N¢)e>0 besitzt f.s. stiickweise konstante Pfade mit Ny = 0 und Sprunghéhen 1 zu Sprungzeiten
Sk, und die Zwischensprungzeiten Ty := Sy — Sp—1 (So := 0), & € N sind unabhéngig und
exponentialverteilt mit Parameter .
Zeigen Sie: Ist (N¢)i>0 ein Poisson-Prozess mit Rate A, dann gilt

i) Ny ~ Poiss(\t),

.o _ 1

11) IP(SL...,STL)‘Nt:TL - P(X(1>,,X(n>)7
wobei X1, ..., X, uiv. U[0,t].
Die Groke Tj kann als Wartenzeit zwischen zwei aufeinander folgenden Ereignissen (z.B.
Anrufen in einem Callcenter, Webseitenaufrufen etc..) interpretiert werden. Sy, ist der Zeitpunkt

des k-ten Ereignisses und Ny die Anzahl der Ereignisse, die bis zum Zeitpunkt ¢ eingetreten
sind. (N¢)e>o ist ein sog. Zdhlprozess. Bemerkung: die Umkehrung dieser Aussage gilt auch.

Hinweise:

i) Zeigen Sie: Summe von n unabhingigen exp(\)-verteilten Zufallsvariablen ist I'(\, n)-
verteilt.

ii) Zeigen Sie: fg, . s, (51,...,5n) = Ale~Asn

iii) Uberlegen Sie sich, dass {N; = n} = {S,, <t,S,41 > t} gilt.

Aufgabe 2 Sei X1,..., X, eine u.i.v. Stichprobe der Gleichverteilung auf (6,0 + 1), wobei n > 1
und 6 € R. Ferner bezeichne fy die Dichte von X := (X1,..., X,,).

(i) Zeigen Sie
T(X):= (sup{d € R: fp(X) >0}, 1 +inf{ € R: fy(X) > 0})

ist suffizient ist fiir 6 € R.

Bitte wenden.

'Insbesondere hingt die bedingte Verteilung P(sy,....8,)|N:=n nicht von A ab — Suffizienz.



(ii) Eine suffiziente Statistik U fiir § € © heifst minimal suffizient genau dann wenn, fiir jede
andere suffiziente Statistik S fiir 6 € © eine messbare Funktion 1 existiert, so dass fast
sicher U = 9(S) gilt. Ist T" aus Teil (i) minimal suffizient?

Hinweis: Betrachten Sie die Ordnungsstatistiken X ;) und X,).

Aufgabe 3 Sei P = {fy : 0 € O}, wobei fy fiir 6 € © eine Dichte ist mit fy(x) > 0 fiir alle
x € R. Ferner ist fp(z) stetig in x fiir € © beliebig. X;, X3 seien u.i.v. mit Dichte fy.
Zeigen Sie: Falls X + X» suffizient ist fiir € € ©, dann ist P eine Exponentialfamilie.

Hinweise:

1. Faktorisieren Sie die Dichte von X := (X;, X3) geméf dem Faktorisierungssatz von Ney-
man.

2. Definieren Sie die Funktion r(x,0) := log(fp(z)) — log(fe,(z)) fiir y € © beliebig aber fix
und zeigen Sie r(z1 + x2,0) +7(0,0) = r(z1,60) + r(z2,0) fir z; € R.

3. Definieren Sie die Funktion s(x1,0) := r(z1,0)—r(0,0) und zeigen Sie s(x1,6) = x1-s(1,0)
fir z; € R.

4. Benutzen Sie die bisherigen Zwischenrechnungen um die Dichte in Form einer Exponenti-
alfamilie zu schreiben.



