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1 Einfiihrung: Statistik im linearen Modell

1.1 Das lineare Modell
1.1.1 Regression und das lineare Modell

In der Regressionsanalyse geht es darum, den Einfluss einer Reihe von erkldrenden Varia-

blen z1,...,z,, sogenannte Kovariablen, auf eine abhéngige Variabe Y, die Zielvariable, zu
modellieren bzw. zu schitzen. Dieser Zusammenhang driickt sich in Form einer Funktion
y = f(x1,...,2,) aus. Nun wird aber nicht angenommen, dass diese Beziehung exakt gilt.

Vielmehr ist sie durch zuféllige Storgréfen e iiberlagert, d.h. es gilt
Y = f(z1,...,2,) + €

In der linearen Regressionsanalyse nimmt man an, dass der Einfluss der Kovariablen, zumin-
dest nach geeignter Transformation dieser Variablen, in einer linearen From

Y =by+bix1 +...+ bz, + €

Dabei ist € eine Zufallsvariable (bzw. deren Realisierung) mit Erwartungswert Fe = 0 und
endlicher Varianz Vare = o2, und somit ist auch die Zielgrofie Y eine Zufallsvariable (bzw.
deren Realisierung). Ziel ist dann die Schitzung der Parameter by, ...,b,. Diese fasst man
in einem Vektor zusammen. Wir schreiben 8 = (by,...,b,) € RP also p = r + 1, und fiir
die Komponenten von 3 = (Bi,...,8,)" gilt dann 3; = b;_1. Weiter schreibt man x =
(1,21,...,2,)0 €RP, sodass Y =x'3 +e.

Ziel ist nun in einem ersten Schritt die Schétzung der unbekannten Parameter des Modells,
insbesondere von (3. Dazu nimmt man an, es werden Daten (Y;,z;1,...,2i,), ¢ = 1,...,n,

beobachtet, so dass
T

Y;:X;FB_‘_GZ’ Xi:(17xi,1a"'7xi,r) .
Fiir die Fehler ¢; nimmt man dabei an, dass diese unabhéngig oder zumindest unkorreliert
sind, also dass Cov(e;,€;) =, ¢ # j. Falls dariiber hinaus die Varianzen af = Varg; alle
gleich sind, also 0? = ... = 02, so sprich man von einer homoskedastsichen Fehlerstruktur,
ansonsten von einer heteroskedastischen Fehlerstruktur.
Die Analyse eines homoskedastischen linearen Regressionsmodells findet nun im Rahmen der
Theorie linearer Modelle statt. Dazu schreiben wir das Modell in Vektor- und Matrixform wie
folgt.

Y1 X? €1
Y=|:]|eR" X=|:|eR™P, e=|: | eR"

T
Y, X, En

Es gilt dann Y = X3 + €. Fiir die Kovariablen nimmt man noch an, dass sie dergestalt
sind, dass die sogenannte Designmatrix X vollen Rang p hat. Der Achsenabschnitt wird
meistens, aber nicht immer in das lineare Regressionsmodell mit aufgenommen. Das lineare
Regressionsmodell fillt unter die folgende allgemeinere Definition.
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Definition 1.1
Das Modell
Y = X3 +e, (1)

heift lineares Modell, falls B € RP ein (konstanter, unbekannter) Parametervektor, X € R"*P
eine bekannte Matrix (Designmatrix), Y ein beobachter Zufallsvektor (ZielgroBen) und e
ein nichtbeobachteter Zufallsvektor (StérgroBen) mit Ee = 0 und Cove = 0?1, sind. Sind
dariiber hinaus die Fehler normalverteilt, also € ~ N(0, ¢%1,), dann spricht man von einem
linearen Modell mit normalverteilten Fehlern.

1.1.2 Modellierung des Einflusses der Kovariablen

a. Einfluss einer metrischen Kovariable

Angenommen, neben der Zielvariable Y wird noch eine metrische Kovariable x beobachtet.
Das einfachste Modell ist nun die direkt lineare Regression von Y auf x, die einfache lineare
Regression

Y =by+ bz +e¢,

also x7 = (1,2)T und BT = (by,b1)”. Manchmal liegt ein linearer Zusammenhang auch erst
vor, nachdem z geeignet trasnformiert wurde, etwa zu & = log(z) (falls z > 0) und dann
Y = b+ bid +¢, also x! = (1,2)7.

Man kann aus einer metrischen Kovariable auch mehrere metrische Kovariablen machen durch
Anwendung linear unabhéngiger Funktionen fi,..., f,, also

Y =bo +bi1fi(r) + ...+ b fr(7) + ¢,

also x = (1, fi(z),..., fr(a:))T. Beispiele sind die polynomiale Regression, bei der f;(z) = z°
gewahlt wird, also
Y=byg+bix+...+ba" +e,

und x = (1,1’, . ,:U’")T, oder auch fir x € [0,1] die trigonometrische Regression, bei der

faj—1(z) = sin(2jmx) und foj(z) = cos(2jmx), j = 1,...,q gewéhlt wird, also
q
Y =by+ Z(bgjfl sin(2j7r1:) + b2j COS(Qj?TﬂS‘)),
j=1

und x = (1,sin(27ra:),Cos(27rx)),sin(2q7m),cos(2q7r:v)))T, B = (bo,b1,ba,...,byy)T, also p =
2q + 1.

b. Einfluss einer kategoriellen Kovariable

Bei kategoriellen Kovariablen unterscheidet man nominale Kovariablen, bei denen die Katego-
rien nicht geordnet sind (etwa Autotypen), und ordinale Kovariable, bei denen die Kategorien
in einer natiirlichen Reihenfolge vorliegen (etwa Schulnoten).

Wir betrachten zunédchst die Modellierung einer nominale Kovariablen mit den Kategorien
1 =1,...,1. Um nicht zu viele Parameter ins Modell aufzunehmen, damit also die Desigma-
trix X noch vollen Rang hat, wihlt man eine Referenzkategorie, z.B. ¢ = 1, und fiir kiinstli-
che Kovariablen ein, deren Koeffizient den Unterschied zwischen der betrachteten Kategorie
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1 =2,...,1 und der Referenzkategorie beschreibt. Hier sind insbesondere zwei Kodierungen
iiblich.

Kodierung durch Dummy Variablen Wird die Kategorie  beobachtet und ist 1 die Refe-
renzkategorie, so setze x = (1, 1,—2, ..., 1,—7)T € R, d.h. falls eine der Kategorieni = 2,...,T

vorliegt, kommt eine 1 hinzu, ansonsten gibt es nur den Achsenabschnitt. Im Koeffizienten-
vektor B = (B1,...,B1)" beschreibt 8; den Unterschied des Einflusses von Kategorie i > 2
gegeniiber der Referenzkategorie, und 51 + 5; den Gesamteinfluss von Kategorie ¢ > 2.

Effektkodierung Wird die Kategorie = beobachtet und ist 1 die Referenzkategorie, so setze
X = (la lp=2 — 11:17 SRR 11’:1 - 117:1)T € RI-

Die Software R verwendet standardméfig die Dummy Kodierung.

Handelt es sich bei z um eine ordinale Kovariable, so kann man versuchen, den geordeneten
Kategorien konkrete Zahlen (etwa den Schulnoten die Zahlen 1 — 6) zuzuordnen, und diese
dann wie eine metrische Kovariable zu benutzten. Dies hat den Vorteil, dass in dem Modell
wesentlich weniger Parameter (nur ein Parameter /5 fiir Kovariable x statt I — 1 Parameter)
verwendet werden miissen. Dabei miissen die zugeordneten Zahlen (insbesondere das Verhélt-
nis von deren Absténden) aber sogfiltig gewihlt werden. Falls dies nicht adiquat moglich ist,
sollte die Kovariable lieber wie eine nominale Kovariable und mit der Dummay Kodierung
behandelt werden.

relevante R Befehle kategorielle Kovariablen miissen bei der Funktion 1m, die lineare Re-
gression mit kleinsten Quadraten anpasst, als Faktor vorliegen. Dazu kann man den Typ mit
str erfahren, und gegebenenfall mit as.factor zu einem Faktor umwandeln.

c. Interaktionen

Interaktionen zwischen einer kategoriellen und einer stetigen Kovariable

Ist x eine kategorielle (nominale) Kovariable mit den Kategorien i = 1,..., I und t eine stetige
Kovariable, die direkt (linear) in die Zielgrofle eingeht, so kénnen die Kategorienauspragungen

von x auch den Koeffizienten von ¢ beeinflussen. Dies nennt man Interaktionen, man setzt
dann bei Referenzkategorie 1 und Dummykodierung von «

x = (1, 1pm2, o, Loer, b, Lyt o, Tuegt)

Im Koeffizientenvektor 3 = (B4, ..., 81, Br41,---,P2r)! beschreibt dann By + B2y die Stei-
gung von t bei Vorliegen von Kategorie ¢ > 2, und fry1 die Steigung bei Vorliegen der
Referenzkategorie 1. Man muss dabei natiirlich nicht alle Interaktionen in das Modell aufneh-
men.

Falls sowohl stetige als auch kategorielle Kovariable auftreten, spricht man manchmal statt
von der Regressionsanalyse auch von der Kovarianzanalyse.

Interaktionen zwischen zwei kategoriellen Kovariablen

Ist x eine kategorielle (nominale) Kovariable mit den Kategorien ¢ = 1,..., I und ¢ eine kate-
gorielle Kovariable mit Kategorien j = 1,...,J, so kann man Interaktionen fiir gemeinsames
Vorliegen von z = ¢ und ¢t = j modellieren. Sind ¢ = 1 und j = 1 die Referenzkategorien, so
bildet man in Dummy Kodierung

T
X = (17 1:E:2> trey 117:[7 1t=27 try 1t:J7 1x:21t:27 tty 12221t:J7 ] 1$:Ilt:J) € RIJ'
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Die Terme 1,—;1;—j,71=2,...,1,j =2,...,J, entsprechen dann den Interaktionen, diese sind
wieder als Abweichungen gegeniiber den Haupteffekten 1,—; und 1;—; zu interpretieren.

Interaktionen zwischen zwei metrischen Kovariablen

Interaktionen zwischen zwei metrischen Kovriablen x und ¢ miissen durch Aufnahme be-
stimmter gemeinsamer nichtlinearer Funktionen, etwa xt oder e®e’, modelliert werden. Man
benutzt hiufig gemeinsame Polynome niedrigen Grades.

In welcher Form metrische Kovariablen aufgenommen werden, und welche Interaktionen mit
kategoriellen oder anderen metrsichen Kovariablen aufgenommen werden, muss innerhalb der
Modellwahl und der Modelldiagnostik bestimmt werden. Wie nehmen zunéchst an, dass ein
linearen Modell der Form (1) in seiner korrekten Form gegeben ist.
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1.2 Kleinste Quadrate Schitzung
1.2.1 Methode der kleinsten Quadrate

Der bekannteste Schiitzer von 3 im linearen Modell (1) ergibt sich aus der Methode der
kleinsten Quadrate. Man wihlt dabei 3 derart, dass ||[Y — X3[? = Y, (Vi — 2! 8)? minimal
wird, also

B=PBLs= argmingcgy, | Y — X8

Dabei stehet LS fiir least squares = kleinste Quadrate. Wir schreiben fiir die Komponenten
von B¢ explizit Brg = (B1,1s, - - -+ Bp,.s). Wir wollen B ¢ in expliziter Form auf zwei Arten
herleiten.

Normalengleichungen. Ableiten von ||Y — X3||? und gleich 0 setzten liefert (nach Di-
vision durch —2)
XT(Y -XB)=o0.

Dies nennt man auch die Normalengleichungen, diese sind eine notwendige Bedingung fiir ein
lokales Extremum. Da X vollen Rang p hat, ist X7 X € RP*P invertierbar und man erhilt

Brs=B=X"X)"'xTY. (2)

Dass B¢ das einzige lokale und somit globale Minimum von ||Y — X 3||2 ist, sieht man leicht
daran, dass die Hessische Matrix (Matrix der zweiten Ableitungen) gleich 2 X7 X und somit
positiv definit ist.

Geometrische Herleitung;: Ein 3 minimiert die Funktion ||Y — X 3||? genau dann, wenn
X B die orthogonale Projektion von Y auf den von den Spaltenvektoren von X = [vy,...,vp],
v; € R", erzeugten Unterraum V' = span{vy,...,v,} im R" ist. In der Tat: Fiir jedes andere
A gilt nach Pythagoras:

IY = X8> =Y - XB+X(B-B)I> =Y - XBI* + |X(B-B)I* > Y - XPII
~—

L vie,vp

Da X vollen Rang hat, sind v, ... v, linear unabhéngig und somit ist der Koeffizientenvektor

:BLS eindeutig bestimmt.
Um den Schitzer B;g in der expliziten Form (2) zu erhalten, betrachten wir die Matrix
Px = X(XTX)"1XT € R™ " (die sogenannte hat matrix). Es ist

PxiRn—>V z»—)PXz

die orthogonale Projektion auf V. Dazu zeigt man durch direkte Rechnung;:
a. Px ist orthogonale Projektion: P)Q( = Py, P; = Px
b. PxR" =V
Somit muss gelten:
XB=PxY=XX"X)"'XTY.

Da X vollen Rang hat, ergibt sich wieder die Form (2).
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Bemerkung

Erwartungswert und Varianz von Y im linearen Modell (1) héngen von den unbekannten
Parametern (3, 02), ab, hhere Momente sogar von der unbekannten Verteilung der Stérungen
€. Daher miisste man diese bei Bildung von Erwartungswert und Varianz mitschreiben, also
etwa Eg,2(-) und Covg,2(-). Wir werden diese Parameter aber in der Notation in diesem
Abschnitt unterdriicken, und einfach F und Cov schreiben.

Satz 1.2
Der kleinste Quadrate Schétzer B s im linearen Modell (1) ist unverfélscht, also Eﬁ Ls =3,
und es ist

CovBrg =c?(XTx)™ L.

Beweis
Mit Satz 1.12 folgt

EB;s = EXTX)"'xTy
EXTX)'XT(XB+e)
EXTX)'XTXB+ E(XTX) X e
= B+ (XTX)"'XT Ee,

=0
= B
CovfBrg = Cov((XTX)_lXT(i(E +€))
konst.

= Cov((XTX) 'xTe)
XTxX) 1 xTo?r, Xx(XTX)™!
= o2(XTx)™!

1/2

Man nennt a((XTX)Z._il)l/2 und fiir einen Schitzer 62 von o2 (s.u.) auch 6 ((X7X);") /" den

~

Standardfehler von f3; 15.

Im Folgenden zeigen wir, dass B g der eindeutig bestimmte, lineare unverfélschte Schétzer
mit der kleinsten Varianz ist.

Satz 1.3 (GauB3-Markov-Aitken)
a. Sei S(Y) = AY, A € RP*" ein linearer, unverfilschter Schétzer fiir B im linearen
Modell (1) (d.h. ES(Y) = 8 V8 € RP). Dann gilt

Cov(S(Y)) > Cov(Bg)
im Sinne, dass die Differenz ( Cov(S(Y)) — Cov(3 1)) positiv semidefinit ist.
b. Ist A# (XTX)71XT, so existiert z = z(A) € RP, so dass
27 (Cov(S(Y)) — Cov(B5))z > 0

Beweis
a. Aus der Unverfilschtheit folgt

ES(Y)=AXB=8 VBER?,



1.2 Kleinste Quadrate Schéitzung 7

also AX = [,. Damit und mit Satz 1.2 ist
Cov(Brs) = o(XTX)' =02AX(XTX)IXTAT = 62APx AT,
Cov(S(Y)) = Ac’I,AT =o?AAT.
Damit erhalt man .
Cov(S(Y)) — Cov(Bg) = 0A(I, — Px)AT

Die Matrix (I,, — Px) ist idempotent und symmetrisch: (I, — Px)? = (I, — Px) = (I, — Px)T.
Somit:
0?27 A(I, — Px)A"z = o?||(I, — Px)ATz|? > 0.

b. Angenommen, (I, — Px)ATz|?> = 0 Vz € RP, und somit (I, — Px)AT = 0. Sei AT =

(a1,...,a,), a;, € R, dann erhilt man ': a; € span(vy,...,v,), also AT = XM fiir eine
Matrix M € RP*P. Wegen AX = I, folgt MTXTX = I,, also MT = (XTX)™' = A =
(XTX)1xT, -

Wegen Satz 1.3 heifit der Schitzer B¢ auch der beste lineare unverfilschte Schéitzer (best
linear unbiased estimator, BLUE).

Bemerkung. Satz 1.3, b., impliziert, dass es fiir einen unverfilschten Schétzer S(Y) # Brs
ein z € RP gibt, so dass gilt Var(z! S(Y)) > Var(z' 3,¢). (Schitzer fiir z7 3)

Der kleinste Quadrate Schitzer B s als Maximum-Likelihood-Schétzer. Ange-
nommen, im linearen Modell (1) sind die Fehler normalverteilt, also € ~ A'(0, 02 1,,) und somit
Y ~ N(X3,02%I,). Dann ist die Likelihood-Funktion gegeben durch

1 1 o
Ln(B,0%) = WQXP <_M Z(Yz - X?ﬂﬁ) ;
i=1

und die log-Likelihood-Funktion durch

_ ¥ -xap®

2 2 n 2
En(ﬁva ) = lOgLn(IB?U ) = _§log(2ﬂ-0— ) 202

Damit £, (8, 0?%) maximal wird, muss offenbar Y — X3 |2 minimal werden. Daher ist 8¢
gleich dem Maximum Likelihood Schétzer 3, fiir 3 im linearen Modell mit normalverteilten
Fehlern.

Schiitzen der Fehlervarianz o2.

Zunéchste einige Bezeichnungen:

Y =X3= (}71, . ,Yn)T angepassten Werte (fitted values)
e=Y-Y Residuen
Idee: Nutze Variation der € = (¢1,...,&,)T zum Schitzen von 2. Schiitze o durch

1 " 1 ~ 1
~92 ~92 ~2 2 1
0" =019 = E g =—IY-Y|"=——Y ({ - Px)Y,
LS n g 7 n || || n ( )

Ya; € Kern(I,, — Px) = Bild(Px); Eigenschaft von Projektionen (hier: Px)
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wobei wir Y = X3 = PxY und (I — Px) = (I — Px)? = (I — Px)" genutzt haben.

Satz 1.4
Im linearen Modell (1) ist 6% ¢ erwartungstreu fiir o2.

Beweis
Da EY = Xpu, CovY = o2, folgt mit Satz 1.12

E(YT(I - Px)Y) = u XT(I — Px)X p + Spur(c®(I — Px)).
N————

=0

Es gilt:
Spur(I, — Px) = n—Spur(X(XTXx)!.x7T)
= n—Spur(XT . X(XTXx)™)
= n—Spurl,
= n-—p. (3)
Somit ist )
E6%g = EYT(I - Px)Y)=0?
n—op ]
Ubung Der ML-Schétzer 6']2\/[ 5, fur o2 im linearen Modell mit normalverteilten Fehlern

ist gegeben durch 1(|Y — XBrsl?

Relevante R Befehle 1m fiihrt eine kleinste Quadrate Schiatzung im linearen Modell durch.
Auf ein dadurch erzeugtes Objekt kann man summary (Schitzwerte, Schiitzer fiir o2, Stan-
dardfehler und mehr), fitted.values (angepasste Werte), residuals (Residuen) anwenden.
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1.3 Inferenz unter Normalverteilungsannahme

In diesem Abschnitt gehen wir auf die Verteilung der Schéitzer sowie relevanter Teststatistiken
im linearen Modell (1) mit normalverteilten, homoskedastischen Fehlern, also € ~ N(0,0%1,,),
ein. Wir beginnen mit dem grundlegenden

Satz 1.5
Im linearen Modell Y = X3 + €, 3 € RP, mit normalverteilten, homoskedastischen Fehlern
e~ N(0,0%I,) gilt

BLS ~ N(,B, 0-2(XTX)71)7

und ,3 s und 62 sind unabhngig.
Beweis R
DaY ~ N(XB,0%l,), folgt aus B¢ = (XTX) ' XTY mit Satz 1.2 direkt die Behauptung

fiir By . Weiter ist
ORI
o

==

YT'(1, - Px)Y.
g

Da (I, — Px)? = I,, — Px (die orthogonale Projektion auf das orthogonale Komplement des
Spaltenraumes von X), ist Satz 1.13 anwendbar (die Division durch o2 standardisiert die
Y). Da (I, — Px)X = 0, ist der Nichtzentralitdtsparameter gleich 0. Weiter ist nach (3)
r(I, — Px =Spur(l, — Px) =n —p.

Es bleibt die Unabhéngigkeit von ,@ s und 62 zu zeigen. Diese folgt direkt aus Satz 1.15, da
(I, — Px)X =0. n

Konfidenzintervall fiir ¢/3. Wir fixieren einen Vektor ¢ € RP.
Definition. Ein zweiseitiges Konfidenzintervall fiir den Parameter ¢’ 3 zum Niveau 1—q,
a > besteht aus zwei messbaren Abbildungen
I :R" = R, L. :R" - R,
so dass fiir alle B € RP, o > 0 gilt
P(L(Y)<c"B<L(Y)>1-a.

Um ein Konfidenzintervall zu konstruieren, bemerken wir zunéchst, dass nach Satz 1.5 gilt
B g~ N ("B, 0% (XTX) " e)
und daher )
c"Brs—c'B
o(cT(XTX) lc)2

Wir ersetzen nun o2 in dem Ausdruck durch den Schitzer. Wegen der Unabhiingigkeit von B LS
und 2 (und somit auch von ¢’ B, ¢ und 42) folgt direkt aus der Definition der ¢ Verteilung

c"Brs—c'B

& (cT(XTX) 1c)2

~ N(0,1).

PS =

~t(n - p). (4)
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PS hingt von den Parametern nur durch den gesuchten Parameter ¢’ 3 ab, und seine Vertei-
lung ist unabhéngig von den Parametern. Man nennt einen solchen Ausdruck PS dann eine
Pivot-Statistik.

Hieraus erhélt man nun leicht ein Konfidenzintervall zum Niveau o > 0: Sei ti—a (n —p) das
1—5-Quantil der t-Verteilung mit n—p Freiheitsgraden, wegen der Symmetrie der ¢-Verteilung
ist ta/2 = —ti—ga(n —p). Es ist also fiir v < 1/2

P(- tig(n—p) < PS<ti_ga(n -p)=1-a.
Umstellen nach ¢’ 3 liefert das Konfidenzintervall

o Y o .
L= Brs— o (XTX) )bty a(n—p), I = Brg+a(c”(XTX) )it s (n—p).

Man definiert ein rechtsseitiges Konfidenzintervall I,; : R™ — R durch die Bedingung
P(I(Y)<c"B) >1-aq,
(analog ein linksseitiges Konfidenzintervall), und konstruiert diese aus der Pivot Statistik PS.

Aufgabe Konfidenzintervall fiir 2.

relevante R Befehle confint liefert fiir ein Objekt aus 1m die Konfidenzintervalle der
einzelnen Komponenten des KQ Schétzers.

Hypothesen Testen mit dem ¢ Test Fiir ¢ € R? und § € R betrachten wir das zweiseitige
Testproblem
Heps: =5 gegen Kes: ' +6.

Definition. Ein Test fiir die Hypothese H 5 ist eine messbare Abbildung 7" : R™ — {0,1}.
Der Test T hat Niveau « > 0, falls gilt:
VBER? mitcfg=0: Ps(T(Y)=1)<a.

Man interpretiert 7" = 0 als Entscheidung fiir H¢ 5, und 7" = 1 als Entscheidung fiir K.
Der Test hat also Niveau «, falls man sich nur mit einer Wahrscheinlichkeit von htchstens «
falschlicher Weise fiir K s entscheidet.

Um einen Test zu konstruieren, bemerken wir, dass unter H 5 gilt

LB g—6
Sc,(S = IBLS T t(n — p).
G(cT(XTX)"1c)2

Somit ist
r=1- 1—t1—a/2("—P)Ssﬁh—am(”—l’)
ein Test zum Niveau «.

Zusammenhang zum Konfidenzintervall Es gilt

T=0 & L <§<I,.
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Somit verwirft der Test genau dann, wenn & nicht im Konfidenzintervall fiir ¢’ 3 liegt. Man
zeigt, dass man in dieser Weise aus einem zweiseitigen Konfidenzintervall stets einen zweisei-
tigen Test fiir eine Punkthypothese konstruieren kann.

P-Wert Statt der reinen Testentscheidung gibt man den sogenannten P-Wert an. Fiir das
obige Testproblem ist dieser definiert als
2t(n —p) (Tes), Tes <0,
PV = ’ ’ )
{ 2 (1 —t(n—p) (Tc,é))7 Tes >0, (5)

wobei t(n—p)(x) der Wert der Verteilungsfunktion von ¢(n—p) an der Stelle x ist. Der P-Wert
PV ist das beste Niveau, zu dem die Hypothese noch verworfen werden kann. Man verwirft
also zu dem (vorher festgelegten) Niveau «, falls PV > a.

Unter der Hypothese ist der P-Wert PV auf (0, 1) gleichverteilt.

Fiir das einseitige Testproblem
Hes: 'p<é gegen Kes: IB>6
ist )
cIBrg—cB+cTB-6
5(cT(XTX) lc)z

wobei unter der Hypothese der Nichtzentralititsparameter ¢ 3 — ¢ < 0 ist. Man verwirft nun
fiir grofle Werte von Sc s, also setzt

Sc&

)

Nt(n—p;cTﬂ—é),

r=1- ]'Sc,(SStlfa (n —p),

oder Aquivalent falls  nicht in dem linksseitigen Konfidenzintervall fiir ¢ 3 liegt, bzw. falls
der rechtsseitige P-Wert
PV =1—t(n—p)(Ses) < o

Man muss schlieflich noch nachweisen, dass der Test T' das Niveau iiberall auf der Hypo-
these einhélt (und nicht nur auf dem Rand). Dies folgt, da die ¢-Verteilung mit negativem
Freiheitsgrad stochastisch kleiner ist als die zentrale ¢-Verteilung.

relevante R Befehle summary liefert fiir ein Objekt aus 1m die zweiseitigen P-Werte fiir die
Hypothese H;.

Vorhersageintervalle Ein Konfidenzintervall bezieht sich auf den Erwartungswert ¢! 3
von ¢! 3, wobei 3 aus dem linearen Modell (1) berechnet wird.

Bei einem Vorhersageinterall (Prediction Interval) hingegen ist eine zusétzliche Kovariablen-
ausprigung x,41 erforderlich, bei der die abhéingige Variable Y;, 11 vorhergesagt werden soll.
Das Vorhersageintervall bezieht sich also nicht auf einen Parameter wie das Konfidenzinter-
vall, sondern auf die Zufallsvariable Y, 1.

Sei B¢ der KQ-Schiitzer im linearen Modell (1). Als Vorhersage fiir Y;,41 bei x,,11 betrachten
man

yPred — o7 By
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Nach dem linearen Modell wiirde die Beobachtung Y,, 1 entstehen durch
Yn-l—l = XZH,@ + enti,
wobei €,41 und € unabhéingig sind. Somit
yPred v = x0 (Brs = B) +enst ~ N (0,07 + 0% (XTX) M),

und nach Satz 1.5

YPred _ Yn+1 .
A T~ tn—p-
G(1+ x0T, (XTX) 1%, 41)2

Als zweiseitigen Vorhersagebereich erhilt man

. _ 1 . _ 1
[YPred_U(l‘i‘Xz;-&-l (XTX) " %p41)2 t1—g(n—p), YPred"'U(H‘XZ—s-l (XTX) "% 41)2 ti-g (n—p)].
Vergleich. Das Vorhersageintervall fiir Y,,,; ist breiter als das Konfidenzintervall fiir
x2, 18, da der zusétzliche Fehler ¢, in Y, 11 mit beriicksichtigt werden muss.

relevante R Befehle predict.lm anwenden auf Objekt aus 1m und zusétzliche Kovariable.

Testen allgemeiner linearer Hypothesen mit dem F-Test Man mochte manchmal
allgemeinere lineare Hypothesen, die nicht von der Form ¢’'3 = § sind, testen.

Beispiele linearer Hypothesen.

a. H: 3 =0 (alle §; =0)
b. H:,Bh:...zﬁiqzo,1§i1<...<iq§p

c. H: B =0y, By #0.

Allgemeine lineare Hypothese: Fiir A € R?*P ¢ < p mit vollem Rang, m € RY betrachte
Hpm: AB=m.

Es gilt R
AB —m ~ N(AB —m,o%9),

wobei wiederum S = A(XTX)~'AT € R9* vollen Rang hat. Dann ist

S

(AB = )T~ (45 —m) ~ x*(, )

wobei der Nichtzentralitétsparameter A = (AB — m)T%(AB —m), und somit

(AB—m)TS~1(AB — m)
q62

FS = ~ F(q,n—p,\)
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Die Hypothese H 4 n ist dquivalent zu A = 0. Daraus bestimmt man den zweiseitigen p-Wert
fiir die lineare Hypothese als P =1 — F(q,n — p)(F'S).

Aufgabe Bestimme den kleinsten Quadrate Schétzer unter der linearen Nebenbedingung
AB =m.

relevante R Befehle anova fithrt den I Test durch, dabei muss das Modell unter H m
mit geschétzt worden sein und als Argument iibergeben werden. Falls kein zweites Modell
iibergeben wird, fithrt anova die F-Tests dafiir durch, ob bei kategorielle Kovariablen alle
Koeffizienten der Dummy Variablen = 0 sind, und gegebenenfalls auch fiir die Interaktionen.

Konfidenzbereich fiir A3 Die Matrix A € R?*P_ 1 < ¢ < p, habe vollen Rang. Ein
wichtiger Spezialfall ensteht, falls A eine Teilmatrix von I, ist.

Definition. Ein Konfidenzbereich fiir A3 zum Niveau 1 — « ist eine Abbildung
K :R™ = P(RY),
so dass fiir alle x € R? gilt {y eR": x € K(y)} ist messbar, und fiir alle 3 € R?, 02 > 0

gilt
P(ABeK(Y))>1-a.

Wir betrachten als (1-«)-Konfidenzbereich fiir A3:

(ABLs —m)TS™(AB,g — m)
q62

K(y):{mERq: §F1_a(q;n—p)}.

Dann ist

(A(BLs — B)TS'A(BLs — B)

{yeR": ABcK(y)}={yeR": pre

< Fiolgin—p)}

messbar, und da #Ahnlich wie oben fiir alle 8 € RP gilt

(A(BLs — B) S A(BLs — B)

qo?

~ F(g;n —p), (6)
erhilt man einen 1 — a-Konfidenzbereich fiir AS3.

Beachte: Der Konfidenzbereich besteht genau aus allen m € RY, fiir die der F-Test die Hy-
pothese AB = m nicht verwirft. Wir kénnen also umgekehrt auch aus einem Test einen
Konfidenzbereich konstruieren.

relevante R Befehle Die library ellipse enthélt den Befehl ellipse, welcher zweidimen-
sionale Konfidenzellipsoide berechnet. Plotten einfach mit plot.
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1.4 Mittlerer quadratischer Fehler und Ridge-Regression

Fiir einen Schétzer ,C:'I von B3 definiert man den mittleren quadratischen Fehler (mean
squared error, MSE) durch

MSEg(3) = Eg| 8 - 8]* = <Z(Bi_/6i)2>

i=1
Es gilt:
E|B-8I° = EIB-EB+EB-B2 A
= E|B-EB|*+2E(B—- EB,EB - B8)+|EB - |’
=0
= E|B-EB|*+|EB- B
da ’
E({B - EB,EB - PB) = ZE((Bz‘ — EB)(EB; — Bi)) =0
i=1
Also

E|B-BI* = E|B - EB|I*+ | EB - BI°.
7,Valriar?zr—'l‘erm“ ,7Bias?g‘erm“
Fiir unverfélschte Schétzer gilt: |EB — 8% = 0.
Fiir lineare Schitzer 3 = AY, A € RP*" gilt:
E|B - EB|* = E|Ae|? = E(e" AT Ae) = 02 Spur(AT A)
= o2 Spur(AAT) = Spur(Cov 3).

Fiir einen linearen, unverzerrten Schitzer 3 = AZ ist daher

VBERF, 0> >0:  MSEg,2(B8) = o Spur(4AT).

Lemma 1.6
Es seien A, B € R? positiv semidefinit. Gilt A > B (d.h. A — B ist positiv semidefinit, aber
nicht die Nullmatrix), so folgt Spur(A) > Spur(B).

Beweis
Es ist
q
Spur(A) — Spur(B) = Spur(A — B) = Z)\
7j=1

wobei A; > 0 die Eigenwerte von A — B sind, von denen mindestens einer > 0 sein muss, falls
A — B nicht die Nullmatrix ist. -

Als Folgerung erhalten wir mit dem Satz von Gauf-Markov: Ist B = AY ein linearer unver-
zerrter Schitzer und ist A # (X7 X)7' X7, so gilt

VBER?, 6¢2>0: MSEg,2(8) > MSEg 2 (BLg)-
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Ziel Wir wollen nun einsehen, dass diese Aussage nicht mehr gilt, wenn man innerhalb
der Klasse der linearen Schétzer auf die Unverzerrtheit verzichtet.

Betrachte dazu die Spektralzerlegung von X7 X (existiert, da X7 X positiv definit, insbeson-
dere symmetrisch), also
XTX = Udiag(\,...,\p)UT

mit U orthogonal, A; > 0. Damit berechnet man den MSE von 3 Ls als:
A P
MSE(Bps) = 0 Spur(X"X) "' =0* > " A7L
i=1
Ridge-Regression Fiir a > 0 setze

By = (al, + XTX)1XTY.

Berechne Bias- und Varianzterm fiir Ba:

E|By — EB.|> = oSpur (X(al, + XTX)72xT)
= o*Spur (XTX(aIp + XTX)*Q)

Spektralzerlegung
XTX(al,+ XTX)™2 = Udiag< A Ay )UT
b (a+M)2 7 (a4 Ap)?
Somit:
: G2 2 N~ A
E - F =0°- —.
1B = EBal* = o ; CEDWE
Bemerkung Dieser Varianz-Term ist stets kleiner als der Varianz-Term von 3 Ls- Er wird
kleiner fiir wachsendes a.
Bias(a) = |EB, Bl
= el + X7 X)"'XTXB - B

: A1 Ap T 312
= -1,... -1)-
ldiag (5 =1 5 1) - UTB

2

= X ek

Der Bias-Term wichst mit «.

Satz 1.7

Sind B € RP, 02 > 0, so gilt fiir alle a < —=

m, dass MSE/@)OQ(BO[) < MSE,@,UZ(BLS)'
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Beweis

Wir setzen MSEg 2 (B,,) =: MSE(«) = Bias(a) 4 Var(c), dann ist MSE(8;¢) = MSE(0). Es
2

geniigt zu zeigen, dass fiir 0 < a < m

d
——(MSE(a)) < 0.

gilt

Dies rechnet man einfach nach, den

MSE(a)’ = —o? zp: 2 Ep: L&(UTﬁ)Z.
— (ot Ai)3 ~ (a+ Ai)3 ’

Bemerkungen: 1. Fiir kleine Werte von o > 0 hat der ridge Schétzer einen kleineren MSE
als der LS Schiéitzer. Die Aussage ist aber nicht richtig zufriedenstellend, weil der Wertebereich
der zuléissigen Parameter a von den unbekannten Parametern des Modells 3, 02 abhéngt. Wir
werden spiiter einen Schiitzer kennenlerne (James-Stein-Schéitzer), bei dem « datengetrieben
gewdhlt wird, und der einen kleineren MSE hat als der LS Schétzer.

2. In der Praxis wird ridge Regression verwendet, wenn die Matrix X7 X schlecht konditioniert
ist (also sehr kleine Eigenwerte hat).

3. Enthélt X einen Intercept, so wird X meist zunéchst standardisiert, und der ridge wird
nicht auf den Koeffizienten des Intercept angewendet.

relevante R Befehle Die library MASS enthélt den Befehl 1m.ridge. Dabei muss der Ridge-
Parameter lambda manuell gewdhlt werden. Man beachte, dass die Matrix X standardisiert
wird, und der Ridge nicht auf den Koeffizienten des Intercept angewendet wird.

Ridge als Shrinkage Schitzer

Satz 1.8
a. Ist Brg # 0 (dquivalent XTY # 0), so ist die Funktion n(a) = HBaH% differenzierbar und
streng monoton fallend.

b. Tm orthonormalen Design XX = I, gilt speziell B, = B1¢/(1 + a).

Beweis
b. ist evident, fiir a. ist n(a) = YT X (al, + XTX)72XTY differenzierbar mit Ableitung

n(e) = (=2)Y"'X(al, + X" X)?°XTY <0,

da XTY # 0 nach Voraussetzung und (al, + XT X)~3 positiv definit ist. n

Ridge Schitzer als Losung von Optimierungsproblemen Man zeigt leicht:

Bo = argming(|[Y — XBII7 + o BI]3)-
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Satz 1.9
Fiir jedes a > 0 existiert ein ¢t = t(«, X,Y), so dass Ba Losung des folgenden Optimierungs-
problems ist:

minimiere ||[Y — X3/ unter Nebenbedingung ||[3H12, <t (7

Bemerkung. Da |[|[Y — XB|2 =|Y — X@Lsﬂi + |1 X(Brs — B)|2, kann man in den Opti-
mierungsproblemen ||[Y — X 3|2 durch || X (B, — B)||2 ersetzen.

Beweis .
Ist « =0, so wihle ¢t > H,@LSHZ beliebig.

Ist @ > 0, so muss t < ||3 LSH%, und dass Maximum des Optimierungsproblems (7) wird fiir

jedes solche t aus Konvexitéitsgriinden auf dem Rand angenommen. Ableiten der Lagrange-
Funktion

L(B,v) = 1Y = XBI7 + (I8l —t)

nach B und = 0 setzen liefern als Losung BV. Fiir t = ||, ]| liefert die Nebenbedingung dann

wegen Satz 1.8 die eindeutige Losung v = a und somit 3. n

Das Lasso (Tibshirani 1996)

-1
LASSO steht fiir: least absolute shrinkage and selection operator. Der LASSO Schétzer 3, as
ist die Losung des folgenden Optimierungsproblems. Fiir ¢ > 0 fest

P
minimiere ||Y — X832 mit Nebenbedingung Z |Bk| < t. (8)
k=1

Analog kann man das Lasso auch iiber das Optimierungsproblem

/BLasso,a = argminﬁ(”y - X13||72’L + a”ﬁHl)

formulieren.
Hier gilt im orthonormalen Design: X7 X = I,,: Lasso = soft thresholdung.
Noch: [p-Penalisierung = hard thresholding.

relevante R Befehle Die library lasso2 enthilt die Funktion 11ce, die den Lasso Schétzer
berechnet.
Literatur

Tibshirani, R. (1996) Regression shrinkage and selection via the lasso. J. Roy. Statist. Soc.
Ser. B 58, 267-288.
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1.5 Verallgemeinerte kleinste Quadrate

Im linearen Modell (1) habe wir vorausgesetzt, dass die Fehler e unkorreliert mit gleicher
Varianz o2 sind. Diese Annahme lassen wir nun fallen und erlauben eine allgemeine Kovari-
anzstruktur der Fehler. Wir betrachten also das lineare Modell mit allgemeiner Fehlerstruktur

Y =XB+e, Ee=0, Cove=2X, (9)

mit einer positiv definiter Kovarianzmatrix > > 0 fiir die Fehler €. Man {iberfithrt nun das
lineare Modell (9) mit allgemeiner Fehlerstruktur in ein Modell mit ¥ = I,,. Dazu setze

Y = E_%Y, X = E_%X, ¢ = Y 2e. Dann ergibt (9) mit N3 multipliziert:
Y = XB+¢, (10)

wobei Cové = S2X% "2 = I,,. Weiter gilt: Genau dann ist S(Y) = AY ein linearer un-
verfilschter Schiitzer im Modell (9), wenn S(Y) = AXY2Y ein linearer unverfischter Schiitzer
im Modell (10) ist. Somit kann man die Resultate im linearen Modell mit unkorrelierten, ho-
moskedastischen Fehler iibertragen auf das lineare Modell mit allgemeiner Fehlerstruktur.
Wir fassen die wesentlichen Ergebnisse zusammen.

Satz 1.10
Im lineare Modell mit allgemeiner Fehlerstruktur (9) ist der beste lineare, unverfilschte
Schétzer fiir B (also der mit kleinster Kovarianzmatrix) gegeben durch

Bors = (XTX)71XTY = (xTe1X)1xToty, (11)
dieser hat die Kovarianzmatrix
Cov Bars = (XTEX) ™,
und ist bestimmt als Losung des verallgemeinerten kleinste Quadrate Problems

Bers = argming (Y — XB8)'S71(Y — X3).

Der Schiitzer B¢ heifit der verallgemeinerte Kleinste-Quadrate-Schiitzer (generalized least
squares estimator, GLS). Im Modell (9) heiBt der Schiitzer Bprs = (X7X)"'XTY der
gewohnliche kleinste Quadrate Schétzer (ordinary least squares, OLS). Dieser ist auch hier
unverfilscht und unter allgemeinen Bedingungen konsistent (s. Eicker 1963), hat aber die
groBere Kovarianzmatrix Cov 37 = (XTX) 1 XTEX (XTX)~'. Wir beachten, dass fiir die
Berechnung von BG 1. die Matrix > bekannt sein muss.

Falls ¥ = diag(w1,...,w,), w; > 0, eine Diagonalmatrix ist, spricht man von dem gewichte-
ten Kleinste-Quadrate-Schétzer, Notation By ;g (weighted least squares).

Aufgabe Bars als ML-Schitzer, falls der Fehler € ~ N (0,%) verteilt ist.

relevante R Befehle Der Befehl 1m hat die Option weights, mit der eine gewichtete kleinste
Quadrate Schitzung ausgefiihrt werden kann.
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1.6 Testverteilungen und Verteilung quadratischer Formen
1.6.1 Zufallsvektoren und zufillige quadratische Formen

Sei X = (X1,...,X,)" € R? ein d-variater Zufallsverktor, wobei X; Zufallsvariable seinen.
Der Erwartunsgwertvektor von X ist definiert durch EX = (EXy,...,EX,)7, falls die Er-
wartungswerte FX; existieren. Die Kovarianzmatrix von X ist gegeben durch

CovX = (Cov(X;, X))

ij=1,...,n’
falls die X; endliche Varianzen haben. Fiir einen Vektor a € R? gilt
Var(a? X) = al CovXa.

Da die Varianz auf der rechten Seite stets nicht-negativ ist, folgt, dass die Kovarianzma-
trix stets positiv semidefinit ist. Weiter ist Cov X genau dann degeneriert, falls die X; (als
Abbildungen auf dem zugrundeliegenden W-Raum) linear abhéngig sind (fast sicher).

Satz 1.11 (lineare Transformationen)
Sei X € R” ein Zufallsvektor mit endlichem Erwartungswertvektor EX und endlicher Kova-
rianzmatrix Cov X. Fiir A € R™*" gilt dann

E(AX)=AEX, Cov(AX)= A CovX AT.

Der Beweis ist ein einfaches Nachrechnen. Allgemeiner definieren wir fiir Zufallsvektoren X €
R? und Y € R? die Kovarianzmatrix

Cov(X,Y) = (Cov(Xi,Y})),y  4iy. . € RP

Falls X und Y unabhéngig sind, so gilt (analog zu zwei Zufallsvariable) Cov(X,Y) = 0.

Fiir einen Zufallsvektor X € R? und eine symmetrische Matrix A € R™*" betrachten wir die
zufillige quadratische Form X7 AX, eine Zufallsvariable.

Satz 1.12 (Erwartungswert quadratischer Formen)
Sei X € R™ ein Zufallsvektor mit EX = p € R”®, CovX = X € R™"™ und sei A € R™*"
symmetrisch. Betrachte die quadratische Form @ = X7 AX. Dann gilt

EQ = Spur(A-%) 4+ u” Ap

Beweis

n
Q= Z a$ijZiZj, BZiZj = X + Wity
ij=1
Somit
n n
EQ = Z a;ij(Xij + pipy) = LAy + Z a;j Y = pt Ap 4 Spur(AY)
i,j=1 i,j=1

[Beachte: Sowohl A als auch ¥ sind symmetrisch.] n
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1.6.2 Aus der Normalverteilung abgeleitete Verteilungen

a. Ist X ~ N(u,I;), so hat XTX = Z?Zl X? die nichtzentrale y2-Verteilung mit d
Freiheitsgraden und Nichtzentralitdtsparameter % w" ji. Schreibweise: x2(d; % ).
In der Tat hingt die Dichte von X7 X,

1 1
A2k u§d+k—1e—§u 1 -

fluy=e?) . A=l
kzzo k! 9adtkr(Ld 4 k) 2

nur von A und nicht von ganz p ab. Fiir A = 0 (bzw. p = 0) ergibt sich die zentrale x>2-
Verteilung mit d Freiheitsgraden, Bezeichnung x?(d), diese hat die Dichte (Beweis!)

ud/2—1g—u/2

1) = Simram)

(12)

Man kann zeigen, dass (12) auch fiir nicht ganzes d eine Dichte definiert, daher kann man die
Freiheitsgrade in (0, c0) variieren lassen.

Weitere Notation:

x%(n) : Das a-Quantil der zentralen y? Verteilung mit n Freiheitsgraden (0 < o < 1).
x2(n)(z) : Wert der Verteilungsfunktion der zentralen x? Verteilung mit n Freiheitsgraden
bei z (z > 0).

Relevante R Befehle. dchisq (Dichte), pchisq (Verteilungsfunktion), gchisq (Quantile) und
rchisq (Zufallszahlen).

b. Ist Uy ~ x%(dy; ), Uz ~ x%(da), U1, Us unabhingig, so hat

_ Uh/dy
Uz/dz

~ F(dl, dQ; )\)

die nichtzentrale F-Verteilung mit Freiheitsgraden d; und ds und Nichtzentralitéitspa-
rameter A. Fiir A = 0 erhilt man die zentrale F-Verteilung, diese hat die Dichte (Beweis)
(DICHTE!)

Weitere Notation:

Fy(n,m; \) : Das a-Quantil der F' Verteilung mit n und m Freiheitsgraden (0 < a < 1) und
Nichtzentralitétsparameter .

F(n,m;\)(z) : Wert der Verteilungsfunktion der F' Verteilung mit n Freiheitsgraden bei x
(xz > 0) und Nichtzentralitdtsparameter A.

Relevante R Befehle. df (Dichte), pf (Verteilungsfunktion), qf (Quantile) und rf (Zufalls-
zahlen).

c. Ist X ~N(p,1), U~ x*(d), so hat

vo X
U/d

die t-Verteilung mit d Freiheitsgraden und Nichtzentralitédtsparameter p, Bezeichnung t(n; u).
Fiir po = 0 erhélt man die zentrale ¢-Verteilung, diese hat die Dichte (Beweis) DICHTE!

Weitere Notation:
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ta(n; ) : Das a-Quantil der ¢ Verteilung mit n und m Freiheitsgraden (0 < o < 1) und
Nichtzentralitdtsparameter p.

t(n; p)(z) : Wert der Verteilungsfunktion der ¢ Verteilung mit n Freiheitsgraden und Nicht-
zentralitdtsparameter p bei x (x > 0).

Relevante R Befehle. dt (Dichte), pt (Verteilungsfunktion), qt (Quantile) und rt (Zufalls-
zahlen).

Ist bei einer dieser Verteilung der Nichtzentralitdtsparameter = 0, so ldsst man diesen in der
Notation einfach weg.

1.6.3 Verteilung quadratischer Formen

Satz 1.13
Sei X ~ N(u, %), A € R4 positiv semidefinit®. Ist AY idempotent, d.h. (A%)% = AY, so
gilt

1
XTAX ~ X (r(A), 5" Apr)

(r(A) ist der Rang von A)

Bemerkung
Es gilt auch die Riickrichtung.

Beweis
a. Zuniichst sei wieder ¥ = I;. Wegen A = A? hat die Spektralzerlegung von A die Form

A=Q"diag(1,...,1,0,...,0)Q
——
r(A) mal
mit orthogonaler Matrix Q. Somit

XTAX = XTQT diag(1,...,1,o,...,0)QX:YTDY:Y12+...+Y2(A)

r

=:D =Y
wobel Y ~ N (Qu, 1;). Somit gilt:
~

=v

1
(V2 ...+ vf(A))) = 2(r(A), =uT Ap)

~
=vT Dv=pT Ap

XTAX ~ x*(r(4),

DN | =

b. Allgemeiner Fall:  Ist X ~ A (1, %), so gilt Y = 572X ~ N (S 2y, I;) und XTAX =
YTYzARY.
Es ist X2 AY2 idempotent, denn

NIANINIAYT = NINANANT = N INAN: = N1 AN,

2setzt Symmetrie voraus!
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Nach (a) gilt somit

XTAX ~ yA(r(SEASH), (55T S A ()

da 22 vollen Rang hat. n

Beispiel 1.14
Es seine X1, ..., X,, unabhiingig und N(p,0?) verteilt. Als Schétzer fiir Erwartungswert und
Varianz betrachtet man

R 1 O .
Xp=-Y X, S2=— - > (Xi - X))
i n i=1
Offenbar ist X,, ~ N(u,0%/n). Wir zeigen
n—1_4 9
s, (13)
Dazu setze 1, = (1,...,1)T € R” und P, = I, — 21,17 (die Zentrierungsmatrix). Fiir

X = (X1,...,X,) T ist in der Tat P, X = (X1 — X, ..., X, — X,)T. Weiter P? = P, (Beweis),
also nach Satz 1.13

1

o2

n—1
S

XTP,X ~ X2 (r(Py), 1] Py1,/2).
g

Da P2 = P, und Pl = P,, ist 7(P,) = Spur P, = n — 1. Ausserdem ist P,1, = 0. Dies zeigt
(13).

Satz 1.15 (Craig und Sakamoto)
Sei X ~ N (u,X).
a. Ist A € R¥4 positiv semidefinit, B € RP*4, so gilt

BYA =0 = X?TAX und BX sind unabhingig

b. Ist auch B € R¥? positiv semidefinit, so gilt

BYA =0 = XTAX und X?”BX sind unabhiingig

Bemerkung Es gilt jeweils auch die Riickrichtung (dies ist der schwerere, aber weniger
relevante Teil).

Beweis
a. Spektralzerlegung von A

A= Qdiag()\l,...,)\T(A),O,.. . ,O)QT
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mit Q orthogonal, A; > 0.
Sei Q = (q17 A ’qd)? Q = (q17 AR 7Q7"(A)) 6 RdXT(A)' Dann

~ ~ 1 3
A=QDDQ", D= diag(\Z,..., )‘f(A))

Setze L := QD, dann ist A = LLT. Weiter gilt
L'L=DQTQ D= D?
~—~—
—ir(A)
ist invertierbar, also
BYA=BXLLT =0 = BYL(LTL)(LTL)™! = BEL = 0.

Nach Satz ?? sind somit die Vektoren BX und L7X unabhiingig und somit auch BX
und XTLLTX = XT AX (ist Funktion von LTX).

b. Analog. (Zerlege A und B.) -

Fortsetzung von Beispiel 13. Da X,, = 11X /n und 1P, = 0, sind X,, und S2 bei
normalverteilten X; unabhéingig.



24 2 STATISTISCHE MODELLE

2 Statistische Modelle

2.1 Formalisierung eines statistischen Modells

Grundlagen

Sei (X, F) ein messbarer Raum, der sogenannte Stichprobenraum.

Definition 2.1

Eine Familie (Py)pco auf (X, F), indiziert durch einen Parameter 6 € O, heifit ein statisti-
sches Modell (auf (X, F)). Das Tripel (X,F,(FPy)gco) heifit statistischer Raum (oder auch
statistisches Modell).

Ein statistisches Modell (Py)pco heifit identifizierbar, falls gilt:

A 91, 0, € © gilt: Aus Pgl = P92 folgt 01 = 05.

In etwas loser Terminologie heifit ein statistisches Modell (Py)gece parametrisch, falls © C
R*, ansonsten heiBt es nichtparametrisch (etwa wenn © ein Funktionenraum ist oder eine
allgemeine Klasse von Wahrscheinlichkeitsmafien). Hat © einen parametrischen (euklidschen)
sowie einen nichtparametrischen Anteil, spricht man auch von einem semiparametrischen

Modell.

Beispiele. 1. Klassische parametrische Modelle.

a. (X, F)=(R,B), 0 = (1,0%) € R x (0,00), Py = N(u,0?) (Normalverteilung).

b. (X, F) = ((0,00),B(0,00)), 6 € (0,00), Py = Exp(#) (Exponentialverteilung).

c. X =Ny, 6 € (0,00), Py = Poi(f) (Poissonverteilung).

d. X ={0,...,n}, n € Nfest, 6 € [0,1], Py = Bin(n, ) (Binomialverteilung).

e. (X, F) = (R"™ B 0 = (1, 2, 0%,03) € R?2x(0,00)2, Py = N(u1,02)®"@N (2, 03)=™
(Zweistichprobenproblem).

2. Nichtparametrische Modelle.
a. (X, F) = (R, B), © = {i WahrscheinlichkeitsmaB auf (R, B) mit [ |z|du(z) < oo}, P, = p.
b. (X, F) = ([a,b], Bla,b]), © = {f : [a,b] — [0, 00) stetig mit f; f(t)dt =1}, dPy = fd)\|[a,b}.

Die obigen Modelle sind alle identifizierbar.

3. Lineares Modell.

a. Unter Normalverteilungsannahme: (X, F) = (R",B"), © = RP x (0,0), § = (B8,0?),
Py = N(XB,02I,) fiir eine bekannte (feste) Matrix X € R"*P,

b. Allgemeines homoskedastisches Modell: (X, F) = (R",B"), © = RP x (0,00) x C, 6§ =
(8,02, 1), wobei

C = {;x WahrscheinlichkeitsmaB auf (R", B") mit
/ x; du(x) = 0,/ ziwjdp(x) =65, 1<i,j<n, i#j},

und Py(B) = pu((B - XB)/0).
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Beide Modelle sind identifizierbar, falls p < n und X vollen Rang p hat. Das allgemeine
homoskedastische lineare Modell ist ein typisches Beispiel fiir ein semiparametrisches Modell.

Definition 2.2

Ist (X, F,(Py)gco) ein statistisches Modell und (S, &) ein messbarer Raum, so heifit eine
messbare Abbildung 7' : X — S eine Statistik (oder Stichprobenfunktion) mit Werten in S.
Eine Statistik 7" induziert auf (S, &) ein statistisches Modell (P} )gee iiber die Verteilungen
PI'(B)=Py(T™'B), B € &.

Beispiel. Im linearen Modell unter Normalverteilungsannahme ist der kleineste Quadra-
teschétzer
Brs:R" =R,y (XTX) ' XTy

eine Statistik mit Verteilungen P(?LS =N(B,02(XT X)), 0 = (B,0?).

Bemerkung. 1. Hiufig ist es niitzlich, eine Zufallsvariablen Y oder X mit Werten in X zu
haben, die fiir jedes 6 nach Py verteilt ist. Wir konnen dies leicht durch ¥ =id : X —» X
als Statistik konstruieren. Manchmal ist es intuitiver, Y in Abh#ngigkeit des Parameters 6
zu konstruieren, etwa in der Modellgleichung des linearen Modell Y = X3 + €. Hier ist Y
ein Zufallsvektor auf dem gleichen Raum wie €, und héngt als Abbildung von 8 ab, diese
Abhéngigkeit wird in der Notation aber unterdriickt.

2. Ist (X, F, (Pp)oco) ein statistisches Modell und n € N, so kénnen wir das n-fache Produkt-
experiment (X", F", (P5")geco) betrachten. Ist Y = (Y3,...,Y,)T wie oben die Identitit auf
X" sosind Y71,...,Y, wiv.~ Py, 0 € O, wir schreiben oftmals nur diese Annahme.

Dominierte Modelle

Definition 2.3

Ein statistisches Modell (X, F, (FPy)oco) heiit dominiert, falls ein dominierendes o-endliches
MaB p auf (X, F) existiert, so dass fiir alle § € © gilt Py << u. Die Dichte von Py gegeben
1, als Funktion von # parametrisiert in x € X,

dp,
L(0,z) = de(x), fecO, zel,
heiBt Likelihood Funktion.
Bemerkung. Das Produktmodell (X", F ’(Poﬁg) "™)pco) eines dominierten statistischen Mo-

dells (X, F, (Py)geco) mit dominierenden Maf p ist dominiert durch das Produktmaf} ;4®" mit
Likelihood Funktion

ap;"
Ln(9,%) = g (%)

n dPg n .
:ilclu(xi):il_ll[/(&xi), fcO, xeam

Beispiele. 1. (X,F) = (R* B¥), Py durch das Lebesguema8 \* dominiert.
2. Jedes statistische Modell auf einem endlichen oder abzéhlbar unendlichen Stichprobenraum
ist dominiert durch das Zéhlmaf.
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3. Eine abzdhlbare Familie (FP;);cn ist durch Wahrscheinlichkeitsmafie der Form Q = . ¢ P,
¢ >0, > . ¢; =1 dominiert. Wir werden unten eine weitreichende Verallgemeinerung dieser
Tatsache sehen.

4. (X, F) = (C’[O 1], B(C[O 1])). Sei W das Wiener MaB. Fiir eine Funktion f € Lo[0,1]
betrachte F'(t fo s)ds, 0 <t < 1. Setze

Wi(B)=W(B~F), BeB(C[0,1), feLyo,1].
Es ist Wy die Verteilung des Prozesses (X¢);c[o,1) mit
dX, = f(t)dt +dB,, 0<t<]1,
fiir eine standard Brownsche Bewegung (B;):c(0,1]-

Sei Y = (Yi):e[o,1) der Prozess der Koordinatenauswertung, also Y;(f) = f(t). Dann besagt
der Satz von Girsanov: Die Familie

(Wf)fELg[O,l]
wird dominiert durch das Wiener Mafl mit Radon-Nikodym Ableitung

AW
de — exp /f dYt—/fQ dt

wobei Y unter W eine standard B.B. ist, und das stochastische Integral fo t) dY; entspre-
chend evaluiert wird.

5. (X, F) = (R,B), Py = 0p, 0 € O. Diese Familie ist nicht durch ein o-endliches Mafl
dominiert: Fiir jedes dominierende Mafl p muss némlich gelten p({6}) > 0, # € R. Daraus
folgt (s.u.) u(A) = oo fiir jede iiberabzidhlbare Menge A € B, und daher ist p nicht o-endlich.
In der Tat: Wegen u({0}) > 0, 0 € R ist

A= U (An{z:pf{z} >1/n}).

n>1

Ist also u(A) < oo, so folgt fiir jede endliche oder abzéhlbar unendliche Teilmengen B C
An{z: p{x} >1/n}, dass
#B/n < p(A) < oo,

also #B < oo und daher #A N {x : p{z} > 1/n} < oco. Nach obigem Display ist A selbst
daher hochstens abzahlbar unendlich.

Satz 2.4

Fiir ein dominiertes statistisches Modell (X, F, (FPp)oco) existieren ¢; >0, > . ¢; =1, §; € O,
i € N, so dass das Wahrscheinlichkeitsmafl QQ = ), ¢; Py, ein dominierenden Ma8 fiir (Fy)gco
ist. Ein dominierendes (W-)Maf dieser Gestalt heifit auch priviligiertes dominierendes Mas.

Bemerkung. Ist p ein beliebiges (o-endliches) dominierendes Maf fiir (Py)peco und Q
ein priviligiertes dominierendes Maf}, so gilt offenbar stets @ << p, und daher L,(0,z) =

Lgo(8,z)dQ/dpu.
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Beweis
Wir nehmen zunéchst p als endlich an. Setze

POZ{ZCz'Pei, 0; € ©, ¢; >0, ch.zl}’
i=1 -
A={AeF: 3PecPy: P(A)>0, dP/du >0 p—fi. auf A}.

Wiihle (Ap), C A mit

p(An) = sup p(A) <oo,  n— o0, (14)
AcA

wobei das supremum wegen der Endlichkeit von p endlich ist. Weiter sei P, € P zu A, € A
im Sinne der Definition von A gewahlt. Wéhle nun ¢, > 0, Y. ¢, = 1 beliebig und setze

Q=> caPn,  As=|JAn

Dann gelten: Q € Py, und Ay, € A mit zugehorigem MaBl Q € Py, denn dQ/du > ¢, dP,/du >
0 p-f.i. auf A, und daher nach (14)

1(Aso) = Sup p(A) < oo. (15)

Wir zeigen nun P << @ fiir alle P € Py, da die Py inbesondere in Py enthalten sind, folgt die
Behauptung. Angenommen, dies wire nicht so, also existiere P € Py, A € F mit P(A) > 0
aber Q(A) = 0. Wir fithren dies zum Widerspruch zur Maximalitidt von A in (15).

Da dQ/dp > 0 auf Ay nach b. sind @ und g auf A, dquivalent, und da P << p, folgt

QANAx)=0 =pu(AnNAx) =PANAL)=0.
Fiir B = {dP/du > 0} ist P(B) = 1, also
P(A)=PANASNB)>0 = pu(ANnAS, NB)>0.

Setze nun

D=A,U(ANAS NB). -

Dann

a. D€ A, denn (P + Q)/2 € Py, und d(P + Q)/2dp > 0 p-f.ii. auf D,

b. u(D) > p(Ax), also Widerspruch zu (15).

p o-endlich: Zerlege X = J,, F, mit u(F,) < oo. Ist u(F,) = 0, so setze Q, = Py fiir
0 € © beliebig. Ansonsten schrianke p und alle Py auf F), ein, und konstruiere wie oben Q,
(die obige Konstruktion nutzt nicht, dass die Py Wahrscheinlichkeitsmafe sind), und setze
schliefllich @ =3, 27" Q.
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2.2 Exponentielle Familien

Wir betrachten eine Klasse von dominierten Familien, deren Likelihood Funktionen besonders
glinstige analytische Eigenschaften haben.
Sei (X, F) ein messbarer Raum (Stichprobenraum).

Definition 2.5
Ein parametrisches Modell (Fy)gco, © C RP, auf (X, F) heifit Exponentialfamilie, falls ein
o-endliches dominierendes Maf p fiir (Py)geco existiert, s.d. die Likelihood Funktion die Form

L(6.2) = 3 (@) = C(6) exp (QO)T T(a) hia) (16)

hat, wobei

Q=(q1,--,q)" 1 © = RF, C:0 >R,
T=(T,....Ti)T : X =R, h:X —][0,00)

messbare Abbildungen sind. Die Statistik T" heifit die natiirliche suffiziente Statistik der Ex-
ponentialfamilie (FPy)gco.

Bemerkungen. 1. Ist v mit dv = hdu, so gilt offenbar

dPy

—(x) = C(6) exp (Q(O) T(a)-

Also:
a. Man kann A = 1 annehmen.

b. Da dd% > 0, haben alle Py den gleichen Tréiger (den von v).

2. Da % bzgl. pu zu 1 iiber X integriert fiir jedes 6, muss C(#) > 0 sein, also gilt

| o0 (QT T(@) hia) duta) = C(0) < o (17)

3. Wegen (16) und (17) héingt % und somit Py nur von # nur duch Q(6) ab. Mit ¢ € Q(©) C
R* und

cta) = ([ exp (a" 7)) o) du)) (18)
konnen wir schreiben
Lig.x) = ‘ﬁf(z) = O(q) exp (¢7 T(x)) h(z). (19)

Dann heifit ¢ € Q(©) natiirlicher Parameter der Exponentialfamilie. Die Menge

Q.= {qeR": /X exp (¢" T(z)) h(z) du(z) < oo}
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heifit natiirlicher Parameterraum der Exponentialfamilie. Die Integrale sind dann strikt posi-
tiv.

Offenbar ist Q(O) C Q., und Q. ist der maximale Definitionsbereich fiir den natiirlichen
Parameter. Die Exponentialfamilie heifit komplett, falls Q(0) = Q..

Satz 2.6
Der natiirliche Parameterraum einer Exponentialfamilie ist konvex.

Beweis
Da exp(z) konvex ist, also fiir A € [0, 1] gilt

exp (Az + (1 = A)y) < X exp(z) + (1 — A) exp(y), z,y € R,

folgt fiir g, 7 € Q.
/X exp (A" T(x) + (1 — X)r"T(2)) h(z) du(a)

<A / exp (¢F T(z)) h(z) du(z) + (1 — N) / exp (r'T(x)) h(z) dp(z) < oo n
X X

Beispiele. 1. Normalverteilung N(p,0%). (X, F) = (R,B), p = A\, 0 = (u,0%)T €
R X (0, 00). Schreibe

1 2 T U z?
J@.0) = s e (= 550) e (7~ 553)
daher
T(z) = (z,2%)7 natiirlicher suffiziente Statistik,

1
q(0) = (%7 —ﬁ)T natiirlicher Parameter.

und Q. = R x (—o00,0) natiirlicher Parameterraum. Die EF ist komplett.
2. Poissonverteilung Poi(\). (X, F) = (Nog,P(Np)), p = ZahlmaB auf Ny, 6 = \, © =

(0,00), und
f(x,0) = e ? exp(xlog ) h(zx), x € Np,

also T'(x) =z, q(0) =logl, Q. = R, ist komplett.

3. Binomialverteilung Bin(n,p). X =10,...,n} mit Potenzmenge, p = ZahlmaB, § = p €
(0,1),

f(x,0) =(1—0)"exp (x log(0/(1 — 0))) (n>’ 0<x<n,
x
T(z) =z, q(0) =log(0/(1 —0)) (log-odds-ratio) natiirlicher Parameter, Q. = R.
4. Lineares Modell N(X3,0%1,), X =R" u=\",0=(8,0%) €O =RP x (0,00), und

,@TXTX,B TX,B T
[y, 0) = W eXP(—T) exp (y o2 —%),
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also T(y) = (X"y,y"y), ¢(6) = (B/0®, -1/ (207)).
5. Normalverteilung N (6,6?), € R, dann
1

Vo

T(z)(x,2%), q(0) = (1/0,—1/(20%)) nicht komplett.

f(z,0) =

exp (—1/2) exp (z/0 — 2*/(26?)),

6. Wiener Prozess mit parametrischen Drift (X, F) = (C[0,1], B(C[0,1])). Sei W das Wiener
Ma8, fiir f € L]0, 1] betrachte F'(¢ fo s)ds, 0 <t <1 und

Wi(B)=W(B—F), BeBC[0,1]), feLo,1].

Sei Y = (Yi)iejo,) der Prozess der Koordinatenauswertung, also Y;(f) = f(t), so dass
(Wf) feLa0,1] dominiert wird durch das Wiener Mafl mit Radon-Nikodym Ableitung

%(Y)zexp(/olf(t)dﬁ; /01f2(t)dt)’

wobei Y unter W eine standard B.B. ist, und das stochastische Integral fo t) dY; entspre-
chend evaluiert wird.

Ist f von beschriankter Variation, so gilt

/de /Ydf

Fiir ein parametrischen Modell ag+a1 f1+. . .4-ay, fi, mit festen Funktionen f; von beschrénkter
Variation und unbekannten Parametern a; € R, erhélt man daher eine EF mit natiirlichem
Parameter

(CLQ + alf(l) +...+ akf(k), —at, ..., —ak)

und natiirlicher suffizienter Statistik

/Y ) dfa (s /Y ) dfi(s

7. Gleichverteilung U(0,6), 6 > 0, ist keine Exponentialfamilie, da unterschiedliche Tréger.

Satz 2.7

Ist (Py)pco, ® C RP, eine Exponentialfamilie auf (X,F) bzgl. u wie in (16), und sind
Xi,..., Xy uiv. Py, 0 € O, so ist (P}')pco eine Exponentialfamilie auf (X", F™) bzgl. ",
und es gilt mit x = (z1,...,2,)7

dPn . n n
J () = (0" o (Q(O)" ;Tm)) [ 7).

J=1
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Beweis
Nach der Produktformel gilt

Beispiel. Fiir N (ulg,021,) auf (R4, BY), 1, = (1,...,1)T,0 = (p,0?) ist T(z) = (>, z1, >, 22)

die natiirliche suffiziente Statistik.

Beispiel. Multinomialverteilung M (n;po, ..., ps), also n Wiederholungen, s + 1 Ausgénge,
p;j >0, po+...+ps = 1. Die Dichte bzgl. des ZahlmaBes auf {0,...,n}*™! ist gegeben durch

|
n: . T
f(x()?"wxs;pﬂv"'vps) - ] 'poo"’ps 1xo+...+:c5:n
To:...Tg!

= exp (xg logpg + ...+ x5 logps) ' leo+. 4zs=n-

zo! ...z
Beachte: der Triger der Verteilungen ist {x € {0,...,n}*"t: 29+ ...+ z5 = n}. In obiger
Darstellung ist T'(x) = (xo,...,%s), ¢ = (logpo,...,logps). Die Familie ist nicht komplett,
denn @, = R**! und dann

Cla) = ( > n's, exp (ﬂfoq0+---+:csqs)>_l = ((eqO +...+eqs)">_l

xo!...x
xo+...+xs=n

Es kommen hierdurch jedoch keine weiteren Verteilungen hinzu, denn es gilt Pq = Pq,0m )
wobei

T e%
Qnorm = (logpo, ..., logp,)", pj = m-
Insbesondere ist die komplette Familie nicht identifizierbar. Dies liegt an =g + ...+ x5 = n.
Satz 2.8
Gilt fiir die Exponentialfamilie in (16) fiir alle Ag,..., Ay € R
Aus )\0+>\1T1(1‘)+...+>\ka($):0 hdp — fi. folgt AN=...= X =0,

so ist der natiirliche Parameter ¢ iiber den natiirlichen Parameterraum @, identifizierbar.

Beweis
o.E. h = 1. Angenommen, qi, g2 € @« mit F,, = P,,. Dann ist

dP, dP,
d n—- — w— L.,
v dp
also o
— = exp ((q2 — 1) T()) fir p—fa. ze X,
a2
also

C
(g2 — ql)TT(m) — log ( [h) =0 fiir p —fa. x € X.
Coy

Wegen der linearen Unabhéngigkeit folgt ¢1 = go. n
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Definition. Unter der Bedingung des Satzes und falls Q. ein nicht-leeres Inneres hat, heifit
die Exponentialfamilie parametrisiert im natiirlichen Parameter strikt k-dimensional oder
k-parametrisch.

Beispiel. Multinomialverteilung. Schreibe

f(@o, ..., @s;p0,--.,ps) = exp(nlogpo) exp (1 log(p1/po) + - - . + x5 10g(ps/po))
n!

zo!. .. xg! Laot..tes=n:

also mit ¢; = log(pi/po), @« = R, so ist die Familie komplett und strikt s-parametrisch mit
natiirlicher suffizienter Statistik T'(x) = (x1,...,zs).

Lemma 2.9
Sei ¢ : X — R messbar mit

/X |p(x)| exp (qTT(x)) h(z) du(x) < oo Y g € int Q,

SO ist
A(g) = /X 6(x) exp (¢"T(2)) hix) du(z) € O

und kann unter dem Integral differenziert werden.

Beweis (Beweisskizze)

1. Reduktion: k = 1 (sonst partielle Ableitungen), ¢(x)h(z) = 1 (sonst zerlege in Positiv- und
Negativteil, und ziehe mit ins dominierende Maf} 1), nur erste Ableitung (sonst Induktion).
Betrachte also:

Ag) = /X exp (¢T(x)) du(x).

2. Zeige: Um qp (innerer Punkt von @) wird der Differenzenquotient durch eine integrierbare
Funktion majorisiert. Dann folgt Behauptung (Elstrodt S. 77?7). Dazu: es gilt fiir § > 0 und
t,zeR

‘exp(tz) - 1’ < exp(d|t|)
z - 5

fiir Beweis s.u. Fiir 0 < |¢ — ¢o| < /2 konnen wir daher abschétzen
exp ((q — qo)T(x)) — 1 ‘

q9—4qo0

exp (qoT(x)) exp (3|7 (w)|)

(exp ((QO + 5)T(a:)) + exp ((qo — 5)T(a:))),

0< |2 <8/2, (20)

’exp (qT(aﬁ)) — exp (qu(:c

p— ) ‘ = exp (qoT'(2)) ’

<

S| =S| =

<
eine integrierbare Majorante fiir go=6 € Q..
Zu (20 ): Wir betrachten den Fall ¢, z > 0 und miissen zeigen, dass fiir 0 < z < §/2 gilt
z exp(dt) — 5(exp(t2) — 1) > 0. -

Fiir z = 0 steht links die 0, also geniigt es zu zeigen, dass die Ableitung (nach z) nicht-
negativ ist. Dies ergibt die Bedingung exp(dt) — dtexp(tz) > 0, wofiir wegen z < §/2 geniigt
exp(dt/2) > ot, welches wegen e® > 2x stets erfiillt ist.
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Satz 2.10
Sei (Py)qeq eine Exponentialfamilie mit

dpP,

4@ = C@) exp (¢"T(@)) ha),

also parametrisiert im natiirlichen Parameter. Ist X ~ P,

b(g) = log ( /X exp (47T () hz) du(x)).

und ¢ ein innerer Punkt von @, so gelten

ELT(X) = 5 o).
d2 (21)
CovyT(X) = dqdqT b(q),

Beweis
Nach dem Lemma ist b(q) € C*°, somit nach (18)

d d
W) = C@ 4 ([ e ("T@) hia) dua)

= o) | T(@) exp (¢ 7(a)) ho) dua)
= E,T(X),
also der erste Teil von (21). Fiir den zweiten Teil beachte, dass C(q) = exp(—b(q)), folgt
2
g M0 = 4 (0@ [ 17 e (477w 1) )
=) [ T@T" (@) exp (§"T(@) hie) di(e)

- Cla) o ba) [ T7(@) exp (47T (@) hle) du(o))

= E,7(X)T"(X) - E,T(X)E,TT(X). -
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2.3 Suffizienz

Regulédre bedingte Verteilungen

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X', ) und (S, &) messbare Raume und Y : Q —
X, Y : Q — S messbar.

Definition Eine regulire Version der bedingten Verteilung Py (-|-) = Py (-|T = -) von YV’
gegeben T ist ein Markov Kern

Pyip(l): SxF—[0,1],

also

L.V teSist Pyyp(-|t) ein W-MaB auf (X, F),
2.V F e Fisttr Pyp(F|t) (& — B)-messbar,
fiir den fiir alle ' € F gilt

Pyir(F|T(w)) = E(lyer|o(T))(w) firP — f.a. w € Q.

Bemerkung. Der Markov-Kern ist also genau dann eine regulédre Version der bedingten
Verteilung von Y gegeben T, falls fiir alle F' € F, B € G gilt

/ Py (F|T(w)) dP(w) = P(FNTY(B)).
T-1(B)
Suffizienz: Definition und Beispiele

Sei (X, F, (Pp)gco) ein statistisches Modell und Y ~ P.

Wir wollen Statistiken T' : X — S charakterisieren, die alle Informationen bzgl. 6 enthal-
ten, die auch in Y enthalten sind. Man mochte also die Daten Y ohne Informationsverlust
komprimieren.

Beispiel. Sei Y = (V1,...,Y,)", V; wiv. ~ Ber(p), 0 < p < 1. Dann sollte T(Y) =
Y p_q Y ~ Bin(n,p) alle Informationen iiber p enthalten, die auch in Y enthalten sind (nur
Anzahl der Erfolge, nicht deren Position sind relevant wegen der u.i.v. Annahme).

Definition 2.11

Eine Statistik 7' : X — S heiit suffizient fiir (Py)gco, falls die regulire bedingte Verteilung
Py(-|]T = -) von Py gegeben T auf (X, F) (d.h. von Y gegeben T unter Pp) (existiert und)
nicht von 6 abhéngt. Notation: Py(-|T =) = P.(-|]T = -).

Bemerkungen. 1. Man kann also aus den BildmaBen (P] )pco auf (S, &) und aus P.(-|T)
das Modell (Py)peco rekonstruieren iiber

Pg(F):/SP.(F|T:t)dP9T(t), FeF.
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2. Ist T suffizient, T' = 1(S), dann S suffizient. Also Suffizienz: Keine zu starke Datenreduk-
tion. Argument s. hinten.

Beispiele. 1. Forsetzung Bernoulli/Binomialverteilung. Fiir € {0,1}", t € {0,...,n},
0 = p, ist

Py(Y =2,T =1t) 0, 2T # 1,
BY =x|T=t)= =< T, 0% (1-0)'—= -1
( | ) Py(T =t) { (?3 A= H . sonst
Man erhalt also bedingt auf 7" = ¢ die Gleichverteilung auf {x € {0,1}": > . z; = t}.
2. Ordnungsstatistiken Fiir x = (21, ...,2,)7 € R™ und eine Permutation 7 € S, setze m(x) =
(xﬂ(l), e ,xﬁ(n)). Wihlt man nun zu x eine Permutation 7 € S, mit zr() < ... < gy,
dann setzt man z(;) = Z(; ) = Ta(s), ¢ = 1,...,n. Man nennt z(; ) die i-te Ordnungsstatistik,

und den Vektor x(™ = (:L‘(l), ey x(n))T einfach die Ordnungsstatistik.

Wir betrachten eine beliebige Familie (Py)pco von austauschbaren Verteilungen auf (R™, B"),
d.h. fiir alle 6 € © gilt:

VreS, BeB": f%(fﬂ Zif%(ﬂCB))

Wir zeigen, dass dann die Ordnungsstatistik 7'(x) = x(™ suffizient fiir (Pj)gece ist. Dazu
betrachten wir den Markov Kern

P: R"xB" —%[0,1L
P.(t,F):% > 1e(x(t),

" weS,

und zeigen, dass dieser eine reguldre bedingte Verteilung fiir Y|T" unter jedem Py ist
VF,BeB": / P(T(x), F) dPy(x) = Py(T""(B) N F).
T-1(B)
Dazu bemerken wir, dass Vx € R": 37 o 7(T(x)) = > g 7(x), daher

1
/T_l (B)P(T(XLF) dPp(x) = — > / 1p(Tx) 1p(m(T(x))) dPy(x)

’ ﬂ'ESn

= [ 1 (0 16 (T)) dR0)
* JR™ TEShH
1
=1 . 1) (ﬂesn 1F(7r(x))) APy (x)
LS B @)
" weS,
- % g(wfl (Tﬁl(B) N F))
TESn
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wobei im vorletzten Schritt 7=1(T~1B) = T—!B benutzt wurde, und im letzten die Aus-
tauschbarkeit von Py.

3. Brownsche Bewegung. Sei (Wy)icpo,1) eine standard Brownsche Bewegung. Der Prozess
WQ = W; — tW heiit standard Brownsche Briicke, eine stetiger GauB-Prozess mit Kovari-
anzfunktion c(t,s) = t A s — ts. Da EWPW; = 0 fiir alle ¢ € [0,1], sind (W,..., W) und
W1 stets unabhingig, also auch (Wto)te[m] und Wi.

Fiir einen Drift Parameter p € R betrachten wir nun die Prozesse By = ut + Wy, die zu-
gehorigen Verteilungen sind also um die lineare Funktion ¢ — ut translatierte Wiener Mafle.
Da fiir alle p gilt

By = (Bt — tBl) +tB = (Wt — th) +tB;

und fiir alle g auch (W; — tW7) und ¢B; unabhingig sind, und die bedingte Verteilung von
(Bt)te[o,l] gegeben B; = z € R ist fiir jedes u die um ¢ — xt translatierte Verteilung der
Brownschen Briicke.

Suffizienz: Dominierte Modelle

Satz 2.12 (Faktorisierungssatz von Neyman)

Sei (Py)pece dominiert durch (das o-endliche Maf}) p. Dann sind fiir eine Statistik 7 : X — S
dquivalent:

1. T ist suffizient.

2. Fiir alle € © existiert ein messbares gy : S — [0,00), s.d. fiir die Likelihoodfunktion
folgende Darstellung gilt

dP,
L0, z) = d—e(ar) = go(T(x)) h(z)  fiir p— faxec X,
m
Beispiele. 1. Exponentialfamilie Bei einer Exponentialfamilie
ars

o (x) = C(8) exp (Q(O)" T(x)) h(z)

ist offenbar die natiirliche suffiziente Statistik T'(x) suffizient fiir  bzw. Q(6).
Insbesondere: Fiir N (ulq, 021;) auf (R%, BY), 1, = (1,..., 1)1, 0 = (u,0?) ist T(z) = (>, i, >, x7)

suffizient fiir (u/ 02, —1/(20?)) und damit auch fiir (¢, 0?), und nach Transformation auch fiir
T(z) = (Zn,s*(x)), wobei

n

I G 1 _ 1 _
acn:n;a:i, si(x):n_lZ(xi—wn)an_l(;x?—mcn).

=1

Im linearen Modell Y ~ N(X3,021,,) ist T(y) = (y' X, ||ly||3) suffizient fiir (3/0?, —1/(20?))
und somit auch fiir (3, 02). Durch Transformation erhiilt man die Suffizienz von

T(y) = (Brs(y),6*(y)), Brsly)=X"X)" X"y, &*(y) = nl_p Iyl = I Pxyl?).
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2. Truncation Family Sei ¢ : R — (0,00) messbar, so dass

b
C’(a,b):/ o(t) dt < oo, a <b.

Fiir 0 = (a,b) sei

1
= 1 .
fo(z) Cad) ()L (g p) ()
Ist Y = (Y1,...,Y)T, Y; wiv.~ fp, so gilt
n 1 n

gvey) =[] folwi) = Cla ) 1(—o00) Wn)) Lao) (W) [ [ 6wi)

i=1 i=1
also ist T'(y) = (y(1), Y(n)) suffizient fiir 6.

Wir kommen zum Beweis des Faktorisierungssatzes von Neyman. Dazu zunéchst ein Lemma.

Satz 2.13
Seien P, u Wahrscheinlichkeitsmafle auf (X, F) mit P << p, und sei T : X — S messbar.
Dann gilt fiir alle F' € F

Eu(lF%|T)

Frlell) =5, (i)
K\ dp

P —fs.

Beweis
Wir zeigen

dP dP
Ep(1p|T) EM(@|T) = EM(1F@|T) P —fs. (22)

Da % > 0 P-f.s., so auch EM(%|T) > (0 P-f.s., und die Behauptung folgt.
Beide Seiten von (22) sind o(7')-messbar, und es ist

dP dP
Bp(1p1T) B (3 1T) = B, Br(LrIT)IT).

da E,(1p|T) beschrinkt und o(7T)-messbar ist. Daher

dP dP
/TGB Ep(1p1T) (5, |T) dp = /TEB E, (@ Ep(1¢|T)|T) dy

P

:/ dEp(lpT)du:/ Ep(1p|T) dP
TeB A TeB
dP

— P({T € By F) :/TEB e dn
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Beweis (des Faktorisierungssatzes 2.12)
2. = 1.: Wir betrachten fiir ein festes 6y € © die bedingte Verteilung Py, (-|T") und zeigen

Ve, FeF: E@(lyGF’T) = P@O(F’T).

Dazu konnen wir annehmen, dass das dominierende Maf3 p ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist,
denn ansonsten betrachte fiir eine disjunkte Zerlegung X = J,, Fy,, 0 < p(Fy) < oo,

o N M N E)
A(F) = ~ 2nu(Fy)

[i ist ein zu p dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafy mit
dp n
dfﬂ(l‘) = zn:? w(En)1E,,

und wegen

dpy _ Py dy
div — dp dji

gilt eine Darstellung wie in 2. auch fir fi.

Dann ist mit Satz 2.13 und der Darstellung in 2.
Eu(lyer go(T) h(Y)|T)

Ey(lyecp|T) =
) Eu(g0(T) h(Y)IT)
_ Bu(lyer h(Y)|T)
Eu(h(Y)[T)
= Eo,(lyer|T) = Py, (FIT).
1. = 2.: Sei Q = ), ¢; Py, ein priviligiertes dominierendes MaB. Es gentigt, die Darstel-

lung in 2. bzgl. @ zu zeigen, fiir p folgt sie dann mit dem zusétzlichen Faktor d@Q)/du. Wegen
der Suffizienz gilt fiir die bedingte Verteilung von Y gegeben 1" unter )

Q(F|T) = ZCiP@i (F|T) = P(F|T), FeF. (23)

7

Auf dem Teilraum (X,0(T)) existiert wegen Py << @ (eingeschrinkt auf (X,o(T))) eine
o(T) — B-messbare Funktion fy : X — [0, 00) mit

dPy|o(T) _
dQ|a(T)

Nach dem Faktorisierungslemma existiert ein messbares gg : S — [0,00) mit fy = ggo T.

fo.

Wir zeigen nun noch, dass dPy/dQ = gg o T auf dem gesamten Raum (X, F) gilt: Fiir F € F
ist ndmlich mit (23)
Py(F) = Eo(P.(F|T)) = Eg(Q(F|T))
— Eo(Q.(F|T)ggo T) = Eq(Eq(1r go o T|T))
:EQ(lpggoT) -
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Satz 2.14

Sei (X, F,(Py)gco) ein statistisches Modell, und seien 77 : X — Sy und Tp : X — So
Statistiken. Angenommen, es existiert eine messbare Abbildung ¢ : S — Sy mit Ts = (1)
und 75 ist suffizient fiir (FPy)gpeo, so ist auch Tj suffizient.

Beweis
a. Wir nehmen zunéchst an, dass (FPy)gco durch p dominiert ist. Dann existiert fiir alle § € ©
ein gp : So — [0, 00) messbar, s.d.

L(0,x) = go (To(2)) h(z) = go (¥(T1(2))) h(z)  p—fi,

und da gg o ¢ : S — [0, 00) messbar, folgt dass auch T3 suffizient fiir (Py)gco ist.

b. Allgemein: Angenommen nicht, dann existieren Py, und Fy,, so dass T3 nicht suffizient fiir
die Familie {Py,,7 = 1,2} ist, aber T} bleibt fiir die Teilfamilie suffizient. Diese ist jedoch
dominiert (etwa durch Py, 4+ P, ), und es ergibt sich ein Widerspruch zu Teil a. n

Definition Sei (X, F, (Py)oco) ein statistisches Modell, und sei T': X — S eine suffiziente
Statistik. Dann heifit T minimal suffizient, falls fiir jede suffziente Statistik 77 : X — &7 eine
messbare Abbildung ¢ : §; — S existiert mit 7' = ¢(11) Py-f.s. fiir alle 6 € ©.
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3 Entscheidungstheorie

3.1 Formalisierung eines statistischen Entscheidungsproblems

Sei (X , F, (P@)QE@) ein statistisches Modell. Auf Basis des statistischen Modells und einer
Stichprobe soll der Statistiker Entscheidungen treffen.

Definition 3.1

Eine Entscheidungsregel ist eine messbare Abbildung p : X — A, wobei (A, .A) ein messbarer
Raum ist, der sogenannte Aktionsraum. Jede Funktion ¢ : © x A — [0,00) mit ¢(0, ) mess-
bar fiir alle # € © heifit Verlustfunktion. Das Risiko einer Entscheidungsregel p unter der
Verlustfunktion ¢ ist die Abbildung

R(-,p): © = [0, 00], R(0,p) = /X 0(0,p(z)) dPy(z) = Egl(, p).

Interpretation. 1. ¢(0,a): Verlust, falls Py, 6 € O als Verteilung zugrundeliegt, und Ent-
scheidung a € A getroffen wird.

2. Risiko in : mittlerer Verlust, falls fir z € X Entscheidung p(z) getroffen wird und Py
zugrundeliegt.

Beispiel 3.2

Ist auf © eine o-Algebra Fg gegeben, und ist A = O gewahlt, so heifit eine messbare Abbildung
p: X — O ein Schitzer fiir § € O.

Ist allgemeiner v : © — I' messbar ein Parameter mit Werten in dem messbaren Raum (T, G),
so heifit eine messbare Abbildung p: X — I' ein Schétzer fiir v(6) € T

Ist I' € R*, so betrachtet man als Verlustfunktion hiufig den quadratischen Verlust

k
(6.0) = lla—1O)3 =3 (@ —(6)  a€eT.

i=1
Im linearen Modell Y = X3 + € mit Parameter
0= (8,0% F.) CRP x (0,00) x M
sei y(0) = B. Dann ist fiir den kleinsten Quadrateschiitzer
p=PBrs R' =R,  yr (XTX) ' XTy
das Risiko bzgl. der quadratischen Verlustfunktion gegeben durch
R(0,Brs) = EglBrs — B> = o” tr((XTX) 7).

Beispiel 3.3
Ist A = {0,1}, so heifit p ein Test. Zur Spezialisierung einer Verlustfunktion wird der Para-
meterbereich disjunkt zerlegt in

0 =0)U0B,
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O¢ : (Null)-Hypothese, ©1 : Alternative.

Dann ist
0 € OyNa=1: Fehler 1. Art, 0 € ©ANa=0: Fehler 2. Art.
Wir definieren eine Verlustfunktion fiir [y, 71 > 0 durch

£(0,a) = lo lpcogna=1 + 11 1pco, na=0-
Fiir das Risiko gilt dann

_JloP(p=1), 0€0Oy,
R(0,p) = { LPp=0), 6eco,.

Das Risiko setzt sich also zusammen aus den gewichteten Wahrscheinlichkeiten fiir die Fehler
1. und 2. Art.

Existiert eine suffiziente Statistik fiir # € ©, so kann man sich bei Entscheidungsregeln auf sol-
che beschriinken, die nur von der suffizienten Statistik abhéngen, ohne das Risiko zu erhhen.
Damit dies exakt richtig ist, miissen sogenannte randomisierte Entscheidungsregeln zugelassen
werden (vg. Abschnitt REF!). Hier stellen wir zunéchst folgendes Ergebnis vor.

Uberarbeiten: A C RP, Jensen fiir multivariat, Integrierbarkeit von p.

Angenommen, (X, F) = (R”,B"), und T : R" — R¥ sei suffizient fiir 6. Ist p : R — A eine
Entscheidungsregel, so betrachten wir die Entscheidungsregel p = E.(p|T), also

pa) = m(T@). )= [ pla) dPLaIT =0,

Satz 3.4 (von Rao-Blackwell)

Sei (X, F) = (R*,B") und T : R® — RF suffizient fiir 6. Sei der Aktionsraum A C RP konvex
und gelte fiir die Verlustfunktion ¢ : © x A — [0, 00): Fiir jedes § € © ist £(6,-) : A — [0, 00)
eine konvexe Funktion. Dann gilt fiir jede Entscheidungsregel p mit zugehoriger Projektion p
(s.0.) die Risikoabschiitzung

R(0,p) < R(0,p) VOecO.
Ist 6 € O, so dass £(6, -) strikt konvex ist und Py(p = p) < 1, dann gilt sogar R(6, p) < R(0, p).

Fiir den Beweis erinnern wir an die Jensensche Ungleichung fiir die bedingte Erwartung:
Ist ¢ konvex, Z eine Z.V., so ist ¢(E(Z|F)) < E(¢(Z)|F), und daher E(¢(E(Z|F))) <
E(¢(2)). Ist ¢ strikt konvex und P(Z = E(ZF)) < 1, so gilt die strikte Ungleichung fiir die
Erwartungswerte.

Beweis
Wir verwenden die obige Ungleichung mit ¢ = ¢(0,-), Z = p, o(T) = F, und erhalten

R(0, 7) = By (L0, E(pIT))) < By (£(6, p)) = R(0, ),

bzw. die strikte Ungleichung unter den zusétzlichen Voraussetzungen. n
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Bemerkung. 1. In einem Schétzproblem sind die Voraussetzungen des Satzes (© C RP
konvex, quadratische Verlustfunktion konvex) oft erfiillt, jedoch nicht in Testproblemen.

2. Eine Entscheidungsregel p’ heifit besser als p, falls gilt R(6,p") < R(0,p) fiir alle § € O,
und falls ein 6 € © existiert mit R(6, p') < R(0, p). In der Situation des Satzes ist p oftmals
besser als p.

3. Ist S = 9 o T ebenfalls suffizient, wobei 1 : R¥ — R! messbar, dann ist das Risiko von
ps = E(p|S) < Risiko von pr = E(p|T') (obiges Argument, da o(S) C o(7')). Daher sollte
man auf mininmal-suffiziente Statistiken bedingen.

4. Anwendung des Satzes von Rao-Blackell: Unverfilschtes Schétzen.
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3.2 Optimalitidt von Entscheidungsregeln

Bemerkung. Bestmoglich wire eine Entscheidungsregel p, die iiberall ein hochstens ebenso
grofles Risiko hat wie eine beliebige andere Entscheidungsregel: V 6 € ©, p' : R(6,p) <
R(8, ).

Solche Entscheidungsregeln existieren jedoch in der Regel nicht. Betrachten wir ein Schétzpro-
blem mit quadratischer Verlustfunktion. Ist 8y € ©, und den konstanten Schétzer pg,(x) = 6o
fiir alle 2 € X. Dann ist R(0o, ps,) = Ep,, lpa, — Ooll3 = 0, und fiir einen Schitzer p gilt
R(60y, p) = 0 nur dann, falls p = 6y Py,-L.s.

Auswege.

1. Einschrinken der Klasse der Entscheidungsregeln. Beispiel: Schéiitzen von § im linearem
Modell bzgl. quadratischer Verlustfunktion. Dann hat £7,¢ kleinstes Risiko unter allen linearen,
unverzerrten Schitzern. Kommen darauf spéter zuriick.

2. Schwéchere Optimalitiatsbegriffe. Hier weiter verfolgen.

Eine naheliegende Einschrinkung ist folgende.

Definition 3.5
Eine Entscheidungsregel p heifit zulissig, falls es keine Entscheidungsregel p’ gibt, die besser
ist als p.

Beispiel. Konstante Schétzer bei quadratischer Verlustfunktion.

Definition 3.6

Sei (O, Fg) ein messbarer Raum. Eine a-priori-Verteilung 7 von 6 ist ein Wahrscheinlich-
keitsmafl auf (0, Fg). Angenommen, die Verlustfunktion ¢ : © x A — [0, 00) sei Fo ® A — B-
messbar, und fiir alle F' € F sei § — Py(F') messbar. Dann ist das zu m-assoziierte Bayesrisiko
der Entscheidungsregel p definiert durch

Relp) = [ R(6.0)dr(6)
- / / 00, p(2)) dPy(x) d(0).
e JXx
p heifit Bayesregel oder Bayes optimal bzgl. m, falls gilt
Rx(p) = inf Rx(p),
o

wobei das Infimum {iber alle Entscheidungsregeln genommen wird.

Bemerkung. 1. Nach den Voraussetzungen ist R(-, p) messbar (und nicht-negativ), also ist
R (p) wohldefiniert.
2. R;(p) ist das mit 7 gemittelte Risiko von p.
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A-posteriori Verteilungen

Sei (X, F, (Pg)gee) ein statistisches Modell, (0, Fg) ein messbarer Raum, und fiir alle F' € F
sei § — Py(F') messbar. Sei 7 eine a-priori-Verteilung von 6. Setze Q = X x O, Fq = F ® Fo,

und fiir A € Fq setze
::/‘/ 1a(2,0) dPy(x) dm(9),
e Jx

dann ist (Q, Fq, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien
X: Q- X, X(z,0) ==z, T:Q—0, T(x,0)=10
die Koordinatenprojektionen.
Die bedingte Verteilung von T' gegeben X, Pr|x, heifit die a-posteriori-Verteilung von ¢
gegeben X (bei a-priori-Verteilung 7).
Interpretation: Ausgehend von a-priori-Verteilung 7 iiber 8, was kann man aus Beobachtung

X = z {iber 0 lernen bzw. wie veréindert sich die Annahme iiber die Verteilung des Parameters
0.

Die a-posteriori-Verteilung ist das zentrale Objekt der Bayes-Statistik.
Rechenregeln

1. Hat P die Dichte f(x,6) bzgl. des ProduktmaBes p ® v, wobei p o-endlich auf (X, F) und
v o-endlich auf (©, Fg), so hat X die Dichte

:/fwmww
(C]

bzgl. u, und die bedingte Verteilung von T' gegeben X = x hat die Dichte

f(z,0)
fx(x)

frix (0]z) = bzgl.v,

fir ]5X—f.a. reX.

2. Gilt speziell:

(Py) wird dominiert bzgl. u, Dichte f(z|6),

7 wird dominiert durch v, Dichte fr(6), so ist f(z|0)fr(6) die Dichte von (X, T) bzgl. p ® v,
und die bedingte Dichte ist gegeben durch

f(x]0) fr(0)
frix(0]x) = INED) fTT) i@y

Beispiel. Angenommen,

()= () (on 30)
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wobei X'y = Xpx. Dann ist

T|X =T~ N(MT|X:$> ZT|X)7
prix—s = B + Srx S5 (T — px),
Srix =S — Srx Sy Sxr

Beispiel. Wir spezialisieren das obige Beispiel. Angenommen, X ~ N (u, a%[d), wobei u €
R? unbekannt und o > 0 bekannt. Als priori-Verteilung fiir p betrachten wir  ~ N (0, 021,).
Dann kénnen wir schreiben

X =p+e, p~ N(0,0%1;), €~ N(0,021,),

wobei p und € unabhéngig sind. Dann ist

T 0 (02 +0d)ly 0?1y
(X,,U,) N<<O>7< O'2Id O.QId ’

und daher nach obiger Formel

2 2 2
g g~ 0

X =z~ N( 57— 2,505 ).
oc+o5 0°+0p

Beispiel. (Binomialverteilung/Betaverteilung) Sei X ~ Bin(n,p),

Py(X =) = <Z> pr(1—p)",

und betrachte als a-priori-Verteilung fiir p € (0,1) die Beta-Verteilung B(a,b), a,b > 0, also
die Dichte
Fa+b) , 4

fap(p) = WP (1—p)" " locper.

Die marginale Verteilung von X ist

P(X = <Z> p* 75 ((Z)JFF(Z)) P —p)"  dp
F(a’ + b) ! a+z—1 n—x+b—1
( ) et J,
()F(a+b)F(a+x) (n+b—x)
['(a)T(b) I'(n+a+0) ’

da das Integral in der zweiten Zeile iiber die nicht normierte Dichte der Beta-Verteilung geht.
Dabher ist die a-posteriori-Dichte gegeben durch

() p" (1= p)" iy P (1 = p)P ™ ocpen
(n) I'(a+b) T'(a+z)T'(n+b—x)
z/) T'(a)(b) T'(n+a+b)

_ F(n+a+b) a+zfl(1
- F(a+x)F(n+b—$)p

fp\X(p’w> =

n—x+b—1
- p) 10<p<17
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also ist p|X = = ~ B(a+ x,n + b — x). Den Nenner hétte man nicht berechnen miissen, da
normiert, hétte es der Normierungsfaktor der Beta-Dichte sein miissen.

In den beiden obigen Beispielen sind a-priori und a-posteriori-Verteilung in der gleichen Ver-
teilungsklasse, man spricht auch von konjugierten priors.

Bayes Regeln

Sei nun die Verlustfunktion £: © x A — [0,00) Fo ® A — B-messbar, und sei p eine Entschei-

dungsregel. Dann ist
/ / (0. pl)) dPy(x) d(0).

(T, p(X)))-

Satz 3.7
Gilt in obiger Situation fiir die Entscheidungsregel p

p(X) € argmin, 4 Ep (((T,a)|X) P—fs.,
also
Es(UT, p()|X =2) <Ep(U(T,a)|X =2) VacA

fiir Px-f.a. 2 € X, dann ist p eine Bayesregel (fiir 7).

Bemerkung. In einem Schétzproblem mit © C R?, A = R? sowie der quadratischen Ver-
lustfunktion ¢(T,a) = ||T — al|3 ist daher der a-posteriori-Erwartungswert (posterior mean)
Es(T|X = x) eine Bayesregel.

Beweis
Sei p’ eine beliebige Entscheidungsregel. Dann ist

R:(p) =

Beispiel (Binomial-Betaverteilung) Fiir die Beta-Verteilung 7' ~ B(a,b) ist ET =
a/(a+b). DaT|X =z~ B(a+x,n+b—x), ist der posterior mean

a—+x

ETX =2)= e

also die Bayesregel bzgl. des quadratischen Risikos.

Beispiel (normal-normal) Es ist X —Z— posterior mean, also Bayesregel bzgl. des qua-

2+ 2, 2
dratischen Risikos.
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Sind allgemeiner X1, ..., X, u.v.i. ~ N(u,Iy), so ist X,, = %(Xl + ...+ X,) suffizient fiir pu.
Betrachten wir die quadratische Verlustfunktion fiir u, so muss nach dem Satz 3.4 von Rao-
Blackwell jede Bayesregel (bzgl. einer beliebigen a-posteriori-Verteilung) nur in X,, formulier-
bar sein, also Bayesregel bzgl. der Beobachtung X,, sein. Betrachten wir m ~ N(0,021), so
ist da X, ~ N(u, Iy/n), X, UQj‘ril/n =X, ——37,, Bayes-Schétzer fiir . Beachte die Shrinkage-
Struktur des Schiitzers gegebeniiber X,,.

Minimax-Regeln

Definition 3.8
Eine Entscheidungsregel p heifit minimax, falls gilt

sup R(0, p) = inf sup R(0, p').
0€© P oee

Dabei wird das Infimum iiber die Klasse aller Entscheidungsregeln genommen. Der Ausdruck
auf der rechten Seite heiffit das minimax-Risiko des Entscheidungsproblems.

Bemerkung. Eine minimax-Regel minimiert also das maximale Risiko, eine pessimistische
Sichtweise. Man kann auch die Klasse der Entscheidungsregeln, iiber die das Infimum genom-
men wird, einschrinken, dann spricht man von minimax bzgl. der betrachteten Klasse von
Entscheidungsregeln.

Lemma 3.9
1. Fiir eine Entscheidungsregel p ist

sup R(0, p) = sup Rx(p).
0cO s

2. Die Entscheidungsregel p ist minimax genau dann, wenn gilt
sup R (p) = inf sup R, (pl)‘
™ s

Beweis
Zul.:V mist
Re(p) = / R(8, p) dn(6) < sup (6, p),
(C) 0cO

also “ >". Fiir “ <" beachte, dass m = dg,, 0 € O, als priori-Verteilungen zugelassen sind.
2. ergibt sich dann unmittelbar aus 1. n

Minimax Regeln haben h#ufig ein konstantes Risiko. Genauer gilt z.B.

Satz 3.10

Sei p eine Entscheidungsregel mit R(6,p) = C fiir alle § € O fiir ein C' > 0. Dann ist p
minimax, falls (mindestens) eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. p ist Bayesregel bzgl. einer beliebigen a-priori-Verteilung g,

2. p ist zul&ssig.
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Beweis
Zu 1.: Da R(6,p) = C fiir alle § € O, ist auch R,(p) = C fiir alle a-priori-Verteilungen . Ist
daher p’ eine weitere Entscheidungsregel, so folgt

sup R(0, p) = C' = Ry, (p)
0cO

< Rey(¢f) < sup Ra(sf) = sup R0, o)
T 0cO

nach obigem Lemma.
Zu 2.: Gilt fir p/

sup R(0, p') < sup R(0,p) = C,
0O ASC)

also

R(evpl) <C= R(Ha p) Ve @7

so gilt wegen der Zuléssigkeit von p im zweiten Display iiberall die Gleichheit, und daher auch
im ersten Display. n

Beispiel. (Binomialverteilung) Unter B(a,b) ist der Bayes-Schétzer fiir p

T+ a

Tob®) = e

Fiir das quadratische Risiko gilt die Bias-Varianz-Zerlegung
2 2 2
Ep(Top —p)" = Ep(Tap = EpTop + Ep Tap —p)” = Var Ty + (Ep Top — p)
Da E,X = np, VarX = p(1 — p), so ist

np+a—pn+b+a)

EpTap = n+b+a ’
np (1—p)
VaI'TaJ) = m

Somit folgt
2
2 np(l—p)+ (a(l-p)—pd)
R(p, Top) = Ep(Tap — = .
(p7 a,b) p( a,b p) (n b+ CL)2
Im Z#hler hat man ein quadratisches Polynom in p, damit Risiko konstant, miissen die Koef-
fizienten von p? und p verschwinden, also

(a+b)*+n=0, n—2(a+b)=0,
welches man zu a = b = /n/2 auflost. Der sich ergebende Minimax-Schétzer ist

e A b T o

Zum Vergleich: Der Standard-Schétzer X/n hat Risiko

R(p, X/n) = % 4p(1 - p),
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und p(1 — p) hat Max. bei p = 1/2, mit Wert 1/(4n). Allerdings hat X/n fiir die meisten p
ein kleineres Risiko als 7.

Beispiel. (Normalverteilung) Seien Xi,..., X, wiv. ~ N(u,Iy), so gilt fiir den Schitzer
X, bzgl. des quadratischen Risikos

d

. . - d

R(p, Xn) = Eul| X — pill3 =Y Bu(Xpi — ) = .
i—1

Wir zeigen, dass X,, minimax ist. Wir kénnen zwar X,, nicht direkt als Bayesschiitzer realisie-
ren, aber durch Bayesschiitzer geeignet das Risiko approximieren. Sei dazu 7, ~ N(0,0%1),
dann ist T, = X,,—2— Bayesschétzer bzgl. 7. Fiir das Risiko gilt

"n+o

R(Ha Ta) = EuHTo - NHQ
=BTy — E, T, |> + || E, Ty — p|?

B n? d n 9
- (n+o02)2 n + ||n+072,u—,u|]2
n? d o4 9
- (n+072)2 n + (n+072)2 Iz
und daher fiir das Bayes-Risiko
2 —4
n d o
T,)= ————=— +—————do? - — .
Br, (T5) (n+072)2n * (n+072)2 oy 77

Damit folgt die Minimax-Eigenschaft von X,, aus folgendem Satz.

Satz 3.11

Sei p eine Entscheidungsregel mit konstantem Risiko R(6, p) = C fiir alle § € O fiir ein C' > 0.
Existiert eine Familie (), von a-priori-Verteilungen fiir § mit zugehorigen Bayesregeln (py, )n,
fiir die lim,, Ry, (pn) = C gilt, so ist p eine Minimaxregel.

Beweis
Fiir jede Entscheidungsregel p’ gilt

inf sup R(0, p') = inf sup R (p) > in
[

fsup R7Tn (p/)
P 9ee P n

> supinf Ry, (p') = sup Ry, (pn)
n P n

> lim R, (pn) = C. n

Wir werden im nichsten Abschnitt die {iberraschende Tatsache einsehen, dass X,, im Beispiel
der Normalverteiltung fiir d > 3 nicht zuléssig ist.
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3.3 Zulissigkeit und das Stein Phinomen

Seien X1, ..., X, wiv.~ N(u,031y), mit pu € R? unbekannt und 02 > 0 bekannt. Wir be-
trachten die Schitzung von p bzgl. der quadratischen Verlustfunktion

€, ) = [l — >

Wegen der Konvexitéit und des Satzes von Rao-Blackwell gentigt es, Schiitzer in der suffizienten
Statistik

— 1
Xn = g ~ N(M? O-(%Id/n)

zu betrachten. Fiir theoretische Uberlegungen und Beweise kénnen wir daher stets n = 1
annehmen und beobachten nur X ~ N(u, 031).

Wir haben bereits gesehen, dass X,, in obiger Situation einige gute Eigenschaften hat: Der
Schétzer ist minimax, und Limes von Bayes Schéitzern. Wir zeigen hier die erstaunliche Tat-
sache, dass X, fiir Dimension d > 3 nicht zulissig ist. Wir beginnen mit der Zulissigkeit fiir
d=1.

Satz 3.12

Seien X1, ..., X, wiv. Zufallsvariablen mit X; ~~ N(u,o3), wobei 03 bekannt ist. Dann ist
X, zuldissig fiir 1 bzgl. des quadratischen Risikos.

Beweis
o.E. n =1, sei fi ein quadratintegrierbarer Schétzer. Dann ist das Risiko

1 2 2 2
R, i) = / () — )2 e @12/ 23) o
() = e [ () = 1)

stetig als Funktion von p. Angenommen, fi ist besser als X, also R(u, i) < o3 fiir alle y € R
und es existiert pp mit R(uo, i) < of. Wegen der Stetigkeit der Risikofunktion existieren
€,6 > 0 mit R(p, 1) < 03 —¢, |u—po| < 8. Das Bayesrisiko von ji unter der a-priori-Verteilung
7, = N(0,02) ist daher

Ho+0 1
e~H/(20%) gy,

R, () 308—6/

po—9 2o
und fiir 02 > 1

1o—+9 1
00 — R, (1) 2~ / —=e "D dp=CJo. (24)
i

o—8 V2m

Andererseits gilt fiir den Bayes Schétzer fi, = 02/(0% + 03)X zu m,:

ogo o
R 7A — 0 0 2’
(Iu’ H) 02+2+U§ (0_2+0_2)2:u
also fiir o0 — o0
) 4 2 2 6 4 2
. oio lorve 208 + o, or e _
0 Re (i) = 0§ — 00— T 0TI T~ 0(?).

_02+2+U§ (08+02)2_02+2+03 (03 + 02)2

Fiir grofle o ist dies im Widerspruch zu (24) und der Optimalitit des Bayes schitzers bzgl.
des Bayes Risikos. ™
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Stein Schétzer

Fiir die a-priori-Verteilung m ~ N(0,0%1;) ist X ~ N(0, (02 + 02)I;) und wir erhalten als
Bayes-Schétzer #20_2 X. In einem empirischen Bayes Ansatz ersetzt man nun den Hyperpa-
0
rameter o2 durch einen Schitzer (unter der Verteilungsannahme X ~ N(0, (62 + 02)1;)), ein
unverzerrter Schétzer ist dann gegeben durch
o IXIP
0° = — g
d 0

Setzen wir diesen in den Bayesschéitzer ein, erhalten wir den Stein Schétzer

2
. ogd
s = X (1- 200,
| X112

bzw. die Stichprobenversion
. _ O'(Z)d
HSn = Xn (1 7) .

X
Der James-Stein-Schétzer ist fiir d > 3 gegeben durch
- o2 (d—2)
1ysn = Xn(1- 2053,
HJisSn n nHXnHQ

Es gilt nun folgendes {iberraschendes Ergebnis.

Satz 3.13
Seien Xi,..., X, wiv.~ N(u,02l;), mit u € R? unbekannt und o2 > 0 bekannt. Dann gilt
fird >3

ViueR': Bulliissa - nlP < BullX, - ul,
und fiir d > 4 die analoge Aussage fiir den Stein Schiitzer. Insbesondere ist X, fiir d > 3 nicht
zuléissig.

Fiir den Beweis beginnen wir mit

Lemma 3.14 (Steinsches Lemma)

Sei Y ~ N(u,0%I;) und sei f : RY — R messbar mit

i.) f(-,y2,...,yq) ist absolut stetig in y; fiir Lebesgue A\~ 1-f.a. Werte (y2,...,%4),
ii.) Fiir die Ableitung gelte

9f
E\a—yl(y)\ < 0.
Dann gilt 5
B((m ~ YY) = ~o* E(51 (v).
Beweis

1. Schritt: Reduktion auf 4 = 0, 0> = 1. Gehen iiber zu Z = (Y — pu)/o ~ N(0, Iy), f(z) =
f(oz + p). Dann erfiillt f die Bedingung des Satzes bzgl. Z. Eine Substitution zeigt

E((m —Y1)/o f(Y)) = —E(Z f(2)),
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sowie wegen O f/0z1(z) = 0 0 f/0y1(0z + i), und daher mit Substitution

of 0
B(5L @) =B (5L w)).

Gilt die Aussage daher fiir normierte Zufallsvektoren (wie Z), so folgt sie auch allgemein:

B((n — WI(Y)) = ~oB(2 [(2) = -0 B(52(2)) = ~a* B(5L ).

2. Schritt: 0.E. Y ~ N(0, I), zeige

E(MfY) = B(G(Y)).

Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir A~ !-f.a. ya, ..., yq gilt

of

EMif(Y)[Ya=y2,..,Ya=ya) = E<8y1

(Y)Y2 =y2,..., Y4 =ya).
Fixiere y, .. ., yq derart, dass h(u) = f(u,y2, ..., yq) absolut stetig ist und [ |h(u)|e™"*/2 du <
oo gilt (dies ist nach den Voraussetzungen fiir A%~!-f.a. ys,...,yq erfiillt). Dann bleibt zu
zeigen, dass

/ ' (u) e~ 2 gy = / uh(u) e~u?/2 du, (25)

R R

wobei die Existenz des rechten Integrals Teil der Aussage ist. Dies ist grundsétzlich eine
partielle Integration, vgl. Elstrodt, denn es gilt fiir a,b € R, a < b

b

b b
/h’(u)e_“2/2du:h(u)e_“2/2 —|—/ uh(u)e‘“Q/zdu.

a

Wenn man nun voraussetzen wiirde, dass h(u) e 2 50, u — +/—00, und dass u h(u) emu?/2
integrierbar, so wiirde (25) folgen. Ein Trick zeigt (25) direkt (woraus dann auch h(u) e=**/2 —
0, u — 4/ — oo folgt).

Schritt 3.: Nachweis von (25). Es ist

oo u
e /2 = / e P2 4y = —/ e~ # 12 ds,
u — 00
Wir zerlegen

o0 oo 0 u
/ R (u) e /2 dy = / h' (u) / ze 2 dzdu+ / R () / (—2) e 12 dz du.
R 0 u —00 —00

In beiden Summanden kénnen wir nun den Satz von Fubini anwenden (die Gleichung gilt
analog auch fiir |h'(u)], und dann sind die Integranden in beiden Termen nicht-negativ), und
erhalten

e u 0 u
/h’(u) e /2 du:/ Z€Z2/2/ h' (u) dudz+/ (—2) eZQ/Q/ b (u) dudz
R 0 0 —o0 —o0

0

- /Oo ze %2 (h(z) — h(0)) dz — / (—2) e /2 (h(0) — h(z)) d=

0 —00

= / wh(u) e /2 du. n
R
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Wir betrachten den Fall n = 1. Bevor wir in den Beweis von Satz 3.13 einsteigen, noch einige
Vorbetrachtungen. Fiir einen Schéitzer der Form

fr=g(X)X,
wobei g : RY — R messbar und E,||ii]|? < oo fiir alle u € RY, gilt
Eullii— pl? = Bullp — X|? + 2E,(X — i pp — X) + B, || X — >,
Dabei ist .
Bp(X = jop = X) =3 Bp((mi = X:)(1 = 9(X))X0).
i=1
Angenommen, die Funktion f;(z) = (1 — g(x))z; erfiillt die Voraussetzung des Steinschen

Lemmas fiir die Koordinate i, i = 1,...,d. Wegen 0, fi = (1 — g(x)) — 0z,9(x) z; folgt mit
dem Steinschen Lemma

Eu (ki — X)) (1= g(X)X;) = =05 Eu(1 — 9(X) — 02,9(X)X),

bzw.
EH<X =y e — X> = —do'g Eu(l - Q(X)) "’Ug E“<Vg(X),X>,

und daher wegen E, || X — u|?> = do?
E,\la—pl? = do2—E,W, (X W, (x) =202 (d(1- —{(Vv —|lz|I*(1— 2
pllo—pll* = dog — E,Wy(X), g(@) =203 (d(1—g(z)) —(Vg(z),z) ) —|z||*(1—g(x))?,

und es geniigt, g derart zu wihlen, dass Wy(z) > 0 fiir alle x € R%.

Beweis

Betrachte g(z) = 1 — ¢/||z||?, ¢ > 0, wobei sich fiir ¢ = o2d der Stein Schitzer und fiir
c = 02(d — 2) der James-Stein-Schiitzer ergibt. Fiir fi(x) = ca;/||z|? ist O, fi(x) = (||z]|* —
222)/||z||* mit |0y, fi(x)] < 3/||z||? unter der Normalverteilung fiir d > 3 integrierbar (s.u.),
daher kann Steins Lemma angewendet werden. Da

V() = 2cx/||z||*,

ergibt sich
1
We(x) = Wc(208(2 —d) +c).

Man priift leicht nach, dass W,(z) > 0 fiir 0 < ¢ < 203(d — 2), welches die Behauptungen

ergibt. Der Wert ¢ = 0 (d — 2) maximiert W,(z) fiir jedes z. n
Lemma 3.15
Sei Y ~ N(u,o02ly). Fiir d > 3 gilt
E|lY| ™% < oco.
Speziell gilt fiir Y ~ N(0,021,)
_ 1
E|Y||7* =

o?(d—2)
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Beweis
Sei f(y;p,0?) die Dichte von N(u,o02I;). Offenbar ist |f(y; p,0?)| < (27T‘72)_d/2 fiir alle
y € R<. Setze B1(0)={y € RY lyll2 <1

mwﬁ—/’um*ﬂwuﬂ@+/ Il £y 1, 02) dy
Bl(O) B1(0)¢
< (27T02)_d/2/

)~ dy+/ flys p,0?) dy
B1(0) By (0)¢

<ivc [ iy
B1(0)
und falls Cy 79! die Fliche der Spihre Sy(r) = {y € R? : ||y|l2 = r bezeichnet,

1 1
/ lyll =2 dy = / r 20 dr = Cd/ rd73 dr < oo,
B1(0) 0 0

da d > 3. [
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4 Unverzerrtes Schitzen

4.1 Konzept der Unverzerrtheit

Sei (X,]:, (Pg)gee) ein statistisches Modell, (A, A) ein Aktionsraum und ¢: © x A — [0, c0)
eine Verlustfunktion.

Wir wollen die Klasse der Entscheidungsregeln geeignet einschrianken.

Definition 4.1
Eine Entscheidungsregel p heifit unverzerrt (bzgl. der Verlustfunktion ¢), falls gilt

V0,00 cO: Eg(l(d,p) = Ey(L(0,p)) = R(6,p).

Fiir jedes § € © minimiert also der Parameter § die Funktion §' — Ey(£(6, p(Y))).

Definition 4.2
Eine unverzerrte Entscheidungsregel p heifit beste unverzerrte Regel (bzgl. der Verlustfunktion
0), falls fiir jede unverzerrte Enscheidungsregel p’ gilt

R(0,p) <R(0,p) Voco.

p minimiert also gleichméfig das Risiko unter allen unverzerrten Regeln.

Wir betrachten das Konzept hier im Kontext des Schitzens mit der quadratischen Verlust-
funktion. Sei dazu v : © — R* ein k-dimensionaler Parameter. Eine messbare Abbildung
4 : X — R¥ heift dann Schitzer fiir 7(). Angenommen,

Ey|3(Y)]l2 = / A(@)]2dPy(z) <00 VHeO.
X

Dann heif3t
biasy () = Eg(y) — v(0)

der Bias von 4. 4 heifit erwartungstreu (oder unverzerrt), falls
biass; (0) = 0 Voeco.

Wir betrachten nun die quadratische Verlustfunktion £ : © x R¥ — [0, 00), £(0,t) = |[t—~(0)]|>.
Ist

Byl A(V)|3 = /X H(@)|3dPyz) <00 VOEO,

so heif3t
R(6,%) = Eg|l4 — v(0)|I5 =: mses (6)

der mittlere quadratische Fehler von #.
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Lemma 4.3
Ist Ey||9(Y)]|3 < 0o V 0 € O, so ist

mses () = ||bias@(0)\|§ + tr Covy (’y))

= Zk: ((bias;y].(Q))2 + Varg (%))7
j=1

wobei § = (31, .., %)

Beweis

mses(0) = Eg(§ — Eg¥ + Eoy — (0),5 — EoY + Eo¥ — 7(0))
= By||5 — Eo7113 + Eol| B — v(9)|; + 2(5 — Eo?, Eo — 1(60))
= tr Covg (%)) + ||biass (6)]|3 [

Um also den mse eines Schétzers fiir einen k-dimensionalen Parameter zu minimieren, miissen
alle Koordinaten den 1-dim. mse minimieren.

Daher im folgenden k£ = 1.

Lemma 4.4

Seien v : ® — R ein ein-dimensionaler Parameter und 4 : X — R ein Schitzer fiir v(0)
mit Fypy? < co und Fp¥y € v(O) fiir alle § € ©. Dann ist 4 genau dann unverzerrt (als Ent-
scheidungsregel bzgl. der quadratischen Verlustfunktion, wenn 4 erwartungstreu als Schétzer
ist.

Beweis
Wie oben ist fiir 6,6’ € ©

Eo(3 —1(8))° = (Eo’y —1(¢))” + Varg 4. (26)

1. Angenommen, ¥ ist unverzerrt als Entscheidungsregel. Dann wird (26) minimal bei 6 = ¢'.
Da Epy € v(0©), existiert ein §' € © mit Egy = v(0'), wegen der Minimalitit muss daher

Eoy =~(0).
2. Ist 4 erwartungstreu als Schiitzer, so wird (26) offenbar minimal fiir 6 = 6'. n

Ein erwartungstreuer Schétzer 4 ist somit genau dann bester unverzerrter Schéitzer, wenn
dieser unter allen erwartungstreuen Schétzern 4 gleichméflig minimale Varianz hat

VOe®: Vargd < Vargy.
In diesem Fall heifit 4 uniformly minimum variance unbiased estimator (UMVUE).

Nicht jeder Parameter kann unverfilscht geschitzt werden.
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Beispiel Sei X ~ Bin(n,p), v(p) = 1/p. Angenommen, ¥ : {0,...,n} — (1,00) ist un-
verfilscht, also

Z@m(’;)pju =t vocp<
=0

bzw. .
Zﬁ(j)(@);ﬂ“u —p" T =1 Vo<p<l
— J
7=0
Fir p — 0 geht LS — 0, aber RS = 1, Widerpsruch. o

Sei v : © — R ein Parameter und
Uy := {@ : X — R unverfilscht fiir v mit Fp32 < co ¥V 0 € @}.

Ist U, # 0, so heiit v U-schétzerbar. U, ist offenbar konvex, und abgeschlossen in jedem
LQ(P@), 0 € ©. Sei

Eg::{T:X%RmeSSbar, EyT? < o0, EgTzOV@G@}.

Ly ist ein abgeschlossener Unterraum von jedem Lo (FPp).

Satz 4.5
Sei 4 € U,. Dann ist 4 UMVUE fiir v genau dann, wenn

Eg(3T) =0 VOeO, TcL.

Beweis
Zunéchst bemerken wir, dass 4 genau dann UMVUE, falls

Egy* = Vargy +7(0)* < Varg 7 +7(0)° = E7*  V0€0,7€U,.

Also ist 4 genau dann UMVUE, wenn 4 beste Approximation aus U, an 0 ist in jedem Lo (Fp).
Diese wird charakterisiert durch

Eg((0—4)(F—-4) <0 V0e€0©,7€U,,

(flacher Winkel), also
Eg(AT)>0 VOeO, TEeL,.

Da mit T' € Ly auch =T € Ly, folgt die Behauptung des Satzes. n

Aus der Charakterisierung folgt auch die f.s. Eindeutigkeit eines UMVUE, wir geben unten
dafiir noch ein einfaches direktes Argument. Zunéchst geben wir ein Beispiel, in dem v U-
schétzbar ist, es aber keinen UMVUE gibt.

Beispiel. Sei X ~U(6 —1/2,0+1/2), 0 € R.
Behauptung. Ist v : R — R nicht konstant, so existiert kein UMVUE fiir ~

Es gibt aber Parameter, die unverfilscht geschitzt werden kénnen, etwa v(0) = 6 durch X.
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Beweis der Behauptung. Sei S mit EyS = 0 fiir alle § € R, also
0+1/2
/ S(z)de =0 V6 eR.
0—1/2

Durch Differentiation folgt nach dem Hauptstatz fiir das Lebesgue Integral S(0 + 1/2) =
S(0—1/2) fir f.a. 0 € R, also S(z) = S(z+1) fiir f.a. 2 € R. Ist 4 UMVUE fiir v und T € Lo,
so folgt nach Satz 4.5 auch EyT% = 0 fur alle € R, also 4(z)T'(z) = A(x + 1)T(z + 1)
und, indem wir 7" # 0 f.ii. wihlen (etwa T'(x) = cos(27x)), (da T(z) = T(z + 1)) auch
A(z) =A(x + 1) fir fa. z € R. Da 4 € U,, folgt

0+1/2
v(0) = / 4(x) dx = const.
0-1/2

Im n#chsten Abschnitt geben wird jedoch ein allgemeines Kriterium an, wann bei Existenz
eines beliebigen unverzerrten Schétzers auch garantiert ein UMVUE existiert.

Wir geben noch ein einfaches direktes Argument, dass ein UMVUE f.s. eindeutig bestimt ist.

Satz 4.6
Sind 41,42 UMVUE:s fiir v, so folgt 41 = 4o Py-f.s. fiir alle 8 € ©.

Beweis
Es ist nach Voraussetzung Varg 41 = Varg 42, daher fiir alle § € ©

~ A 1 .o, 1 A
Vary ((’y1 + 72)/2) =3 Varg 41 + B Cov (%1,%2),
Cov (’3/1, "A)/Q) < Varg 'Ayl.
Da (91 4+ 42)/2 € Uy und 43 UMVUE, muss in der zweiten Zeile ein = stehen, daher

Varg (’Ayl — ’3/2) = 2Var9 ’Ayl — 2Cov (’A)/l, 'A)’Q) =0. ]
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4.2 Vollstandigkeit

Sei (X , F, (Pg)gee) ein statistisches Modell, und (S,S) ein messbarer Raum.

Definition Eine Statistik 7': X — S heifit vollstindig (fiir (FPy)geco), falls fiir alle h: S — R
gilt
AusVOeO: Egh(T)=0 folgt VO€O®: hoT =0 Py—fs.

Es werden insbesondere nur Funktionen f in der Bedingung zugelassen, fiir die h o T' Py-
integrierbar fiir alle 6 € © ist.

Satz 4.7
1.Ist 71 : X — Sy vollsténdig (fiir (Py)geco), und ist To = 1)o7 fiir ein messbares 1) : S; — Sa,
so ist auch 75 vollstandig.

2.Ist T : X — S vollsténdig und suffizient (fiir (Py)geo), und existiert eine minimal suffiziente
Statistik, so ist auch 7" minimal suffizient.

Beweis
Zu 1.: Sei h: Sy — R. Dann

Voeo: Egh(TQ):O

= VO0ecO: Ey(hoy)(T1) =0
= VO0eO: (hoy)(T1)=0 Py—fs.
= VOeO: holy)=0 Py—fs.

wobei die Vollstandigkeit von 77 fiir die Funktion A o ¢ angewendet haben.

Satz 4.8 (von Lehmann und Scheffe)
Sei v : © — R U-schétzbar, etwa 4 € Uy, und sei T': X — S eine suffiziente und vollsténdige
Statistik (fiir (Pp)geo). Dann ist

der UMVUE fiir ~.

Falls also eine vollstéindige und suffiziente Statistik existiert, hat jeder U-schétzbare Parameter
einen UMVUE.

Bemerkung. Da E.(9|T) o(T)-messbar, existiert (nach dem Faktorisierungslemma) h :
S — R messbar mit E.(9|T) = hoT. Da UMVUE Py-f.s. eindeutig bestimmg ist fiir alle
fe0O,ist h PeT—f.s. eindeutig fiir alle 6 € ©.

Beweis
a. Zeige: v € U,. Dabei ist Ey3? < 0o wegen der Jenssen Ungleichung, und

Eyy = Eg(E.(3|T)) = Ey5 = (0).
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b. UMVUE: Sei dazu 7) € U, beliebig, dann ist nach Teil a. auch 7 = E.(7|T) € U,. Wir
zeigen nun

n=7% Py—fs. VOe0, (27)
dann folgt mit dem Satz von Rao-Blackwell (wegen der Suffizienz von T')
Varg 5 = Vargn < Varg 1 Voeo.
Zu (27): Da 4 und 7 o(T) messbar, schreibe ¥ = hoT, 7 = so T, wobei h,s : S — R. Dann
ist
Eg((s —h)oT) = Eg(1—7) =~(0) —v() =0 Voo,
also wegen der Vollstdndigkeit von T s = h PeT -f.s. fiir alle 6 € ©, wie bendtigt. n

Beispiel. Seien Xi,..., X, uwiv.~ U(0,60),6 > 0. Dann ist die gemeinsame Dichte (bzgl. Le-
besgue) gegeben durch

1
fo(z1,. . n) = on L(0,0)(Z(n))5 x; >0,

daher ist T = X(,) (n-te Ordnungsstatistik) suffizient. Die Verteilungsfunktion von X, =
maxi<i<n Xz ist

1
Go(z) = gn Lo, (2)2", z >0,
und die Dichte somit zu
1 _
go(z) = e—nnl(oﬂ)(z)z" L z > 0.

Gilt daher ,
n _
Eof (X)) = o /0 f)t"tdt=0 Vo >0,

so ergibt sich mit dem Hauptsatz nach Lebesgue f = 0 Lebesgue-f.ii., also ist X(,) auch
vollstéindig. Da EgX(,) = 7250, ist zB. 2L X, der UMVUE fiir 6. o

Der folgende Satz liefert eine grofie Klasse von suffizienten und vollstéindigen Statistiken.

Satz 4.9
Sei (Py)geo, © C RF, eine k-parametrische exponentielle Familie mit natiirlicher suffizienter
Statistik und natiirlichem Parameter 6, d.h. bzgl. eines o-endlichen Mafles p auf X' gilt
dPy
L0, z) = E(ZL‘) = Q(0) exp (GTT(:U)) h(z).
Hat © nicht-leeres Inneres, so ist 1" vollstdndig (und natiirlich suffizient) fiir 6.

Beweis
0.E. h =1, sei U C © offen, und f : R¥ — R mit

VOcU: 0= /X F(T(2)) C(8) exp (67 T(x)) dy(a)

=C(0) /Rk f(t) exp (HT t) dur(t).
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also
VoeU: . FH(t) exp (07 t) dur(t) / (@) exp (07 t) dur(2). (28)

Hieraus folgert man (REFERENZ!) die Gleichheit der endlichen Mafie
frdur = f~dpr,

also f* = f~ pp-f.ii., und somit foT = 0 p-f.ii. , und daher auch unter jedem Pj. n

Beispiel. Wir betrachten das lineare Modell Y ~ N (X3, 021I,), wobei 3 € RP. Dann ist
T(Y) = (XTY [Y]]?)
suffizient und vollsténdig, vgl. (777?). Daher sind
Brs=(XTX)"'XTY UMVUE (koordinatenweise) fiir 3,

1
&= ——(IYIP-Y"X(X"X)"' xTY) UMVUE fiir o°.
n—p

Beispiel. Fiir die Binomialverteilung X ~ Bin(n, p), p € (0,1), ist

L(p,x) = (1 —p)" exp (J: log(p/(1 — p))) (n)’ x=0,...,n,

X

also X suffizient und vollstdndig.

Wir betrachten das Schétzen der Varianz ’y( ) np(1—p), diese ist fiir n > 2 stets unverfilscht
schitzbar durch die Stichprobenvarianz (x (x —2?/n)/(n —1). Um den UMVUE h(X)
zu bestimmen, miissen wir A : {0,...,n} — R finden, fiir das

> (Z) h(z)p®(1—p)"~* =np(l-p), pe(0,1).

=0

Wir setzen p = p/(1 —p), also 1+ p = 1/(1 —p), dividiere die obige Gleichung durch (1 —p)",
dann muss gelten

=0 P (
= np(l _|_p)n—2
n—1 n—9
= X
_nz<x_1>:07 0<p<oo
r=1
Also ergibt sich
z=0,n
h = ? B , M,
S e

Wir beenden den Abschnitt {iber vollsténdige Statistiken noch mit einem niitzlich Resultat
iiber Unabhéngigkeit.
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Eine Statistik V heifit anzillir (ancillary) fiir (Pp)peo, falls Py’ = Py fiir alle 6,6’ € ©, falls
also die Verteilung von V nicht von 6 abhéngt.

Beispiel. Seien Xi,..., X, wiv. ~ N(0,0?), soist fiir 1 <i<n

@} (zi/0)?
Vi s dn) = . =
(@1 ) 22+ 422 (/o) + ..+ (z,/0)?

anzilldr fiir o, da X; /0 ~ N(0, 1) unabhingig von o2.

Satz 4.10 (von Basu)
Ist T vollstindig und suffizient fiir (FPy)peco und V anzilliar fiir (Py)geco, so sind V und T
unabhéngig unter jedem Py, 6 € O.

Beweis
Wir miissen zeigen, dass fiir messbare A, B, und 0 € © gilt

Py(T~H(A) NV~H(B)) = Py(T(A)) Py(V~'(B)) (29)
Nun gilt

By (T~ (A) NV~(B)) = Eg(Ep(14(T) 15(V)|T))
= Eg(14(T) Eo(1(V)|T)),

wobei Ey(15(V)|T) = E.(15(V)|T) = hoT fiir ein messbares h und alle 6, da T suffizient ist.

(30)

Sei p die Verteilung von V' unter einem (dann jedem) Py (V ist anzilldr), so ist
Eg(hoT) =Eg(E(1(V)|IT)) =Pp(V € By=p(B) VHecO.
Da T vollstandig ist, folgt
E(1g(V)|T)=hoT = u(B) f.s. unter P Voeo.

Einsetzen in (30) liefert dann leicht (29). n

Beispiel Wir setzen obiges Beispiel fort. Sei

n

T(z1,...,2n) = fo

=1

Die Dichte von (X7, ..., X)) ist gegeben durch

3
Ll

)

also eine EF mit suffizienter Statistik 7" und natiirlichem Parameter ¢ = —1/(20%). Daher ist
T suffizient und vollstiindig fiir ¢ und daher auch fiir 02, und der Satz von Basu liefert die
Unabhéngigkeit von T' und jedem V;.

N | —
Q

1
f(xl,...,xn;az) = Wexp(—

=1
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4.3 Nichtparametrische Probleme

Wir betrachten nun eine Klasse von UMVUEs fiir Parameter nicht-parametrischer statisti-
scher Modelle. Sei X = R*, und sei (Py)gco ein statistisches Modell, und X7,...,X,, eine
mathematische Stichprobe nach (FPy). Wir bestimmen, welche Parameter v aus n > m Beob-
achtungen stets unverfalscht geschétzt werden kénnen.

Satz 4.11
Fiir einen Parameter v : © — R und m € N sind dquivalent:

1. Fiir jedes n > m existiert T,, : X" — R, s.d.

EgTo(X1,...,X,) =7(0) VYoeo.

2. Es existiert ein h : ™ — R messbar und symmetrisch mit h € L{(X™, Py") fiir alle 0 € ©,
so dass

~(0) :/X/X h(z1, ..., xm) dPy(x1) ... dPy(xm) Voeo. (31)

Bemerkung. h : X™ — R heifit symmetrisch, falls fiir alle Permutationen 7 € S, und
T1,y oo Ty € X gilt h(21, ..o, Tm) = MTrys - Trim))-

Beweis
2. = 1.: Setze

To(z1,. .. xn) = h(z1,...,Tm).

1. = 2.: Setze
h(z1,...,xm) = o Z T (Tr(1)s -+ - Tr(m))-

Dann ist h symmetrisch, und da
Eng(Xﬂ.(l), c. 7X7r(m)) = Eng(Xl, c. 7Xm) = ’7(9) Voeo
folgt die Behauptung. n
Definition 4.12
Ist h: ™ — R symmetrisch und h € Li(X™, Pj") fiir alle 6§ € ©, so heif}t
Un(h) :Un(h)('xl’)xn) = 7ny Z h‘(l'il""?xim)?
(m) 1<i1<...<im<n
T1,...,Tn € X, U-Statistik mit Kern h.

Satz 4.13
Un(h) ist ein unverfilschter Schétzer fir v in (31) fir alle n > m.

Beweis
Klar, da Eg(X;,,...,X;,) =(0) fiir alle Index Tupel, von denen es () gibt. n
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Beispiele 1. Stichprobenmomente: h(z) = ¥, dann

1 n
Un(h) =~ a3
j=1
U-Statistik der Ordnung 1.

2. Varianz: Es ist VarX; = E(X; — X2)?/2 (wobei X1, X3 i.i.d.), mit h(x1,z2) = (21 —22)%/2
ist U, (h) die Stichprobenvarianz.

3. Gini’s mean difference: h(x1,z2) = |x1 — z2| (robustes Streuungsmaf)
4. Kendell’s Korrelationskoeffizient: Fiir bivariate Beobachtungen (z,y) € R? ist

h((xla yl)v ($27y2)) - Sign(@:l - 332)(y1 - y2))'

Interpretation: h((z1,y1), (z2,y2) = 1 falls (z1,y1) und (z2,y2) konkordant (Gerade hat po-
sitive Steigung), h((x1,41), (z2,y2) = —11 falls (z1,91) und (x2,y2) diskordant (Gerade hat
negative Steigung).

Satz 4.14
Ist X = R und ist die Ordnungsstatistik X = (X(l), . ,X(n)) suffizient und vollsténdig
fir (P} )sco (n-fache ProduktmafBe auf R"), so ist U, (h) UMVUE fiir ~.

Beweis

Nach dem Satz von Lehmann-Scheffe geniigt es zu zeigen, dass U, (h) nur von der Ordnungs-
statistik (™ abhiingt. Nun geht 2™ aus (1,...,2,) durch Permutation der Indizes hervor,
daher geniigt es zu zeigen, dass U, (h) invariant unter Permutation der Argumente ist: Fiir
m € S, ist mit der Symmetrie von h

1
Un(h)(z1,...,20) = ™ > Wi, ... x,)
M) Liq,eim }C{1,...,n}
1
= T) Z h(xw(i1)¢ e 7%(%))

m) fiy,im}C{1n}

da mit {i1,...,iy} auch {7(i1),...,7(i;,)} alle m-elementigen Teilmengen von {1,...,n}
durchlauft. -

Die Ordnungsstatistik ist nur in grofien, nichtparametrischen Familien vollstdndig. Wir be-
trachten

© ={f:R — [0,00) messbar, /f(m) dr =1}
R

die Familie der Lebesgue Dichten und dPy = f o d\ die bzgl. des Lebesgue-Mafles absolut-
stetigen Wahrscheinlichkeitsmafle.

Satz 4.15
Fiir jedes n > 1 ist die Ordnungsstatistik X (™ = (X (1) X (n)) vollstandig (und suffizient)
fiir (P}I)fe@o
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Beweis
Sind T, S Statistiken mit 7' =105, S =1~ o T, wobei 9 und 1y~! messbar, so ist T genau
dann vollstdndig, wenn S vollsténdig ist. Wir nennen zwei solche Statistiken dquivalent.

Fiir ¢ = (21, ...,x,) betrachten wir die Statistiken
T(z)= (m(l), .. ,x(n)),

Uz) = (Ui(a),...,Un(@)),  Uj(x)=Y ],
k=1

k=1

1<j<k<n

Va(x) = Z rjxpry, ..., Va(r)=x1...2,.

1<j<k<i<n

Der Satz ergibt sich dann aus den folgenden beiden Behauptungen
Behauptung A: T', U und V sind dquivalent.
Behauptung B: U ist vollsténdig.

Zu B.: Wir betrachten die parametrische Teilfamilie mit Dichten
f(z,0) =C(0) exp (— 2 404 ... + Opa™), reR, 6eR"
eine Standard Exponentielle Familie. Die Produktdichte auf R™ ist dann ebenfalls eine SEF,
und deren natiirliche suffiziente Statistik ist U, daher ist U vollstandig fiir (P, )scrn-
Dann ist U auch vollsténdig fiir (P})eo. Da f(z,0) ~ A, folgt fiir o : R" — R messbar
Ef(h(U))=0 Vfe®©
Ep.o(R(U)) =0 VOeR"
h(U) =0 A"'f.ii. VoeR"
h(U)=0 fi. Py vV feo.

Pl

Zu A.: Das V(z) = ¢(T(x)) ist klar. Umgekehrt ist
pit) =(t—mz1) - (t—ap) =t" = Vit" 1+ L 4+ (=1)"V,.

Die Nullstellen von p(t) sind gerade die Koordinaten von 7', diese sind stetige Funktionen der
Koeffizienten (REFERENZ!), also von den Koordinaten von V', daher T'(x) = ¢(V (x)).

Die Aquivalenz von U(X) und V(X) folgt mit Induktion aus den Newtonschen Identitéiten
(REFERENZ!)

Uy —ViUp1 + VaUp1 + ...+ (=D)* VUL + (- 1D)FEV, =0, k>1. -



66 5 TESTTHEORIE

5 Testtheorie

5.1 Grundbegriffe der Testtheorie und entscheidungstheoretische Einbet-
tung

Grundbegriffe
Sei (X, F, (Pg)gee) ein statistisches Modell.

Der Parameterraum © = g U ©1, Og N O =0, Oy, O1 # ), sei disjunkt zerlegt. Dann heif3t

Hy: 0 €0 (Null)-Hypothese,
Hi :0e€0, Alternativhypothese (Alternative).

Falls #0; = 1, so heifit ©; einfach, sonst zusammengesetzt, j = 1, 2.
Eine Statistik ¢ : X — [0, 1] heifit ein randomisierter Test.
Interpretation: ¢(z) = P(Hy ablehnen|X = x).

Ist ¢ : X — {0,1}, so heiBt ¢ ein nicht-randomisierter Test oder einfach ein Test. Fiir
einen Test ¢ : X — {0,1} heiBt ¢~'(1) C X sein kritischer Bereich (oder Ablehnbereich),
$»~1(0) C X der Annahmebereich. Offenbar ist

z € ¢~ (1) & Hy ablehnen.

Sei S : X — R eine Statistik. Ist ¢(z) = 1(S(z)), so heiBit S die PriifgréBe fiir den (randomi-
sierten) Test ¢.

Ist im nicht-randomisierten Fall fiir ein ¢ € R

() = Lg@)>e : Test mit oberem Ablehnbereich,
¢(r) = Lg)<c Test mit unterem Ablehnbereich,
sowie fiir ¢; < ca,
A() = Lga)<e, T Ls(@)>es : Test mit zweiseitigem Ablehnbereich.

Fehler 1. Art: Verwerfe Hy, obwohl Hy richtig,
Fehler 2. Art: Verwerfe H nicht, obwohl H falsch.
Die Giitefunktion des randomisierten Tests ¢ : X — [0, 1] ist

Gy 0= [0.1]. Go(0) = Foo= [ (o) dPy(o).

Ist ¢ : X — {0,1} nicht randomisiert, so ist

Gy(0) = Pyp(¢ = 1)
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die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese zu verwerfen. Der Umfang (size) des Tests ¢ ist

sup Gg(0),
(ASSH)
der Test hat Niveau o > 0, falls
sup Gg(0) < a,
(ASSH)
dabei muss nicht die Gleichheit gelten.

Bemerkungen zum Randomisieren

e Randomisieren wird benotigt, um ein gegebenes Niveau « > 0 voll auszuschopfen.

o Fiir ¢(x) € (0,1) muss ein zusétzliches Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlich-
keit ¢(x) durchgefiihrt werden, und dann wird bei Erfolg verworfen,

e In der Praxis offenbar unerwiinscht, stattdessen Angabe des P-Wertes, s.u.

Entscheidungstheoretische Einbettung

Sei (X,]-", (Pg)geg) ein statistisches Modell, (A, A) ein Aktionsraum, und £: © x A — [0, 00)
eine Verlustfunktion.

Definition. Eine randomisierte Entscheidungsregel ist ein stochastischer Kern p : X x A —
[0, 1], d.h.

1.V 2 € X: B+ p(x, B) ein Wahrscheinlichkeitsmaf,

2.V B € A: © — p(x, B) ist messbar.

Das Risiko der randomisierten Entscheidungsregel p ist

R(H,p):/X /Aﬂ(ﬁ,a) p(x,da) dPy(z).

Bemerkungen. 1. Ist z € X beobachtet, so triff zufillige Entscheidung nach Verteilung
p (l’ ) )

2. Ist p: X — A eine (nicht-randomisierte) Entscheidungsregel, so kann diese im Sinne obiger
Definition interpretiert werden als p(x, B) = d,,)(B) = 15(p(x)).

3. Raum der randomisierte Entscheidungsregeln konvex.

Bemerkung. Ein randomisierter Test ¢ : X — [0, 1] kann als randomisierte Entscheidungs-
regel
p: X x{0,1} — [0,1]

interpretiert werden iiber p(x,{1}) = ¢(z) und p(x,{0}) =1 — ¢(x).

Satz 5.1
Sei p eine randomisierte Entscheidungsregel und sei T : X — S suffizient. Setze

0. 5) = | pla.B) PdolT =)

pr(z,B) = p(T(x),B) = E.(p(-, B)|T). Dann ist pr eine randomisierte Entscheidungsregel in
der suffizienten Statistik 7" mit gleicher Risikofunktion wie p.
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Bemerke, dass das Produkt von zwei stochastischen Kernen wieder ein stochastischer Kern
ist.

Beweis

Wir fithren den Beweis fiir eine nicht-randomisierte Entscheidungsregel p. In diesem Fall ist

p(t.B) = P.(o (B)|T = t).

Daher
[ .0pr(e.da) = [ 46.00) PAayIT = T(@) = B.(100.9)IT) @)

A
und es folgt

RO, pr) = //Eea 7r(x,da) dPy(z)
= Ey(E.(€0,p)|T)) = Ep(£(0, p)) = R(0, p)- n

Satz 5.2

Sei A C RF konvex, £(6, ) konvex fiir jedes 6 und sei p eine randomisierte Entscheidungsregel
mit f 4 lall p(z, da) < oo fiir alle 2 € X'. Dann hat die nicht-randomisierte Entscheidungsregel
pa(z) = [ 4 0 p(z,da) gleichméBig nicht-groBeres Risiko:

R(0,pq) < R(0,p) VOecO.

Beweis
Nach Jensen gilt fiir alle z € X', § € O:

f(é’,/Aap(x,da)) S/AZ(H,a)p(x,da),

Integration bzgl. Py liefert die Behauptung. n

Schliefilich zeigen wir, was die Eigenschaft der Unverzerrtheit fiir (randomisierte) Tests be-
deutet.

Satz 5.3

Im Testproblem © = 0Oy U ©; betrachten wir die Verlustfunktion ¢ : © x {0,1} — [0, 0),
0(0,a) = lpalpeo, +11(1 —a)lgeco, fiir Konstanten ly,l; > 0. Ein randomisierter Test ¢ : X —
[0, 1] ist genau dann unverzerrt als Entscheidungsregel bzgl. ¢, falls ¢ unverzerrter Test zum
Niveau a = I3 /(lp + 11) ist, d.h. falls fiir die Giitefunktion gilt

Voeo: G¢(9) < a, VOeO: G¢<9) > . (32)

Beweis
Fiir 0,0’ € © ist
/ loGy(0), 0 € O

Eot(0',9) = { L(1—Gy(8), 6 €6
Somit ist ¢ unverzerrt als Entscheidungsregel genau dann, wenn
1. fiir 0 € ©¢ gilt l0G¢(9) <h (1 — G¢(9)),
2. fiir 0 € ©1 gilt l0Gy(0) > l1(1 — G¢(9)),
dies ist aber gerade dquivalent zu (32). n
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Definition 1. Sind ¢1,¢2 : X — [0,1] (randomisierte) Tests mit Niveau o > 0, so heifit ¢;
gleichméBig besser als ¢o, falls gilt

Gy (0) > Ggy(0) VOO

2. Ein (randomisierter) Test ¢* zum Niveau a € [0,1] heiit gleichméBig bester Test zum
Niveau o (UMP Test zum Niveau «, uniformly most powerful test), falls ¢* besser ist als
jeder andere (randomisierter) Test zum Niveau «.

3. Ein unverzerrter Test ¢* zum Niveau a € [0,1], d.h. mit der Eigenschaft (??) heift
gleichméBig bester unverzerrter Test zum Niveau o (UMPU Test zum Niveau «, uniformly
most powerful unbiased test), falls ¢* besser ist als jeder andere (randomisierter) unverzerrte
Test zum Niveau a.
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5.2 Das Neyman-Pearson Lemma

Wir betrachten die Situation mit einfacher Hypothese ©g = {6p} und Alternative ©; = {6, }.
Setze Py = Py und P, = Py, diese werden dominiert etwa durch p = Py + P, seien f; die
Dichten bzgl. u, 7 =1, 2.

Definition. Ein randomisierter Test ¢np : X — [0, 1] heifit Neyman-Pearson-Test (NP-
Test) fiir Hy : @ = 0y gegen Hy : 0 = 601, falls ¢ > 0, v : X — [0,1] messbar existieren

mit
1, fi(z) > cfo(x),
onp(z) =4 Y(z),  filz) =cfolz) (33)
0, fi(x) < cfo(x)

Offenbar ist der Umfang eines NP-Tests
Eo(ngp) =F (f1 > Cfo) +/ ’7(1’)dpo(l‘)
{fi=cfo}
Ziel des Abschnitts ist der folgende Satz.

Satz 5.4

1. Zu jedem « € (0,1) existiert (fiir geeignete Wahl von ¢, in (33)) ein NP-Test mit Umfang
a, der auf {f; = cfo} konstant ist. Dieser ist UMP-Test zum Niveau .

2. Ist ¢ ein UMP-Test zum Niveau « € (0,1), und ist ¢y p ein NP-Test mit Umfang o und ¢
fiir oy p wie in (33), so gilt

¢(z) = onp(z) fir p— fa. x€{y: fi(y) # cfo(y)}.

3. Ist ¢ UMP-Test zum Niveau o € (0,1), so ist Eg¢ = a, oder es existiert ein Test ¢’ mit
Niveau 0 < o < o und Giite Gy (01) = 1.

Fiir den Beweis beginnen wir mit

Lemma 5.5
Sei ¢y p ein NP-Test und ¢ ein beliebiger Test, so gilt

VeeX: (dnp(z)—o(@))(filz) - cfolz)) >0. (34)

Beweis
Setze

M* ={¢np >0}, M~ ={onp<¢}, M~ ={onp=0}

Fir z € M~ ist die Aussage klar. Ist x € M™, so muss ¢yp(z) > 0 und daher muss
fi(x) > efo(x) nach Definition von ¢xp. Ist schliefilich z € M~ so muss ¢nyp(x) < 1 und
somit f1(z) < efp(z) sein. Insgesamt gilt also stets (34). n

Lemma 5.6
Ein NP-Test ¢np ist UMP-Test zum Niveau « := Eydnp.
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Beweis
Ist ¢ ein weiterer Test zum Niveau «, so gilt nach Lemma 5.5

G (01) — Gy (01) = /X (np — 6) i

>c / (onp — @) fodu (35)
X
= c¢(Eo¢np — Eo) > 0,
da Eg¢pnp = a und Ep¢ < a. [
Beweis (von Satz 5.4)
Zu 1.: Wir betrachten den Likelihood Quotient
f1(z)
S(z)={ P> Jo@) >0
00, fo(l‘) =0.
Aus S(z) bilde den NP-Test mit Parameter ¢ > 0, v € [0, 1]
1, S(z) > c,
onp()=4q 7  Sl@)=c (36)
0, S(z) <c

Dann ist ¢xp konstant auf {f; = cfo} \ A mit A = {0 = f1 = fo}. Auf A kénnen wir ¢xp
aber noch umdefinieren = v, ohne Umfang oder Giite zu veridndern.

Wir zeigen nun, dass ¢ > 0, v € [0, 1] existieren, fiir die der NP-Test (36) Umfang « hat, d.h.
Gonp(o) = Po(S > c) +vPo(S =¢) = q,
dann folgt Teil 1. wegen der UMP-Eigenschaft aus Lemma 5.6. Sei F'(t) = Py(S < t) die
Verteilungsfunktion von S unter Py. Dann ist obiger Display dquivalent zu
a=1-F(c)+v(F(c) — F(c—)),
welches mit

= Pl —a), _ { 0, F(c) = F(c—),

sonst

gelost wird.
2. Sei

C={onr # o) N{fi #cfo}.
Wir zeigen, das u(C) = 0 ist. Da beide Tests UMP sind, gilt 0 = G, ,(61) — G¢(01), also
folgt aus (35)

[ (owr=0) (5= cqo) du=o.

Der Integrand ist nach Lemma 5.5 nicht-negativ und nach Wahl von C' daher auf C' strikt
positiv, also muss p(C) = 0 sein.

3. Da ¢ auch UMP Test ist, steht in (35) iiberall ein =. Somit folgt Eyp = «, es sei denn
¢ = 0 fiir den NP-Test zum Niveau a. Ist ¢ = 0, so gilt

Ergnp = Pi(f1 >0) +vyPi(f1=0) =1,
und daher auch F1¢ = 1. =
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Bemerkung. 1. Die Wahl von c ist i.A. nicht eindeutig, es muss als ein (1 — «)-Quantil
von F' gewéhlt werden. Die Wahl von ~ ist dagegen eindeutig.

2. Falls (1 — a) € Fs(R), so gilt Fg (F§1(1 — @)) =1 — a, und man benétigt keine Randomi-
sierung.

3. Geometrische Veranschaulichung.

Wir folgern noch:

Korollar 5.7
Ist ¢ UMP-Test fiir Hy : 0 = 0y gegen H; : 0 = 01 zum Niveau a = Ep,T mit 0 < o < 1, so
gilt Fp, > a oder Py = P;.

Beweis

Der konstante Test & = « hat E(;ld; = o, da ¢ UMP Test muss Ey, ¢ > «. Ist nun Ey, ¢ = a,
so ist auch ¢ UMP Test, also nach Satz 5.4 2. p-f.i. = 1 auf {fi > ¢cfo}, und = 0 auf
{fi < cfo} fiir ein ¢ > 0. Da 0 < «a < 1, ist daher offenbar f; = c¢fy p-f.i., und da beides
Wabhrscheinlichkeitsdichten sind, folgt ¢ = 1, also fo = f1 p-f.i. n
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5.3 Tests fiir einparametrische Modelle

Wir betrachten ein durch p dominiertes Modell (X , F (Pg)gee) mit © C R, und wollen UMP-
Tests bzw. UMPU Tests fiir zusammengesetzte Hypothesen und Alternativen konstruieren.

UMP Tests fiir einseitige Alternativen
Man kann UMP Tests fiir spezielle Modell fiir einseitige Hypothesen

Hy: 0<6y gegen Hy:0> 0, (37)
zu gegebenen 0y € © konstruieren.

Definition Das dominierte Modell (X,}", (Pg)gee) mit Dichten f(x;6) sei identifizierbar,
und sei T': X — R eine Statistik. Dann hat (Py)gce einen monotonen Dichtequotienten in T,
falls fiir alle 0,60’ € ©, 6 < #' eine monotone Funktion g(-;6,0") : R — [0, co] existiert, so dass

= g(T(2),0,0")  p—tLii. (38)

Satz 5.8
Eine univariate Exponentialfamilie mit Dichte

f(z,0) = C(9) exp (Q(O) T(w)) h(x),

wobei © C R und @ : ©® — R streng monoton wachsend sei, sowie T' # const hdu-f.i., hat
monotonen Dichtequotienten in 7.

Beweis
O.E. h =1. Seien 0,6 € ©, § < ¢, und daher Q(0') — Q(6) > 0.

1. Identifizierbar: Falls f(z,0) = f(x,0") p-f.ii., so folgte

_logC(0') —log C()
Q) - Q)

2. Die Funktion g(¢;6,6") = exp (¢(Q(¢') — Q(#))) ist monoton wachsend und

[@,0) _CO) om0
o = o) o T@QE) - Q). .

T(x) —fi..

Fiir ¢* € R, v* : X — [0, 1] messbar betrachten wir den Test

1, T(z) > ¢,
¢*(x) =9 V@), T(x)=c (39)
0, T(x) <c*
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Satz 5.9

Das dominierte Modell (X ,F, (Pg)geg) mit © C R (sei identifizierbar und) habe monotonen
Dichtequotienten in T : X — R.

1. Ist fiir fy € © und ¢* von der Form (48) mit a := Eg,¢* > 0, so ist ¢* UMP-Test fiir das
Testproblem (37) zum Niveau a.

2. Fiir 6p € © und « € (0, 1) existieren ¢* € R und v* € [0, 1] konstant, so dass der Test ¢* in
(48) Umfang « hat, und daher UMP-Test fiir das Testproblem (37) ist.

3. Ist ¢* von der Form (48), so ist die Giitefunktion Gy« (0) = Ey(¢*) monoton wachsend in
0, und auf qu*l (0,1) streng monoton wachsend.

Beispiel. (Einseitiger Gauf3-Test) Seien Xi,..., X, wiv., N(u,of)-verteilt, mit o3 > 0
bekannt. Diese bilden eine EF mit Q(u) = p/og und T(z1,...,2,) = 21 + ... + z,. Um eine
Hypothese Hy : 1 < po gegen Hy : p > pp zu testen, beachten wir dass T ~ N (nug,nod)
verteilt ist unter P, und daher wird der UMP Test gegeben durch

¢* ($) _ 17 \/ﬁ )fna-;,uo > q1-a (40)
0, nih<g,
mit ¢, das 1 — a-Quantil von N(0,1).

Beweis (von Satz 5.9)
Sei ¢* von der Form (48), und 0y € © mit a := Ey,¢* > 0. Wir fixieren zunéchst ein 6; > 6y
und betrachten das Testproblem

Hy: 6=06 gegen Hi: 60=0q.
Behauptung. ¢* ist UMP-Test fiir H, gegen H{ zum Niveau a.

Beweis der Behauptung. Fiir g wie in (38) sei ¢ = g(c*; 60, 61), und f;(z) = f(z,6;), j =0,1.
Dann gelten

T(x)>c" = g(T(x);00,01) = fi(2)/fo(z) > ¢,
T(x) <c* = g(T(x);00,01) = fi(z)/fo(z) <e.
Daher ist
{TZC*}C{fl/fOZC}, daher {T<c*}3{f1/f0<c},
{Tgc*}c{fl/fogc}, daher {T>c*}3{f1/fo>c}.
Es folgt

0 < a=FEyo* =Py, (T > c") —|—/ v (x) dPp, ()
T=c*

< Poo(T > ") < Py (f1/ fo = ©).
Da Py, (f1/fo = 00) =0, ist ¢ < co. Wir kénnen somit schreiben

1, N(z) > cfolx)(= T(z)> "),
¢"(x) = (), fi(x) = cfo(x)
0, h(z) <cfolz)(= T(z) <c)



5.3 Tests fiir einparametrische Modelle 75

wobei y(x) € {0,1,~*(x)} ist. Also ist ¢* NP-Test, und daher insbesondere UMP zum Niveau
a.

Zu 3.: Seien 0 < 0'. Ist Ey¢p* = 0, so ist die Monotonie klar, ist 0 < Fy¢* < 1, so folgt mit
obiger Behauptung, Korollar 5.7 und der Identifizierbarkeit Eg¢* > FEyo*, ist Egop* = 1, so
folgt dies schlieBllich mit der UMP-Eigenschaft von NP-Test und Vergleich mit ¢. = 1.

Zu 1.: Zunéchst ist wegen der Monotonie der Giitefunktion

sup Ep¢™ = Ep,¢" = a.
6<6o

Da ¢* UMP-Test fiir jede Alternative Hy : 6 = 61, fiir 81 > 6y ist, ist ¢* auch UMP fiir die
zusammengesetzte Alternative Hy : 6 > 6.

Zu 2.: Man konstruiert sich c¢*, v* {iber die Verteilungsfunktion von 7" unter Py, wie im Beweis
der Neyman-Pearson-Lemmas. m

UMPU Tests fiir zweiseitige Alternativen

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Situation von Satz 5.8, d.h. eine einparametrische EF
F(,6) = C(8) exp (Q6) T(x)) h(x),

wobei © C R und @ : © — R streng monoton wachsend sei, sowie T # const hdu-f.i.

Bemerkung. Die Funktion g(¢;6,6’) im Beweis von Satz 5.8 ist stetig und streng monoton.
Daher ist nach dem Beweis von Satz 5.9 ein NP-Test fiir Hy : 0 = 6y gegen Hy : 0 = 0
fiir ein beliebiges Paar 6y < 61 stets von der Form (48), und hat damit eine streng-monoton
wachsende Giitefunktion auf dem Urbild von (0, 1).

Wir betrachten nun die zweiseitigen Testprobleme
(T1): Hp: 0 =0 gegen H,: 0 # 0
fiir ein festes 0y € Int ©, sowie
(T2): Hp: 01 <0 <6y gegen Hi 0 <0, oder 6 >0
fiir feste 61 < 0, 0; € Int ©.

Bemerkung. Wir bemerken zunéchst, dass fiir diese Probleme kein UMP-Test zu einem
Niveau « € (0, 1) existiert. Wire etwa ¢ UMP-Test fiir (T'1), so auch fiir Hy : 6 = 0y gegen
Hy : 0 = 0, fiir ein 67 > 0y, und hétte daher nach obiger Bemerkung eine streng monoton
wachsende Giitefunktion, die fiir 8 < 6y unter der des konstanten Tests ¢. = a ldge, Wider-
spruch.
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Wir wollen daher fiir diese Testprobleme UMPU Tests konstruieren. Wegen der strengen
Monotonie von ) kénnen wir dquivalent zum natiirlichen Parameter iibergehen, und nehmen

daher direkt Q(6) = 6, also
f(z,0) = C(9) exp (0 T(x)) h(z),
an.

Nach Lemma 2.9 ist die Giitefunktion eines jeden Tests € C'°°. Daher muss fiir einen unver-
zerrten Test gelten
Fir (7T2): Epo=ca, Epod=a. (41)

Fiir (T'1) ist analog Eg,¢ = «, und die Giitefunktion hat bei 6 ihr globales Minimum, also
G/qﬁ(eo) = 0. Mit

b(0) = log (/X exp (0T (z)) h(z) du(x))
ist
Gol®) = [ oe) exp (07 () ~ (0)) h(a) d(a)

und wegen ' (0) = EpT

Gy(0) = /X ¢(z) T(z) exp (0 T(x) — b(0)) h(z) dp(z)
~ [ 0la)¥(0) exp (07(a) = b(0)) h(a) di(a)
= Ey(¢T) — EgTEy¢.
Es ergibt sich fiir einen unverzerrten Test:
Fir (T1): Egpy¢ =0, Ep(¢T) = aEp,T. (42)

Bemerkung. Das NP-Lemma besagt insbesondere: Ist 0 < a < 1, so hat das Optimie-
rungsproblem

max /X b1 dpu(x)

iiber

¢: X —[0,1] Test mit / dfodu(z) =«
x
eine Losung von der Form

_ {1 A > cfol),
onp(T) = { 0, fll(a:) < Cf(s)(fc)

mit ¢ > 0, und jede Losung ist u-f.ii. von dieser Gestalt.

Um mit den zwei Restriktionen in (42) und (41) umgehen zu kénnen, benstigen wir folgende
Verallgemeinerung.
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Lemma 5.10 (Verallgemeinertes NP-Lemma)
Sei p o-endlich, g; : X — R p-integrierbar, ¢ = 1, 2, 3. Betrachte das Optimierungsproblem

max [ 6gudu (43)
X
iuber
¢: X —[0,1] Test mit / bgidu==Fk, i=1,2, (44)
X
fiir Konstante k1, ko € R.
1. Ist fiir Konstante ¢1,c0 € R
* 1, g3(w) > c191(x) + cag2(),
= 45
¢ (@) { 0, ga(a) < c11() + c200(a) 45)

und erfiillt ¢* (44), so ist ¢* eine Losung von (43).

2. Existenz. Ist (k1,ke) im Inneren {(f 919, [ 920), ¢: X — [0, 1]}, so existiert ein Test ¢*
der Form (45), welcher (44) erfiillt.

3. Eindeutigkeit. Jede Losung ¢ des Optimierungsproblems (43) unter (45), erfiillt fiir ge-
eignete Konstante ¢; (45) p-f.iL.

Man zeigt dabei Teil 1. wie Lemmas 5.5 und 5.6, fiir die Teile 2. und 3. s. Lehmann.

Fiir die Testprobleme (7'1) und (7'2) setzen wir nun wie folgt an: Wéhle v; € [0,1], ¢f € R,
1 = 1,2, und setze

1, T(x) < ¢} oder T'(z) > ¢4,
¢ (x) =9 v  T@)=c, i=12, (46)
0, G <T(z) <c;
Satz 5.11
Sei av € (0,1).

1. a. Ist ¢* von der Form (46) und erfiillt ¢* die Bedingungen (42), so ist ¢* gleichméfig
bester Test in der Klasse der Tests, die die Bedingungen (42) erfiillen, und daher insbesondere
UMPU-Test fir (71).
b. Ist ¢* von der Form (46) und erfiillt ¢* die Bedingungen (41), so ist ¢* gleichmé&Big bester
Test in der Klasse der Tests, die die Bedingungen (41) erfiillen, und daher insbesondere
UMPU-Test fiir (72).

2. Es existiert ein Test der Form (46), der (42) erfiillt, und analog existiert ein Test der Form
(46), der (41) erfiillt. Die Konstanten ¢} und «; werden dabei als Losungen von (42) bzw. (41)
bestimmt.

3. Jeder UMPU-Test ¢ fiir (T'1) bzw. (172) erfiillt fiir Konstante ¢} p-f.ii.

b(z) = 1, T(z)<c;oder T(x) > ¢,
10, <T@ <d
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Beweis

Wir zeigen Teil 1. fiir (7'1), und weisen dafiir nach, dass der Test (46) fiir jedes 61 # 6y fiir
geeignet gewihlte ¢1, co (abhingig von ;) die Gestalt des verallgemeinerten NP-Lemmas hat,
wobei g3 = f1, g1 = fo g2 = foT', k1 = a, k2 = aEoT.

Fiir b =log(C(61) — C(6p)) ist fi(x) > c1fo(x) + cafo(x)T(x) dquivalent zu

exp ((61 — 00)T (z) +b) > c1 + oT().
Wir miissen daher c1, co derart wihlen, dass gilt
t & [}, c3] < exp ((01 — o)t +b) > c1 + cat.

Wegen der strikten Konvexitéit von exp ((91 — 0o)t + b) gilt dies, falls ¢1,co derart gewéhlt
werden, dass die Gerade ¢y + cot die Funktion exp ((91 — o)t + b) genau an den Stellen cJ, c3
schneidet. n

Beispiel. (Zweiseitiger Poisson Test) Fir Xi,..., X, wiv. Poi(\) betrachten wir die
zweiseitige Hypothese Hy : A = Ao gegen Hy : A # X\p. Da X + ...+ X, ~ Poi(n)\) suffizient
fiir A, geniigt es n = 1 zu betrachten, es werde also X ~ Poi(\) beobachtet. Es ist T'(z) = =,
und daher sind C < Cy, C; € Ny sowie v; € [0,1], i = 1,2, derart zu wihlen, dass gelten

Ci—1 g 00 k C;
A A Aot
k=0 = k=Ch+1 = i=1,2 v
sowie
R R e, A
Zkﬁ+ Z kﬂ—F,Z%C"CT!:aAOeO
k=0 k=Csy+1 i=1,2

erfiillt sind.

Bemerkung. Ist h:R — R streng monoton wachsend, so kann ¢* in (46) offenbar auch in
h(T) formuliert werden.

Ist speziell T = aT + b, a > 0, so kann fiir Ep,¢ = o die Bedingung Ej, (QST) = a By, T auch
dquivalent fiir 7' nachgepriift werden, denn

Egy (¢T) = b+ aBg,¢T = ba + aaEp, T = aEp,T.
Bemerkung. Ist fiir (7'1) die Statistik 7" unter Py, symmetrisch um ¢y verteilt, also
PQO(T—L‘()S—t):PQU(T—t()Zt), t e R,

und 0 < o < 1, so setzen wir

B 17 ‘T(.’L‘) - t0| > C*v
¢"(x) =9 7 [T(x) —to] = ¢, (47)
0, |T(x) —to] < c*

wobei ¢* > 0, v* € [0,1] als Lésung der Gleichung

* * * a
P@O(T—t0>c)+’y PQO(T—tQZC):§
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gewiihlt sind (beachte Py, (T > 0) > 1/2). Wir zeigen, dass ¢* (42) erfiillt. Zunchst ist
E@O&* = Pgo(’T — t0| > C*) +~* PQO(’T — to‘ = C*) = .

Weiter ist

E@ng)*T = E90¢*(T - to) +aty = OzEgOT.
Hierfiir bemerken wir zunéchst Eg, T = to wegen der Symmetrie. Mit ¢*(T(z)) = ¢*(x) ist
g(t) = (t — to)p*(t) schiefsymmetrisch um ¢o: g(to + ) = —g(to — 9), 6 > 0, und daher

B d"(T =) = [ o(t) P (t) =
da P(;g eine um ty symmetrische Verteilung ist.

Beispiel. (Zweiseitiger GauB-Test) Seien Xy, ..., X, wiv., N(u,o3)-verteilt, mit o > 0
bekannt. Diese bilden eine EF mit Q(u) = p/og und T(z1,...,2,) = 21 + ... + 2. Um eine
Hypothese Hp : = o gegen Hy : pu # pip zu testen, beachten wir dass T' ~ N (njg, no3) um
npo-symmetrisch verteilt ist unter P,,, und daher wird der UMPU Test gegeben durch

1 | X5 — o
¢*(.T) _ { ) \/ﬁ a0 > d1—a/2

.0 (48)
0, \/57|X7;-OM0| < G1-a)2
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5.4 Bedingte Tests in mehrparametrigen Exponentialfamilien

Mehrparametrische Exponentialfamilien und bedingte Verteilungen

Wir betrachten eine r + s-parametrische Exponentialfamilie mit Verteilungen
AP (z) = C(0,€) exp (U(x)"0 + T(2)"€) du(a).

Fiir die Verteilungen von (U, T) auf R"** gilt dann

dP((gg) (u,t) = C(0,€) exp (uT0 + 7€) du @) (u, t).

Satz 5.12
1. Fiir alle 0 existiert ein o-endliches Maf§ \g (auf (R®, B?)), s.d. fiir die marginale Verteilung
von T unter Py ¢ gilt

APy )\ (1) = C(8,€) exp (17€) dra(t).

2. Fiir jedes t existiert ein o-endliches Mafl v; auf (auf (R",B")), so dass fiir die bedingte
Verteilung von U gegeben T' = t unter Py ¢) gilt

APYIT= () = C(0) exp (u”6) dus(w),

wobei Cy(0) eine geeignete Normierungskonstante ist.

Beweis
Wir fixieren (o, &p), und kénnen schreiben

P U C(9,¢)

_ (U,T)
0 (w1 = C(0o,&o)

exp (uT(H —6p)) exp (tT(f —&)) dP(eo’{O)(u, t).
Die Behauptung ergibt sich dann aus folgendem Lemma.
Lemma 5.13

Sind Py, P;, Verteilungen auf R mit

dPy

Ch (et = a(u) o).

wobei a(u) > 0 fiir alle u gelte, und sei (U, T') die Identitit auf R", so gilt
1. fiir die marginale Verteilung von T’
apy (t)
IR ()

—b(t) | alw)dr}" ),
2. fiir die bedingte Verteilung von U gegeben T =t

P () _ a(u)
APy ) o a(u) dPy T ()
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Beweis
Zu 1.: Fiir B € B* gilt

P(T € B) = E115(T) = Eo(lB(T) (U)b(T))
= Eo(Eo(1(T)a(U)b(T)|T))
= Eo(15(T) b(T) E ( ( )IT))

_ /B b(t) ( / a(u) dP0U|T:t(U)> dFy (t)

Zu 2.: Fiir jedes t liegt offenbar eine Verteilung vor, es geniigt daher, die definierende Eigen-
schaft fiir F1(14(U)|T) nachzupriifen, wobei A € B". Sei dazu B € B*, dann ist nach Teil
1.

Ey(14(U) 15(T)) = Eo(15(T) b(T) Ey(a(U)14(U) T))

= [ wor ([ atwarf ") arf o

S 4 alu) dPéJlT t(u)
B [y a(u)dP1T= (u)

aP{ (1)

und wegen
B(1a) 16(T) = [ Py aP ()

folgt 2. n

Die Aussage des Satzes ergibt sich nun mit

1
o) = Gy ey P (t"¢) /R exp (u” (0~ 00)) AP ey (w) AP, ) (0).

dv(u) = exp (— uTHO) dP([gu; )t( ). n

Neyman-Struktur und Ahnlichkeit von Tests
Sei (X7 F, (Pg)@ee), © C R* messbar, ein statistisches Modell.

Sei © C O, a € [0,1]. Ein Test ¢ : X — [0, 1] heifit a-dhnlich auf ©’, falls Ey¢p = « fiir alle
0 € O gilt.

Lemma 5.14

Angenommen, das Modell ist derart, dass jeder Test ¢ : X — [0, 1] eine stetige Giitefunktion
habe. Sei © = O UO; und ©’ = 6y N O (Abschliisse in © der Rand zwischen Hypothese
und Alternative. Dann ist jeder unverfilschte Test ¢ zum Niveau a auch a-#hnlich auf ©'.

Lemma 5.15
Sei © C ©, a € [0,1], und sei T eine fiir das Teilmodell (X,]-", (Pg)geel) suffiziente und
vollstiandige Statistik. Ist ¢ : X — [0, 1] a-dhnlich auf ©’, so gilt

E(@T)=a Py—fs. ¥V 0€0. (49)
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Beweis
Es gilt
VOcO : Ey(p—a)=0 o — (Ahnlichkeit)
=V0cO: EyE(p—a)|T)=0 (Suffizienz)
=VHeO: E(¢—a)T)=0 Py —fs. (Vollsténdigkeit) n

Ein Test, der (49) erfiillt, hat a-Neyman-Struktur auf ©’ bzgl. T. Dann ist der Test offenbar
a-@hnlich auf ©'.

Bedingte Tests
Wir betrachten nun eine k 4 1-parametrische EF im natiirlichen Parameter:

dPg.e) (x) = C(0,§) exp (0 U(z)+ <& T(x) > ) du(x), (50)
(0,6) e © C R*1 und wollen Hypothesen an den eindimensionalen Parameter 6 der Form

(OS): Hy:0 <6 gegen Hy: 60> 0y,
(T'S): Hp:0=06 gegen Hy : 0 # 6y,

testen, dabei sind die £ sogenannte Storparameter (Nuisance Parameter), die weder unter
Hypothese noch Alternative restringiert sind.

Wir betrachten nun zunichst (OS). Es stellt sich heraus, dass es im Falle eines Nuisance
Parameters auch im einseitigen Fall im allgemeinen keinen UMP Test mehr gibt (REFERENZ
LEHMANN PAPER). Man kann aber UMPU Tests wie folgt konstruieren.

Die bedingte Verteilung von U gegeben T' = t ist eine einparametrische EF in 6 (und un-
abhingig von &), daher kann bedingt auf 7' = t ein UMP-Test fiir (O.5), basierend auf U, der
Form

1, u > c(t),
ei(ust) =4 (1), u=c(t), (51)
0, u < c(t)

konstruiert werden, wobei ¢(t),(t) bestimmt sind durch

Ba(¢"(T:TIT=t) =a V1. (52)

Satz 5.16

Fir o € (0,1) existiert im Modell (50) ein Test ¢*(u;t) der Form (51), der (52) fiir alle ¢
erfiillt und fiir den ¢(t) sowie y(t) messbare Funktionen sind, und ¢*(x) = ¢*(U(x); T'(z)) ist
UMPU-Test fiir das Testproblem (O.S).

Beweis
Fiir die messbare Wahl der Funktionen ¢(t) und v(¢) s. Lehmann.
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Sei ¢ : X — [0,1] ein Test fiir (OS). Durch Bedingen auf (U,T) (Suffizienz) konnen wir
annehmen, dass ¢(z) = p(U(z),T(x)). Dann gilt

Booo= | ([ o dr) " w)drf o). (5)

Da ein UMP-Test stets unverfilscht ist (Vergleich mit konstantem Test), erhdlt man unmit-
telbar, das ¢* ein unverfilschter Test zum Niveau « ist.

Setze nun ©' = {(6p,£) € O} = ©¢ N O1 und sei (u,t) ein beliebiger unverfilschter Test. Da
die Giitefunktion stetig ist, ist ¢(u,t) a-dhnlich auf ©’, und da T suffizient und vollsténdig
fiir ©’, hat ¢(u,t) Neyman-Struktur auf @', d.h. ¢(u,t) erfiillt

Ep(p(U;T)T=t) =a Vi,

und hat somit bedingt auf 7" = ¢ Niveau «. Nach Konstruktion von ¢* als bedingter UMP-Test
folgt fiir alle 6 # 6,
Ey(o(U;T)|T =t) < By("(U; T)|T = 1t),

und aus (53) daher die UMPU-Eigenschaft von ¢*. n

NOCH: ANNAHME UBER DAS INNERE!

Analog kann bedingt auf 7' =t ein UMPU-Test fir (7'5), basierend auf U, der Form

1, u < ¢1(t) oder ca(t) < u,
o™ (ust) = ~i(t), u=ct), i=1,2, (54)
0, c(t) < u < eat)

konstruiert werden, wobei ¢;(t),7;(t) bestimmt sind durch

Eg (¢*(U;T)|T = t) = a, Ep (U (U;T)|T = t) = aBy, (U |T =1t) V t. (55)

Satz 5.17

Fiir a € (0, 1) existiert im Modell (50) ein Test ¢ (u;t) der Form (51), der (52) fiir alle ¢ erfiillt
und fiir den ¢;(t) sowie 7;(t), i = 1,2, messbare Funktionen sind, und ¢* (z) = ¢# (U (x); T(x))
ist UMPU-Test fiir das Testproblem (7'S).

Beweis
Sei ¢ ein unverzerrter Test fiir (7°S), wir kénnen wieder annehmen, dass ¢(z) = ¢(U(x),T'(z)).
Wie oben gilt dann

Ep(o(U;T)IT=t)=a VYVt

Hélt man § fest und variiert 6, so ergibt sich aus der Unverzerrtheit, dass 6 — E((g¢)p bei
0 = 6y ein Minimum hat. Ableiten nach 6 ergibt

E((Gmf) (U o(U, T)) = E((eo,ﬁ)U'
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Da T wieder suffizient und vollstiandig fiir das Teilmodell {(6p,&) € ©} ist, ergibt sich wie
oben

E((Oo) (U o(U,D)|T = t) =« E((QO@(U’T =t).
Nach Konstruktion von ¢# ist fiir alle 6 # 6
E((g0) (¢™ (U, T)|IT = t) > E((g) (¢(U, T)|T = t),

und daher

Eg.6) (9" (U.T)) = Egy.) (o, (¢7 (U T)|T = 1))
Eg,,6)(Eo, (0(U,T)|T = 1))
~ By (¢(07) .

v

Beispiel. Seien X ~ Poi()\), Y ~ Poi(p), X und Y unabhéngig. Dann ist

e~ (A1)
67()‘+“)

1
= Ty exp(ylogx—i—(:bﬁ—y) log/\)

exp (ac log A + y log ,u)

Nach dem Satz existiert ein UMPU Test fiir einseitige Hypothesen bzgl. log § bzw. auch
6 = &, insbesondere fiir

Hy: 60<1 < ,U,S)\.

Die bedingte Verteilung von Y gegeben X + Y = t unter Py, ist Bin(t,p) wobei p =
p/(A+p) = (0 +1)"t Da Hp dquivalent zu p < 1/2 ist, ist der UMPU Test der Bino-
mialtest unter der bedingten Verteilung fiir diese Hypothese. o

Wir untersuchen nun, wann man die Tests in (51) und (54) als unbedingte Tests schreiben

kann.

Sei dazu in dem Modell (50) V' = h(U, T) eine unter jedem Py, ¢ von T' unabhéingige Statistik,
somit ist die bedingte Verteilung von V' gegeben T = t gleich der unbedingten Verteilung von
V fiir jedes Py, ¢. Da wegen der Suffizienz von T' die bedingte Verteilung von V' gegeben T' =t
nicht von Py, ¢ abhéngt, hingt also die Verteilung von V' selbst nicht von & ab.

Satz 5.18

Sei in dem Modell (50) V' = h(U, T) eine unter jedem Py, ¢ von T unabhéngige Statistik, und
aec (0,1).

1. Ist h(-,t) streng monoton wachsend fiir jedes feste ¢, so ist

1, v > C,
piv) =4 % v=g¢ (56)
0, v<ec
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mit Ep, i (V) = a UMPU-Test zum Niveau « fiir (OS).

2. Ist h(u,t) = a(t)u + b(t), a(t) > 0 fur alle ¢, so ist
1, v < ¢1 oder v > Co,
ot (v) =1 A, V=2, i=1,2, (57)
0, 1 <v < e
mit

Boof (V) =a,  Ep V¢l (V)=aE,V
UMPU-Test zum Niveau « fiir (T'S).

Beweis

Zu 1.: Der UMPU Test ist gegeben durch (51). Da h(-,t) streng monoton wachsend ist, kann
dieser Test auch umgeschrieben werden in v zu einem Test ¢] mit zugehorigen Funktionen
&(t), 4(t), die bestimmt werden durch Eg, (¢}(V,T)|T =t) = . Wegen der Unabhéngigkeit
konnen die Konstanten ¢(t) = ¢ und 4(t) = 4 global bestimmt werden.

Zu 2.: Der UMPU Test ist gegeben durch (54). Da h(u, t) lineare und streng monoton wachsend
in u, kann der Test umgeschrieben werden (vgl. Bemerkung ?7?) zu einem Test gpfE in v, dessen

Konstanten durch
Eo(ef (VDT =t) =0,  Eg(V] (V,T)|T =1) = a Ep,(V|T =t)

bestimmt werden, welches wegen der Unabhéngigkeit wieder global, also unabhéngig von T
moglich ist. ]

Beispiel: Ein-Stichproben t-test Seien X1, ..., X, wiv. N(u,02), (0,0%) € Rx(0,c0).
Es hat (X3,...,X,) eine EF-Verteilung mit natiirlichen Parametern § = pu/o? und ¢ =
—1/(20?), und natiirlichen suffizienten Statistiken U(x) = 21 +...+x,, T(z) = 23 + ...+ 22.
Betrachte die Testprobleme

(OS): Ho:p<py  gegen  Ho:p> po,
(I'S): Ho:p=ypo  gegen  Ho:p# po.

Wir kénnen o.E. annehmen po = 0, sonst Ubergang zu X; — p19. Dann sind die Testprobleme
dquivalent zu

(OS): Hp:0<0 gegen Hp:0>0,

(TS): Hp:0=0 gegen Hy:0+#0.

Betrachte die t-Statistik

X, 1 U
= L T).
v \/ﬁsn \/ﬁ<mp/n)1/2 hU,T)
n—1

V ~ t,—1 und damit insbesondere anzillér fiir (Py¢), und T ist suffizient und vollsténdig fiir
(Py ), daher sind nach dem Satz von Basu T und V' unabhéngig unter allen (P ¢).
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MONOTONIE VON h(u,t) NACHRECHNEN!

Wir erhalten somit als UMPU-Test fiir (OS) den einseitigen ¢-Test.

Fiir den zweiseitigen Test ist zunzchst h(u, t) nicht linear in u. Wir betrachten daher & = u//,
dabei haben wir schon gesehen, dass V und T unabhiingig unter jedem Py ¢ sind. Hier ist h
offenbar linear in w, und da die Verteilung von V unter Py ¢ symmetrisch um 0 ist, erhalten
wir den UMPU Test von der Form gof (0) = 1p>c, wobei ¢ als 1 — /2 Quantil der Verteilung
von V (unter N(0,1)) gewihlt wird.

Da v = ¢g(v), wobei
n—1 t
n o (1—t2/n)l/2’

g(t) =

wobei g schiefsymmetrisch und streng monoton wachsend auf [—+/n,/n] ist, und da wegen
Cauchy-Schwarz |V| < y/n, kann der Test cp71éﬁ auch in V, also als zweiseitiger t-Test, formuliert
werden.
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