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Aufgabe 1.
Seien X, Y Semimartingale mit Xy = Yy = 0.

a) Zeigen Sie: E(X)E(Y)=EX +Y 4+ [X,Y]).

Hinweis: Benutzen Sie Korollar 8.5! Vergegenwiirtigen Sie sich, dass das stochastische Expo-
nential Z; = £(X); die Gleichung Z; = 1+ (Z_ - X); lost. Was gilt demnach fiir dZ;?

b) Falls X stetig ist, so gilt: &£(X)™! = &(—X + [X, X]).
Hinweis: Verwenden Sie Aufgabenteil a)! Was ist £(0)7

Aufgabe 2.
Seien P, Wahrscheinlichkeitsmafie und @ absolutstetig beziiglich P, also @ < P.

a) Zeigen Sie, dass fiir eine Folge von Zufallsvariablen (X,),cn gilt, dass aus X,, — X in P-
Wahrscheinlichkeit folgt, dass X,, — X in @-Wahrscheinlichkeit!

b) Beweisen Sie, dass jedes (totale) P-Semimartingal X ein (totales) @Q-Semimartingal ist!

c¢) Bezeichne mit Hq - X das stochastische Integral von H € L beziiglich X unter dem Wahrschein-
lichkeitsmaB ). Zeigen Sie, dass Hg - X @-ununterscheidbar von Hp - X ist!

d) Sei (Py) eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen, so dass X ein P,-Semimartingal ist fiir jedes k.
Sei R = >3~ A\pPr mit A\, > O fiiralle k € Nund Y ;- ; Ay = 1. Dann ist X ein R-Semimartingal
und es gilt Hr - X = Hp, - X Pj-fast sicher fur alle k£ mit Ay > 0.

e) Sei X ein P-Semimartingal und ein P-Semimartingal fiir ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmaf
P. Dann existiert ein Prozess H - X, der ununterscheidbar ist von Hp - X (beziiglich P) und
Hp - X (beziiglich P) .

f) Sei X ein Semimartingal und bezeichne [X, X7 := X?—2((X_)p-X) die quadratische Variation
von X betrachtet als P-Semimartingal. Zeigen Sie, dass [X, X]9 = [X, X]T Q-fast sicher!

Hinweis: Bearbeiten Sie die Teilaufgaben in der genannten Reihenfolge!



Aufgabe 3.

Sei B eine Standard-Brownsche-Bewegung und sei M das stetige lokale Martingal definiert durch
M, == exp(B: — t/2).

a) Berechnen Sie [M, M]; und zeigen Sie, dass M ein Martingal ist!

Hinweis: Benutzen Sie zur Berechnung der auftauchenden Integralausdriicke die Dichte von Bj;.

b) Berechnen Sie unter Verwendung von a) den Erwartungswert E(exp(B;)).



