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Präsenzaufgabe 1.

Betrachten Sie erneut das Riemann–Stieltjes-Integral in der metrischen Ordnung! Existiert für alle

stetigen Funktionen f : [a, b]→ R das Integral∫ b

a

f df?

Werten Sie dazu die entsprechenden Riemann–Stieltjes-Summen σ(Zn, ·) für eine beliebige Zerlegung

Zn (mit a = t0 < t1 < · · · < tn = b) des Intervalls [a, b] einerseits stets am linken Ende des Intervalls

aus, also τLn
i := ti−1 für i = 1, 2, . . . , n (um so Ln zu erhalten), andererseits am rechten Ende, also

τRn
i := ti (für Rn). Was erhalten Sie für Rn − Ln, was für Rn + Ln? Können Sie ein Beispiel für eine

stetige Funktion f angeben, bei dem das Integral existiert bzw. nicht existiert?

Aufgabe 1.

Wir sagen, dass ein stochastischer Prozess X = (Xt,Ft)t≥0 lokal die Eigenschaft (A) besitzt, falls eine

monoton steigende Folge von (Ft)t≥0-Stoppzeiten (Tn)n∈N mit limn→∞ Tn =∞ f.s. existiert, so dass

für jedes n ∈ N der gestoppte Prozess Xn = (Xt∧Tn1{Tn>0})t≥0 Eigenschaft (A) besitzt.

a) Zeigen Sie, dass jeder càglàd-Prozess lokal beschränkt ist!

b) Konstruieren Sie ein Martingal, welches ein lokales Martingal ist, aber nicht lokal quadratinte-

grierbar!

Hinweis: Definieren Sie einen stückweise konstanten stochastischen Prozess unter Verwendung

einer einzigen Zufallsvariable ξ. Welche Eigenschaft sollte ξ besitzen?
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Aufgabe 2.

Sei (Xn)n=0,1,...,N ein Submartingal und sei X∗ := supn=0,1,...,N |Xn|.

a) Zeigen Sie für eine Funktion φ auf den nicht-negativen reellen Zahlen, die monoton steigend und

rechtsstetig ist mit φ(0) = 0, dass

E
(
φ(X∗)

)
≤ E

(
|XN |

∫ X∗

0

λ−1 dφ(λ)

)
.

b) Beweisen Sie, dass eine positive Konstante C existiert, so dass

E(X∗) ≤ C
(

1 + sup
n∈N

E
(
|Xn| log+(|Xn|)

))
.

Hinweis: Wenden Sie die Abschätzung aus a) an mit φ(λ) = (λ− 1)+. Sie können verwenden,

dass für alle a, b > 0 gilt, dass a log(b) ≤ a log+(a) + e−1b.
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