
Fachbereich Mathematik und Informatik Sommersemester 2014

Philipps-Universität Marburg

Prof. Dr. M. Vetter, M. Eulert

Aufgabenblatt 5

zur Vorlesung Stochastische Analysis

(Besprechung der Aufgaben am 27.5.2014)

Aufgabe 1.

Zeigen Sie Bemerkung 1.14 a) und vervollständigen Sie damit das Argument im Beweis zu Satz 5.3:

|A|t(ω) = sup
{ 2n∑

k=1

∣∣Atk/2n(ω)−At(k−1)/2n(ω)
∣∣ : n ≥ 0

}
,

für jedes ω ∈ Ω, so dass t 7→ At(ω) càdlàg ist.

Aufgabe 2.

Betrachten Sie einen stochastischen Prozess (Hs)s≥0, der nicht notwendigerweise adaptiert an die

Filtration (Fs)s≥0 ist, aber die folgenden Eigenschaften hat:

• Für jedes s > 0: E
(
|Hs|

)
<∞.

• Für jedes s hängt der Prozess

(s,∞) 3 t 7→ E
(
Ht −Hs

t− s

∣∣∣∣Fs

)
nicht von t ab. (Wir bezeichnen den Wert mit α(s) = αs.)

a) Zeigen Sie, dass (αs)s≥0 ein (Fs)-Martingal ist!

b) Nehmen Sie an, dass (Hs)s≥0 an (Fs) adaptiert ist und dass (αs)s≥0 messbar ist. Zeigen Sie,

dass (Hs)s≥0 die Form

Hs = Ms +

∫ s

0

α(u) du

besitzt, wobei (Ms)s≥0 ein (Fs)-Martingal ist!

c) Schreiben Sie die zweite Eigenschaft explizit auf, wenn Hs =
∫ s

0
α(u) du ist!
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Aufgabe 3.

Sei (M,d) ein separabler metrischer Raum mit Borel-σ-Algebra BM , (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlich-

keitsraum und X,Y : Ω→M zwei A–BM -messbare Abbildungen.

Wir definieren:

ρP (X,Y ) := inf
{
ε ≥ 0: P

(
d(X,Y ) > ε

)
≤ ε
}
.

a) Wird das Infimum stets angenommen?

b) Was ergibt sich für konstante Funktionen X = c, Y = d, und was erhält man für X = 1A, Y = 0,

wenn A ∈ A ein Ereignis ist?

c) Zeigen Sie, dass ρP auf L0(Ω,M) eine Metrik ist, welche Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

metrisiert, so dass also ρP (Xn, X)→ 0 genau dann, wenn Xn → X in Wahrscheinlichkeit!

d) Beweisen Sie, dass L0(Ω,M) mit der Metrik ρP zu einem vollständigen metrischen Raum wird,

wenn M selbst vollständig ist!
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