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Aufgabe 5 (6+2 Punkte).
a) Fiir jede Menge Q # () ist die Abbildung

P(Q) — {0,1}%:= {f:Q — {0,1}}
Ai—>1A

bijektiv, wobei 14 die Indikatorfunktion von A auf €2 darstelle:

La(z) = 1, firxze A
AT 0, fiir o € AC

Jede Teilmenge A von 2 lisst sich also eineindeutig durch ihre Indikatorfunktion 14
auf Q) beschreiben.

Dariiber hinaus gilt, dass sich Operationen auf Mengen in P () als Funktionen in
den mit den Mengen korrespondierenden Indikatorfunktionen erklédren lassen. Bei-
spielsweise ergibt sich fiir die Vereinigung [ J;c; A; (mit A; C Q fiir alle i € I und 1
beliebig) die Darstellung

Ly a,(x) = r?glx{lAi(a:)}, x €.

iel

Uberlegen Sie sich, wie Sie analog die aus den folgenden Mengenoperationen resul-
tierenden Mengen schreiben kénnen (dazu sei I eine beliebige Indexmenge und alle
genannten Mengen A, A;, B mit i € I UN seinen Teilmengen von Q):

(i) Durchschnitt: N
(ii) Differenz: A\B;
(iii) Komplement: A€,
(iv) Symmetrische Differenz: AAB := (A\B) U (B\A).

ier Ai

Die untere Folgen-Grenze beziehungsweise die obere Folgen-Grenze der Mengen A;
sind definiert als

liirgiongi = U m A und h?iigpAi = ﬂ U Ag.

1€EN k>4 1€EN k>t

Zeigen Sie nun, dass fiir alle z € Q folgenden Identitdten gelten:

(V) Liiminf 4, (%) = liminf 14, (2);
i— 00 1—00
(Vi) Ltim sup A; (-T) = lim sup 1Ai (x)

i—00 1—>00



b) Argumentieren Sie am Beispiel

n

(QAZ')A(QBZ») c [JiaBy),

i=1

dass sich in der unter a) genannten Schreibweise auf den ersten Blick komplexe
mengentheoretische Beziehungen leicht zeigen lassen, indem Sie die entsprechende
punktweise Ungleichung aufschreiben und deren Richtigkeit begriinden.

Aufgabe 6 (4+4 Punkte).

Nehmen Sie an, dass sich das Lebesguesche PramaBl A : R(J) — [0,00) beziehungsweise
N R(J?) — [0,00) zu einem MaB auf B(R) beziehungsweise B(R?) fortsetzen lisst.
Zeigen Sie, dass die Mengen

a) {z}, [z,y], Q und [0,1]\Q mit z,y € R, so dass x < y
b) [0 12\ ({3} x [0.1]) wnd {(z.y) € [0.1F a4y <1}

Borelmengen sind (d.h., dass sie in B(R) beziehungsweise B(R?) liegen) und berechnen Sie
die entsprechenden Lebesgue-Mafle.



