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Aufgabe 10 (6 Punkte).
Seien 2 nichtleer, £ C P(Q2) ein beliebiges Mengensystem und

.7::{mEk:nEN,EkES,k‘zl,...,n} .
k=1

Zeigen Sie, dass dann dquivalent sind:
(i) D(€) =a(€)
(i) F C D(E)

Aufgabe 11 (1+4+4+1 Punkte). Sei H ein Halbring iiber einer nichtleeren Menge
Q und A = o(H) die von H erzeugte o-Algebra. Weiter sei p : H — [0,00] ein Pramaf
auf H. Dann wird das zu p gehorige duflere Maf fiir A € P(Q) gemé Satz 1.35 definiert
durch

n(A) := inf{iu(An) : A, e H,AC [j An}.
n=1

n=1

Ahnlich wie in der Vorlesung kann man zeigen, dass H C Ay, und nl|,, = p gelten. (Dies
kann ohne Beweis verwendet werden.) Des Weiteren heifit p o-endlich, falls es eine Folge
(Bn)nen C H mit pu(By) < oo, fiir alle n € N und (J,,cy Bn = € gibt. Das Ziel dieser Auf-
gabe ist es, zu zeigen, dass Fortsetzungen o-endlicher Pramafie zu Maflen auf A eindeutig
bestimmt sind.

Sei dazu v : A — [0, 00] eine Fortsetzung von p zu einem Maf auf A. Zeigen Sie:

a) Fir alle A € A gilt v(A) < n(A).
b) Fiir alle A € A mit n(A) < oo gilt n(A4) = v(A).
Hinweis: Zeigen und benutzen Sie:

e Zu jedem ¢ > 0 existieren paarweise disjunkte A, € H mit A C |J,,cny An und

2 nen H(An) < n(A) +e.
o Es folgen n({J,eny An\A) < e und n(A4) < v(U,en An) = V(A) +v(Upeny An\A)
<v(A)+e.
c) Fiir alle A € A zu der es eine Folge (Bp)pen C P(Q) mit A C |,y Br und
n(Bp) < oo fiir alle n € N gibt, gilt n(A4) = v(A4).
Hinweis: Zeigen Sie, dass Sie ohne Einschrankung annehmen kénnen, dass B, € A
gilt und die B,, paarweise disjunkt sind.

Folgern Sie schlieBlich:

d) Ist u o-endlich, so ist v eindeutig bestimmt.



