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Aufgabe 12 (2+6 Punkte). Die Funktion F : R→ R sei definiert durch

F (x) =

{
max{n ∈ N | n 6 x} , x > 1

0 , sonst
.

a) Ist die Abbildung

µF : J → R , µF ((a, b]) = F (b)− F (a) für a ≤ b

ein Prämaß?

b) Bestimmen Sie das zu µF gehörige äußere Maß ηµF sowie die σ-Algebra der ηµF -
messbaren Mengen AηµF .

Aufgabe 13 (2+4+2 Punkte). Sei F = {0, 2}N die Menge aller Folgen mit Werten in
{0, 2} und Fn = {0, 2}n die Menge aller n-Tupel über derselben Grundmenge. Für eine
Folge (bzw. ein n-Tupel) ω bezeichne im Folgenden ωi die i-te Komponente von ω, wobei
i ∈ N (bzw. i = 1, 2, . . . , n) gelte.
Unser Ziel ist es, eine Menge C zu konstruieren und einige ihrer Eigenschaften zu studieren.
Dazu setzen wir zunächst I(0) := [0, 1/3] und I(2) := [2/3, 1]. Falls für ein
ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Fn, n ∈ N, die Menge Iω ein Intervall ist, also Iω = [a, b] für
0 ≤ a < b ≤ 1, dann setzen wir:

I(ω1,...,ωn,0) := [a, a+ (b− a)/3] = [a, 2a/3 + b/3] und

I(ω1,...,ωn,2) := [a/3 + 2b/3, b].

(Wir haben also im Fall I(ω1,...,ωn,0) das abgeschlossene linke Drittel von Iω und für
I(ω1,...,ωn,2) das abgeschlossene rechte Drittel von Iω gewählt.)
Wir definieren weiter für n ∈ N die Menge Cn :=

⋃
ω∈Fn Iω und schließlich C :=

⋂
n∈NCn.

a) Zeigen Sie, dass λ1(C) = 0 gilt.

b) Zeigen Sie, dass

C =

{
x ∈ [0, 1] : x =

∑
n∈N

xn3−n mit xn ∈ {0, 2} für alle n ∈ N

}

gilt. C ist also die Menge aller Zahlen aus [0, 1], die eine triadische Darstellung
besitzen, in der keine 1 vorkommt.
Hinweis: Definieren Sie für ω ∈ F die Projektion π(1,...,n)(ω) := (ω1, . . . , ωn) ∈ Fn.
Zeigen Sie zunächst, dass

C =
⋃
ω∈F

⋂
n∈N

Iπ(1,...,n)(ω)



und dass für ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Fn

I(ω1,...,ωn) =

[
n∑
i=1

ωi3
−i ,

n∑
i=1

ωi3
−i + 3−n

]

gilt.

c) Folgern Sie aus b), dass C überabzählbar viele Elemente enthält.


